
HAL Id: hal-03259257
https://hal.science/hal-03259257

Submitted on 14 Jun 2021

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Quadri interfaces
Roger Prud’Homme

To cite this version:
Roger Prud’Homme. Quadri interfaces. Thermodynamique des interfaces et mécanique des fluides,
2021, 5 (1), �10.21494/ISTE.OP.2021.0665�. �hal-03259257�

https://hal.science/hal-03259257
https://hal.archives-ouvertes.fr


1 
 

QUADRI INTERFACES  

par  

Roger Prud’homme 

Sorbonne Université, UPMC Univ Paris 6, UMR CNRS 7190, Institut Jean Le Rond d'Alembert, F-75005, Paris, France. 

 
Résumé : Les équations macroscopiques de bilan des interfaces fluides ont été établies en considérant deux 

échelles de longueur et moyennant quelques approximations, telles que la conservation du vecteur vitesse mixte 
et du gradient parallèle à la traversée de la zone interfaciale. Nous généralisons cette méthode au cas des quadri 
interfaces en présence de champs électromagnétiques. Le passage à l’espace-tempsi, ii est en effet un moyen 
d’obtenir une présentation homogène des bilans1. 

Abstract: The macroscopic balance equations of the fluid interfaces were established by considering two 
scales of length and by means of some approximations, such as the conservation of the mixed velocity vector 
and of the gradient parallel to the crossing of the interfacial zone. We generalize this method to the case of four-
interfaces in the presence of electromagnetic fields. The transition to space-time is indeed a means of obtaining 
a homogeneous presentation of the balance sheets. 

Mots clés : lois de bilan, espace-temps, interfaces, fluides, champs électromagnétiques 
Keywords : balance laws, time-space, interfaces, fluids, electromagnetic fields 
 

Liste des symboles  
 

 
1 Cet article est une mise à jour d'une présentation au Colloque du GDR MFA – Balaruc-Les-Bains – 10/13 

novembre 2015. 

Caractères latins 

ASAA ,, + : espèce chimique, ion positif de A, espèce adsorbée 

B


 :  vecteur champ magnétique 

:  vitesse de la lumière dans le vide en l’absence de champ 

:  distance ; différentielle 

dl :  distance élémentaire 

ds :  intervalle élémentaire entre événements 

D


 :  vecteur déplacement électrique 

D4  :  matrice de la transformation spéciale de Lorentz  

 :  électron libre ; énergie interne massique 

:  énergie interne ( par unité de masse) 

E


 :   vecteur champ électrique 

F :  grandeur physique ( par unité de masse) 

f


:  force agissant à distance sur l'unité de masse totale  

kf


:  force agissant à distance sur l'unité de masse d'espèce k    

G :  enthalpie libre ( g par unité de masse, 
kg pour une espèce k dans un mélange) 

I


 :   vecteur courant classique v~  
; courant total iv +~  

I4  :  4-vecteur courant  

i  :   intensité du courant de diffusion 

i


 : vecteur courant de conduction (ou de diffusion) total  

I  :  intensité du courant électrique égale à I
  
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FVJ :  flux d'une grandeur F par rapport au mouvement de vitesse V


 

FJ  :  flux de F par rapport à un référentiel fixe 0V


=  

FJ  :  flux de F par rapport au mouvement barycentrique du fluide  vV


=  

DkJ


:  flux de diffusion de l‘espèce k égal à  ( )vv −kk  

:  espèce chimique ; constante de Boltzmann    

:  énergie cinétique ( par unité de masse)  

:  masse totale ; masse d’un point matériel 0m  

 0m  :  masse d’un point matériel dans l’espace de Minkowski ;  

:  masse ;  masse moléculaire ;  point matériel   

:  masse molaire 

M  :  polarisation magnétique ( Mm =  
: par unité de masse) 

M4 :  4-vecteur correspondant au point matériel 

M4  :  4-tenseur égal à  HF 44 −
 

:  débit masse par unité d'aire ; débit unitaire   

:   nombre total de moles  

kn :  nombre de moles d'espèce k  

:  nombre d'espèces ; coordonnée normale d’une interface  

NNn 4, ,


: normale unitaire à une surface, 4-normale une surface dans l’espace-temps  

:  pression thermodynamique 

P


:  vecteur polarisation électrique ( Pp


=
 
: par unité de masse) 

:  tenseur de pression  

P4 :  4-tenseur d’impulsion-énergie 

chP4 : 4-tenseur d’impulsion-énergie dû au champ électromagnétique (ou 4-tenseur  de flux   

  électromagnétique) 

( )mP4  : 4-tenseur d’impulsion-énergie dû à la masse 

q


:   vecteur flux de chaleur  

 :  constante molaire universelle des gaz ; rayon ; ou  résistance électrique 

  :  référentiel 

:  entropie (s par unité de masse)  

 : surface  

:   temps  

:  température absolue  

  : composantes de la vitesse  en coordonnées cartésiennes 

v


 :  vecteur vitesse ; vecteur vitesse du point matériel de coordonnées zyx vvv et  ,  de module v  ; 

vecteur vitesse barycentrique dans un fluide composite 
k

kkY v


 

 

k

K k

m

M

M

m

n

N

p

P



R

S

S,S

t

T
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
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kv


:   vecteur vitesse de l’espèce k  

V


:  vecteur ; vecteur vitesse ; vitesse mixte au niveau de l'interface wvV


+= //  

V4  :  4-vitesse du point matériel  

, ( )V : volume de contrôle, sa frontière 

kV


:   vitesse de diffusion des espèces vv


−k  

w


 :   vitesse d’une surface (sa composante normale)  

FaF WW  , : taux de production de la grandeur resp. par unité de volume, par unité d'aire 

 kW :  taux de production de l’espèce k  

aEt
W  :   source d’énergie totale par unité d’aire et de temps à l’interface  

x, y, z :  coordonnées cartésiennes  

kk YX , : fraction molaire, resp. massique, de l'espèce k  

z :  charge massique 
k

kkYz d'un mélange 

kz :  charge massique d'espèce k  

 

Caractères grecs  

 :  quantité 221 cv−   

ε  :  tenseur diélectrique   

 4,,


: vecteur , matrice colonne du vecteur, matrice colonne du quadrivecteur correspondant 

TTT 4,,,


: tenseur d'ordre 2, matrice de ce tenseur, matrice d'un quadri tenseur 




4  :  4-vecteur force 

Π


 :  tenseur de pressions visqueuses 
  :  masse volumique 

j :  masse volumique partielle de l’espèce j  

 :  temps propre d’un point matériel dans l’espace de Minkowski égal à t  

~ :  charge classique par unité de volume 0
~  

0
~  : charge électrique dans l’espace de Minkowski 

k
~  : charge de l’espèce k  par unité de volume 

  : volume par unité de masse égal à 1/𝜌 

 

Autres symboles, indices, exposants 

a :  indice désignant une quantité extensive par unité d'aire 
ch :  exposant désignant une quantité de type champ 
m:  exposant désignant une quantité de type masse 

S : indice désignant une quantité intensive ou spécifique au niveau de l'interface 
T :   exposant indiquant la transposition d'un tenseur, d'une matrice 




 :  gradient (nabla) 

⊥,// : parallèlement, resp. perpendiculairement à une surface 

1


 : tenseur unité 

 

V

F


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Introduction  

Résumons les objectifs de cet article. Les problématiques traitées sont les suivantes : 
1. Écrire correctement les équations aux interfaces dans l’espace 4D de Minkowski.  
2. Écrire ces équations en présence d’un champ électromagnétique . 
 

L'intérêt d’une formulation 4D est de: Obtenir des formulations tensorielles; tenir compte, si besoin 
est, de la relativité. 
 
La méthode adoptée consiste en trois points: 

 On rappelle la méthode utilisée dans le cas 3D pour les fluides en l’absence de champ, d’abord 
dans le volume, puis à l’interface 

 Les règles de la relativité restreinte sont ensuite rappelées pour être appliquées aux bilans 
dans le quadri-volume, puis à l’interface 

 Les tenseurs électromagnétiques sont ensuite définis, ce qui permet d’établir les bilans dans 
les milieux fluides en présence de champs 
 

1. Rappel concernant les interfaces en coordonnées 3D 
 

1.1. Bilans en volume 
 

Il est intéressant d’écrire les équations de bilan dans le volume en suivant le mouvement ayant un 
champ de vitesse connu. F étant une propriété physique extensive (masse, quantité de mouvement, 
énergie, etc.) d’un fluide (plus généralement, d'un milieu continu), de valeur f par unité de masse, on 
peut écrire la forme intégrale du bilan de F dans le volume : 

      
 

( )V : volume de contrôle de surface limite ( )V  ayant n


 pour normale extérieure (Figure 1). 

 

 
 

Figure 1. Volume de contrôle connexe et normale unitaire à sa frontière. 
 

Pour toute grandeur F (f par unité de masse), nous écrirons donc localement : 

( )
FF Wf

dt

fd 


=++ V
V JV


 [1] 

 =+
 VVV

VV dWdSndf
dt

d
FF


J
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avec les définitions suivantes de la dérivée en suivant le mouvement de vitesse V


, et du vecteur flux : 

( )VvJV V
V


−+=+




= f

tdt

d
FF J, , le flux FJ


étant celui du mouvement barycentrique (vitesse

v


). Le taux de production de l'unité de volume de la grandeur F est noté FW .  

On déduit directement de [1] par exemple le bilan de la masse d'un fluide simple :  

( ) 0=−++ VvVV





dt

d
. En prenant vV


= : 0=+ v






dt

d
, et en prenant 0V


=  : 

( ) 0=+



v





t
. Ces relations restent valables pour un mélange de masse volumique totale   et 

de vitesse barycentrique v


.  

Les bilans de quantité de mouvement et d'énergie vérifieront aussi des équations de la forme [1], de 
même que le bilan de l'entropie. Il s'agit là de "grandeurs de type masse". 

Ajoutons le bilan de charge électrique pour les milieux conducteurs : 0=+ i


dtdz  

Le cas des grandeurs caractérisant le champ électromagnétique traitées en section 2.3 et 2.4, nécessite 
un traitement spécifique. Les équations de bilan de ces "grandeurs de type champ" dépendront en 
particulier de la polarisation du milieu iii.  

 

1.2. Bilans aux interfaces 
 
Pour les zones interfaciales, a priori mobiles et déformables, il faut définir un champ de vitesse 

mixte V


 particulier.  
La vitesse mixte considérée à la traversée de la zone interfaciale, schématisée sur la Figure 2, limitée 

par les surfaces −S et +S , est : wvV


+= // ,  et nous ferons des hypothèses spécifiques de conservation 

à la traversée entre les coordonnées normales N- et N+. 

*

N

+N

−N

*

*

w


V


v


//v


( )−S

( )+S

( )S

 

Figure 2. Représentation d'une zone interfaciale à petite échelle au voisinage d'un point courant (*) de la surface 

moyenne (S), de normale N


orientée de (-) vers (+). On définit la vitesse mixte wvV


+= // , où //v


est la 

composante du vecteur vitesse barycentrique v


du fluide parallèle à l’interface, et w


 la vitesse normale de 

déplacement de l’interface. N désigne l'ordonnée suivant la normale N


. Les ordonnées au point courant de (S) 

et des surfaces limites (S-) et (S+), sont respectivement N=N*=0, N=N- et N=N+. 
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Dans cette définition interviennent deux mouvements de natures différentes : d'une part la 
composante parallèle à l’interface du vecteur vitesse barycentrique du fluide //v


 et d’autre part la 

vitesse normale de déplacement w


 de l’interfaceiv, ce qui explique la dénomination de vitesse mixte. 
 

Le bilan local d’interface s’obtient par intégration entre N- et N+ de l’équation [1] écrite sous la 

forme :
( )

F
F

F W
N

f
dt

fd 



=




+++ V

V
V J

JV ////


, en supposant la conservation du vecteur vitesse 

mixte V


 et la conservation du gradient parallèle //


. Les expressions de dtdV
 et de FVJ


 

dépendent de ce champ de vitesse ( )tzyx ,,,V


.   

 
En posant :  


+

−

+

−

+

−

+

− ====
N

N FFa
N

N FFa
N

NSa
N

Na dNWWdNdNffdN 


,,, VV JJ ,  

 

on obtient : 

( )
  FaFFaSSSSa

SaS WJf
dt

fd 


=+++
+
−⊥VVJV


 [2]

 

avec :   −+
+
−⊥ −==+===  ,,,, // NVVV


SSSS tdtd , N


 étant la normale 

unitaire à l’interface.  
On doit aussi écrire des conditions de cohérence Indiquant que les composantes normales des 

tenseurs d’interface sont nulles. Ainsi : 0= NF


aJ . 

 

2. Les équations de bilan en volume dans l’espace-temps de Minkowski 
   

2.1. Généralités v (relativité restreinte2 , espace-temps3 ) 
                

          
Albert Einstein (1879-1955) 

 

 
2 Principe de relativité d’Einstein : la vitesse de propagation des interactions  est  constante et égale à la vitesse 
de la lumière dans le vide c. En mécanique relativiste, ce sont les intervalles qui se conservent lors des 
changements de référentiels d’inertie. 

3 Dans l’espace-temps, l’intervalle élémentaire entre événements est défini par : 2222 dldtcds −= , où dl  est 

la distance élémentaire telle que : 2222 dzdydxdl ++= .  

En matière de relativité, nous nous limiterons à la relativité restreinte 
et aux référentiels galiléens de vitesses V faibles, telles que 1cV . 

L’utilisation des coordonnées d’espace-temps et de la transformation 
de Lorentz sont de rigueur.  
La transformation de Lorentz conserve les intervalles (alors qu’en 
mécanique classique,  les changements de référentiels d’inertie 
conservent les distances).  Cette transformation, présentée dans les 
annexes A1 et A2, est en fait une rotation dans l’espace-temps.   

Lorsque l’on introduit une grandeur physique tensorielle, il faut 
s’assurer que son expression obéit à la transformation de Lorentz lors 
des changements de référentiels d’inertie.  
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Dans un premier temps nous exprimerons les bilans 3D de la section 1 dans l'espace-temps. 

Rappelons que les résultats de cette section ont été établis en l’absence de champ électromagnétique; 
rappelons qu'il s'agit de grandeurs matérielles de type masse. Les équations de bilan 4D obtenues 
seront donc équivalentes aux équations 3D classiques.  

Dans un second temps nous nous occuperons des milieux en présence de champ 
électromagnétique.  Nous introduirons alors des quadri tenseurs électromagnétiques et nous aurons 
à exprimer les équations de Maxwell dans l'espace de Minkowski.  

Nous serons alors en mesure d'exprimer bilans 4D en présence de champ électromagnétique. 
 
 
2.2. Bilans 4D dans le volume pour les grandeurs du type masse 

Le quadrivecteur vitesse V


4  est définie par la matrice colonne :











=





ic

V
V



4  ,
2

2

1
c

V
−= . De 

même, on définit le quadri gradient4 comme suit :
( )( )










==

tic1
4 .  

 Le bilan local  de quadri volume s’écrit alors :    

FF Wf 


44444 =+ VJ VVV   [3] 

Et le bilan local de quadri interface devient :   

  FaVFSSSaVFaS Wf 


444444 =++
+
−⊥JVJ    [4] 

avec :
( ) 













==












=












=












= ⊥

cidtdicfi

c

fi

c

S
FF

S

S
S

Sa

Fa
Fa

F
F

NV

N
NNJJ

J
J

J
J VV

V
V

V
V 


4444444 ,,

1
,,


 

et cWW FF
 =4 , respectivement pour les quadri flux, quadri gradients et quadri productions. 

Il faut ajouter des conditions de cohérence telles que : 044 = NF


aJ .  

 
2.3.  Quadri tenseurs électromagnétiques dans le volume  

 
o Champs et déplacements électromagnétiques 

On introduit d'abord les trois quadri tenseurs suivants, contenant les composantes des vecteurs 

champs et déplacements électromagnétiques : DE


, pour la partie champ électrique et HB


, pour la 

partie magnétique. Les matrices correspondant à ces  quadri tenseurs s'écrivent dans le référentiel 
donné : 

 





















−−−

−

−

−

=





















−−

−−

−−

=

0

0

0

0

,

0

0

0

0

44

zyx

zxy

yxz

xyz

zyx

zxy

yxz

xyz

BBB

BEiEi

BEiiE

BEiEi

EiEiEi

EiBB

EiBB

EiBB

*FF

 

 

4 Le laplacien 
2

2

2

2

2

2
2

zyx 


+




+




== devient en 4D le d'Alembertien □ =

2

2

22

2

2

2

2

2
2

4
1

tczyx 


−




+




+




=  
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



















−−

−−

−−

=

0

0

0

0

4

zyx

zxy

yxz

xyz

DiDiDi

DiHH

DiHH

DiHH

H

                  
       James Clerk Maxwell (1831-1879) 

Les tenseurs électromagnétiques H


4 et *F


4 vérifient les expressions 4D des équations de Maxwell :  

 

0, 44444


== *FIH  [5] 

On considère de plus le quadri tenseur d’impulsion-énergie : chm PPP


444 += , avec sa partie due 
à la masse et sa partie due aux champs. Ces quadri tenseurs représentent des flux de quantité de 

mouvement-énergie. chP


4 est fonction des champs déplacements électriques et magnétiques : 

HDBE


,,, et du vecteur vitesse v


 rapporté à la vitesse c de la lumière dans le vide.   

On définit les tenseurs et matrices correspondantes qui suivent : 
 

o Quadri tenseur d’impulsion énergie dû à la masse, dans le volume: 
 

( ) ( )















+−





 +++

+
=

keke
c

i

ci
m





vvPq

vPvv





P4

 
 

o Quadri tenseur de pression énergie dû à la masse, à l’interface : 
 

( ) ( ) 















+−





 +++

+
=

SSaSSSaSaa

SaaSSa
m

a
keke

c

i

ci





vvPq

vPvv





P4

 

o Quadri tenseur d’impulsion-énergie dû au champ 

( ) 













−


=

chch

E

ch

ch

Eci

i

J

HEP
P4

 

Pour le fluide en mouvement à la vitesse barycentrique v


 : 

( )EMBP
v

HBED1BM
BE

P





−−−−

















−
+

=
c

ch

2

22

    

( ) ( ) ,vBMEPHEJ


+−= cch

E   
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Le produit vectoriel HE


  est dit "vecteur de Poynting". 

( )EMBP
v

BM
BE 


−−−
+

=
c

E ch

2

22

 

les champs et déplacements étant ici mesurés dans le référentiel au repos (d’après de Groot & Mazur 
[réf. viii]) et dans le cas non relativiste. 

o Quadri vecteur des forces extérieures: 


















=

kkk

kk

k

c

i
v




f

f





4

   

 

=
k

kΦΦ


44

 

2.4. Bilan 4D d’impulsion-énergie dans le volume  
 

 

                                                       

 Lev Davidovitch Landau (1908-1968) 

3. Les équations de bilan à l'interface dans l’espace-temps de Minkowski 
 

Utilisons pour les interfaces avec champ électromagnétique, la même organisation que pour le 
volume en section 2 : connaissant les bilans d'interface en l'absence de champ électromagnétique, on 
définit les grandeurs électromagnétiques d'interface et les tenseurs d'impulsion-énergie. Puis on 
s'intéresse ensuite aux équations de Maxwell et aux bilans généraux en se limitant au cas des fluides 
simples. 

 

3.1. Quadri tenseurs électromagnétiques  

Nous donnons dans ce qui suit les définitions et équations de base. 
 
o Champs et déplacements électromagnétiques 

 
Comme dans  le cas du volume, on peut définir des grandeurs d'interface, qui devront vérifier 

les équations de Maxwell et des conditions de cohérence. 
 

On écrit que le flux sortant d'impulsion-énergie à travers la 

frontière du quadri volume considéré est égal au quadri 

vecteur des forces extérieures, ce qui donne localement : 

   ( ) =+


4444
mch PP   [6] 
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,

0

0

0

0

4





















−−

−−

−−

=

zayaxa

zaxaya

yaxaza

xayaza

a

EiEiEi

EiBB

EiBB

EiBB

F

 




















−−−

−

−

−

=

0

0

0

0

4

zayaxa

zaaxyS

yaxaza

xayaza

a

BBB

BEiEi

BEiiE

BEiEi

*F

 





















−−

−−

−−

=

0

0

0

0

4

zayaxa

zaxaya

yaxaza

xayaza

a

DiDiDi

DiHH

DiHH

DiHH

H

  

Les grandeurs d’interface sont en milieu polarisé :  aH  vecteur déplacement magnétique ; aD  : 

vecteur déplacement électrique ; aB  : champ magnétique ; aE  : champ électrique ; aaa EDP −=


 : 

polarisation électrique ( Sp par unité de masse) ; aaa HBM −=  :  polarisation magnétique ( Sm par 

unité de masse). 

o Équations de Maxwell à l’interface et conditions de cohérence : 

 
0


== *FIH aaa 44444 ,
 [7] 

Conditions de cohérence :  

 

0,* 444444 === NI0NN


aaa FH   

o Quadri-tenseurs d’impulsion-énergie à l’interface et conditions de cohérence : 

( ) ( )















+−





 +++

+
=

SSaSSSaSaa

SaaSSa
m

a
keke

c

i

ci





vvPq

vPvv





P

 

( ) 















−









+

=
ch

a

ch

Ea

aaSa

ch

ach

a

Eci

c
ic

J

HEvP



 1

4


P

 

Conditions de cohérence : 

0N0N


== 4444 ,
ch

a

m

a PP ,  0,0 4444 == NJN


FaFaJ ,  

,44 0N


=aH 0N


=*Fa4
 et 

,44 0N


=mP
 0N


= 44

chP   

Soit, en développant dans l'espace à trois dimensions : 
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( ) ( )

















=−

=−

=+−





 +++

=−






 +

⊥

⊥

⊥

+

−

⊥

0

0

ch
aS

ch
Ea

aa
Sch

a

SaaaSaaaaSa

SaSaSSa

EV

c

V

Vkeke

V

NJ

0HENP

NvPvq

0vNPvv













 








=−=

==

0,0

,

22
aaa

ch
aa

BENq

0NP0NP




 

 

3.2. Bilan d’impulsion-énergie à l’interface  

Nous donnons ci-après les équations de bilan, dans lesquelles les grandeurs électromagnétiques sont 
globalisées pour un mélange, comme l'est aussi d'ailleurs le tenseur des pressions. 

o Bilan 4D d’impulsion-énergie à l’interface: 

( )
( ) ( ) ( )  aS

mch

SSSa

m

a

ch

aS

c =−−++

+++

+

−





444

44444

1 NVvvv

Vv





PP

PP
 [8] 

Soit, en écriture classique, k désignant l'espèce chimique : 

( ) ( )

( )( ) 

( ) ( ) ( ) ch

EaSS

k
kaDkaSSaSaS

SS
a

k
kaak

ch

SaS
SS

a

W

ee
dt

ed

cdt

d








+







−−+−−

+−=−−+++

=







−+−+++

+

−

+

−

+

−





NVvvvPvv

vPNVvqq

NVBEPvvPP
v

2

2

1

:

1

fJ

f





 

o Espèces et masse totale : 

( ) ( )  kakDkkaSSSkSa
kSaS WYY

dt

Yd 

=−++++

+

−
NVvJV V 


J

 [9] 

( )  0=−++
+

− NVvV





SSa
aS

dt

d

 

o Charge électrique 

( )( )  0=−−+++
+
− NVvii Sa

SS
a zz

dt

zd


 

 
o Entropie : 
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 Les question du bilan d'entropie et des lois de comportement n'ont été qu'abordées en annexe 
A3 dans le cadre de la TPI.  Voir aussi l'exemple d'application à une interface plane particulière 
présenté en A4. 

 

Conclusion 
 

Nous avons d'abord rappelé les équations de bilan en volume des mélanges fluides en présence de 
champ électromagnétique5. Nous avons ensuite considéré les équations de bilan aux interfaces des 
milieux continus en présence d'un champ électromagnétique en les exprimant dans l'espace-temps de 
Minkowski.  Dans le cas d'un mélange, des grandeurs  électromagnétiques globales (non spécifiques à 
chaque espèce chimique) ont été adoptées. Nous nous sommes limités au cas de vitesses faibles v/c 
<< 1.  La présentation dans l'espace à quatre dimensions a des avantages car elle est très condensée, 
en particulier pour les grandeurs électromagnétiques, mais elle peut aussi permettre de traiter des cas 
relativistes.  
 

Annexes 

A1. Présentation de la transformation de Lorentz 
 

Un point M de l’espace-temps est représenté par un vecteur complexe M4 , dont matrice ligne 

associée T
M4 est:  ictzyxT =M4 , où c  est la vitesse de la lumière dans le vide en l’absence de 

champ. Les coordonnées sont ici indiquées dans un référentiel galiléen.  

Si l’on veut exprimer ces coordonnées dans un autre référentiel galiléen de vitesse relative v


, avec 

 vT 00=v  par rapport au premier référentiel, on écrit :  '''''4 ictzyxT =M , et la relation de 

changement de référentiel se fait au moyen de la transformation spéciale de Lorentz, transformation 

linéaire : MDM 444 ' = , de matrice D4  :  

   



















−

=





100

100

0010

0001

4

civ

civ
D  

avec : 221 cv−= .  



/VMO

'

x

 

 
5 Il est à noter que la démarche de de Groote et Mazur adoptée ici [réf. viii] est en partie remise en cause par 
Brechet et al. [réf. x]  qui pensent relever une contradiction en ce qui concerne l'expression de la force de 
Lorentz utilisée. 
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Figure A1. Référentiels galiléens. Le référentiel  est celui dans lequel nous observons les événements.  

Au point M en de vitesse instantanée v , nous associons à l’instant t le référentiel '  se déplaçant à vitesse 

constante vV = . 

 

Dans l’espace à trois dimensions, la vitesse v  d’un point matériel peut être définie à tout instant.  

Pour définir la vitesse comme une grandeur intrinsèque (ne dépendant pas du repère choisi pour la 

mesurer)  dans l’espace-temps, il est nécessaire de définir un temps propre (figure A1). 

A l’instant t , le point matériel M  se meut à la vitesse ( )tv dans le référentiel .  

Considérons maintenant le référentiel Galiléen '  se déplaçant à vitesse constante V   telle que, à 

l’instant t , on ait vV = . Le temps  mesuré par rapport à un tel repère (il en existe un à tout instant) 

lié au point matériel est appelé temps propre de ce point matériel. Supposons que les coordonnées de 

M  restent nulles, nous aurons, dans le nouveau repère : 



















=



















tci

z

ci

0

0

0

0

0

4D



, soit : 
















+−=

−=

tcz
c

v
c

tvz




1

0

  

On en déduit l’expression du temps propre du point matériel : t
c

vt



 =














−=

2

2

1   

Notons qu’ici v et , bien que variables, doivent être considérés comme constants lorsqu’il s’agit 

du repère Galiléen coïncidant avec M  et ayant même vitesse que M  à l’instant t .  La relation 

précédente est donc en fait une relation différentielle reliant le temps propre au temps dans le repère

 et doit s’écrire en toute rigueur : .dtd  =   

Le quadri vecteur V4  est bien un 4-vecteur de l’espace de Minkowski comme on peut le vérifier 

aisément (réf. iv). 

A2. Application de la transformation de Lorentz aux grandeurs électromagnétiques  

Affectons des indices 0, v et V, les valeurs prises dans les référentiels au repos, suivant le mouvement 
particulaire et suivant un mouvement quelconque (pouvant être celui de la zone interfaciale), 
respectivement. 

La transformation de Lorentz s’applique aux quadri-tenseurs *, 44 FF


 et H


4 avec les formules 

suivantes pour les champs et les déplacements où V peut être remplacé par v : 

( ) ( )

( ) ( ) 00V00V

00V00V

EVBBDVHH

BVEEHVDD




+=+=

+=+=

cc

cc

1,1

,1,1
 

Pour les composantes du 4-tenseur d’impulsion-énergie, la relation fondamentale entre les flux 

devient : 
( ) ( )

chch

vvv cc

EVJEvJJ

HEVPHEvPP

EVEvE0

VVV0




+=+=

+=+=
 

A3. Les lois de comportement à l'interface 
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Le problème des lois de comportement, dans le volume et à l’interface est assez complexe, en 
particulier en présence de surfaces. Il faut d’une part connaître les lois d’état et d’autre part établir les 
lois complémentaires.  

Dans les plasmas raréfiés en présence de champs  électromagnétiques, les seules équations des 
milieux continus ne suffisent plus et il intervient des longueurs caractéristiques d’origine 
microscopique telles la longueur de Debye ou le rayon de Larmor. D’autre part les champs agissent 
différemment sur chaque espèce, il y a donc de la place pour les théories microscopiques vi. 

On peut néanmoins tenter d’utiliser notre théorie macroscopique et les principes de la 
thermodynamique irréversible (TPI) pour obtenir les lois complémentairesvii, viii, ix, x 

Pour cela il nous faut d’abord déterminer le taux de production d’entropie, puis faire apparaître des 
flux et des forces généralisées qui seront ensuite supposées vérifier des relations linéaires avec des 
coefficients phénoménologiques. Pour la capillarité on utilise la théorie du second gradient [réf. iv]. 

 
Sinon, on a recours à l’analyse à l’échelle moléculaire. En présence de champs  électromagnétique 

interviennent des longueurs caractéristiques d’origine microscopique telles les longueurs de Debye et 
de Larmor. 

 L’équation locale de bilan de l’entropie a la forme suivante : 

( )( ) Sa
k

S
k

DkSaS
S

a Wss
T

g

Tdt

ds 

=








−−+−++

+

−

 NVv
q

J  J

 [10] 
 

L'expression du taux de production d’entropie SaW se déduit des autres équations de bilan et des 

lois d’état. Il s’écrit : 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ch

SaS
k

kkkSS

S
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Dka

S

kSk

S

ka
k S

kS

SSa
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S
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T
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
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







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
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
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










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









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


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
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





NVvvv

Πvvq
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2

2

1

111

111



J

fJ

 [11] 

avec la partie due aux champs reliée au taux de production d’énergie interne de ces champs : 

  



















++−+



−−=

+

−

+

−
NPPvNJJ


 chch

aS

ch

E

ch

EaS

ch

a

ch

Ea
t

Ea
WW 

 [12] 
 

contenant un terme de production de potentiel aW
 . 

 

A4. Exemples d’application  
 

• Le travail de mise en forme du taux de production d’entropie reste à faire dans le cas général. 

Il a été réalisé dans des cas particuliers tels que l’effet Peltier xi.  
•  Il a également été réalisé, dans le cas de l’interface métal-plasma, en présence de réactions 

de surface, en utilisant des schémas réactifs et des lois de cinétique chimique pas 
nécessairement linéairesxii. 
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• Les géométries des interfaces étudiées sont le plus souvent planes. 

 

métal plasma

Interface S

Plasma neutre
Gaine de 

potentiel

Se +− eS

eSSe →+−

V- V+ eA ++
A

T eTT ,

x

(III)

(I)

+ réactions (II)

complémentaires 

du tableau suivant 

selon le schéma 

réactif envisagé

  

Schéma 1) :

SASeSASASA +→+→+ +++ ,Schéma 2) :

Schéma 3) :

SAeSA +→++

Schéma 4) :

eSA ++ SA +

SAASASeSA +→→++ ,

Schéma 5) : SAeSSASASA 2, +→+→+ +++

 
 
Figure A4. Modélisations de l' interface métal-plasma sous basse pression envisagée dans l'étude d'une sonde 
de Langmuir. 
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