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Résumé — Nous proposons ici une construction spectrale de l’espace grossier d’une méthode de dé-
composition de domaine mixte non-intrusive. Ceci est l’adaptation naturelle des travaux de N.Spillane
[9, 10] sur les méthodes de Schwarz, BDD et FETI. En particulier l’implémentation non-intrusive permet
de se rapprocher des approches type Schwarz et définir aisément un problème aux valeurs propres géné-
ralisé afin de construire notre espace grossier. Nous montrons ici leur application dans un cadre mixte et
non-intrusif. Cette nouvelle robustesse est illustrée sur des cas fortement hétérogènes et élancés.
Mots clés — Décomposition de domaine, problème aux valeurs propres généralisé, non intrusif, ap-
proche spectrale, méthode mixte

1 Introduction

La robustesse des méthodes de décomposition de domaine est une question essentielle en vue de
leur utilisation dans les codes généralistes. La capacité à traiter efficacement des structures fortement
hétérogènes, élancées ou encore avec des partitions non régulières conditionne pleinement leur utilisation
dans un cadre industriel.

L’extensibilité des méthodes de décomposition de domaine est obtenue par l’utilisation d’un espace
grossier. Le choix des modes présents dans cet espace est crucial.

Notre contribution se focalise sur la méthode Latin [3] qui en décomposition de domaine se rapproche
fortement du Schwarz optimisé sans recouvrement avec la possibilité orginale de prendre en compte
simplement des conditions de contact aux interfaces [6]. [1, 4] proposent une approche à deux niveaux
afin de rendre la méthode Latin extensible et robuste. Cette approche se focalise sur les comportements au
niveau des interfaces et conduit à un problème grossier vérifiant l’équilibre des interfaces sur un nombre
réduit de degrés de liberté. Il est suggéré dans [4] d’utiliser les modes rigides des interfaces ainsi que
quelques modes de déformation simple comme des modes d’extension ou de cisaillement.

Pour des cas simples de structures relativement homogènes ces modes sont généralement pas tous
nécessaire. Nous proposons donc d’appliquer les approches de type GenEO [9, 10] qui consistent en une
approche spectrale afin de sélectionner automatiquement les modes les plus pertinent pour améliorer la
convergence.

2 Méthode Latin pour la décomposition de domaine

2.1 Approche mono-échelle

Nous considérons une structure Ω sous des hypothèses élastiques linéaires isotropes en petites dé-
formations. Cette structure est décomposée en sous-domaines (Ωi)16i6N et sont définis au niveau des
interfaces entre ces sous-domaines des champs de déplacement ainsi que des champs d’effort aux inter-
faces. Les notations sont discrètes et considérées comme étant globale. Ainsi w et f sont respectivement
les champs de déplacement et d’effort. Le problème à résoudre est constitué des équations d’équilibre
sur les sous-domaines ainsi que les équations de "recollement" aux interfaces afin d’assurer la continuité
des déplacements et l’équilibre des efforts entre les sous-domaines. Cela conduit au système suivant :
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
Sw = fd + f Équilibre des sous-domaines

Af = 0 Équilibre des interfaces

Bw = 0 Continuité des déplacements

(1)

avec S la condensation des opérateurs de rigidité des sous-domaines aux interfaces, fd représente les
conditions limites condensées aux interfaces, A et B sont respectivement les opérateurs de somme et
différence entre 2 champs de chaque coté d’une interface (Figure 1).

Γ12

Ω1 Ω2

Aff12 f21A Aa

(a) Opérateur de somme Af = f12 + f21

Γ12

Ω1 Ω2

wα−wα wα

BT BT
a

(b) Opérateur de différence BT wα

FIGURE 1 – Illustration de A et BT

Nous allons finalement considérer le problème avec l’inconnue mixte µ= f+kw et λ= kw, avec k
qui sera un paramètre de direction de recherche. En considérant désormais seulement λ et µ le système
devient : {(

Sk−1 + I
)
λ= fd +µ Équilibre des sous-domaines

λ−Lµ= 0 Conditions d’interface
(2)

avec L = kAT
(
AkAT

)
A.

L’idée de la méthode Latin pour résoudre ce problème sous-structuré est de traiter séparément les
équations du problème en cherchant successivement des solutions partielles à l’équilibre des sous-domaines
puis aux relations d’interfaces. Nous avons alors un schéma itératif constitué de deux étapes :

Étape locale : connaissant un couple (λ,µ) nous cherchons un solution
(
λ̂, µ̂

)
vérifiant les relations

d’interface ainsi que l’équation de direction de recherche de l’étape locale :{
λ̂−Lµ̂= 0

µ̂−2λ̂= µ−2λ
⇐⇒

(
I −L
−2 I

)
︸ ︷︷ ︸

H+

(
λ̂
µ̂

)
=

(
0 0
−2 I

)
︸ ︷︷ ︸

k+

(
λ
µ

)
(3)

Étape linéaire : connaissant un couple
(
λ̂, µ̂

)
nous cherchons un solution (λ,µ) vérifiant l’équilibre

des sous-domaines ainsi qu’une deuxième équation de direction de recherche :{(
Sk−1 + I

)
λ= fd +µ

µ= µ̂
⇐⇒

(
Sk−1 + I −I

0 I

)
︸ ︷︷ ︸

H−

(
λ
µ

)
=

(
0 0
0 I

)
︸ ︷︷ ︸

k−

(
λ̂
µ̂

)
(4)

Ainsi cette méthode peut se mettre sous la forme d’une équation matricielle de point fixe :(
λ
µ

)
n+1

= M−1
(

fd
0

)
+M−1N

(
λ
µ

)
n

(5)

avec M = H− et N = k−H+
−1k+

Il est possible de montrer que le spectre de l’opérateur M−1N est bien inférieur à 1 assurant la
convergence de l’algorithme.
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2.2 Approche multi-échelle

La méthode présentée précédemment n’est pas extensible et il est nécessaire d’ajouter l’équivalent
d’un problème grossier pour garantir cette indépendance à la sous-structuration. Cela consiste à ajouter
à l’étape linéaire une nouvelle équation afin de vérifier globalement l’équilibre des interfaces. [4, 5]
proposent de définir une base W de modes grossiers d’interface par rapport à laquelle devra être vérifié
l’équilibre des interfaces. En ajoutant alors WT Af = 0 au système et en utilisant les variables λ et µ, le
système à l’étape linéaire devient : 

(
Sk−1 + I

)
λ= fd +µ

WT A(µ−λ) = 0

µ− µ̂+AtWγ = 0

(6)

Avec γ un multiplicateur pour tenir compte de la nouvelle condition d’équilibre grossière au sein de la
relation de direction de recherche. Cela conduit en particulier au système suivant :(

Sk−1 + I −I
−P I

)(
λ
µ

)
=

(
fd
0

)
+

(
0 0
0 I−P

)(
λ̂
µ̂

)
(7)

avec P = kATW
(
WT AkATW

)−1WT A un projecteur macroscopique. La résolution de ce problème
à deux échelles est détaillée dans [7].

2.3 Direction de recherche non-intrusive

Au cours de l’étape linéaire il s’avère que l’opérateur de rigidité des sous-domaines est directement
modifié par les directions de recherche au niveau de degrés de liberté d’interface. Le problème à résoudre
est finalement un problème avec des conditions de Robin sur les bords. Dans [6] est proposé un choix
non-intrusif de ces conditions de Robin afin de faciliter l’implémentation dans des codes industriels.
Cette condition de Robin qui se traduit par une rigidité d’interface est alors considérée comme la rigidité
d’une couche d’éléments qui aurait été rajoutée aux bords des sous-domaines. La figure 2 illustre cette
couche d’éléments rajoutée aux interfaces. Cette couche peut évoquer des méthodes de type Schwarz
avec recouvrement [2] mais contrairement à ces dernières le déplacement sur le bord extérieur est imposé
à zéro..
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(a) Exemple à 3 sous-domaines

E1

Γ13
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θ13

θ12

(b) Avec les conditions de Robin
non-intrusives

FIGURE 2 – Exemple de l’implémentation non-intrusive

3 Approche spectrale

L’approche spectrale est adaptée des travaux sur GenEO de Nicole Spillane à propos du Schwarz
additif [10] et des méthodes sans recouvrement BDD/FETI [9]. L’objectif est d’étudier plus précisément
le spectre de l’opérateur des itérés (équation 5)afin de déterminer les modes problématiques pour la
convergence de l’algorithme. L’opérateur N ne dépend que des choix de paramètres de direction de

3



recherche. Sa norme est contrôlée et de fait très souvent égale à 1. Cela nous conduit à nous intéresser
plus particulièrement au spectre de l’opérateur M correspondant aux résolutions sur les sous-domaines.

L’étude des valeurs propres de M conduit au système suivant :(
Sk−1 + I −I

0 I

)(
λ1
µ1

)
= α

(
λ1
µ1

)
(8)

Pour α 6= 1, µ1 = 0 et on obtient finalement le problème généralisé aux valeurs propres suivant :(
Sk−1 + I

)
λ1 = αλ1⇔ (S+k)w1 = αkw1 (9)

Remarques : la valeur propre α = 1 est associée aux modes rigides des sous-domaines
Nous allons donc résoudre le problème généralisé aux valeurs propres ci-dessus afin d’extraire les

vecteurs propres w1 les plus pertinents pour constituer la base macroscopique W. Cela correspond aux
vecteurs propres ayant une valeur propre proche de 1.

Ces problèmes généralisés aux valeurs propres sont des résolutions locales sur chaque sous-domaine
et sont donc effectués en parallèle. Contrairement à [5] les modes propres sont définis pour chaque sous-
domaine sur l’ensemble de ses interfaces associées et non plus indépendamment interface par interface.
La construction de l’opérateur grossier reste cependant similaire à [7]. Le changement majeur vient
simplement de la construction automatique des modes grossiers les plus pertinents.

4 Résultats numériques

4.1 Présentation du problème

Nous pouvons illustrer l’impact de cette approche spectrale sur une structure 2D élancée hétérogène
dont le motif de matériau présenté à la figure 3 est répété 16 fois pour obtenir un élancement final de 64.
La structure est encastrée à sa gauche et un effort vertical est appliqué à sa partie droite pour la solliciter
en flexion. Les caractéristiques matériaux sont précisées au tableau 1. Les hétérogénéités atteignent un
rapport de 105. Les paramètres de direction de recherche sont choisis automatiquement en se basant sur
les boites englobantes des sous-domaines [8].

FIGURE 3 – Motif de matériau

TABLE 1 – Un exemple de tableau

E (MPa) ν

Bandes centrales 200 000 0.49
Bandes extérieures 50000 0.3

Inclusion intermédiaire 2000 0.3
Reste de la structure 2 0.3

4.2 Analyse spectrale

Nous présentons ici les analyses spectrales avec comme exemple le troisième sous-domaine du motif
présenté à la Figure 3. Le spectre est illustré à la Figure 4. Nous remarquons des premières valeurs
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propres très proches de 1 suivies par un saut dans le spectre. Ne sont alors sélectionnées que les valeurs
propres proches de 1. En particulier nous retrouvons trois valeurs propres égales à 1 associées aux modes
rigides des sous-domaines. Les modes suivant illustrent des déformations internes aux sous-domaines qui
dépendent des hétérogénéités. Les huit premiers modes associés au troisième sous-domaine de la figure 3
sont regroupés à la Figure 5. Ces modes propres concordent avec les résultats obtenus par N.Spillane [9].

5 10 15 20
0

2

4

6

Sélection des modes : 1.5

FIGURE 4 – Spectre du problème aux valeurs propres généralisé d’un sous-domaine

(a) Mode 1 - α = 1 (b) Mode 2 - α = 1 (c) Mode 3 - α = 1 (d) Mode 4 - α = 1.00015

(e) Mode 5 - α = 1.00023 (f) Mode 6 - α = 1.00075 (g) Mode 7 - α = 1.0282 (h) Mode 8 - α = 1.0726

FIGURE 5 – Premiers modes propres du sous-domaine 3

4.3 Convergence

Après avoir sélectionné les modes nous comparons maintenant la convergence de la méthode La-
tin avec ces modes par rapport à la méthode Latin sans problème grossier et à la méthode Latin avec
problème grossier et des modes grossiers standards. Nous notons à la Figure 6 l’ amélioration de la
convergence en utilisant les modes appropriés pour le problème grossier : 22 itérations avec GenEO
contre 460 pour les modes classiques et 1370 pour le mono-échelle.
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FIGURE 6 – Comparaison des convergences

5 Conclusion

Nous avons pu appliquer à une approche mixte l’approche spectrale de type GenEO afin d’enrichir
automatiquement les bases grossières et ainsi améliorer la convergence de la méthode. Pour un cas for-
tement hétérogène et élancé nous pouvons noter l’apport considérable de la construction spectrale de la
base grossière.

Nous profiterons de la présentation pour montrer d’autres exemples hétérogènes ainsi que des parti-
tion irrégulières. Des informations sur les temps de calculs seront présentées. De même que nous mon-
trerons un cas non-linéaire de type frottement de Coulomb.
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