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Suites barypolygonales quelconques

par David Pouvreau! et Rémy Eupherte?

Résumé

Les suites barypolygonales d'un polygone sont étudiées de maniére générale. Un polygone P ap = 3
sommets (Ax)1<k<p étant donné, on lui associe une famille ordonnée t = (tx)1<k<p de réels de ]0; 1]
dont les termes permettent de définir des barycentres des paires successives de sommets de P. On obtient
ainsi un t-barypolygone de P. Une suite t—barypolygonale de P est initialisée en P, chacun de ses
termes étant le t—barypolygone du précédent. Il est démontré de deux manieres qu'une telle suite
converge toujours vers un point G dont une caractérisation barycentrique dépendant de t est précisée.
Une généralisation en dimension finie quelconque est ensuite justifiée. Est aussi résolu le probléme de
de la détermination des suites barypolygonales convergeant vers un barycentre donné de (Ag)1<k<p,
avec une application. Un probléme ouvert analogue concernant les pentagones convexes est enfin posé.

Abstract

The barypolygonal sequences of a polygon are generally studied. An ordered set t = (i )1<x<p Of real
numbers chosen in ]0; 1[ is associated to a polygon P having p > 3 vertices (Ax)1<k<p- The terms of
this set are used in order to define barycenters of the successive pairs of vertices of P, resulting in a t—
barypolygon of P. A t-barypolygonal sequence of P starts with P, each of its terms being the t—
barypolygon of the preceding one. It is proven with two methods that such a sequence always converges
towards a point G, of which a barycentric characterization depending on ¢ is given. A generalization in
any finite dimension is argued. The problem concerning the determination of the barypolygonal
sequences converging towards a definite barycenter of (Ay);<k<p is also solved, an application being
made. An analogous unsolved problem concerning the convex pentagons is finally presented.

1. Définitions et position du probleme

Il est utile ici de rappeler la définition générale d'une suite barypolygonale®. Soit P un polygone
ap = 3 cotés, de sommets (Ay)q<k<p- SOit t = (ty)1<k<p une famille ordonnée de réels de ]0; 1[. Le
t-barypolygone de P est le polygone B dont les sommets (By)i<k<p sont définis par les conditions
barycentriques :

{v k €[1;p— 11, By =bar {(A;tr); (Axs1;1— )}
B, =bar {(A, ;tp) ; (A1 ;1 —tp)}

La suite t—barypolygonale de P est la suite (B™),,cy de polygones définie par récurrence de la maniére
suivante :

‘B(O) = :P
{V n €N, B®D = (Bk(n+1)) est le t-barypolygone de B™ = (Bk("))

1<k<p 1<k<p

! Professeur agrégé de mathématiques et docteur en histoire des sciences. Université de Mayotte (C.U.F.R. de
Dembéni). Email : david_pouvreau@orange.fr

2 Professeur agrégé de mathématiques et docteur en mathématiques pures. Lycée Gustave Eiffel de Bordeaux.
Email : remy.eupherte@free.fr

3 Elle a été énoncée dans (Pouvreau, 2016), p. 16.
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La figure représente les premiers termes d'une suite (g '3 ; =)-barypolygonale d'un quadrilatére® :

16’7

Le probléme considéré ici est celui de la limite des suites barypolygonales de P. Comme dans
le cas des suites barypolygonales réguliéres, ou t; =t; pour tout (i;j) € [1; pl?, une approche
algébrique de ce probléme va étre entreprise. La diversité des paramétres de la famille ¢ dans le cas
général complique la tache par rapport au cas déja résolu de leur égalité, ou a été établie la convergence
de la suite (BM),cy vers le centre de gravité de . Un résultat généralisant ce premier théoréme de
convergence va néanmoins étre démontré de deux maniéres’ :

2. Enoncé du théoréme général de convergence barypolygonale

Théoréme 1

Soit p = 3 dans N. Pour tout polygone P de sommets (Ax);<k<p €t toute famille ordonnée
t = (tx)1<k<p de réels de ]0; 1[, la suite t-barypolygonale de P converge vers

6= bar{(A"; 1 —ltk)}

1<k<p

3. Cadre algébrique et résultats préliminaires communs aux deux
démonstrations du théoréme

3.1. Formalisation matricielle : matrice t—barypolygonale d'ordre p

On considére les points impliqués dans le plan complexe. On notera m l'affixe d'un point M
dans ce plan. Les affixes des sommets des termes de la suite t—barypolygonale de P sont alors les
solutions du systéme récurrent :

4 La plupart des figures de cet article ont été réalisées par notre collégue Florent Richard, que nous remercions.
5 Ce précédent théoréme a été démontré dans (Pouvreau, 2016), pp. 17-18. L'auteur avait alors déja conclu cet
article (p. 19) en annongant la généralisation entreprise ici.
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vneN {V kelp—11 b = teb ™ + (1 =t ™
’ b, ™Y = (1—t,)b,™ + t,b,"™

avec bk(o) = q; pour tout k € [1;p].
Considérons la matrice colonne X, = (bk(n)) 1sksp € M(p;1) (C) et la matrice carrée

M, (t) = [mi]- (t)] définie par :

@&)elLp]?
t;sij=i
11—t siie[lp—1]etj=i+1
1—t, si ()= 1)
0 sinon

m;;(t) =

On appellera cette matrice stochastique My, (t) la matrice t—barypolygonale d'ordre p.
Pour toutn € N, Xp, n 1 = My ()X, dou : VREN, X, , = (Mp (t))nXp,O. Si la suite de
terme général (Mp (t))n converge vers une limite Ly(t), alors la suite (X,,)nen converge et

nl_i)rlloo Xpn = Lp(t)Xp 0. Le probléme géométrique posé s'identifie deés lors a celui, algébrique, des

propriétés de My, (t), en vue de déterminer 1'éventuelle matrice Ly (t).

3.2. Appartenance de 1 au spectre de M, (t) et sous-espace propre associé

Le premier résultat préliminaire commun aux deux démonstrations (qui constitue toutefois un
cas particulier naturellement inclus dans les phases initiales de la premiére démonstration) est le suivant.

Proposition 2

Le nombre 1 est une valeur propre de multiplicit¢ 1 de M, (t) et son sous-espace propre

1
associé E; a pour base le vecteur < )
1

Le polyndme caractéristique XMy (t) X) = det(X I, — M, (t)) de la matrice My, (t) est calculable

par développement selon la premiére colonne. Apparaissent alors deux déterminants triangulaires
permettant ensuite d'obtenir immédiatement :

P 2
Xmyty(X) = H(X —tyg) — 1_[(1 — tx)
k=1 k=1

11 est alors clair que )(Mp(t)(l) = 0 : 1 est valeur propre de M,,(t). De plus, la multiplicit¢ de 1

est 1 dans la mesure ou 1 est racine simple de Xmy(p)- En effet :

p
(o) => [[a-w>o0

k=1 1<isp

izk
X1

Par ailleurs, pour tout X = ( : ) € M;1)(C) :

x
P

Vke[Lp—1], tpxx + (1 —ti)xpr = X

M,(DO)X=X&
p() { (l—tp)x1+tpxp=xp
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Vke[Lp—1], (1 —t)xps1 —x) =0

= e V(30 € [1;0]% x; = x;

{ (1= )( = 3) =0 wn eltrk 1=

Donc le vecteur annoncé est une base de E;, qui est de dimension 1.

3.3. Module des valeurs propres de My, (t)

Une autre propriété générale des matrices barypolygonales va se révéler essentielle :

Proposition 3

Toute valeur propre de M,,(t) distincte de 1 est de module strictement inférieur a 1.

En effet, soit A une telle valeur propre et soit E; son sous-espace propre associé. Par définition,
X1

il existe X = ( : ) € E;\{0}. Et comme A # 1, on n'a pas x; = x; pour tout (i;) € [1;p]?. Par
X
p

conséquent, il existe k € [1;p] tel que x| = Max {|x;|}1<i<p, avec |xx| # 0 et [xp4q| < |xg| (en
convenant de noter x,,,1 = x;). Or, Axy est la k-i¢me coordonnée de M, (t)X = AX. Ceci implique :
Axye = texge + (1= t)Xpeqq

En appliquant I'inégalité triangulaire, en tenant compte de t, € ]0; 1[ et en utilisant |xj 44| < |xg|, on
en déduit :

[Al x| < trelxge] + (1 = ) [xpsn | < trelxel + (1 =t [xp ] =[x

De la division des deux membres de cette inégalité par |x; | > 0 résulte alors bien que |A| < 1.

n
3.4. Existence d'une limite L, (t) de la suite ((Mp (t)) ) \ et d'un point limite
ne

G de toute suite t—barypolygonale

Tout polynéme de C[X] étant scindé dans C, il en va ainsi du polynéme caractéristique XMy (2)-

Par conséquent, My, (t) est trigonalisable dans C. Il existe donc dans M, (C) une matrice réduite R, (t)
(diagonale ou triangulaire) et une matrice inversible @y, (¢) telles que :

M, (£) = Qp(DR, (1) (Q(®) ™

11 est alors immédiat par récurrence que :

vneN, (Mp())" = Q@ (Ry(t))"(Q(®)

Notons m(A) la multiplicité d'une valeur propre A de M, (t) (qui est sa multiplicité en tant que
racine de Xm,(t))- Notons A, o, Ap les valeurs propres de M (t), celles dont la multiplicité est
supérieure a 1 étant répétées autant de fois que cette multiplicité. On conviendra dans ce qui suit de
poser A; = 1. Notons Sp(Mp (t)) = {Ax}12k<p le spectre de M, (t), ensemble de ses valeurs propres.
Notons que les éventuelles valeurs propres multiples n'apparaissent qu'une seule fois dans le spectre,
donc que le cardinal de Sp(Mp (t)) est strictement inférieur a p dés qu'il en existe au moins une.

Si R,(t) est la diagonale diag((lk)lsksp), alors (Rp(t)))n = diag((lkn)lsksp) ; d'ou,
compte tenu des propositions 1 et 2 :
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1 0 .. 0
nl—i>Too (Rp (t))n - 0 ° - Ap
0 .. .. 0
Supposons maintenant que Ry, (t) soit triangulaire mais non diagonale. On peut considérer sans
inconvénient qu'il s'agit d'une réduite de Jordan de M,,(t). C'est-a-dire d'une matrice diagonale par blocs
triangulaires de type T, (1) € M, (C),oul € Sp(Mp (t)) etou q € [1;m(A)], qui sont de la forme :

o /

(en convenant que T, (1) = (1) si g = 1, et que le bloc triangulaire supérieur gauche de Ry, (t) est réduit
aunombre 1; = 1). Notons qu'a priori, plusieurs blocs de ce type peuvent exister pour une méme valeur
propre distincte de 1 ; I'unicité d'un tel bloc pour chaque valeur propre sera toutefois établie plus loin.

On a alors T, (A) = Al; + Ng, avec N, qui est nilpotente d'ordre g, c'est-a-dire telle que pour
toutj > q, qu = 0. La commutativit¢ de A1, et N, permet d'appliquer la formule du binéme :

n

(Tq (A))n = Z (7) (Mq)n_quj

j=0

On peut en déduire que pour toutn = q :

w (N (B - (qfl) JnHi-q
0 An (Tll) an-1 (;l) -2 .
: n ny n-

(T,@)" = 0 o (P :
()
.

0o i

n
(Rp(t)) est dés lors, pour tout n = Max {m(A)}sesp(m,(r)) » une matrice diagonale par blocs

n
triangulaires du type (Tq (/'l)) . La suite de terme général (Rp (t)))n converge donc la aussi, compte

tenu de la proposition 2, vers la matrice A,, définie plus haut. Par croissances comparées, on a en effet :

vie Sp(Mp(t))\{l}, vjie[o,m@A)—11], nl—i>r-+l:loo (7) i =0

On peut donc énoncer :

Proposition 4

n
La suite ((Mp (t)) ) N converge toujours vers une matrice Ly (t) de rang 1 dont toutes les
ne

-1
lignes sont égales. C'est la matrice L, (t) = Q,(t)4, (Qp (t)) , ou Qp(t) estune matrice
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1 0 0
de passage vers une réduite de My, (t), et ou A,= 0 0 o
0 o o O

Toute suite barypolygonale converge donc vers un unique point G.

Dans la mesure ou E; = Vect(1;...;1), @, (t) peut en effet étre choisie de telle sorte que sa
premiére colonne soit exclusivement composée de 1. De sorte que :

1 0 .. 0
Qp(t)Ap= 1 0 L
1 0 .. 0

Ceci implique que L, (t) a toutes ses lignes égales a la premiere ligne de (Qp (t)) (donc aussi, au

facteur inverse du déterminant de Q,(t) prés, a la transposée de la premiére colonne de la comatrice de

Qp (t)). La derniére partie de la proposition résulte alors de liIP Xpn =Lp(t)Xp o : toutes les lignes de
n—+oo

la matrice colonne L, (£)X,, o sont égales a un unique nombre complexe g. Lequel est 'affixe d'un point
limite G qui reste a préciser.

Deux voies distinctes de détermination de L,(t), donc du point G, vont dés lors étre
empruntées®.

4. Premiére méthode de détermination du point limite G

La premi¢re méthode fournie ici est une généralisation de celle qui serait usuellement suivie
dans I'étude du probléme sur un cas déterminé de suite barypolygonale, et de celle qui a été utilisée pour
résoudre le probléme dans le cas des suites réguliéres : tel est son premier intérét. C'est-a-dire qu'elle
repose sur la réduction effective de la matrice My, (t), donc sur la détermination d'une matrice de passage
vers une de ses réduites. Son intérét et le but de son exposition sont aussi d'expliciter systématiquement
les propriétés des €léments propres de My, (t), en particulier celles de son polyndme caractéristique et de
son spectre. Certains résultats non nécessaires ici seront dans cet esprit mentionnés dans le courant de
la démonstration. Celle-ci va en définitive reposer sur des arguments relatifs a I'algebre des polynémes.
Son inconvénient est toutefois la lourdeur du formalisme nécessaire, et ses limites a cet égard vont étre
mises en évidence. Il s'agit de la sorte aussi de mettre en relief la force de la seconde méthode de
démonstration qui sera ensuite exposée.

4.1. Quelques propriétés du spectre de la matrice t-barypolygonale M, (t)

L'existence de valeurs en général distinctes dans la famille ordonnée t rend ardue la
détermination des racines de Xy () 5 c'est-a-dire de l'ensemble Sp(Mp (t)). On peut toutefois connaitre

ces nombres de manicre indirecte, notamment au moyen de leurs fonctions symétriques élémentaires

¢ Une troisiéme méthode de détermination du point limite, qui exploite trés habilement le fait que les matrices
barypolygonales sont stochastiques, a ét¢ trouvée de maniere indépendante par Vincent Bouis apres la publication
de (Pouvreau, 2016) et donc aprées que les deux démonstrations présentées ici aient été trouvées ; cette méthode
sera exposée par ses soins dans un prochain numéro de la revue Quadrature.
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(0k)1<k<p : elles sont a I'exception de la derniére les mémes que celles du polynome normalisé de racines
{tk}1<k<p - On a ainsi en particulier :

14 14
01 =Z =ztk g, = Z Alﬂ.}: z titj
k=1

=1 1<i<j<p 1<i<jsp

= ﬁ/lk = ﬁtk +(—1)P1! ﬁ(l — ty)
k=1 k k=1

Méme si ce n'est pas utile aux démonstrations choisies, la richesse des propriétés combinatoires
des valeurs propres doit plus généralement étre soulignée. Ne serait-ce que parce qu'elles pourraient se
révéler utiles a d'autres démonstrations algébriques du théoréme 1 que celles présentées ici. Considérons
a cet égard pour j € [1; p] fix¢é le polynome C,, j » défini par :

14 p
Cpjt(X) = Xm0y (4 — X) = H(Mj —t;) —X) - 1_[(1 — ty)
k=1 k=1

Ce polynome a clairement pour ensemble de racines : {Aj — Ak}1< ksp’ Remarquons par exemple que la

(p — 1)-ieme fonction symétrique élémentaire de ces racines est :

- \
2\ [ Jw-2)=]] G-
k=1 \ 1<isp 1<i<p

ik i#j

Observons alors que cette méme fonction symétrique est, en tant que coefficient de —X dans le
développement de C,, (X)), aussi bien déterminée par :

Z (L[p(aj - tl-))

vj e [1;p], i(ﬂ%—ﬁ)) = 1_[ (2 = 2)

On en déduit ainsi :

1<isp <ksp
i*k k#j
Toute une famille de formules similaires pouvant naturellement étre déterminées au moyen des autres
fonctions symétriques €lémentaires des racines de Cy, ; ;.

4.2. Réductibilite de M, (t) et sous-espaces propres associes

Tandis que pour les suites réguli¢res M, (t) est nécessairement diagonalisable avec un spectre
de cardinal p, ce n'est plus nécessairement le cas pour les suites irréguliéres : il devient possible avec
elles non seulement que toutes les valeurs propres ne soient pas de multiplicit€ 1, mais que M (t) ne
soit pas diagonalisable. Le lecteur pourra vérifier que tel est par exemple le cas sip = 3, t; = 4/5,
t, =4/5 et t3 = 1/5 : alors 2/5 est une valeur propre de multiplicité 2 et le sous-espace propre associé
n'est que de dimension 1, donc la matrice associée n'est pas diagonalisable. Remarquons au passage que
dans ce cas précis oup = 3, il est certain que si M5 (t) n'est pas diagonalisable, toutes ses valeurs propres
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sont réelles. En effet, le spectre est alors de la forme {1; A} avec 4 qui est racine double de y . (). Or,
Xm,(¢) est a coefficients réels, donc le conjugué A en est aussi racine. De sorte que 1 = A.

Déterminons en général les sous-espaces propres associés a Sp(Mp (t)). Soit A € Sp(Mp (t)).
On note E) le sous-espace propre associ€ a A. Soit X € M 5,.1)(C). On a, en utilisant pour la derniere
équivalence le fait que A est racine de VNG (donc que la derniére équation est redondante) :

Vke[Lp—1], texp + (1 —ti)xper = Axg

X1
X=|!]leEEeM@®OX=1X
( ) 2o MO { (1= tp)x1 + tpxp, = Ay

Xp
{V kellp—11, (A —ti)xg = (1 — tg)Xp41

(A—tp)xy = (1—tp)xy

( A—-t
x2=1_t1x1
A—t, A=t - tz)
VkELp—1) X =7 % _ | ¥ = (1—t1)(1—t2)

(A—tp)xp = (1—tp)xy

(A—tk>/ [] a-w)x
1<ksp-1

On obtient finalement qu'une base de Ej est le vecteur

=1 e ] @-w/ 1_[ (-t
<ks<p

1-t (1-t)(A-tp)
On en déduit :

Proposition 5
Pour tout A € Sp(Mp(t)), dimE; =1
et M, (t) est diagonalisable si et seulement si Card (Sp(Mp (t))) =

4.3. Quotient polynomial de Xy (t) Par X-1)

Nous allons établir ici une propriété qui, dans la méthode de démonstration suivie, s'avére
cruciale pour la détermination de Ly, (¢) :

Proposition 6

Le quotient de la division polynomiale de Xy () Par (X —1)est

-1
pt(X)—]_[(l—tkHz ﬂ(l—tk)]_[(x—tk) +h(x—tk>
k=1

i=2 \k=i+1

La démonstration se fait par récurrence sur p.
La proposition est vraie au rang p = 3. En tenant compte de 4; = 1, on obtient en effet :

X —DK;3:(X)=(X— 1)((1 —t)A—-t3)+ (1 —t3) X —t) + (X —t)X — tz))

8



Pouvreau D., Eupherte R., « Suites barypolygonales quelconques », Quadrature, n°102, pp. 32-43,2016

=X-1 x2+ 1—(2&) X+ 1_<itk>+ 2 tity
1<i<j<3

k=1 k=1

S X =D X2 A+ )X+ | =y +25) + z Ak,

1<i<j<3
=X =D = Az +23)X + 2,43) = (X = DX = )X = 23) = xmy0)

Supposons maintenant la proposition vraie pour un certain p > 3. En notant t' la famille ordonnée
obtenue en complétant la famille ordonnée ¢ par le terme final t,,,4, on obtient la succession d'¢galités:

p p
AMp4q(t') = (x - tp+1) H(X —t)—(1- tp+1) 1_[(1 — ty)
k=1 k=1
14 p 14 p
=ty | [ Jo—to -] [a-e0 |+ x] Jor-e0 -] [a-0
k=1 k=1 k=1 k=1
14 14 14
=ty + X - D[ -+ [ [o-e0-] Ja-u0
k=1 k=1 k=1

P P
=(1- tp+1) I, + (X —1) H(X —t)=X-Df (1- tp+1)Kp,t(X) + H(X — tx)
k=1 k=1

On en déduit :

p p-1 14 i-1
Koo = (1= ) [ [A-t0+ D [ (1=tp) [ [a-e0] [ -2
k=2 i=2 k=1

k=i+1

p-1 p
+(1 = tps1) H(X —t) + ]_[(X — ty)
k=1 k=1

p+1 p [ ptl i-1 P
= 1_[(1 —t) + Z 1_[ (1—t) H(X —t) |+ H(X = ti)
k=2 i=2 \k=i+1 k=1 k=1

Ce qui établit I'nérédité de la proposition. Laquelle est donc vraie pour tout p = 3, par récurrence.

Cette propriété va désormais permettre de déterminer L, (t) dans les deux situations possibles
de réductibilité (diagonalisabilité ou non). Nous allons a cette fin utiliser la matrice provisoirement notée
H,(t) et définie par :
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[T [Toe [T - - ]

k1 k2 k+3 k=p

) -1 | | Uk | | Uk | | U v o | | Uk
k-‘f-‘l k-‘f-‘Z k-‘f-‘3 k+p
Hy(t) = z | | U; :

[Toe [Twe [To - - []u

k#1 k%2 k#3 k#p

ouu, =1—t, pourtout k € [[1;p].

4.4. Détermination de L, (t) dans le cas ou M,,(t) est diagonalisable

Si M, (t) est diagonalisable, la caractérisation déja effectuée des sous-espaces propres associés
permet de choisir @, (t), matrice de passage de la base canonique de C? vers la base de vecteurs propres

(v)‘k)lsksp’ égale a :

1 1 1
1 At M
1—¢, 1-¢t
1 (A2 —t1)(Ay — t3) Ap —t)(Ap — t3)
A-tp(A-t) T Q- -ty)
1 1_[ A, —tk)/ 1_[ A=t o o . 1_[ @, —tk)/ 1_[ -1t
1<k<p-1 1<k<p-1 1<k<p-1 1<k<p-1

1
Il est alors clair que la premiére colonne du produit Hy,(t)Q,(t) est (
1
pour toutk € [2; p], la k-iéme colonne de H,, ()@, (t) est, a un facteur pres, constituée p fois du nombre

). Mais on observe aussi que

i -1
1_[(1 —t) + Z 1_[ (1-t) l_ll(lk —te) |+ h(/lk —ty)
i=2 \k=i+1 k=1 k=1

D'aprés la proposition 6, ce nombre est Kj, ; (Ay) ; c'est donc 0 car 4, est racine (simple) de Kj, ;. On en

1 0 .. O
deduit que Hy(0Qp ) = | 1 0 1) = 0,04, done que H, (1) = Q, ()4, (Qp(t))_l.ll en
1 0 .. 0

résulte que Hy,(t) = Ly (¢).

4.5. Détermination de Ly, (t) dans le cas ou My, (t) n'est pas diagonalisable
Supposons maintenant que My, (t) n'est pas diagonalisable. Notons @, () une matrice de passage

vers une réduite de Jordan R, (t) de M,(t), telle que définie au 3.4. Il importe ici de remarquer que
compte tenu de la proposition 4, on peut désormais spécifier la forme de cette réduite. En effet, cette

10
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proposition implique qu'a chaque valeur propre 15, de Sp (Mp (t)) \{1} correspond dans Ry, (t) un unique

Ak 10 .. .0
/() A 1 0 .. s\
| : 1 -
T(Ax) = : .o w0 |€ M (©

: |
o .. T 0 Ak

bloc triangulaire de la forme

On peut choisir pour construire R, (t) certains des mémes vecteurs propres qu'au 4.4, en nombre égal

au cardinal de Sp (Mp(t)) qui est ici inférieur a p. Il est alors déja acquis par la précédente

démonstration que pour tout A € Sp (Mp (t)) \{1} dont les coordonnées dans la base canonique forment

la c-ieme colonne de @, (t), la c-iéme colonne du produit H,, (t) @, (t) est une colonne de 0. Le probléme
demeure de déterminer ce qu'il en est des autres colonnes de ce produit.

Ordonnons Sp (Mp (t)) par ordre croissant de multiplicité de ses éléments. Soit  le nombre de
ses valeurs propres simples. Considérons une valeur propre A telle que s > r. On a alors m(4) = 2.
Notons (Wg; Wei1; s Weym(a,)—1) Une base du sous-espace caractéristique associ€ a A, telle que la
matrice de la restriction a ce sous espace de l'endomorphisme de R? de matrice M, (t) dans la base
canonique soit la matrice T (4s) (on a en particulier : wy = vy ).

Les coordonnées de w1 sont alors des solutions du systéme (qui en admet une infinité) :

( t1x1 + (1 - tl)xZ =1 + Asxl

-1
i—-1 i—-1
Vie[2;p—1], tix;+ (1 —t)xi4q = 1_[(1 — ty) 1_[(/15 —tr) |+ Asx;
k=1 k=1

p-1 L p-1
(1—t,)x +tpx, = I_I(l-—tk) I_I(AS——tk) +As5Xp
k=1 k=1

Une unique solution de ce systéme peut €tre obtenue en choisissant x; = 0, ce choix déterminant comme
suit les autres coordonnées de w4 :

-1

i—-1 i—-1
vielzpl x=(] [a-a) Y| [] G-
k=1 j=1 \ 1<ksi-1

k#j

On en déduit que si les coordonnées de w, forment la c-iéme colonne de @, (t), la (¢ + 1)-iéme colonne
du produit H,, (£)Q,(t) est, a un facteur pres, constituée p fois du nombre :

p p /p j=2 \ p-1
[[a-w+> ([ ]a-w0) [] ¢-w]+) [] %-w
k=3 j=4 \kzj i=1 1<ksj-2 /

j=11=<ksp-1

ki k+#j

(la somme centrale de la formule devant étre remplacée par 0 dans le cas ou p = 3). 1l reste alors a
remarquer que le polyndme dérivé du quotient K, ; précisé au 4.3 est justement :

11
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j=11=<ksp-1
k#j

p p / p j=2 \ p-1
Kp,t'oo=ﬂc1—tk>+z\ﬂc1—tk>z ]_[ & - ) /+2 [] e-w
= j=4 \ k=j i=11<ks<j-2

k+i

(la somme centrale de la formule devant étre remplacée par le polyndme nul dans le cas oup = 3). Le
nombre unique de la (¢ + 1)-iéme colonne du produit H,(t)Q, (t) n'est donc autre que K, ;'(15). C'est-
a-dire 0, puisque m(4,) = 2 implique que A est racine au moins double de K ;.

La démonstration précédente, qui régle ainsi le cas de toute valeur propre de multiplicité 2, peut
alors étre reconduite de manicre similaire pour les autres vecteurs de la famille (Wg4x)2<k<m(a,)-1 dans
le cas ou m(4g) = 3, avec la méme conclusion : on obtient systématiquement que la (¢ + k)-iéme
colonne du produit H,, (t)Q,(t) est constituée p fois du nombre Kp,t(k) (As), clest-a-dire de 0 puisque A
étant racine de K, de multiplicit¢ m(4;), on a Kp’t(k) (As) = 0 pour tout k € [2;m(Ag) — 1]. 1l est
clair toutefois qu'une telle démonstration pour une valeur propre de multiplicité strictement supérieure
a 2 est lourde a formaliser : telle est la limite de cette premiére méthode de démonstration. Cette
formalisation ne sera pas entreprise ici, compte tenu de l'existence de la seconde méthode de
démonstration annoncée qui, tout en n'en dépendant pas, retrouve bien siir le méme résultat. L'essentiel,
du point de vue adopté ici, était de rendre ainsi manifeste du point de vue de l'algébre polynomiale la
raison pour laquelle le résultat final est inscrit dans la structure méme du polynéme caractéristique.

On obtient finalement par cette procédure que le produit H, ()@, (t) est, dans le cas de la non

diagonalisabilité, le méme que celui obtenu en cas de diagonalisabilité, c'est-a-dire la matrice
1 0 .. 0
? 0 = Qp(t)A,. La conclusion du 4.4. est donc conservée : L, (t) = H,(t).
1 0 .. 0

Proposition 7

n
Quel que soit le type de reductibilité de M,, (), la suite ((Mp (t)) ) N converge vers
ne

[T [Toe [T - - []w

k#1 k%2 k%3 k#*p

T [T [ - - [

14
Kk#1 k2 k#3 k#p
Ly,(t) = z H : : : :

Uj
k=1 \ 1<i<p
| | Uk | | Uk | | U - | | Uy

ik
k#1 k#2 k#3 k#*p

4.6. Conclusion de la premi¢re démonstration

11 résulte alors de nl_‘H‘m Xpn =Lp(t)Xpo que:

14 14
V ke [1;p], lirP bk(n) = Z 1_[ u; |ag z 1_[ u;
" k=1 \ 1sisp k=1 \ 1=<isp
ik i%k

On reconnait ainsi que la limite commune aux suites (Bk ("))neN est le point :

12
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Ce résultat justifie le théoréeme 1 tel qu'il est énoncé, dans la mesure ou le barycentre est conservé par
division par un réel non nul et ou :

1

[y
I\
~
IA

<
=
IA
-~
A

<

5. Seconde méthode de détermination du point limite G

Contrairement a la premic¢re démonstration proposée, la seconde va se dispenser de toute
considération concernant la réduction effective de la matrice M,(t). 4 fortiori, elle n'est aucunement
conduite a examiner les propriétés de son polyndome caractéristique et de ses valeurs propres, hormis
celles établies au 3. Elle ne quitte donc pas pour sa part le terrain de l'algébre linéaire pour s'aventurer
sur celui de 1'algébre polynomiale : elle s'y enracine fermement au contraire, afin d'exploiter au mieux
la structure spécifique du probléme et, plus profondément encore, d'en éclairer I'aspect géométrique sous
un jour nouveau. Cette démonstration n'a certes pas l'avantage comme la précédente de détailler la
structure des €léments propres de M, (t), ne fournissant a ce sujet aucune information nouvelle. Le

résultat en est toutefois une absence presque totale de calculs, avec une démonstration qui, en définitive,
est d'une concision a toute épreuve et d'une €légance trés supérieure.

5.1. Existence d'une invariance barycentrique par passage au t-barypolygone
Toute la démonstration repose sur l'observation suivante :

Proposition 8

Il existe une famille de réels strictement positifs (yx)1<k<p telle que le barycentre de tout
systéme de points pondérés {(Yy; ¥x)}1<k<p €st aussi celui du systéme {(Zy; ¥x)}1<k<p » OU
(Z)1skep ost le t-barypolygone de (Y)sskep-

Notons en effet I' = (Y1~ Vp) une matrice ligne quelconque de M q,(C). Alors la
contrainte de l'énoncé est équivalente, en convenant de noter yp4q =¥y a:

X1 p p
VX = ( ) € M p,1)(C), Z YiXk = Z Yie(Eexr + (1 — ty)Xpe41)
=1

*p k=1
Elle I'est donc aussi a 'identité matricielle :
VX EMgy1(©O), I'X=TIM,(t)X
En prenant pour X les vecteurs de la base canonique, on obtient (¢galité des colonnes) :
I' =T'M,(t)

Par transposition, cette identité équivaut a :

13
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t(Mp(t)) tr= tr

Il existe donc déja une matrice non nulle I’ = (Y1 - V¥p) satisfaisant la condition imposée, sans
toutefois la condition de stricte positivité des (yx)1<k<p : Cette existence est assurée par le fait que 1

t
étant valeur propre de M, (t) de multiplicité 1, c'est aussi une valeur propre de (Mp (t)).
La forme d'une telle matrice est de surcroit obtenue par :

ty 0 o 0014, Y1 Y1
I-t44 t 0 0 ( : \l ( : \l

t 1—t3 - o : s

(Mp (t)) T="Te ’ ; =]

1—tyq t,-g O :

1-t, t,/ W "

v i) elLpl: A-t)yi= (1-t)y

La condition imposée est donc satisfaite avec sa condition de stricte positivité si l'on choisit :

La démonstration finale du théoréme de convergence barypolygonale en découle :

5.2. Conclusion de la seconde démonstration

Considerons désormais la matrice de M (1 ) (C) :
1 1
F=\1- t; T 1-t,

V X € M1y (C), TX = I'My(£)X

D'aprés la proposition 8 :

On en déduit en particulier :
FXp,O = I_'Mp(t)Xp’O = I_'Xp’:l = I_'Mp(t)Xp’:l = FXp,z
puis, par une récurrence immédiate :

VneEN, I'Xyo=TXyn

a
Or, d'apres la proposition 4, il existe a € C tel que lirp Xpn = < : ) Par conséquent, on obtient par
n—-+oo
a

passage a la limite dans I'identité précédente :

a
rXp,0=11<§>
a
14

1 1
b(O)zz
21—tk" 1—tka

k=1 k=1

C'est-a-dire aussi :

Il en résulte :

14
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14 14
a=Y b,i")/z -
k=11_tk k=11_tk

Ce qui établit précisément le théoreme 1.

6. Extension aux espaces affines réels de dimension finie quelconque

Dans un espace affine réel de dimension finie différente de 2, le terme « polygone », utilisé pour

décrire P = (Ay)1<k<p et les termes BM = (Bk(n)) ) d'une suite barypolygonale de P, perd son

1<k<
sens. On peut alors plutdt parler de familles ordonnée de points. Mais on conservera faute de mieux et
par un abus de langage sans inconvénient l'expression « suite barypolygonale » pour décrire (B(n))neN.
La remarque déja développée au sujet des suites barypolygonales réguliéres s'applique alors au
théoréme 1 : il est clair que sa démonstration, effectuée dans le plan complexe pour des affixes, est en
fait applicable séparément a chaque type de coordonnée des points de la famille ordonnée B™. La
méme conclusion peut ainsi étre tirée : le théoréme général s'applique en dimension finie quelconque.
Par ailleurs, il faut remarquer que le théoréme 1 demeure valable si p = 2. Dans ce cas, le spectre
de My, (t) contient 1 et le réel A = (¢; + t;) — 1 € |—1; 1] : la matrice est diagonalisable et la limite de

. . . ., 1 0 . . -
la suite des puissances de sa diagonalisée est ( 0 0), avec la conclusion annoncée par le théoréme 1.

Enfin, il est trivial que le théoréme s'applique aussi pour p =1 : dans ce cas, toute « suite

barypolygonale » est stationnaire. Dans le cas p € {1;2}, il est certes tout aussi clair que le terme

« polygone » perd son sens, mais on conservera la encore l'usage de I'expression choisie pour p > 3.
On peut dans ces conditions étendre comme suit la validité du théoréme 1 :

Théoréme 2

Soit E un espace affine réel de dimension finie quelconque. Soit p € N\{0}. Pour toute
famille ordonnée F de points distincts (Ay)i<k<p de E et toute famille ordonnée
t = (tx)1<k<p de réels de ]0; 1[, la suite « t-barypolygonale » de F converge vers

6= bar{(A"; 1 —ltk)}

1<k<p

7. Suites barypolygonales convergeant vers un barycentre donné — Exemple
de I'intersection des diagonales d'un quadrilatére

Nous terminerons cet exposé général sur les suites barypolygonales par 1'étude du probleme
réciproque : étant donnée une famille ordonnée F de points distincts (Ay)1<kx<p d'un espace affine de
dimension finie quelconque (avec p € N\{0}), comment peut-on définir, si c'est bien possible, une suite
« barypolygonale » convergeant vers un barycentre G prédéfini du systéme de points pondérés
{(Ak; ax) }<k<p» OU (Ak)1<k<p €St une famille ordonnée de réels quelconque et de somme non nulle ?

7.1. Etude du cas général

Pour tout réel u + 0, on a aussi :
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o=l

I existe une solution si et seulement si le systéme d'inconnue t = (tx)1<x<p de ]0; 1[P suivant en a une:

1<k<p

1 [247%
v k € [1;p], 1_tk=7

Ce systeme n'a clairement pas de solution si les réels de (ay)1<k<p ne sont pas tous de méme signe ou
si I'un d'entre eux est nul, du fait des conditions imposées sur t. Supposons désormais que tous ces réels

sont de méme signe. Le systéme est alors équivalent a :
u
Vke[Lpl ty=1——
ag

Mais ce systéme n'a lui-méme de solution que si, et seulement si :

V k € [1;p], 0<i<1
493

Ce qui impose :
(Vke[Lpl, 0<p<ay) ou (Vk€[L;p], ap <p<0)

Théoréme 3

Soit E un espace affine réel de dimension finie. Soit p € N\{0}. Soient F = (Ay)1<x<p une
famille ordonnée de points distincts de £ et (a)1<kx<p une famille ordonnée de réels non
nuls et de somme distincte de 0. On note G = bar{(Ay; ax)}1<k<p - Alors :

(1) I n'existe une suite « barypolygonale » de F convergeant vers G que si tous les réels de
(ak)1<k<p sont non nuls et de méme signe.

(ii) Si tous les réels de (a)1<k<p sont non nuls et de méme signe, il existe une infinité de

suites « t—barypolygonales » de F convergeant vers G. Ce sont les suites déterminées par :
U
29

ou u désigne tout réel tel que 0 < |u| < Inf{|ay|}1<k<p et de méme signe que les réels de

(a’k)lsksp-

7.2. Application a l'intersection des diagonales d'un quadrilatére convexe
Soit P = A;A,A3A, un quadrilatére strictement convexe. Quelles sont les suites t-
barypolygonales de P convergeant vers le point D d'intersection des diagonales de P ?

Pour résoudre ce probléme, cherchons une caractérisation barycentrique de D. On a :
aire (DA3A2) = %DA3 X DAZ X Sin(A3DA2) et aire (DA3A4) = %DA3 X DA4_ X Sin(A4_DA3).

En utilisant le fait que A;DA, + A,DA; = m, on peut en déduire :

DA, aire (DA3zA;)
DA, aire (DA3A,)

De méme :

aire (DA1A4) = %DAl X DA4_ X Sin(AlDA4) et aire (DAlAz) = %DAl X DAZ X Sin(AlDAz).
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De sorte que :

DA, aire (DA;4;)

DA, aire (DA,A,)
Ces deux résultats impliquent :

DA, aire (DA3A;) aire (DA14;)
DA, aire (DA3A,) aire (DA, A,)

D'ou résulte aussi, en tenant compte de la convexité de P pour la seconde égalité :

DA, aire (DA3A;) +aire (DA;4;)  aire(A;4,43)
DA, aire (DA3A,) + aire (DA;A,)  aire(A;A3A,)

On obtient finalement ainsi, compte tenu la encore de la convexité de P :
aire(A1A3A4) DAZ + aire(A1A2A3) DA4 = 6
Clest-a-dire : D = bar{(Az, aire(A1A3A4)); (A4_, aire(A1A2A3))}.
On montre de maniére analogue que D = bar{(A4,aire(4,A434,)); (A3,aire(4,4,4,))}.
On peut alors conclure par associativité :
D = bar{(D, aire(A1A2A3A4)); (D, aire(A1A2A3A4)}

= bar{(D, aire(4,A434,) + aire(4;4,4,)); (D,aire(4;434,) + aire(4,4,43))}

= bar{(Ay,aire(4,434,)); (A, aire(41434,)); (A3, aire(41424,)); (A4, aire(A;4,43)}

Appliquons maintenant le théoréme 3, en tenant compte du fait que les aires sont toutes
strictement positives. On obtient :

Proposition 9

Soit P = A;A,A3A,4 un quadrilatére strictement convexe. Soit D le point d'intersection de
ses diagonales. Il existe une infinité¢ de suites t-barypolygonales de P convergeant vers D.
Ce sont les suites déterminées par :

I 1
ti1=1-—mm——— ; th=1——/—F——
! aire(A4,A434,) 2 aire(A;A3A,)
T _ I

tg=l——-v ;=1
3 aire(A,4,A,) 4 aire(4;4,43)
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ou u désigne tout réel tel que :

0 < u < Inf {aire(4,434,); aire(4,A34,); aire(4,4,4,); aire(A;A,43)}

8. Conclusion

Le succés obtenu dans I'étude des suites barypolygonales, outre son intérét et son esthétique
mathématiques intrinséques, fournira certainement une ressource utile pour l'enseignement supérieur
des mathématiques, compte tenu de sa richesse potenticlle des points de vue de l'algeébre et de la
géométrie — dont il montre d'ailleurs 1'intime unité.

Ce succes n'est pas sans ironie. L'idée de cette étude est en effet née chez le premier auteur de
cet article de la tentative de généraliser aux pentagones convexes la caractérisation barycentrique du
point d'intersection des diagonales d'un quadrilatére convexe énoncée plus haut. Cette tentative s'est
pour l'instant soldée par un échec, mais le lecteur est invité a étudier lui-méme le probléme en question.

Si P =A,4,A3A4,A5 est un pentagone convexe, ses diagonales se coupent en cing points
formant eux-mémes un pentagone convexe D de sommets (D )1<x<s que 1'on peut définir comme suit:

Dy = (A4,) N (A345) ; Dy =(A144) N(A34s) ; D3 = (A45) N (4144)
Dy = (A2A5) N (A143) 5 Ds = (Az44) N (A143)

On appelle D le diagopentagone de P. On définit la suite « diagopentagonale » de P comme celle des
pentagones convexes (D, ),en Obtenue comme suit par récurrence :

{ @0 =P
vneN, D,,,; estlediagopentagone de D,

La figure qui suit illustre les premiers termes d'une suite diagopentagonale.
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Une suite diagopentagonale converge nécessairement vers une partie compacte L de R?
(théoréeme des compacts emboités). Mais deux problémes demeurent non résolus :
(1) Quelle est la nature de L ?
(2) Comment L peut-elle étre formulée en fonction des caractéristiques géométriques de P ?
En particulier, si L est un point, comment le caractériser formellement comme barycentre
des sommets de P ?
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