N
N

N

HAL

open science

Test zur Erfassung von Grundvorstellungen zu
Ableitungen und Integralen (GV-AI), Empirische
Erfassung von Grundvorstellungen zur ersten Ableitung
einer Funktion an einer Stelle und zum bestimmten
Integral
Gilbert Greefrath, Reinhard Oldenburg, Hans-Stefan Siller, Volker Ulm,
Hans-Georg Weigand

» To cite this version:

Gilbert Greefrath, Reinhard Oldenburg, Hans-Stefan Siller, Volker Ulm, Hans-Georg Weigand. Test
zur Erfassung von Grundvorstellungen zu Ableitungen und Integralen (GV-AI), Empirische Erfassung
von Grundvorstellungen zur ersten Ableitung einer Funktion an einer Stelle und zum bestimmten
Integral. 2021. hal-03103685

HAL Id: hal-03103685
https://hal.science/hal-03103685
Submitted on 8 Jan 2021

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-03103685
https://hal.archives-ouvertes.fr

- Julius-Maximilians-
Universitat UNIVERSITAT - UN|VERS|TI\T
Augsb s
lN k University D’ BAYREUTH WNVS\!EJR I WURZBURG

Test zur Erfassung von
Grundvorstellungen zu

Ableitungen und Integralen
(GV-AI)

Empirische Erfassung von Grundvorstellungen
zur ersten Ableitung einer Funktion an einer Stelle und
zum bestimmten Integral

Gilbert Greefrath, Reinhard Oldenburg, Hans-Stefan Siller, Volker Ulm, Hans-Georg Weigand



([ ] 2 Julius-Maximilians-
Universitit UNIVERSITAT - UNIVERSITAT
A b 4
lN k Universicy D’ BAYREUTH WNVS\!PR WURZBURG

Test for the Assessment of
Basic Mental Models of
Derivatives and Integrals

Abstract

Atestis presented which measures whether and to what extent persons have developed basic mental models
of the concepts of the first derivative of a function and of the definite integral.

The main idea for measuring basic mental models is to offer participants argumentations that use certain
basic mental models and to ask them to what extent these argumentations are close to or consistent with
their own thinking.

Each task presents a mathematical situation as a stimulus and four correct argumentations within the context
of this situation as possible responses (corresponding to four basic mental models). Participants are asked to
mark for each item on a five-point Likert scale to what extent the respective answer corresponds to their
thinking.
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1 Ziele und fachdidaktischer Hintergrund

Der vorliegende Test dient dazu, zu erfassen, ob und inwieweit Probanden normativ gesetzte Grundvorstel-
lungen zu den Begriffen der ersten Ableitung einer Funktion an einer Stelle und des bestimmten Integrals
ausgebildet haben und in entsprechenden mathematischen Situationen aktivieren.

Grundlage dieses Tests ist das in der Mathematikdidaktik etablierte Konzept der Grundvorstellungen (vgl.
z. B. vom Hofe 1995, 1996; vom Hofe et al. 2005; vom Hofe, Blum 2016; Greefrath et al. 2016b; Hefendehl-
Hebeker et al. 2019):

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des Begriffs, die
diesem Sinn gibt.

Flir den Begriff der Grundvorstellung gibt es zwei verschiedene Auspragungen (vgl. z. B. Hofe et al. 2005;
Hefendehl-Hebeker et al. 2019; Greefrath et al. 2020):

=  Mit normativen Grundvorstellungen wird beschrieben, was sich Personen generell und idealerweise
unter einem mathematischen Begriff vorstellen sollten. Dies resultiert aus fachdidaktischen Analysen
des entsprechenden Begriffs. Die Entwicklung derartiger Grundvorstellungen bei Lernenden gehort
zu den Zielen von Mathematikunterricht, sie kbnnen der Gestaltung von Lehr-Lern-Prozessen Orien-
tierung verleihen.

= Individuelle Grundvorstellungen sind die bei einem Individuum tatsachlich vorhandenen Auspragun-
gen normativer Grundvorstellungen. Sie resultieren aus persdnlichen Lernprozessen. Verschiedene
Personen kdnnen sich also darin unterscheiden, tiber welche individuellen Grundvorstellungen sie zu
einem mathematischen Begriff verfligen.

Die Beziehungen dieser Begriffe zur Theorie ,,Concept Image — Concept Definition” von Tall und Vinner (1981)
werden etwa von Greefrath et al. (2020) diskutiert.

Grundvorstellungen zur ersten Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Welche Grundvorstellungen sollten Lernende im Mathematikunterricht der Sekundarstufe Il idealerweise
zum Begriff der ersten Ableitung f(x) einer Funktion f an einer Stelle x entwickeln? Hierzu stellen Greefrath
et al. (2016a, 2016b, 2017a, 2017b, 2018) vier normative Grundvorstellungen heraus:

Vorstellung der

T e R Die Ableitung gibt die Steigung der Tangente an den Graphen an.

Vorstellung der

el AR Die Ableitung gibt die lokale Anderungsrate einer GroRe an.

Vorstellung der Der Graph ist lokal ndherungsweise gerade und die Ableitung gibt die Stei-
lokalen Linearitat gung dieser Geraden an.
Vorstellung des Die Ableitung gibt an, wie stark sich kleine Anderungen der unabhéngigen

Verstarkungsfaktors Variable auf die abhdngige Variable auswirken: Ay =~ m - Ax



Grundvorstellungen zum bestimmten Integral

Welche Grundvorstellungen sollten Schiilerinnen und Schiiler im Mathematikunterricht zum bestimmten In-

tegral f: f(x)dx einer Funktion f Uber einem Intervall [a, b] entwickeln? Gem&R Greefrath et al. (201643,
2016b, 2017a, 2017b, 2018, 2020) lassen sich dazu vier normative Grundvorstellungen identifizieren:

Flacheninhalts-
vorstellung

Ein bestimmtes Integral ist eine Bilanz von Flacheninhalten.

Rekonstruktions-

Ein bestimmtes Integral (re-)konstruiert die Gesamtanderung einer Grofl3e

vorstellung aus ihrer Anderungsrate.

Mittelwerts- . . . . ..
Ein bestimmtes Integral mittelt eine GroRe.

vorstellung

Kumulations-
vorstellung

Ein bestimmtes Integral ist das Ergebnis des Aufsummierens kleiner Sum-
manden mit Produktstruktur.

Der vorliegende Test basiert auf diesen normativen Grundvorstellungen zum Ableitungs- und zum Integral-
begriff. Mit dem Test lasst sich erfassen, ob und inwieweit diese Grundvorstellungen bei Probanden tatsach-
lich ausgepragt sind. Er liefert also Informationen Uber individuelle Grundvorstellungen zu Ableitungen und

Integralen.



2 Aufbau des Testinstruments

Der Test besteht aus drei Teilen:

Allgemeine Daten der Person

Zunachst werden einige allgemeine Daten des Probanden erhoben (z. B. Alter, Geschlecht, Schulabschluss,
schulische Mathematiknote, Studiengang, Fachsemesterzahl). Formuliert ist dies flir Hochschul-Studierende
des Fachs Mathematik in Lehramtsstudiengangen oder fachwissenschaftlichen Bachelor-/ Masterstudien-
gdngen. Bei anderen Zielgruppen sollten die Formulierungen entsprechend adaptiert werden.

Test von Grundvorstellungen zur Ableitung

Die grundsatzliche Idee zur Erfassung von Grundvorstellungen mit dem vorliegenden Test besteht darin, den
Probanden Argumentationen vorzulegen, die bestimmte Grundvorstellungen verwenden, und zu fragen, in-
wieweit diese Argumentationsweisen ihrem eigenen Denken nahekommen bzw. damit Gbereinstimmen.

Jede Aufgabe besteht aus der Darstellung einer mathematischen Situation als Impuls und vier korrekten Ar-
gumentationen im Rahmen dieser Situation als Antwortmoglichkeiten (entsprechend den vier Grundvorstel-
lungen). Die Probanden werden aufgefordert, fur jedes Item auf einer flinfstufigen Likert-Skala von (—-) bis
(+ +) anzukreuzen, inwieweit die jeweilige Antwort ihrem Denken entspricht.

Die folgende Tabelle gibt an, welche Items sich auf welche der Grundvorstellungen
= Tangentensteigung (TS),
= |okale Anderungsrate (AR),
= |okale Linearisierung (LL),
= Verstarkungsfaktor (VF)

beziehen.
Iltem 1 Item 2 Iltem 3 Iltem 4
Aufgabe 1 AR TS LL VF
Aufgabe 2 TS LL VF AR
Aufgabe 3 AR TS LL VF
Aufgabe 4 AR TS LL VF
Aufgabe 5 VF LL TS AR
Aufgabe 6 TS LL AR VF
Aufgabe 7 LL AR VF TS
Aufgabe 8 LL AR VF TS
Aufgabe 9 VF AR LL TS
Aufgabe 10 AR TS VF LL
Aufgabe 11 TS VF LL AR
Aufgabe 12 AR TS LL VF
Aufgabe 13 TS LL AR VF




Test von Grundvorstellungen zum Integral

Ebenso wie beim Test zur Ableitung werden auch beim Test zum Integral jeweils mathematische Situationen
dargestellt, die auf Basis der vier Grundvorstellungen inhaltlich interpretiert bzw. erklart werden kénnen.
Den Probanden werden dazu bei jeder Aufgabe vier korrekte Interpretationen bzw. Erklarungen vorgelegt.
Sie sollen jeweils auf einer 5-stufigen Likert-Skala von (- —) bis (+ +) angeben, inwieweit die jeweilige Argu-
mentationsweise ihrem eigenen Denken entspricht.

Die folgende Tabelle gibt an, welche Items sich auf welche der Grundvorstellungen
=  Flacheninhaltsvorstellung (FL),
= Rekonstruktionsvorstellung (RE),
= Mittelwertsvorstellung (MW),
= Kumulationsvorstellung (KU)

beziehen.
Item 1 Item 2 Item 3 Iltem 4

Aufgabe 1 FL RE MW KU
Aufgabe 2 RE KU FL MW
Aufgabe 3 MW FL KU RE
Aufgabe 4 KU MW RE FL
Aufgabe 5 RE FL MW KU
Aufgabe 6 KU RE MW FL
Aufgabe 7 FL MW KU RE
Aufgabe 8 MW KU RE FL




3 Durchfihrung des Tests

Der Test kann als Einzeltest in Gruppen ohne Einschriankungen an die Teilnehmerzahl durchgefiihrt werden.
Die Probanden kdonnen den Test entweder auf Papier oder alternativ in digitaler Form — bei entsprechender
technischer Aufbereitung — bearbeiten.

Die Testteilnehmer dirfen hierbei nicht zusammenarbeiten und sich nicht untereinander austauschen, damit
Rickschlisse auf individuelle Grundvorstellungen moglich sind. Entsprechend sind auch weitere Hilfsmittel
(Blicher, Internetrecherche, Taschenrechner, ...) nicht erlaubt.

Eine Beschrankung der Bearbeitungszeit ist nicht zwingend erforderlich. Insbesondere bei einer Online-
Durchfiihrung konnen die Teilnehmer die Aufgaben ohne Zeitlimit bearbeiten. Damit erhebt der Test, ob und
inwieweit Grundvorstellungen zur Ableitung und zum Integral ausgepragt sind, nicht dagegen, ob sie ggf.
unter Zeitdruck aktiviert werden kénnen.

Als Anhaltspunkt zum Zeitbedarf kénnen fiir die Bearbeitung der 13 Aufgaben zur Ableitung etwa 35 min
veranschlagt werden. Entsprechend empfiehlt es sich, fiir die 8 Aufgaben zum Integral etwa 25 min vorzuse-
hen.

Beide Testteile — zu Ableitungen und zu Integralen — kdnnen auch unabhangig voneinander genutzt werden,
wenn nur Grundvorstellungen zu einem dieser beiden Begriffe erhoben werden sollen.



4 Testentwicklung und Validierung

Die beiden Testteile wurden in mehreren Durchgangen pilotiert und weiterentwickelt. Eine ausfihrliche Be-
schreibung des Entwicklungsprozesses fiir die Items zur Integralrechnung findet sich in Greefrath et al.
(2020). Eine entsprechende Beschreibung fir die Differentialrechnung ist in Arbeit.

Flr die statistischen Auswertungen wurden die Likert-Skalen durch natirliche Zahlen aus dem Intervall von
1 bis 5 codiert (5 als hochste Zustimmung). Alle Auswertungen wurden mit R (https://www.r-project.org)
durchgefihrt.

Test von Grundvorstellungen zur Ableitung

Die finale Validierungsstudie fiir den Test zur Differentialrechnung wurde mit 266 (109 m, 152 w, 5 d/o.A.)
Mathematikstudierenden (Lehramt und Bachelor) liberwiegend aus Erstsemestervorlesungen der am Projekt
beteiligten Universitaten durchgefihrt.

Die Mittelwerte und Standardabweichungen der Skalen zur Differentialrechnung in der Validierungsstich-
probe waren:

TS AR LL VF
Mittelwerte 4.27 3.72 3.56 2.72
Standardabweichung 0.73 0.74 0.86 0.88

Die folgende Tabelle zeigt die durchweg guten Reliabilitaten der Skalen zur Differentialrechnung:

TS AR LL VF
Cronbach Alpha 0.79 0.76 0.86 0.90
Lambda 4 0.83 0.78 0.88 0.90

Test von Grundvorstellungen zum Integral
Die Validierungsdaten fiir den Test zur Integralrechnung stammen von 428 Mathematikstudierenden (259 m,
163 w, 6 d/o.A.), Uberwiegend aus Erstsemestervorlesungen der am Projekt beteiligten Universitaten. Dies

ist eine groReren Studierendengruppe als die in Greefrath et al. (2020) benutzte.

Die Mittelwerte und Standardabweichungen der Skalen zur Integralrechnung waren:

FL RE MW KU

Mittelwerte 3.84 3.24 2.89 3.07

Standardabweichung 0.74 0.74 0.77 0.78



Die folgende Tabelle zeigt die Reliabilitaten der Skalen:

FL RE MW KU
Cronbach Alpha 0.58 0.54 0.63 0.70
Lambda 4 0.61 0.64 0.66 0.75

Die relativ geringen Reliabilitdtswerte der Integralskalen werden in Greefrath et al. (2020) ausfihrlich disku-
tiert. Die Grinde dirften darin liegen, dass die theoretischen Voraussetzungen von Cronbachs Alpha (aqui-
valente Items) in diesem Testteil nicht gut erfillt sind, wie die Analyse mithilfe einer konfirmatorischen Fak-
torenanalyse in der genannten Publikation zeigt. Wir gehen davon aus, dass der vorliegende Test trotz der
geringen Reliabilitatswerte sinnvoll verwendet werden kann. Eine leichte Verbesserung der Reliabilitatswerte
kann erreicht werden, indem Aufgabe 3 und bei Aufgabe 5 das dritte Item (zur Mittelwertsvorstellung) weg-

gelassen werden.

Bei keinem der Testteile sind Boden- oder Deckeneffekte aufgetreten.
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Untersuchung tiber Grundvorstellungen
zu Ableitungen und Integralen

Liebe Studierende,

wir sind interessiert daran, welche Vorstellungen Sie zu der Ihnen bereits aus der Schule bekannten Differen-
tial- und Integralrechnung haben. Deshalb haben wir den nachfolgenden Test erstellt.

Die Testergebnisse haben selbstverstandlich keinerlei Einfluss auf zuklinftige Bewertungen in lhrem Studium.
Die Daten werden ausschlieRlich zu Forschungszwecken sicher und anonym gespeichert.

Damit wir ggf. die Ergebnisse aus weiteren Befragungen der gleichen Person zuordnen kénnen und die Be-
fragung dabei dennoch anonymisiert erfolgt (d.h. es werden weder Name, Matrikelnummer noch Anschrift
erhoben), bendtigen wir einen sogenannten ,,persénlichen” Code. Dieser persénliche Code besteht aus einer
Kombination von Buchstaben und Zahlen, die Sie sich selbst immer wieder herleiten kdnnen (siehe Beispiel
unten).

Wir versichern, dass die Daten streng vertraulich behandelt werden und keine Anstrengungen zu einer Re-
Identifizierung einzelner Personen unternommen werden.

Die Bearbeitungszeit des Tests betrdagt 60 min. Taschenrechner sind nicht zugelassen.

Herzlichen Dank fiir hre Unterstitzung!

Verfahren zur Erstellung lhres persénlichen Codes

Erster Buchstabe des Vornamens lhrer Mutter. Beispiel: Karen - K
Letzter Buchstabe des Nachnamens Ihrer Mutter: Beispiel: Miiller > R
Erster Buchstabe lhres Geburtsortes. Beispiel: Berlin - B

Letzte Stelle des Tages lIhres Geburtstages. Beispiel: 18. Mdrz 1982 - 8

Tragen Sie hier lhren personlichen Code nach dem genannten Verfahren ein:




Einige Daten zur Person

Alter in Jahren:

Geschlecht: O weiblich O ménnlich O divers

Besuchte Schulart, an der Hochschulreife erworben wurde:
U Gymnasium O Zweiter Bildungsweg

U Berufliche Schule [ Sonstige:

O Gesamtschule

Hochster Schulabschluss:
(1 Allgemeine Hochschulreife 0 Fachgebundene Hochschulreife
(1 Sonstige:

Jahr, in dem dieser Schulabschluss erreicht wurde:

Bundesland, in dem dieser Schulabschluss erreicht wurde:

Grund- oder Leistungskurs Mathematik in der Schule:

I weder Grund- noch Leistungskurs U Grundkurs O Leistungskurs

Durchschnittliche Mathematiknote in den letzten beiden Schuljahren:

auf der Notenskala 1 bis 6:

auf der Punkteskala von 0 bis 15:

Fachsemester Mathematik im Studium:

Im Falle eines Lehramtsstudiengangs: Angestrebte Schulart:

0 Gymnasium O Haupt-/Mittelschule
O Realschule O Grundschule
1 Berufsbildende Schulen O Férderschule

Im Falle keines Lehramtsstudiengangs: Bezeichnung des Studiengangs:

Weiteres Studienfach neben Mathematik:




Untersuchung iiber Grundvorstellungen zu Ableitungen

Die Ableitung f'(x) einer Funktion f an einer Stelle x kann unterschiedlich erklirt werden!

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” @ —~ ~— o +

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Die Ableitung gibt die momentane Anderungsrate an der Stelle x an. [ O O O

Die Ableitung gibt die Steigung der Tangente in einem Punkt des Gra-
phen von f an.

Der Graph kannin der Ndahe von x gut durch eine Gerade angendhert O O O O
werden. Die Ableitung gibt die Steigung dieser Geraden an.

Wenn man von x ein kleines Stiickchen Ax nach rechts oder links O O O O
geht, dndert sich der Funktionswert um den Wert Ay = f'(x) - Ax.

++



2. Die folgende Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion. Die Situation beim Maximum kann unter-
schiedlich beschrieben werden.
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Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise“ @ —~ ~— o +
++ :, Die Erkldrung entspricht genau meiner Denkweise”

Die Tangente im Maximum des Graphen verlduft waagrecht. O o O o 0O

Wenn man an die Stelle des Maximums heranzoomt, erscheint der
Graph nahezu geradlinig und waagrecht.

In der Umgebung des Maximums ist Ay = 0 - Ax, d. h. die Funktions-
werte andern sich kaum.

In der Umgebung des Maximums ist die Anderungsrate Ay/ Ax na-
hezu 0.



3. Betrachtet wird die Fahrt eines Fahrrads. Folgender Graph zeigt den Zusammenhang zwischen der Zeit t
und dem zuriickgelegten Weg s. Die Situation zur Zeit t = 2,5 s kannin unterschiedlicher Weise beschrie-
ben werden.

25

20

15

10

Zeit t [s]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” @ —~ ~— o +
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Die Anderungsrate der dargestellten Funktion ist die Geschwindig-
keit des Fahrrads. Sie ist im Zeitpunkt t = 2,5 s am kleinsten.

Die Steigung der Tangente entspricht der Geschwindigkeit des Fahr-
rads. Diese ist zum Zeitpunkt t = 2,5 s am kleinsten.

Der Graph kann zu jedem Zeitpunkt durch eine Gerade angendhert
werden. Diese hat zum Zeitpunkt t = 2,5 s die kleinste Steigung, also = [ o 0O o 0O
ist dann auch die Geschwindigkeit am kleinsten.

Flr kleine Zeitintervalle At dndert sich der Weg um 4s = m - At. Der
zugehorige Faktor m ist zum Zeitpunkt t = 2,5 s am kleinsten.



Dass eine Funktion f an einer Stelle x nicht differenzierbar ist, Iasst sich unterschiedlich erklaren!

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erkldrung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

- L . A . . .
Es existiert keine Anderungsrate, weil % keinen eindeutigen

Grenzwert hat.

Man kann keine eindeutige Tangente anlegen.

Der Graph kann in der Nahe von x nicht durch eine Gerade angena-
hert werden.

Wenn man von x ein kleines Stiickchen Ax nach rechts oder links
geht, dndert sich der Funktionswert nicht anndhernd proportional zu
Ax.

++



5. Nachstehende Abbildung zeigt die Anzahl der Bakterien N in einer Nahr-Lésung in Abhangigkeit von der

Zeit t (in Stunden).
70 N [in 1000]
60
50
40
30
20

10

t [Stunden]

10 11

Die besondere Bedeutung der Zeit t = 5 kann unterschiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erkldrung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

In kleinen Zeitintervallen At andert sich die Bakterienzahl um
AN = m - At. Der zugehorige Faktor m ist zur Zeit t = 5 am groften.

Wenn man den Graphen stark heranzoomt, erscheint er an jeder
Stelle wie eine Gerade. Diese hat fiir t = 5 die groRte Steigung.

Die Steigung der Tangente an den Graphen ist bei t =5 am groRten.

Die Zahl der Bakterien dndert sich zum Zeitpunkt t =5 am schnellsten.



6. Gegeben sind der Graph einer Funktion f und die Punkte A und B.

Es kann unterschiedlich erklart werden, dass der Wert der ersten Ableitung im Punkt A groRer ist als im
Punkt B.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erkldrung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

P|e Tangente im Punkt A hat eine groRere Steigung als die Tangente O O O O O
im Punkt B.

Wenn man an die Punkte A und B heranzoomt, erscheint der Graph
jeweils lokal wie eine Gerade. Beim Punkt A hat diese Gerade eine [ o O o O
groRere Steigung als beim Punkt B.

Wenn der Graph die Abhangigkeit einer GréBe von der Zeit darstellt, O 0 O 0 0
andert sich diese GrolRRe bei A schneller als bei B.

Fiir jeden Punkt bewirken kleine Anderungen Ax ungefahr proporti-
onale Anderungen Ay ~ m - Ax. Dieser Proportionalitatsfaktor mist =~ [J O O O O
fiir A groRer als fir B.



7. Der folgende Graph zeigt eine Sinusfunktion:

y
1 f(x) = sin(x)
-2 -1 1 3
X
f
-1
Der Zusammenhang f'(0) = 1 kann unterschiedlich erklart werden.
Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:
-- : ,Die Erkldarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” - o +
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”
Der Graph ist in der Umgebung des Nullpunkts naherungsweise eine
. . O O O
Gerade mit der Steigung 1.
Wenn der Graph die Abhangigkeit einer GrofRe von der Zeit darstellt, O O O
so ist zur Zeit 0 die momentane Anderungsrate gleich 1.
In der Nahe von 0 ist ndherungsweise Ay ~ Ax. o o O
Der Graph hat im Nullpunkt eine Tangente mit der Steigung 1. O O O

++



8. Der Graph einer Funktion f hat folgenden Verlauf:

Es kann unterschiedlich erklart werden, warum f an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar ist.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” i o +

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Wie stark man auch immer an den Punkt (0; 0) heranzoomt, der
Graph erscheint dort nicht geradlinig.

Die zugehorige Anderungsrate hat in der Umgebung von 0 einen
sprunghaften Verlauf.

In der Umgebung von 0 misste Ay = m - Ax mit einer festen Zahlm
sein. Dies ist hier aber nicht der Fall.

Im Punkt (0; 0) gibt es keine eindeutige Tangente. O o 0O O

++



9. Nachstehende Abbildung zeigt die Flughdhe h eines Segelflugzeuges in Abhéngigkeit von der Zeit t.

1000
h [Flughthe in m]
900
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0 10 20 30 40 50 70 80 90 100

Es kann unterschiedlich erklart werden, dass das Flugzeug zum Zeitpunkt t = 60 am schnellsten steigt.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erkldrung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”
Fiir festes At dndert sich die Hdhe um Ah =~ h'(t) - At. Dies ist zum
Zeitpunkt t = 60 am groBten.

Die Anderungsrate der Hohe ist zum Zeitpunkt t = 60 am groéRten. O O O O O

Der Graph kann zu jedem Zeitpunkt durch eine Gerade angendhert
. . L . O O O O O
werden. Diese hat zum Zeitpunkt t = 60 die groRte Steigung.

Die Steigung der Tangente ist zum Zeitpunkt t = 60 am groRten. O O O O O



10. Die Ableitung von 2 - f(x) ist gleich 2 - f'(x). Als Beispiel: (2 sinx)" = 2 cos x . Diese Regel kann unter-
schiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldrung entspricht iiberhaupt nicht meiner Denkweise* —— — 0 + ++

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Wenn man alle Funktionswerte verdoppelt, dann verdoppeln sich
auch deren Anderungsraten.

Beim Ubergang von f(x) zu 2 - f(x) werden Steigungsdreiecke zu
Tangenten um den Faktor 2 in Richtung der y-Achse gestreckt.

Fiir die Funktion f ist Ay ~ f'(x) - Ax. Beim Ubergang von f(x) zu
2 - f(x) verdoppeln sich beide Seiten bei gleichbleibendem Ax.

In einer Umgebung jeder Stelle ist die Funktion f nahezu linear. Die
Multiplikation mit 2 verdoppelt die Steigung der linearen Funktion.



11. Die folgende Graphik zeigt, wie viele Autos N pro Stunde in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v
durch einen Tunnel fahren dirfen.
In der Ndhe des Maximums im Intervall zwischen 11 m/s und 12 m/s dndert sich diese Anzahl N nur
wenig.

1200 N in [1/h]

1100 max. Anzahl bei ca. 11,5 m/sec.
1000
900
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;(1 1.52,0) v in [m/sec]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Dieser Zusammenhang kann unterschiedlich beschrieben werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erklarung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldrung entspricht iiberhaupt nicht meiner Denkweise* —— — 0 + ++

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Die Steigungen der Tangenten im Bereich zwischen 11 m/s und
12 m/s sind nahezu O .

Im Bereich zwischen 11 m/s und 12 m/s bewirkt eine Verdnderung
Av der Geschwindigkeit kaum eine Verdnderung AN der Fahrzeug- [ o O o O
zahl.

Nihert man den Graphen von N zwischen 11 m/s und 12 m/s durch
Geraden an, so unterscheiden sich diese kaum von einer Waagrech- [ O O O O
ten.

Im gesamten Bereich zwischen 11 m/s und 12 m/s ist die Anderungs-
rate AN/Av nahezu 0.



12. In das Koordinatensystem sind die Graphen der beiden Funktionen mit f(x) = x? und g(x) = x* ein-
gezeichnet. Beide Graphen gehen durch den Punkt P(1; 1). Das unterschiedliche Verhalten der Funktio-
nen an der Stelle x = 1 kann verschieden beschrieben werden.

X
2 2
Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:
-- :,,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise @' —~ ~— o +
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”
Die Anderungsrate von g ist im Punkt P gréRer als die von f. O o o o o

Die Steigung der Tangente im Punkt P ist fiir den Graphen von g gro-
Ber als fiir den von f.

Nahert man beide Graphen bei P jeweils durch eine Gerade an, so
verlduft diese fir g steiler als fir f.

Wenn manvon x = 1 ein kleines Stiickchen Ax nach rechts oder links
geht, ist die Anderung Ay bei der Funktion g groRer als bei f.



13. Der Graph der Funktion f hat den abgebildeten Verlauf.

Diese Funktion ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar. Das kann
man folgendermaRen erklaren:

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erklarung ihrem eigenen
Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldrung entspricht lber-

haupt nicht meiner Denkweise”

++ : ,Die Erklarung entspricht ge-

nau meiner Denkweise”

Man kann keine eindeutige Tan-
gente anlegen.

Wenn man an den Punkt (0; 0) her-
anzoomt, erscheint der Graph nicht
geradlinig, sondern hat einen Knick.

1.5 4
Steigungsdreiecke, die man von 0 1.0
nach links bzw. rechts abtragt, zei- N
gen deutlich versc?iedene Werte 0.5 g O O 0O 0O 0O
der Anderungsrate é.

0.24x04 0.6

/
Wenn man sich vom Nullpunkt aus 10
um kleine Ax nach rechts oder links Ay
bewegt, misste Ay = m - Ax mit 0.5 O 0O O O 0O
der gleichen Zahl m gelten. Das ist
hier nicht der Fall.

025x04 06




Untersuchung iiber Grundvorstellungen zu Integralen

Das bestimmte Integral f;f(x)dx kann unterschiedlich gedeutet werden!

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise @' —~ ~— o +

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Das bestimmte Integral ist der orientierte Inhalt der Flache zwischen
dem Funktionsgraphen von fund der x-Achse im Intervall [a; b].

Das bestimmte Integral ist die Gesamtanderung einer GrofRe im In- O 0 O 0
tervall [a; b], deren Anderungsrate durch f beschrieben wird.

Das bestimmte Integral ist der mittlere Funktionswert von f im In- O O O 0
tervall [a; b] multipliziert mit der Intervalllange.

Das bestimmte Integral ist der Grenzwert von vielen Summen aus
Produkten, die aus einem Funktionswert und der Linge eines Teilin- | [ O O O
tervalls von [a; b] gebildet werden.

++



Es gilt fozn sin(x)dx = 0. Dies kann unterschiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- :,,Die Erkldrung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Ist sin(x) die Anderungsrate einer GréRe, so ist die Zunahme der
GroRe in der ersten Intervallhdlfte genauso gro wie die Abnahme in
der zweiten Intervallhdlfte. Die Gesamtanderung ist also 0.

Ein Integral ist ein Grenzwert von Summen. Zu jedem positiven Sum-
manden gibt es einen negativen Summanden mit dem gleichen Be-
trag. Insgesamt ist das Integral O.

Der Graph begrenzt mit der x-Achse zwei kongruente Flachenstiicke,
oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse. Da das eine positiv, das andere
negativ gezahlt wird, ist das Ergebnis 0.

Im Mittel sind die Funktionswerte in diesem Intervall 0, denn zu je-
dem positiven Funktionswert gibt es einen entsprechenden negati-
ven Funktionswert mit gleichem Betrag.

++



3. Graph 1 und Graph 2 zeigen den Wasserzulauf in Liter/min in zwei identischen Becken. Die Becken waren
zum Zeitpunkt Null leer.

Wasserzulauf

12
Graph 1
10

Graph 2

Es kann unterschiedlich erklart werden, warum zum Zeitpunkt t = 5 die beiden Becken gleich voll sind.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldrung entspricht iiberhaupt nicht meiner Denkweise* —— — 0 + ++

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Der durchschnittliche Wasserzufluss im Intervall [0; 5] ist fir die bei-
den Becken identisch.

Fiir beide Graphen ist jeweils die Flache zwischen dem Graphen und
der t-Achse im Intervall [0; 5] gleich groR.

Man stellt sich den Zufluss in vielen kleinen Intervallen konstant vor
und addiert die Wassermengen fiir diese Intervalle auf. Zum Zeit- | [ O O O O
punkt t =5 erhélt man fiir beide Graphen den gleichen Wert.

Man kann jeweils aus dem Graphen die Volumenfunktion ermitteln,
die beschreibt, wie viel Wasser zur Zeit t im Becken ist. Beit =5 ha- [ O O O O
ben die beiden Volumenfunktionen den gleichen Wert.



4. Der Funktionsterm f(t) gibt die Geschwindigkeit eines Autos zum Zeitpunkt t in km/h an. Das Intervall
[to, teo] beschreibt den Zeitraum von einer Stunde.
Die Bedeutung des Ausdrucks
f(Eo) - (tr —to) + f(&1) - (&2 — &1) + -+ f(Es9) - (teo — t59)

kann unterschiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” @ —~ — o +

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Der Ausdruck ermdglicht, mit Hilfe vieler kleiner Intervalle aus der
Geschwindigkeit f die zuriickgelegte Strecke zu berechnen.

Mit dem Ausdruck kann man ermitteln, wie die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit des Autos in der betrachteten Stunde ungefahr ist.

Der Ausdruck gibt ungefahr an, wie lang die bisher zurlickgelegte
Strecke in der betrachteten Stunde ist.

Der Ausdruck ist ein MaR dafir, wie grof’ die orientierte Flache zwi-
schen dem Graphen von f und der Zeitachse in der betrachteten O O O O 0O
Stunde ist.



Ein Korper steht auf dem Boden und ist 2 m hoch. Schneidet man ihn parallel zum Boden in der Hohe
h € [0; 2] durch, so hat die Querschnittsfliche den Flicheninhalt A(h).

Welche Bedeutung hat der Ausdruck

fo 2A(h)dh

in dieser Situation?

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise” == = o + ++
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Der Ausdruck gibt das Volumen des Korpers an. O O O O O

Der Ausdruck ist der Inhalt der Flache, die vom Graphen der Funktion
A und der h-Achse eingeschlossen wird.

Der Ausd.ruc.k‘ entspncht d?r mittleren Querschnittsflache des Kor- O 0 O 0 O
pers multipliziert mit der Hohe.

Der Ausdruck ist der Grenzwert von Summen der Volumina von 0O O O O O
Scheibchen.



Ein Kreis mit dem Radius x hat den Umfang U(x) = 2mx und den Flacheninhalt A(x) = mx?. Der Zusam-
menhang

frU(x)dx = A(r)
0

kann unterschiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,Die Erkldrung entspricht iiberhaupt nicht meiner Denkweise* —— — 0 + ++

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Die Flache eines Kreises setzt sich zusammen aus vielen diinnen
Kreisringen. Das Integral summiert die Inhalte dieser Kreisringe.

Der Umfang ist die Anderungsrate des Flidcheninhalts des Kreises. Da-
her kann der Flacheninhalt mit Hilfe des Integrals aus dieser Ande- [ O O O O
rungsrate berechnet werden.

Der Umfang nimmt alle Werte zwischen 0 und 27mr an und ist im
Durchschnitt gleich rr. Das Integral ist dieser Durchschnitt multipli- | [ O O O O
ziert mit der Intervalllange r.

Der Flacheninhalt eines Kreises ist gleich dem Flacheninhalt unter
dem Graphen der Umfangsfunktion.



7. In einem Gezeitenkraftwerk wird das durchflieBende Wasser zur Stromerzeugung genutzt. Es flieRt bei
Flut in einen Speicher hinein, bei Ebbe wieder heraus. Untenstehende Abbildung zeigt einen Verlauf der
Durchflussrate d des Wassers (in Millionen m3 pro Stunde) innerhalb von 12 Stunden. Zu Beginn der
Beobachtung ist der Speicher des Kraftwerks leer.

m3
Durchflussrate d (in Millionen ?:I

L5

Zeit (in h)
D T
0 1 2 3 4 5

-1

-3

-4 4
Welche Bedeutung hat der Ausdruck f012 d(t) dt?
Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:
-- :,,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise“ @ —~ ~— o +

++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Der Ausdruck ist der orientierte Inhalt der Flache zwischen dem
Funktionsgraphen von d und der Zeit-Achse im Intervall [0; 12].

Der Ausdruck ist die mittlere Durchflussrate im Intervall [0; 12] mul-
tipliziert mit 12.

Der Ausdruck gibt an, wie sich im Zeitraum [0; 12] die Zu- und Ab-
flusse in sehr kleinen Zeitraumen zum Wasservolumen nach 12 Stun- | O O O O O
den aufsummieren.

Der Ausdruck ermittelt aus der Durchflussrate das Volumen des Was-
sers im Speicher zum Zeitpunkt t = 12.



Ein Gegenstand fallt zur Zeit t mit der Geschwindigkeit v(t). Das Integral

fo 3v(t)dt

kann unterschiedlich erklart werden.

Bitte kreuzen Sie an, inwiefern die genannte Erkldrung ihrem eige-
nen Denken entspricht:

-- : ,,Die Erklarung entspricht Giberhaupt nicht meiner Denkweise”
++ : ,Die Erklarung entspricht genau meiner Denkweise”

Das Integral entspricht dem Produkt aus der mittleren Geschwindig-
keit und der Zeitdauer.

Der zuriickgelegte Weg besteht aus vielen kleine Stiickchen der
Ldnge v(t) - At. Das Integral summiert alle diese kleinen Stiickchen
zu einer Gesamtstrecke.

Das Integral ermittelt den zuriickgelegten Weg aus der Geschwindig-
keit v.

Das Integral entspricht dem Flacheninhalt zwischen dem Graphen
der Funktion v und der t-Achse.

++
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