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Chapitre 0

Introduction

Ce texte est issu d’un cours enseigné a 'université de Paris 13 de février 1996 a juin 1996,
puis de décembre 1996 a février 1997. Son objectif est d’apporter quelques éclaircissements
sur les asymptotiques a hautes fréquences utilisées classiquement en propagation d’ondes.

Nous donnons un cadre mathématique rigoureux et précis qui permet de prouver la validité
des asymptotiques hautes fréquences pour la propagation d’onde scalaires ou électromagnétiques
(que cela soit dans le vide ou dans des milieux diélectriques), pour la réflexion d’une onde sur
un bord (muni d’une condition de Dirichlet ou d’une condition mixte), et pour calculer 'onde
au voisinage d’une caustique ou d’un point diffractif.

Ce cadre mathématique rigoureux est I’analyse microlocale, et cet ouvrage se veut une
introduction a certaines techniques utilisées dans cette branche de ’analyse. Dans cette intro-
duction, nous présentons les motivations des études asymptotiques hautes fréquences (Section
0.1) et nous expliquons en quelques mots certains des outils d’analyse microlocale utilisés.

Plus généralement, un certain nombre d’équations de la physique mathématique font
apparaitre des objets géométriques; le gradient, le rotationnel, la divergence, le laplacien.
L’équation qui fait le mieux apparaitre la relation entre la géométrie et les propriétés qua-
litatives des solutions est I’équation des ondes. Ceci sera particulierement clair au chapitre
12, rédigé en collaboration avec Claude Bardos, consacré aux valeurs propres du laplacien
dans une métrique A (aspect qualitatif). Les opérateurs intégraux de Fourier sont les outils
naturels pour tenir compte de maniére géométriquement intrinseque des notions de propaga-
tion dans ’équation des ondes. L’énergie dans un tube de rayons associée a ’équation des
ondes (introduite au chapitre 3) est la transcription physique de la notion de demi-densité,
qui sera effleurée dans le chapitre 12. Le concept de demi-densité a servi de base a ’étude des
opérateurs de Fourier intégraux par Hérmander [46].

De I’équation des ondes, on déduit un certain nombre d’informations sur d’autres équations :
I’équation de la chaleur, le systeme d’équations de 1’élasticité, le systeme d’équations de Max-
well. Ainsi les applications des opérateurs de Fourier intégraux vont au dela de 1’étude de
I’équation des ondes.

0.1 DMotivation des études asymptotiques

Le calcul a priori de la réponse d’un objet a une émission radar est un probleme important
lors de la conception d'un avion ou de tout autre objet que ’on veut rendre le moins détectable
possible. La réponse est donnée par le calcul de la solution des équations de Maxwell et d’une
relation au bord dépendant de la nature de I'objet, la donnée initiale étant la valeur du champ
électromagnétique incident (celui de 'onde radar, de longueur d’onde \).

Pour éviter la dispersion du faisceau radar dans ’atmosphere, la longueur d’onde A\ doit
étre assez petite, de ordre du metre ou du centimetre. Comme la fréquence de 1'onde (se
propageant a la vitesse de la lumiere ¢) est w = 2w¢/\, cette fréquence est donc entre 1 et 100
GHz. Cette physique justifie donc 'emploi des méthodes hautes fréquences.

7



8 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Supposons en plus que 'on puisse associer a I'objet, ou a une partie de ceoui-ci, une
longueur caractéristique L. Pour un avion, par exemple, L est de 'ordre de la dizaine de
metres. Les méthodes numériques usuelles de calcul des solutions des équations de Maxwell
considerent des mailles dont le coté est A\/8, soit de 'ordre du millimetre ou de la dizaine de
centimetres. Le nombre de degrés de liberté utilisés est alors N = (8L/\)3, qui est au moins de
I'ordre de 10°. Ce nombre de degrés de liberté correspond alors & 6N inconnues, coordonnées
des champs électrique et magnétique. La matrice a inverser pour résoudre le systeme discrétisé
est alors 6V x 6.V.

Ces nombres considérables ne permettent souvent pas un traitement global du probleme
lorsque la fréquence est trop élevée. Il est alors nécessaire de trouver des méthodes alternatives
au calcul numérique global; il s’agit des méthodes asymptotiques.

De Huyghens a Maxwell, s’est élaborée 1'idée que la lumiere et donc les phénomenes
électromagnétiques se propagent a la fois comme des ondes et des rayons. Pour les rayons, on
peut parler de position et de vitesse ou bien (grace & la transformée de Legendre) de position
et d’impulsion. Le calcul pseudo-différentiel (décrit ci-dessous) fait apparaitre la coincidence
entre la variable de Fourier et 'impulsion. L’inégalité d’Heisenberg montre qu’il est impossible
de localiser a la fois en position et en vitesse, et on est amené a localiser asymptotiquement
et a haute fréquence. Cela conduit d’une part a un raffinement apparemment sans fin des
calculs asymptotiques formels, sur lesquels des progres qualitatifs importants ont été réalisés
par V. Babich [5] et J. B. Keller [38] dans les années 50, probablement sous 'impulsion des
problemes de furtivité radar ou de détection. La quasi totalité des résultats asymptotiques
ont été obtenus depuis lors. Un exposé des résultats asymptotiques formels dans un certain
nombre de situations physiques est présenté par D. Bouche et F. Molinet dans le volume 16
de la collection ”Mathématiques et Applications” [15].

La mise en forme rigoureuse de ces calculs a été la préoccupation essentielle d’au moins
une génération de mathématiciens, et sous l'influence d’Hérmander, le formalisme de ’analyse
microlocale s’est imposé.

Il est pour le moment impossible de justifier mathématiquement tous les résultats de [15].
En revanche, la preuve de la validité de certains de ces calculs asymptotiques est possible, et
nous la présentons dans ce livre.

0.2 Techniques mathématiques abordées

Nous nous consacrons ici a 1’étude des équations et systemes d’équations aux dérivées
partielles linéaires. Nous travaillons a haute fréquence pour trois raisons essentielles :

1) la physique du probleéme de détection radar est une physique & haute fréquence (ce qui
peut s’exprimer par L/\ > 10),

2) par 'introduction d’un parameétre asymptotique, on peut réaliser des calculs analytiques
(voir par exemple le chapitre 1) en améliorant la précision des solutions,

3) enfin, on peut justifier ces asymptotiques formelles dans certains cas (voir le chapitre 2
pour un exemple de preuve, voir aussi les travaux de Lax [58]).

L’analyse microlocale (introduite par Hérmander [46] dans la fin des années 60) s’avere la
méthode la plus universelle de traitement de ces problemes haute fréquence, généralisant et
justifiant par exemple les calculs effectués sur les rayons gaussiens [84] et les calculs de couche
limite [15]. En effet, Panalyse microlocale est associée & un calcul pseudo-différentiel qui est
un calcul symbolique explicite et & une bonne notion asymptotique (engendrée par exemple
par lordre des symboles). Cette branche de ’Analyse étudie entre autres la régularité des
distributions, non seulement localement, mais en plus en différenciant la régularité suivant
toute direction de dérivation. Pour faire une analogie physique, tout se passe comme si nous
considérions la régularité des distributions dans ’espace des positions-impulsions.

Lorsque u € S(R?), classe de Schwartz des fonctions & décroissance rapide, sa transformée
de Fourier (indifféremment notée @(§) ou F(u)(§)) est aussi dans la classe de Schwartz :
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w(§) = /e*”'gu(x)dx.

On a la formule d’inversion de Fourier :

1 ~ iT. 1 i(z—y).
u(x) = W /Rd a(f)etde = G /de u(y)e @=v)-Eqedy (0.2.1)
De la formule F(0yu)(€) = i€u(§), on tire
Ouyu(z) = # /R N & u(y)e!@V)-Edy. (0.2.2)

Dans D'égalité (0.2.2), on appellera la fonction i€; le symbole de lopérateur 9,,. Nous
étudions dans le chapitre 6 les calculs asymptotiques sur les symboles, qui sont des fonctions
de classe C* pour (z,€&) € R? x RY. A tout opérateur différentiel est associé un symbole, et,
réciproquement, & tout symbole est associé un opérateur appelé opérateur pseudo-différentiel
(que l'on construira ici). Le calcul de la composée de deux opérateurs pseudo-différentiels se
traduit par un calcul sur les symboles, ce qui définit alors une algebre, étudiée dans le chapitre
8. Les éléments inversibles de cette algebre jouent un role particulier; il s’agit des symboles
elliptiques.

Un symbole a(x,€&) définit de maniere intrinseque un opérateur pseudo-différentiel ; un
changement de variable en x induit un changement de variable en £. Nous étudierons ces chan-
gements de variable dans le chapitre 8. Nous montrons que la notion de géométrie préservée
dans RY x R? par le changement de variable en x dans R? est le caractere symplectique de
R? x RY, qui est alors identifié¢ au fibré cotangent T*IR?. Ainsi, un symbole a(z,§) est une
fonction C*° sur T#Q). Les rayons dont nous avons parlé plus haut sont alors la trace sur 2 de
courbes géométriquement intrinseques dans 7€), appelées bicaractéristiques.

Les calculs en analyse microlocale, quant & eux, font usage constant d’un résultat, appelé
théoreme de la phase stationnaire. Ce résultat est la généralisation (au moins formellement)
d’une méthode connue depuis Legendre, la méthode du col. La phase de la méthode du col
admet un maximum. On dit qu’elle stationne au point ou elle admet ce maximum, d’ou
le nom de phase stationnaire. La différence entre la méthode de la phase stationnaire et la
méthode du col provient du caractére de 'intégrale étudiée ; pour k € [1,+o0o[, 'intégrale de
la méthode du col se présente sous la forme [ e k@) dy, qui est une intégrale absolument
convergente lorsque ¢ admet un minimum sur l'intervalle d’intégration alors que l'intégrale
utilisée dans la méthode de la phase stationnaire est [ *?(®)dz, qui est définie dans S'(R?).

Le théoreme de la phase stationnaire, étudié au chapitre 4 est au centre de l'analyse
microlocale, du calcul pseudo-différentiel, et a des applications dans d’autres domaines. Nous
en présentons une dans le chapitre 5, aimablement fournie par Eric Pilon, issue des calculs de
physique théorique.

Cependant, la formule (0.2.2) ne permet pas toujours de représenter correctement une so-
lution d’une équation aux dérivées partielles. C’est le cas lorsque le probleme présente une
caustique ou un rayon rampant qui diffracte, ou lorsque 'on veut accéder & des propriétés
mettant en jeu la structure globale des rayons. Il se trouve que dans ces cas il est possible
et indispensable de généraliser la formule (0.2.2) en remplacant (z — y).£ par ¢(z,y,£), ho-
mogene de degré 1 en £. L’opérateur obtenu s’appelle alors opérateur intégral de Fourier.
L’étude globale des opérateurs intégraux de Fourier est une partie majeure de cet ouvrage
(Chapitre 7); en effet la représentation de solutions d’équations aux dérivées partielles par
des intégrales oscillantes est la mieux adaptée aux calculs asymptotiques qui font intervenir
des phases sous la forme ¢?¢(#) [k grand paramétre. Aux opérateurs intégraux de Fourier et
aux phases des solutions asymptotiques d’équations aux dérivées partielles sont associés des
objets géométriques intrinseques, appelés variétés lagrangiennes. La structure de ces variétés
fait 'objet du chapitre 10. Méme si une phase (associée & une intégrale oscillante solution
d’une équation aux dérivées partielles linéaire) est singuliere, la variété lagrangienne (C T*Q)
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associée est lisse, et sa projection sur €2 est singuliere. Nous étudierons ainsi certains types de
singularités.

Gréce aux opérateurs intégraux de Fourier, on retrouve les théorémes de propagation des
singularités dans ) pour les opérateurs hyperboliques (obtenus par ailleurs, par exemple dans
[81]) ainsi que les théoremes de réflexion des singularités hyperboliques sur 9€), par exemple
pour les ondes électromagnétiques. De plus, on peut construire une parametrix uniforme sor-
tante pour le probleme Pu = 0 dans €2, 7Lu = g sur le bord de 2 quand 2 a un bord, P et
L désignant deux opérateurs différentiels et v désignant ’opérateur de restriction au bord 9f2
quand cela est permis.

Une autre application des opérateurs intégraux de Fourier est globale et est présentée dans
le chapitre 12, écrit par Claude Bardos (dont l'apport aux autres chapitres est loin d’étre
négligeable). Elle s’appuie sur un probleme pratique, qui est d’estimer les valeurs propres d’un
opérateur elliptique, typiquement le Laplacien dans un ouvert borné. Les fonctions auxquelles
on souhaite accéder sont par exemple le nombre de valeurs propres plus petites qu'un R
fixé, le comportement asymptotique des valeurs propres rangées par ordre croissant. On veut
aussi étudier par ce biais les problemes inverses; trouver par exemple des informations sur
Pouvert 2 dans lequel on travaille par I'intermédiaire de ces valeurs propres. On constatera
I'importance de ’aspect global des opérateurs intégraux de Fourier, qui sont les seuls a pouvoir
tenir compte des géodésiques fermées. En effet, un opérateur pseudo-différentiel est pseudo
local (voir Hormander [47]), donc ne pourra pas prendre en compte en particulier ’application
de premier retour de Poincaré.

0.3 Détail des chapitres de cet ouvrage

Dans le chapitre 1, on introduit la notion de développement asymptotique ; on démontre que
toute série asymptotique est le développement de Taylor en un point d’une fonction de classe
C®°, résultat connu sous le nom de lemme de Borel. Ce résultat sera utilisé pour construire
une solution approchée de I’équation des ondes.

Dans le chapitre 2, on présente la méthode et les résultats de P. D. Lax [58] pour calculer
le développement asymptotique associé a la solution d’un probleme de Cauchy strictement
hyperbolique. 11 s’agit d’une introduction directe aux calculs asymptotiques.

Dans le chapitre 3, on utilise 1’équivalence entre 1’équation des ondes et 1’équation de
Helmholtz (A + k?)u = 0. On construit, lorsque k tend vers +o0, une solution asymptotique
de I'équation de Helmholtz de la forme a(x, k)e™?®) on a(z,k) admet un développement
asymptotique au sens du chapitre 1. Plus précisément, on calcule amplitude a(z, k) sur un
pinceau de rayons, une fois cette amplitude connue sur une surface équiphase de ¢. Le lemme
de Borel construit alors une solution asymptotique équivalente a la solution recherchée.

Le chapitre 4 aborde une notion importante, qui est -2 mon sens- a la base de l'ana-
lyse microlocale : la méthode de la phase stationnaire, étroitement liée aux développements
asymptotiques. Son application est possible chaque fois que l'on peut utiliser le lemme de
Morse pour représenter la phase comme une phase quadratique. Une application a la physique
des particules d'une variante du théoréme de la phase stationnaire fait 'objet du chapitre 5.

De méme le chapitre 7 présente des intégrales a priori divergentes, appelées intégrales oscil-
lantes, dont on donnera une valeur grace au théoreme de la phase stationnaire. Les opérateurs
associés a ces intégrales oscillantes sont les opérateurs intégraux de Fourier. Les intégrales os-
cillantes du chapitre 7 font appel a des fonctions a(z, ) € C*(X x ]Rd)7 qui ont des propriétés
agréables en fonction du parametre asymptotique |6]. Ce sont ces propriétés qui permettent
d’introdure des regles de calcul systématiques. L'étude des fonctions a(x,#) fait U'objet du
chapitre 6. Un cas particulier des intégrales oscillantes du chapitre 7 permet de généraliser
les opérateurs différentiels en une classe d’opérateurs, appelés opérateurs pseudo-différentiels
(étudiés par exemple par Kohn et Nirenberg [54]).

L’étude des propriétés et de la régularité de ces opérateurs est présentée dans le chapitre
8. En particulier, on définira une loi produit sur les symboles qui correspond a la loi de
composition des opérateurs.
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Le chapitre 9 étudie le caractere intrinseque de notions liées aux opérateurs pseudo-
différentiels et introduit la géométrie symplectique, cadre géométrique associé aux opérateurs
pseudo-différentiels et aux opérateurs intégraux de Fourier. Utilisant ce cadre géométrique,
nous donnons le théoreme permettant de composer des opérateurs intégraux de Fourier.

Le chapitre 10 relie les opérateurs intégraux de Fourier et les calculs asymptotiques de Lax
du chapitre 2, dans le sens ot la phase ¢ introduite par Lax, solution de I’équation appellée
équation eikonale, peut étre prise comme phase oscillante dans un opérateur intégral de Fourier,
généralisant ainsi les solutions asymptotiques oscillantes. Nous étudions plus généralement les
solutions lagrangiennes, généralisation de la notion de phase solution de 1’équation eikonale.
Nous en déduisons le comportement des solutions de problemes hyperboliques au voisinage de
caustiques.

Dans le chapitre 12, Claude Bardos détaille une application globale des opérateurs intégraux
de Fourier, qui permet, a partir des valeurs propres du Laplacien, de connaitre certaines pro-
priétés de cet ouvert. Ce probleme est popularisé par la phrase ”Can we hear the shape of a
drum ?7 1.

Le chapitre 13 démontre le théoreme de propagation des singularités pour les ondes,
généralisation des lois de l'optique géométrique, en utilisant a la fois les opérateurs intégraux
de Fourier pour construire une solution et pour transformer le probleme de propagation en un
probleme de propagation élémentaire par I'intermédiaire d’une transformation canonique. Ces
deux points de vue sont équivalents.

La réflexion d’une onde électromagnétique par un objet diélectrique, premiere application
des développements asymptotiques, est étudiée dans le chapitre 13 et le théoreme de réflexion
des singularités hyperboliques est démontré dans le cas d’un ouvert rempli de matériau
diélectrique absorbant. Nous utilisons ici une généralisation des calculs asymptotiques de Lax &
des opérateurs hyperboliques pseudo-différentiels, comme I'ont fait Hérmander [45] et Levitan
[62], [63], ou plus récemment Sjostrand et Zworski [89].

Enfin, le chapitre 14 étudie le cas diffractif, cas ou le rayon incident arrive tangentiellement
au bord de 'objet €2, dans deux cas : le probléeme modele de Friedlander [41], exemple originel,
et le cas de la diffraction par un convexe du plan, ou sont utilisés les résultats de Gilles
Lebeau sur la régularité Gevrey 3 [64] et la these de 'auteur [56]. Dans ce chapitre, écrit en
collaboration avec Daniel Bouche, on compare les calculs de I'analyse microlocale et les calculs
employés dans la méthode de la couche limite.
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Chapitre 1

Asymptotiques formelles

Dans ce chapitre, nous présentons une asymptotique formelle pour un certain nombre
de systemes d’équations de la Physique. Nous étudions 1’équation des ondes, 1’équation de
Helmholtz dans le vide, ’équation de Helmholtz dans un milieu dispersif et plus généralement
des problemes hyperboliques. Certaines de ces asymptotiques sont présentées en exercices.

Ces asymptotiques formelles seront justifiées mathématiquement dans la suite de 'ouvrage.

1.1 Exemples introductifs

Nous donnons en premier lieu deux exemples qui permettent de définir un développement
asymptotique. Les deux fonctions que nous présentons sont solution de 1’équation des ondes,
et nous pouvons calculer leur développement asymptotique. Elles ont en commun d’étre oscil-
lantes en temps et en espace.

1.1.1 Ondes planes et équation des ondes

L’exemple le plus simple considéré traditionnellement est I’onde plane (lg eRYwe R;)

uy(Z,t) = T 7 e Rt € R.

2

7o) de I'équation des

C(est une solution (qui n’appartient pas & L2(IR**1), mais seulement & L
ondes (A — ¢™292%)u = 0 lorsque

w? — k)2 =0, (1.1.1)

qui s’écrit \E| = w/¢, et qui s’appelle la relation de dispersion dans le vide. En fait, cette égalité
est la premiere des égalités asymptotiques que nous rencontrerons; elle est exacte pour une
onde plane. Lorsque la dimension de I’espace ambiant est 1, les deux valeurs de k possibles
sont +w/c, qui correspondent a deux ondes planes, progressives, se propageant respectivement
dans la direction des x > 0 et des x < 0. Nous rappelons que, pour 1’équation des ondes en
dimension 1, on a

0?%u 5 0%u 0 10, 0u 1 0u

) () = (= — ) (= — e ).

Gz = @@= @ e )
On démontre que la solution dans R, x Ry de I’équation des ondes avec données de Cauchy
ug(z), u1(zx) est

(v 1) + ol — ) + & 7 )y — 2 7 )y
(uo(x + ct) + uo(x — ct)) + % Lo ui(y)dy.

x

u(z,t) =3
1
- 2

13
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Pour ce faire, si u(z,t) est une solution de ’équation des ondes, on lui associe v = dyu +
¢ Y0y, qui est solution de 9,v — ¢~ 19w = 0. On en déduit que w(z,t) = v(z — ct,t) vérifie
dyw(z,t) = 0. Il vient donc w(z,t) = w(z,0) = v(z,0). L’égalité v = d,u + ¢~ 1d;u devient

Opu(z,t) + ¢ topu(z, t) = w(z + ct,0).

Soit h(z) = %foz w(y,0)dy. On vérifie que (9, + ¢~ 10;)h(x + ct) = w(z + ct,0). 1l vient
alors

(02 + ¢ 20 (u(z,t) — h(z 4 ct)) =0

ce qui conduit immédiatement a

u(z,t) = h(x + ct) + g(x — ct).

Les conditions de Cauchy a t = 0 sont

uo(z,0) = u(x,0), Aruo(x,0) = uq(z,1t).

Il vient donc les deux égalités

9(x) + h(@) = uo (), g'(x) — W' () = ¢~ ur (),

ce qui donne (1.1.2).

Remarques :

1) si le support & ¢ = 0 de onde, égal & Supp uoUSupp w1, est U'intervalle [a, b], le support
a t de I'onde est inclus dans [a — ct, b+ ct]. Cet ensemble de points s’appelle le cone de lumiere.

2) siil y a de l'information a ¢ = 0 en un point xg, ¢’est-a-dire ug ou u1 non nul, alors a tg il
y a de l'information a zo + cty et a x¢ — ctp. Ceci traduit la propagation sur les caractéristiques
a la vitesse c.

3) Nous voyons apparaitre les deux ondes progressives lorsque ug(z) = £(ik) tui(z) =
e~ Nous omettrons désormais la vitesse c. Elle interviendra cependant de maniére cachée
pour les équations de Maxwell par I'intermédiaire de la relation equgc® = 1, et au lieu de
considérer la pulsation w on considerera les équations avec le nombre d’onde k = w/c.

1.1.2 Commentaires introductifs aux asymptotiques

Dans ce paragraphe, nous utilisons les fonctions spéciales solution de ’équation des ondes
(en dimension 2 ou en dimension 3), pour constater que la notion d’asymptotique apparait
naturellement.

Pour I’équation des ondes en dimension 2, nous introduisons les fonctions de Hankel. Une
solution de I’équation des ondes & vitesse 1 dans R? x R est écrite u(r, 0,t) = e~ "t f ().
En remplagant dans le Laplacien en coordonnées polaires

“ror' or r2 092’

on constate que la fonction f est solution de

(1.1.3)

2 frf 4 (K2 - f =0

Une solution de cette équation pour v = n, n entier, est la fonction de Hankel de premiere
espece, notée H} (kr), telle que

o (Hy)" () + o(H,) (x) + (2 = n*)Hy (2) = 0.

n
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La fonction v, (r,0,t) = e~ ™m0 [ 1 (kr) est solution de ’équation des ondes en dimension
2. Si nous nous plagons en un point r # 0, on écrit (voir Watson [97])

1 2 1 .
K () = (2 )her

r

=

TS 1)k (KM ). (1.1.4)

m=0

Cette expression s’appelle un développement asymptotique en k~! lorsqu’on étudie le
probleme a grand nombre d’onde. La vitesse de 'onde étant fixée, il est équivalent de parler
de probleme & haute fréquence.

Pour comprendre la signification de la notion d’asymptotique pour cet exemple, on définit
HM(kr) comme la fonction obtenue en tronquant la série (1.1.4) & I'ordre M en k. On a
formellement

(A = c203) [k HM (kr)e~™+in?] = O(k=M+1),

ou la signification du terme O doit étre précisée.

La fonction ™’ H!(kr) est une solution de I'’équation de Helmholtz & laquelle on associe
une suite de fonctions uj; qui ne sont pas solution de 1’équation de Helmholtz mais “qui sont
un meilleur candidat quand M tend vers +00”, au sens ot (A —c¢ 202 )uy sera de plus en plus
petit en k. 11 se trouve que ces fonctions uys approchent la solution e?® H (kr) de I’équation
de Helmholtz, mais la question est de savoir si de tels résultats sont généraux.

Dans ce chapitre et le suivant, on définit des solutions asymptotiques formelles, qui ne sont
pas des solutions au sens usuel.

1.2 Définitions.

Nous définissons un développement asymptotique de la maniére suivante :

Définition 1.1 Soit une fonction b € C*°(Q2x]0,1]) (si on choisit un petit parameétre asymp-
totique €), ou b € C*°(Qx]1,+0o0|) (si on choisit un grand paramétre asymptotique k).
Soit une suite b;(y) de fonctions de C>°(Q2). La relation

b(y,e) =Y bi(y)e’

signifie que, pour tout entier m > 0, pour tout indice « € IN™ et pour tout compact K inclus
dans Q, il existe une constante C(K, m,a) (dont le comportement n’est pas précisé ici) telle
que

j=m
Wy € K, [0 (b(y,€) = Y bj(y)e’)| < C(K,m, a)e™.
7=0

La définition se transcrit aisément pour un grand parametre asymptotique, ainsi que la
définition pour k > kg ou encore € < g¢9. On définit aussi la notion d’équivalence asymptotique
de deux fonctions b et ¢ de C*°(]0,1[x) :

Définition 1.2 On dit que b(y,€) et c(y,e) sont asymptotiquement équivalentes si
VK C Q,Vm > 0,Va,3C(K,m,a) > 0,Vy € K, |0y« (b(y,€) — c(y,€))| < C(K,m,a)e™.

Ceci indique que, uniformément sur tout compact de (), la différence b — c est a
décroissance rapide en ¢ (ou & décroissance rapide en k).

Définissons les asymptotiques oscillantes. On introduit, cette fois, un grand parametre k
afin de souligner que la notion d’asymptotique est liée & un parametre, mais que les résultats
écrits avec un ‘petit’ parametre sont inséparables de ceux écrits avec un ‘grand’ parametre.
Considérons par exemple
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v(x, k) = a(zx, k)e*®, (1.2.5)
ou a vérifie les hypotheses de la définition 1.1. Ses dérivées en = font apparaitre des puissances
de k, de sorte que
% v(x, k) ~ e b (2, k),

x

ou by, est encore de la forme de la définition 1.1. Pour prendre en compte dans les développements
asymptotiques les fonctions de la forme (1.2.5), il est alors utile d’introduire la notion d’équivalence
entre deux fonctions oscillantes, exprimée dans la

Définition 1.3 Soit a et b deuz fonctions vérifiant les hypothéses de la définition 1.1. Soit ¢
et ¢ deuz fonctions de classe C'™°.
On dit que a(x, k)e™*®) ~ b(x, k)e™ @) lorsque

{ b(x) = () + o
a(x, k)e*Vo ~ b(x, k)

Un résultat, connu sous le nom de lemme de Borel, indique que tout développement asymp-
totique formel est associé a une fonction C'*°. Il fait ’objet de la section suivante.

1.3 Lemme de Borel

Théoréme 1.1 e Soit b; une suite de nombres complexes. Il existe une fonction b(e), de classe
C=, telle que, pour tout M > 0, b admette pour développement de Taylor en 0 a l'ordre M

j=M
ble) = Z bied +eMo(1).
=0

e Soit b;(y) une suite de fonctions C*>°(Q). Il existe une fonction b(y,e) € C>(Q x [0,1])
telle que

by, €) ~ Y bi(y)e’.

Le lemme de Borel prouve 'existence d’une fonction b(y, €) telle que b(y,£) ~ >, b, (y)e’ pour
une suite quelconque de fonctions C* b;(y), mais ne prouve pas l’existence de la somme,
meéme ponctuelle, des b; (y)e?. En fait, on considére une fonction b qui soit égale & une série
infinie absolument convergente ainsi que toutes ses dérivées, et qui approche bien terme a
terme la série formelle. Il n’y a pas non plus unicité, comme le montre ’exemple de la fonction
flx) = 1952067:%. En effet, > 0z™ peut étre associée & f puisque le développement de Taylor
de f en 0 est 0.

Preuve par construction On montre le premier point du Théoreme. Pour cela, on se donne
une fonction x(¢) dans C§°(]—1, 1[), identiquement 1 sur [—0.5, 0.5]. On choisit convenablement
(ce qui est fait ci-dessous) une suite croissante de nombres positifs L; plus grands que 1, et
on écrit

b(e) =Y e/x(L;e)b;.

Sa série de Taylor en ¢ en 0 est Y €7b;.
On choisit les Lj, pour j > 1, par I'inégalité

m

o , ‘
- NeIp )| < 97
max | ((Ly2)elhy)| < 27, (1.3.6)
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En effet,
| 2 (x(Lye)edby)| - < |byl| by Ch L Py (m=p) (L, 5)( )|51— |
< IS ey Pl Lsy)
b, m m— e
< \L_JJ\( p CpL J+1||X p)||(j7p)l)'

Ainsi, pour m < j—1et L; > 1, on trouve
am } b
3%, [ OcLs2)ebg)| < 2Nl

ot ||x||; est la norme H? de x. On choisit alors

Lj =27 1| |x]]51b;1-

On obtient ainsi (1.3.6).
On a donc, pour m fixé, convergence uniforme de

Z 88:( (Lje)elb;).

j>m+1

La fonction b, somme de box(Loe) et de la somme précédente pour m = 0 existe et est
indéfiniment dérivable sur RR.
On écrit

ble) = i=¢ bie? = b(e) — im0 bix(Lie)e? + 375 bilx(Lje) — 1Je? _
=™t Ej:o bjtm+1X(Ljm+1€)e? + Zj:o bi[x(L;e) — 1]’
=emtLS () + Sa(e).

La fonction S est majorée par
1 1

| g+m+1| |bg+m+1|
E E < E < .
”OOJ =0 ;iinﬂ Ixlle [Pxllee 29 m x| a1 (J +m 4+ 1)L T 2m

Le deuxieme terme S3(¢) de la décomposition est nul sur |g] < Ainsi, pour 1 >

1
Lm®
el > 2, 1229 < maxi<q [S2(e)| L, et, pour & > 1, | SIZ0 el (x(Lye) — D] < (|[x]] +
1) 3772 [bj]. On en déduit
Sa(e) < D(m)e™

On a prouvé l'inégalité :

j=m
sup_y,1)( Z bje?) < Cppe™
j=

La fonction b est de classe C* et admet Y bje? comme développement asymptotique en e — 0.

Pour le deuxieme point du théoréme, on se donne un compact K en y et un ordre de
troncature m de la série asymptotique.

On introduit, comme dans la preuve du premier point du théoreme b;(y)x(L;e)e?. On
vérifie que, sur K et pour |e| < L;l

O (b (0)X (L)) < 110l a L

En remplacant b; dans la démonstration de la premiere partie par la norme L°*° de b; sur
K, on obtient donc un choix des L; assurant la convergence de la série infinie en €. Cette
convergence permet la construction d’une fonction b(y,e) de C°([—1,1],C°°(K)). On a de
plus un choix des L? assurant la convergence uniforme de la série construite ainsi avec les
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x(L? e) et de toutes ses dérivées en o d’ordre au plus p. Enfin les deux sommes partielles &
ordre m sont égales lorsque |e| < (2L )~1. On évalue ensuite

+oo
b(y. k) —bar(y, k) =™ > T Mx(LEe)a;(y +Z€J — 1)b; (),
J=M+1
ainsi que toutes les dérivées jusqu’a l'ordre |«| = p inclus.

I1 est facile a voir que le premier terme dans une décomposition semblable de Bﬁl (b(y, k) —
bar(y, k)) est majoré par eM27M et le deuxieme terme est nul dans [—(2L%,)~, (2L%,)~1].
Par un argument similaire au précédent, on peut trouver une constante C(K, M, p) telle que
la dérivée a du deuxieme terme soit majorée par C(K, M,p)e™ (on divise et comme 0 n’est
pas un pdle, on a le résultat).

On peut alors appliquer le raisonnement précédent, qui permet de comparer cette fonction
b(y, ) avec la somme " =0 bj(y)e’. On controle alors

j=m
O (by,2) = Y b))
§=0
par la constante utilisée précédemment SUD(_1 1)/~ 1 ] (e7™S5(y, €)). Ceci acheve la preuve
du Théoreme 1.1.

1.4 L’équation de Helmholtz

Considérons & nouveau l'équation des ondes (A — 8%)u(z,t) = 0. On suppose que la
solution de cette équation est une distribution tempérée en temps & valeurs dans D’(R?). Sa
transformée de Fourier partielle en temps, notée i(x, k), existe alors et on vérifie que

< Ad(z, k), d(x) > =< a(z, k), Ad(z) >= feikt < u(z,t), quﬁ( ) > dt
= [t < Au(z,t), () > dt = [ e < dZu(z,t), ¢p(z) > dt
= [ —k%e*t <u(z,t), p(x)dt = —k* < u(x k) o(z) >

donc (A + k?)a(x, k) = 0. Cette équation s’appelle I'équation de Helmholtz scalaire.
Réciproquement, si i(zx, k) est une distribution solution de ’équation de Helmholtz, alors

1 / e~z k)dk
R

u(t,x) = 5

est solution de I’équation des ondes. Une solution asymptotique de ’équation de Helmholtz
scalaire est une fonction oscillante en k, de la forme

a(z, ke

telle que a(z, k) ~ Z;io aj(z)(ik) 7. Nous n’envisageons que le cas ol ag n'est pas identi-
quement nulle, ce qui revient a étudier les solutions non nulles (en effet, si il n’existe pas de
Jo tel que aj, soit non identiquement nul, alors tous les termes du développement asymp-
totique de a sont nuls, c’est-a-dire a ~ 0, et si il existe jg tel que, pour j < jo a; = 0 et
aj, non identiquement nul, on peut diviser u(z, k) par (ik) 7 et on se ramene alors, puisque
P’équation est linéaire, a une solution dont le terme dominant est non nul). La notion d’asymp-
totique s’entend lorsque k tend vers l'infini, et on parle alors de solution de plus en plus oscil-

lante. En fait, le seul résultat que cette construction asymptotique donne directement est, si
ap(x, k) = M~ Ja;(z)

(A + k*)[an (z, Ig)eikqb(w)] = kabM(x)eim(z)'

On note cette égalité de maniere condensée
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(A + k) (a(z, k)e** @) = O(k~>) (1.4.7)

ou
(A + E?)(a(x, k)e**®@)) ~ 0.

Le probleme de résolution de I’équation par l’intermédiaire d’une solution asymp-
totique se met sous la forme

Définition 1.4 Soit v(z, k) ~ a(x, k)e™*®) une solution asymptotique locale de I’équation de
Helmholtz, qui vérifie (1.4.7). Soit Xy une hypersurface. On dit que u est solution de l’équation
(A + k*)u(x, k) = 0 avec la condition initiale! v(z,k)|So = u(x, k)|Xo lorsque il existe r(x, k)
tel que

{ ’I‘|EQ =0
(A+Ek)(w+r)=0

ou, de manicre équivalente formelle, r = (A + k?)~1(O(k~°°)).
Notons que le probléeme que [’on étudie ici est un probléme de condition de Dirichlet et non
un probléme de Cauchy.

Pour I'instant, nous écrivons uniquement I’asymptotique formelle. En remarquant la forme
classique de 'opérateur Laplacien (soit A = div(grad)), on vérifie, compte-tenu des relations

grad(fg) = ferad(g) + ggrad(f)
div(fV) = gradf.V + fdiv(V)

que
Aae*?) = div(e?*?(grada + ikagrade))
= [ikgrade.(grada + ikagrade) + div(grada + ikagradg)]eik®

soit
A(ae™®) = e (Aa + ik(2grada.gradé + aA¢) — k*|gradg|?a). (1.4.8)

L’égalité :
(A + E*)(a(z, k)e™@)) = O(k=>) ~ 0
implique :
ao(1 — |grade|®) =0
a1 (1 — |grade|?) + 2gradaggrade + (A¢)ag = 0 (1.4.9)

a;j(1— |grade|?) + 2grada;_1.gradg + (Ad)aj_1 + Aaj_2 = 0,5 > 2.

Il est clair que lorsque ag n’est pas identiquement nul, alors |gradg| est de norme 1 sur le
support de ag. On résout alors les autres égalités sur le support de ag, et on obtient

2gradag.grade + (A¢)ag = 0,
puis

2grada;_;.grade + (A¢)a;—1 + Aaj_o =0.

Les équations eikonale et de transport sont résumées dans le

ci, le mot initiale est un abus de langage bien pratique, qui sera justifié dans le chapitre 11.4 lorsqu’on
étudiera les ondes conormales analytiques.
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Lemme 1.1 On introduit les opérateurs Ly et Lo définis sur C*°(R™) par L1 (u) = 2grad¢.gradu+
(Ap)u et La(u) = Au, (indice de chaque opérateur fait référence a son ordre). On introduit

la fonction Lo sur les champs de vecteurs dans R™ telle que Lo(V) = 1 — |V|2. Les équations
précédentes s’écrivent

Lo(gradg) = 0
Ll(ao) = 0
Li(aj) = —La(aj-1).

La premiére égalité s’appelle I’équation eikonale.
La deuxiéme égalité s’appelle I’équation de transport homogene.
La troisieme éqgalité est la méme équation de transport, mais inhomogéne.

Nous ferons un usage fréquent de ces équations. Un traitement des équations de transport
dans le cas scalaire sera fait dans le chapitre 3.

Remarque Lorsque ¢ est solution de 1'’équation eikonale |V¢|? = 1, la valeur de ¢ sur
la surface ¥g, et la condition V¢(z), x € ¥ n’est pas tangent & X en x permettent de
déterminer localement (dans un cas générique) la phase ¢. En effet, on est dans le cas ou les
courbes intégrales du champ de vecteur V¢ sont transverses a . On parametre la surface
3 par un systeme unitaire de coordonnées locales u1,..,uq—1. La phase ¢ restreinte a > est
alors donnée, au voisinage de x, par ©(u). La condition de transversalité est équivalente a
|Vuo| < 1. L’équation ¢(x) = ¢(z) peut étre résolue localement en fonction de la donnée de
1. On note ¥ = {z, ¢(x) = ¢(xo)}.

Donnons alors une interprétation de o. On suppose que la fonction u(z, k) = a(x, k)e***(®)
est holomorphe en k dans le demi plan complexe Imk < 0. En considérant la transformée de
Fourier inverse en temps (et en appliquant le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz) on vérifie
que v(x,t) = F~H(u)(z, —d(x0)) est supportée d'un seul coté de . En effet, on peut déformer
le contour d’intégration de la transformée de Fourier inverse en R — ia, a > 0. Comme le
résultat est indépendant de a (par holomorphie) et que la limite lorsque a tend vers 400 est
nulle pour tout (z,t) tel que ¢(z)+t < 0, on trouve que v est nulle en un point de ¢(z)+t < 0.
On verra que cela revient & écrire des conditions de Cauchy sur v et sur sa dérivée a t = —@(xg).

1.5 Généralisation.

Nous remplagons ici A par un opérateur différentiel P(z, d,) & coefficients C* réels d’ordre
2, que nous écrivons :

62

Oz

P(z,0,) =Y aj(x) +° bj(x)% + ¢(x). (1.5.10)
gl J J

Nous introduisons la partie différentielle de P(x,d, ), notée P’(x,d,) (suivant les notations
de Taylor [93]), égale &
P(2,0,) = P(x,0,) — c(z). (1.5.11)

Le probleme de propagation est dit hyperbolique (et 'opérateur P — 92 est alors dit
hyperbolique) quand A est une forme bilinéaire définie positive. Pour écrire le développement
asymptotique formel, nous n’avons pas besoin de cette hypothese d’ellipticité sur A, mais
nous en aurons besoin pour prouver que le développement asymptotique permet d’obtenir une
solution. Nous associons & A sa forme bilinéaire canonique, en tout point x :

A&m) = au(@)ém. (1.5.12)
7,0

La relation
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82

Ox iz

9%a

Oxjz

29 0a 09 a
8xl 8xj 6xj 8xl

296 06 i

iké(2)) _
(alir, )e™) = | 5 B

+ ik( )+ ikad: , ¢ — k

permet d’écrire

P(ae™*®) = [Pa + ik[2A(grade, grada) + P°(¢)a] — k?aA(gradg, grade)]e™™®.

L’opérateur de transport d’ordre 1 associé a la forme bilinéaire est :
Li(a) = 2A(gradg, grada) + P’(¢)a. (1.5.13)
Nous vérifions que les équations eikonale et de transport associées & P + k2 sont

1 — A(gradg, grade) =0

Ll(&o) = 0

Li(aj) = —P(aj-1).
On remarque que l'opérateur L, s’écrit ‘9’4(;5’5’5) le=grads- 2= + P(9).
Nous résumons les résultats

Lemme 1.2 Soit P lopérateur défini par (1.5.10). On lui associe la forme bilinéaire A
(1.5.12), la partie différentielle P® de P (1.5.12) et l'opérateur de transport Ly (1.5.13).
Nous avons l’égalité

e~ k@) P(a(z, k)e*®)) ~  k2(1 — A(grade, grade))a(z, k) + ikLy(ag)
+ 32 20(ik) T (La(ag) + P(aj-1))

lorsque a(z, k) ~ 3>, a; (2)(ik)~7.

Dans le cas ou la matrice a;;(x) est symétrique définie positive, Popérateur P(z,d;) est, a
un champ de vecteurs et une fonction constante pres, un opérateur de type laplacien comme
introduit dans P’exercice 1.2. On considere la métrique g;;(x) = a;;(x). Le laplacien associé a
cette métrique est

Aof = (deta(n)~F 5, 52 [ s (@) deta(n) 2L ) 2
= 3 (deta(x))F 3 ooy () (deta()) 2 20)] + 3, ; ayj (1) 5

L’opérateur P — A, est un opérateur d’ordre 1, associé & un champ de vecteurs V, tel que
a, V, et c sont définis de maniere unique par P® — A, = V.grad + c.

e

°J|Qa:b
3

1.6 Les équations de Maxwell harmoniques

Dans cette section, nous étudions la résolution asymptotique d’un systeme d’équations aux
dérivées partielles couplées : le systeme des équations de Maxwell harmoniques. L’emploi du
terme “harmonique” provient du fait que I'on a considéré la transformée de Fourier en temps
de la solution du systéme des équations de Maxwell dans R? x Ry.

Nous considérons ainsi les équations (e, u indépendants de la position, w désigne la fréquence
ou variable de Fourier en temps)

rotE +iwpH = 0,
rotH —iweF =0,
divE =0,
divH = 0.
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Lemme 1.3 Dans la représentation

Ej(z) = ¢j(w,w)e™?"),

Hj (:E) = hj (!E, w)eiwqﬁ(w)’

léquation eikonale associée a ce systeme est

lgrado|® = ep,
et les équations de transport sont

grade A rote? — proth? — divelgradeg = 0
gradg A roth? — divh®grade + erote’ = 0.

Nous choisissons délibérément dans ces expressions de ne pas considérer I’équation de
Helmholtz vectorielle obtenue directement en remplacant dans ’égalité rotE + iwuH = 0
E = (iwe)~'rotH puis en utilisant la condition de divergence nulle pour avoir rotrotE =
AFE — graddivE.

Nous présentons dans le chapitre 13 consacré aux propriétés des équations de Maxwell
écrites sous forme intrinseque les calculs de développement asymptotiques directs obtenus a
partir des équations du Lemme 1.3.

Comme rot(fe™?) = (rotf +iwgradg A f)e“? et de div(few?) = (divf + iw f.gradeg)e’?,
on obtient

rote + iw(gradg A e + ph) =0,
roth + iw(gradg A h —ee) = 0,

divh + iwh.gradp = 0, (1.6.14)
dive + iwe.grad¢ = 0.
La premiere équation implique iwpuh = —rote — iwgrad¢ A e. En multipliant la deuxieme
équation par iwpy, on trouve
w?pee + iwgrade A (iwph) + rot(iwph) = 0.
On en déduit alors
w?epe — iwgradeg A (rote 4 iwgradeg A e) — rot(rote + iwgraded A e) = 0.
En utilisant 1’égalité
grado A (gradg A e) = —|grad¢|®e + (e.gradep)grade (1.6.15)

on trouve

w?[epe — |grade|®e + (e.gradeg)grade] — iwgradeg A rote — rot(rote + iwgradg A e) = 0.
En remplacant (e.gradeg) grace a la quatriéme équation du systéme, on obtient
w?[epe — |grade|®e] + iw[divegradep — grade A rote — rot(grade A e)] — rotrote = 0.
Lorsque 'on suppose que
e= Zej(iw)fj, h= Z R (iw) ™,

avec € # 0, on en déduit I’équation eikonale du lemme 1.3 en annulant le terme de plus haut
degré en w de cette égalité, apres avoir supposé que e admet un développement asymptotique.
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L’obtention de I’équation eikonale par cette méthode, on le voit, est relativement aisée. Les
relations entre les termes e et h, quant a elles, sont plus difficiles & obtenir grace a ces méthodes
de substitution. Nous utilisons une méthode directe, en remplacant par leur développement
asymptotique les quantités e et h dans le systeme avant substitution. Nous supposons que e
et h donnent des contributions identiques en puissances de w. Si cela n’était pas le cas, alors
on aurait soit grade A e = 0, soit h = 0 d’apres la premiere équation, selon que e domine h ou
I'inverse. Si e est plus important que h, alors, selon la seconde équation, e = 0, ce qui donne
une solution nulle. Donc e et h ont un terme principal du méme ordre.

Le systeme des équations de Maxwell entraine alors

gradg A e® + uh® =0,

gradg A h? — ge® = 0,

e.grad¢g = 0,

h0.grad¢ = 0,

rote! + (gradeg A e/ 1 4+ phi+l)
roth? + (gradg A BT — gelt1)
divel + e/t .gradg = 0,

divh/ + kIt gradg = 0.

_o, (1.6.16)
= O7

gradg .
lgrade] -

La relation (1.6.15) permet de décomposer e en utilisant le vecteur normé ¢ =
e=(et)t —t A (tAe).

Il est donc logique de considérer un systeme ou ¢ A e et e.t sont connus simultanément pour
calculer la solution. En calculant gradgA (gradgA (e, b)) comme donné par le systeme ci-dessus,
on obtient comme systeme a partir des deux premieres relations

0 u grade A el T1 o (7T [ dive gradg A rote’
( - 0 > ( gradg A hiT1 ~ lgradg| RItE ) T\ divh? -gradg— gradg A roth?.
Nous remarquons que ey et hg sont orthogonaux a grade, puis en utilisant (1.6.15) a

(e — |grade|?)hY = 0. Si h° était égal & 0, alors e serait aussi égal & 0. On retrouve ’équation
eikonale :

lgrado|* = ep

Utilisant ’équation eikonale, le premier terme du systéme se réécrit sous la forme

e’ = e tgradp A = \/gt/\ho. (1.6.17)

Notons que, dans ce cas, 'annulation du terme d’ordre 0 conduit a I’équation eikonale ainsi
qu’a une relation entre les premiers termes de e et de h. L’équation de transport est obtenue
par 'annulation du terme d’ordre suivant. En effet, si nous considérons les équations reliant
rote?, roth? & e!, hl, et faisant agir grad@A sur ces équations, on trouve

grade A rote” + grade A (grade A et) + pgradé A h' =0,

ce qui donne, en remplacant gradg A h! par ee! — roth®, ’équation (obtenue en utilisant la

relation dive’ + elgrad¢ = 0, 'équation eikonale et (1.6.15))

0 _ 0 _ dive© =
{ gradg A rote® — uroth® — dive®gradg = 0 (1.6.18)

gradg A roth? — divh®grade + erote? = 0

Ces deux équations sont les équations de transport sur 2, h. Nous avons démontré le lemme
1.3.

Pour se ramener aux équations de transport classiques (chaque coordonnée est solution
d’une équation de Helmholtz scalaire, et les équations successives sur chacun des termes du
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développement asymptotique sont données par (1.4.9)), il suffit pour cela de remplacer la
relation uh® = —gradeg A €® dans la premiere égalité de (1.6.18). Ceci donne

grade A rote® + rot(grade A e°) — dive®grade = 0.

On vérifie que A° suit la méme équation de transport que e°.

Un calcul simple mais fastidieux conduit a trouver, pour la premiere coordonnée A; de
grade A rote? + rot(grade A €°) :

def del 9 12
A= (G -0y ge(GE - B+ (- Seel) - 2 (22 S

- 6%3 6901 - 6%3 6901 62 8&?2 el

= ai(gradqb e?) — Agel + dlve0 a¢ — 2grade. ax?
On en déduit les équations de transport pour chaque terme e ,p=1,2,3:

2V¢.V + Agle) = 0,¢".Ve = 0.

Cette méthode, on I'a vu, est fastidieuse et peu générale car la forme des opérateurs
divergence, rotationel, gradient est tres particuliere. Nous verrons dans le chapitre 2 comment
écrire de maniere générale de tels calculs, utilisant des résultats de Lax et de Rauch.

1.7 Exercices

Exercice 1.0 : Solution fondamentale de I’équation de Helmholtz dans R®. 1)
Démontrer que la fonction, définie pour (z,y) € R? x R?, égale a

etklz—yl

Gla.y) = dmik|z — y|

est une solution de
(Ay +KHG(2,y) = Sy

o—iklz—yl

Que peut-on dire de H(x,y) = prn o i
2) Donner deuz solutions de (A + k*)u(z) = f(z). Interprétation ?

Exercice 1.1 : développement asymptotique dans 1’équation des ondes Nous considérons
l’équation des ondes

(A — 0% u(x,t) =0,

dans laquelle, remarquons le, il n’y a pas de parametre asymptotique. Rechercher une solution
formelle de cette équation sous la forme

u(z,t) = a(z, t, k)e*s@?),

Montrer que ce probléme revient a la recherche de la solution de I’équation eikonale Lo(grady) =
0. On étudiera les surfaces isophases de ¢.

Exercice 1.2 : equation de Helmholtz dans un espace muni d’une métrique g Dans
cet exercice, nous introduisons la notion de Laplacien métrique, qui nous sera utile pour étudier
les équations de Mazwell dans un ouvert, localement au voisinage d’un bord. Ce laplacien
métrique est la bonne formulation des problémes d’ondes; il sera repris dans les chapitres 11
et 12.
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L’espace X considéré, inclus dans R", est muni de la métrique g(z). Ceci se traduit, par
définition, par le fait que le produit scalaire sur T, X, espace tangent a X en x est

< U,V >g= Zgij(a:)uwj,

(g(z)) étant une matrice symétrique définie positive en tout point x et (u,v) sont deuz vecteurs
tangents a X en x.
1) Etendre la définition du Laplacien en généralisant la relation

/n h(z)Af(z)dz = — /(gradf.gradh)dx,

valable dans R™ muni de la métrique identité (usuelle) pour des fonctions C & support
compact. On notera A4 le Laplacien métrique ainsi défini.
2) Ecrire le développement asymptotique formel de A, + k*

Exercice 1.3 : Transformée de Radon et équation des ondes. 1) On définit la trans-
formée de Radon par (w,s) € S? x R

Rf(w,s) = / S,

T étant la coordonnée sur l’hyperplan x.w = s.

Vérifier que Rf(—w,—s) = Rf(w,s), et que la transformée de Fourier et la transformée
de Radon sont reliées, pour w de norme 1, par la relation F f(tw) fR e RF(s,w)ds.

2) Calculer R~tg(z) et R(Af) pour n impair.

3) Ecrire en terme de transformée de Radon la solution de ’équation des ondes dans R>
en prouver que si les données initiales ont leur support dans |x| < R, alors la solution est nulle
pour |x| < [t| + R. Peut-on donner un résultat identique avec le support du terme source ?

Solution de ’exercice 1.0 1) Nous vérifions que

Tj—Yj . 1
0z, G(z,y) = 22 G(z,y)(ik — ———
sy =y ek )
11 vient alors
Glz,y) . 1 w -y =y, (@ —y)? 2
%Gz, y) = 22 (1 — +Gx,y)L— L2 9 T () — G(z,y).
) = o e I Ty el T e T ) YY)
En sommant, on obtient
2 2
JYCYET R M S Gy S S ekt A S
lz -yl |z -yl lz =yl e —yl* |z —yl |z =yl
Tous calculs faits, on obtient bien A,G(z,y) = —k*G(z, y). De méme, en prenant le complexe conjugué

dans cette relation, A, H(z,y) = —k*H(x,y) pour z # y. La distribution (A, + k?)G(x,y) est sup-
portée en x = y. D’autre part, on écrit, en utilisant la forme du Laplacien en coordonnées sphériques,
pour une fonction test indépendante de 6, ¢ :

+oo ikr
/ (As + )G, y) (] da = / " L9,99) L 2 giamar.
R3 o ro. Or

4drikr
Le calcul explicite donne donc, apres intégrations par parties en r
I Kro(rydr — [ 10,00, (e )dr = f Kro(r)ydr — [ ror¢d,(e™")dr

= k f ro(r ) r—zk fo O pe*"dr
=k f%O ro(r)dr + ik fo 0 (re*")dr
=ik ngeZkrdr
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Le résultat en découle. 2) On vérifie immédiatement que, pour f € L (IR?)

u(z, k) = / G(z,y) f(y)dy
R3

est alors une solution de (A + k*)u = f, ainsi que v(x, k) = fR3 H(z,y)f(y)dy.

Solution de I’exercice 1.1 Les relations de la section 1.4 donnent

Ara+ik(2V,0.Vea + al,¢) — k| Ved|>a — dy2a — ik(2016.0:a + adiz¢) + k* (9:¢)a = 0
L’équation eikonale est, ici,

(019)? = |V

L’opérateur de transport qui correspond a L est

2Vat, —0:4).(Va, 1) + (A — 072

Nous supposons qu’il existe un point (zo,to) tel que ¢(zo,to0) = 0 et tel que Vip(xo,t0) # 0 (ceci
représente une surface qui se propage en temps). Nous supposons de plus que la phase est C* au
voisinage de ce point. Au voisinage de ce point, il existe une fonction ¥ (x) telle que 1 (zo) = to et
P(x,t) =0t =1(z).

Comme ¢(z,u + (x)) =0 < u =0, la fonction a(z,u) = fol Orp(z, su + P (x))ds vérifie

o(x, u+¥(x)) = ua(z, u).
On en déduit ¢(z,t) = (t—(x))b(x,t), avec b(z,t) = a(z,t—(x), et b(x,1(x)) # 0 dans un voisinage

de Zo.

Vazd(z,t) = =V (2)b(z,t) + (t — ¥(x))Vab(x,t)

Orp(x,t) = b(x,t) + (t — (x))0:b(x,t).

La fonction ¢ est solution de ’équation eikonale, donc

b2 (x,t) 4 2(t — (x))b(x, £)D:b(x, t) + (t — Y (x))? (Oeb(z, t))?

= (Vat(2))"0% (2, ) + (t — $(2))*(Vab)® = 2(t = (@) Vab. Vo).

En écrivant cette égalité, vraie pour tout ¢, pour ¢ = 9(z) et en utilisant b(z,¢(x)) # 0 dans un
voisinage de zg, on trouve

et
260:b + (t — () (9:b)* = =2V bVt + (t — () (Vab)?.

On a donc vérifié que ¢(x,t) = b(x,t)(t — 1(z)), avec |Vz1| = 1. Les surfaces isophase de ¢ peuvent
étre définies de méme en tout point (xo,to) telles que drp(xo,t0) # 0. On a le résultat :

Pour tout (xo,%0), il existe Yy (aq,t0) telle que |Vzda| = 1 pour tout a et telle que, localement au
voisinage de (zo, to) :

{(I‘,t) S ]Rd X R7¢(1‘7t) = ¢($0,t0)} = Scb(zo,to) = {(x7w¢(10,t0)(x))7x € ]R}
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Solution de I’exercice 1.2 1) Le Laplacien métrique A, est défini par

/ (Agf)(z)h(z)dgz = —/ < gradf,gradh >4 dgx. (1.7.19)
R™ R™

Voyons ce qu’il faut prendre pour forme volume dgy. En supposant que le volume local est indépendant
par changement de variable, on considére un point xo et on écrit les vecteurs propres de la matrice
g(zo) (unitaires pour la métrique identité sur R™), qui forment une base orthonormée de R". En
écrivant alors g(zo)(u,u) = Y A\;U7, 2 les U; étant les coordonnées de u dans la base propre de g(zo),

I’élement de volume est alors \/H s, ce qui donne, en notant |g| le déterminant de la matrice g

V = |g(z0)|2dV.

On a ainsi construit 1’élément de volume dgz = | g|%dx. Cette égalité locale est due entre autres
i) au fait qu’une matrice diagonale soit associée a un élement de volume comme ci-dessus et
ii) au fait que I’espace des n-formes linéaires alternées sur R™ est de dimension 1, donc dgz = Adz.
Utilisant la relation (1.7.19), on a

[ @an@niitas = - [ 3o 5L gt

On en tire immédiatement, apres intégration par parties

of (@) =gz |"Zazl lg(x Zgﬂ ), f)-

On réécrit cette égalité en utilisant les notations div et grad pour les opérateurs Oz, + Ozy + Oz

t (811783027813) :

_1 . 1
Ag = |g(x)|" 2div(|g(x)|? g(gradf)).
Cette formulation de l'opérateur laplacien est invariante par changement de variable riemannien. Les
opérateurs divergence et rotationnel associés a cette métrique seront définis ultérieurement, lors de
I’étude des équations de Maxwell.
2) En introduisant a(z, k)e“ﬂd’(z), on vérifie que

e *OE A (ae™ ) = |g[~div[g|F 3, , g1(w)(grada + ikgrada)
= |g|—%divng|%gmx)grada] + iklg| = divgradga)
—l—ikz gii(z )gradagraqu kzz g;1(z)gradpgrade
+iklg % div]lg|} >, 9ii(z)grad; 9)la.

Cet exemple montre que le calcul formel de la section (1.5) est beaucoup plus rapide; la forme
bilinéaire canonique associée & P est la forme métrique et s’écrit Zj L 971(x)€5€1. Sa dérivée s'écrit

donc
De, (A, €,€) =2 gn(@)&
l

Comme Ag4(1) = 0, Ay ne comporte pas de terme constant. Le résultat en découle alors. Nous
reviendrons dans une autre partie du cours au probleme d’obtenir une écriture intrinséque pour cet
opérateur et en déduire une formulation plus rapide des équations eikonale et de transport.

Solution de ’exercice 1.3 1) On écrit

ff(tw):/ e Y f(x)d.
R3

On peut donc, pour tout w € S? fixé, définir de maniére indépendante de z.w une mesure sur z.w = s.
Cette mesure est notée di., et dr = dZ,ds. On vérifie que fzm:s dZ.f(x) = Rf(s,w), ce qui donne
I’égalité recherchée.

2) On écrit alors 1'égalité sur la transformée de Fourier inverse :

x) = 1 e¢ .
1) = o | e
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On remplace la transformée de Fourier par son expression en fonction de la transformée de Radon,
écrivant £ = pf, 6 de norme 1, et alors :

f@) = G [qa FF(p0)p*dpdo
= ﬁ fooo fs2 fR dS@iP(z'eis)Rf(S,G)dede
= 3 S S dse” " pPdpary [0 ORS(5,0)
= 557 Js A0l(~ £=)RRf)(2.9,0).

La derniere ligne de cette égalité provient du fait que |p|? est le symbole de la dérivée seconde en s;

il sera clair qu’en dimension n, ce terme est remplacé par |p|™ !, et donc 'opérateur équivalent sera
1

Iopérateur pseudo-différentiel (—652) 7.
La formule d’inversion dans IR"™ est

1) = g [ ) T RA0.0). (1.7.20)

On vérifie ensuite que, grace a la correspondance entre la transformée de Fourier et la transformée
de Radon, que

F(Ou, (1) = / e R, ) (s, w)ds

R
D’autre part, le premier terme est égal & itw;F f(tw), égal donc a itw; fR e "R f(s,w)ds. 11 vient

wj/(—%)(eiits)Rf(s,w)ds:itwj/ eiitSRf(s,w)ds:/ eiitSR(amjf)(s,w)ds,
R

R R
et par intégration par parties sur le premier terme
—its 0 —its
wj [ e (8—)Rf(s,w)d5 e "R(0z; f)(s,w)ds.
R $ R

La relation

w;j(

O VR (s,w) = R(0s, (s, )

Js
permet, avec |w| = 1, d’avoir

2

RIA)(50) = 22 (RJ)(5,).

3) Il est alors élémentaire de calculer la solution du probléme de Cauchy. En effet, on se donne

(A = 3%)u(z,t) =0

avec u(x,0) = uo(x), dru(z,0) = u1(x), toutes supposées L*(IR?). En considérant la transformée de
Radon en z de u, notée F(s,w,t), on obtient le probleme :

(0% — 8%)F(s,w,t) =0

F(s,w,0) = Ruo(s,w), 0 F(s,w,0) = Rui(s,w).

La solution de ce probleme est explicite ; elle est donnée par I'expression (1.1.2)
On trouve

t+s

F(s,w,t) = %(Ruo(t + s,w) + Ruo(t — s,w)) + % Rui(z,w)dz.
t—s
La solution est alors la transformée de Radon inverse de F'(s,w,t), obtenue par I'expression (1.7.20).
Alors on voit que l'on fait intervenir F(z.0,w,t) dans ’expression, donc des dérivées de Ruo(t+z.0,w)
et de Ruo(t — z.0,w) (et de mémes avec Rui). On suppose que les données initiales sont supportées
pour |z| < r. Elles sont nulles pour |z| > R. En particulier, ’hyperplan z.w = s pour s > R est hors
de la zone ou ug est non nul, donc
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Supp(uo) C {|]z| < R} = R(s,w) =0,s > R.
La variable s considérée est alors, soit z.0—t, soit x.0+t, donc, comme 6 est de norme 1, |z.0—t| > |z|—t,
donc si |z| >t + R, on a nullité de la transformée de Radon des données initiales 1 ol on la calcule.
On vérifie ainsi que la solution est nulle pour |z| > [t| + R.
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Chapitre 2

Méthodes asymptotiques pour
les systemes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de Lax [58] qui prouvent, sous un certain
nombre d’hypotheses de régularité, que les problemes hyperboliques matriciels d’ordre 1 ad-
mettent une solution asymptotique et que cette solution asymptotique est assez proche de la
solution réelle. La méthode de Lax permet de résoudre dans des cas génériques les équations
eikonale et de transport obtenues dans le cas de systemes. Nous avons obtenu, dans le lemme
1.3, que les équations sur le terme principal e®, h® de E, H et sur la phase ¢ sont :

e I’équation eikonale sur ¢ :

|grade|® = ep,
e une condition de compatibilité entre les premiers termes de e¢ et de h :

e? = e~ 1gradp A BV

(équivalente & ph® = —gradg A €°),
e les équations de transport sur les premiers termes

grade A roth? + erote® — (divh?)grade = 0.

La situation obtenue dans ce cas est différente de celle de la section 1.4 ot aucune condition
de compatibilité n’apparait, la seule relation sur le premier terme est une équation aux dérivées
partielles. Dans le cas du systeme des équations de Maxwell, on trouve une relation non
différentielle (appelée condition de compatibilité) et des équations aux dérivées partielles.
Le présent chapitre précise et généralise la notion de relation de compatibilité et d’équation
de transport induite.

{ gradg A rote? — puroth? — (dive®)gradg = 0

2.1 Stabilité et construction de solutions de systémes
symétriques
Nous rappelons dans ce premier paragraphe un résultat d’existence et d’unicité classique

pour le probleme de Cauchy, di & Friedriechs [27]. On introduit, suivant en cela Rauch [85] et
Lax [58], un opérateur hyperbolique :

Définition 2.1 Un opérateur symétrique hyperbolique matriciel sur R xRy est un opérateur
de (C°(R® x Ry))™ dans lui méme qui se met sous la forme générale

j=d
Lu= Ao(z,t)0u + Z Aj(z,t)0z,u + Bz, t)u.
j=1

31
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Les matrices (Aj)o<j<a sont symétriques et vérifient

Va € N4 Vpe N,3C) , € R,V(z,t) € R™,|920F Aj(x,t)| < CL,
De plus, Ay est définie positive et il existe ¢ > 0 telle que Ay — cId > 0.
Nous avons le résultat d’existence et d’unicité

Proposition 2.1 Soit L un opérateur (matriciel) symétrique hyperbolique. Soit g € H? (R?),
f € H- (R,H?(R")) (dans le cas ou cet opérateur est matriciel, on considére gi,...gm et
f1s -y fm, m étant le nombre de fonctions inconnues).

Le probléeme
{ Lu = f,
U(CC, 0) = g(m)v

admet une solution unique dans C(R, H°(RY)), qui vérifie l'estimation

t
|u(t, ')”H”(Rd) < CGCtHgHHU(Rd) +/o Cec(t_s)Hf(&o)||HU(Rd)d3o

Preuve 1) Estimation a priori. Soit v(z,t) = d%u. On vérifie que

Apo(z, t)0pv + Z Aj(x,t)0,,v = Lu.
J
De plus
d
E (A()’U, ’U)LQ(Rd) = (8,5140’(), ’U)Lz(Rd) + (A()at’U, ’U)Lz(Rd) + (A()’U, 8tU)L2 (R%)-

En remplagant dans le membre de droite de 1’égalité précédente Agdiv par Lv — Zj AjOy v
et en effectuant I'intégration par parties sur z; dans ces termes, on trouve

(A00rv, ) p2(ray = (Lv,v) p2(ray + Y (0,0, (AT0)) 12 (Ra).
J

Les matrices A;, 0 < j < d, étant symétriques, on obtient

d
E(AOU, U)LQ(Rd) = (8tAOU, U)LQ(Rd) + (L’U7 U)L2(Rd) + (’U, LU)LQ(Rd) + (Z(&r] Aj)’U, ’U)L2(Rd).
J
On sait que (Apv,v) = (Aév, AO%’U). Comme (v, Lv) = (Aév, AO_%LU)7 Pinégalité classique
Z1
de Cauchy-Schwarz et I'inégalité A, > < ¢~ 21d de la Définition 2.1 entrainent

_1
2.

_1 1 1
(v, Lv) o (ray < ¢ 2||L0|[ L2 (ray [|AG V]| L2 (ray = ((Aov,v) p2(ray) 2 || Lo][ L2 (raye

1
2

On note h(t) = (onav)L2(Rd)'

majorée par la constante C3 ; et on note C(A) = maxi<;<q C{,cy On obtient donc

Gréce aux hypotheses de la définition, 0; Ay est de norme

4
dt
ce qui donne, lorsque h(t) # 0

2h(t) - (h(t)) < C9¢ ™ 2(t) + 2¢~ B ()| Lol 2 + CLAR (),

W (t) < Cyh(t) + ¢~ || Lo | 2.
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Une application du lemme de Gronwall conduit a

t
B(t) < h(0)eC* + ¢} / L]l gy ()€ s,
0

expression valable méme lorsque h s’annule. Remarquons que ceci provient du fait que ’adjoint
de L est explicite, et que L — L* est un opérateur borné.
Nous avons donc obtenu l'estimation L? :

h(t)

19ul| 2 ray(8) < e 3h(t)
< ¢ 3] AF02u(0)[[ert + [ e =) || LG ul|(s)ds.

1
2
1
2

(2.1.1)

On utilise les fonctions C, 3, qui caractérisent le crochet de Poisson [L, 0], telles que

LOY¢=05Lp+ > Copla,t)0)d(x,t).

B,1<|8I< ]

L’inégalité (2.1.1) se réécrit

108 ull2ray(8) < 3| AFORu(0)][eC + [y e > Cap(x, 5)0]ul|(s)ds
+ Jo e |92 1 (., 5)]|ds.
(2.1.2)
On utilise & nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on désigne par C*#(s) = max, cgeCa. (7, ).
L’inégalité (2.1.2) implique alors

1020l 2 ey (8) € ¢ H[[AZOSU(0)|[eCH + 3, ¢ [ €8 ()6 (=) |98 ds
+ fy e e |92 £, 5)]|(s)ds.

Notons enfin Dy (s) = max|q),j5<nC*?(s). On obtient, en sommant toutes les inégalités
pour |a] < N, que

1 43 _1 rt s
lll g (rey (8) < 75 [[AG oo ul | rn (0)€CH + 71 [ Dy ()€ =) [u [ rn (5)ds

+ Jo e D102 £ (., 5)]|(5)ds. (24

Un lemme de Gronwall permet alors d’avoir encore l'inégalité a priori sur la solution dans
HV.

2) Existence. Montrons 'existence de 'approximation par la méthode des différences finies
de Courant-Friedriechs-Lévy (CFL) [27]. Nous introduisons les opérateurs D;P tels que

1
DIo(a) = o (60 + hey) — (e — hey).
Nous introduisons la solution u" de
L:uh = Ol + Zj Aj(x,t)D?uh =/
u'(z,0) = g(x).
On vérifie I’égalité, analogue de 'intégration par parties discrete par un simple changement
de variable
(D;-luh, Aju) = —(u", D;L(Ajuh)).
En considérant N (t) = (u”, uh)Lz(Rd), on trouve
%N(t) = 2Re(L:u:, u:) — Zj(AgD?Zh, uh)h— A D
=2Re(L"u", u") + >, (u", [D} (Aju") — A;Dju"]).
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On a aussi

D? (Ajuh) — AjD;-Luh

ul(x + hej, t) — Aj(w*hegz)fm(w’t)uh(x — hej,t),

A (‘T+h€j7t)fAj (z,t)
2h

ce qui, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, s’écrit

e e
D?(Ajuh)—AjD;?uh = 5/0 0;Aj(z+she;, t)uh(x+hej,t)+§/() 0jAj(z—shej, t)dsu” (x—he;, t).
On en déduit la majoration L2, aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur u” et u"(x + he;) :

|(u”, [DF (Aju) = A; Diu )] < ||u"[*[0; 45

Ceci joint avec 'inégalité

|2Re(Lu",u)| < 2| LPu®|| e |u”]| 2

donne
d 1 h
5I|u 11@®) < |Iflle= + 5(2 1105 Ajllo0)[[u" ] 2
J
Nous obtenons 'estimation L2 suivante :

t
i 05 A ]s0)t i 105 A o) (t—s
|2 (£) < |[g]] oe® s 10451 >>+/O B 10N g1 oo (),

Notons que la constante C' = 3, |[0;A4;|| est indépendante de h. Un raisonnement identique

(laissé en exercice) montre alors la régularité L7 (R, HY (R)).

Pour s = 1, on obtient donc, par passage a la limite, une solution qui est dans L°, (R, H! (RY)).
On en déduit que Y-, A;(z,t)0z;u € LS, (R, L%(R%)), ce qui donne

loc
Oy € Lis, (R, L*(RY)).
Ecrivons u(z,t) = u(z,0) + fg Owu(z, s)ds. Sur le compact [0, 1], yu(z, s) est bornée et on a
Supseqo,0cu(z, 8)|| L2 (ray < +o0.
On en déduit la continuité locale en temps de u(x,t). L’inégalité
||u||L2(Rd)(t) < ||u(x70)”L2(Rd) +tSUpse[o7t]||5tU(xa S)||L2(Rd)
implique alors que

u € C(R, L*(RY)).

I est aisé d’obtenir I'appartenance u € C(R, H°(R?)) en s’appuyant sur u € Li° (R, H5+1(R?)).
3) Unicité. Nous prouvons 'unicité par dualité.
Notons L = 9; + @G, alors 'L = —9; +*G. On introduit pour toute fonction 1 & décroissance
rapide (de la classe de Schwartz) une solution du probleme

tLU = wa Ult:T =0.

Cette solution existe, comme on a pu le voir, et on a, pour une solution v de Lu = 0, u|;—o = 0,



2.2. FORMALISME ASYMPTOTIQUE POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES 35

Jo @t = |
I}

0w, u) + (v, Gu))dt
— [ (Bpv, ) + (u, Bpv))dt
= (u(.,0),v(.,0)) — (u(.,T),v(.,T)) = 0.
Ceci est valable pour toute fonction v dans la classe de Schwartz. Comme u appartient a

espace C(R, H?(IR%)), on en déduit qu'il existe une suite de 1, tendant vers u par densité
de S(R x R?). On a alors u = 0.

2.2 Formalisme asymptotique pour les systemes hyper-
boliques

On montre dans cette section que 'on peut étendre aux systeémes hyperboliques la no-
tion de développement asymptotique, avec en particulier 'introduction de ’équation eikonale.
Soit L(x,t,ds,0¢) un opérateur hyperbolique (Définition 2.1), agissant sur des distributions
u(z,t) € (D)™ (R x R). Nous introduisons une fonction u(x,t,¢) (appelée Ansatz) sous la
forme

u(z,t,e) = alx, t,e)e’?@D/e,

ou il existe une suite a;(z,t) telle que
a(z,t,e) ~ Zaj (z,t)e’.
J

On a donné le nom traditionnel d’Ansatz a cette forme, ce qui veut dire en allemand Conjec-
ture. En effet, on conjecture que le systeme hyperbolique admet une solution de cette forme.
Cette fonction est supposée vérifier :

L(z,t,0,, 0 )u(x,t,e) ~ 0.
Notons que L'on écrit parfois u(z,t,e) = A(x,t,2,0)|pmc-14(0,) = alz,t,£)e? on, sous les
notations classiques de Joly-Metivier-Rauch [50], € est la variable “rapide” et (z,t) sont les
variables “lentes”.
Alors

L(z,t,0,,0;)(a(x, t,)ei@/€) ~ Z W (z,t)e@t/e,

j=—1

ot les W; sont donnés par :

W_y =iL(z,t, V¢, 0:b)ao,
Wj = iL(iCﬂf, V$¢,8t¢)aj+1 +L($7ta awvat)a’j’ ] > 0.

On obtient les équations

L($7 ta VIQS, 8“25)0;0(33, t) = Oa
iL(z,t, V3, 0:d)aji(x,t) + L(x, t, 05, 0¢)aj(x,t) =0, j>0.

A premiere vue, il semble que la premiére équation soit la méme que pour le probléme sca-
laire. Mais il n’en est rien : en effet dans le cas scalaire cette égalité impliquait la nullité de
L(z,t,V40,0:¢) qui était un nombre (ce qui donnait I’équation eikonale). En revanche dans
le cas vectoriel cette équation a une solution non triviale en ag lorsque le déterminant est nul,
et dans ce cas ag appartient au noyau de la matrice L(x,t, V¢, 010).
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det(L(x,t, Vo ¢(z,t), 0p(x,1))) =0 (2.2.4)

On peut appeler Iéquation (2.2.4) I’équation eikonale généralisée. L’équation (2.2.4) est une
équation de degré m en 0;¢. Cette équation a donc, en général, m racines. L’équation eikonale
géneralisée correspond donc a m feuilles et sur chaque feuille on aura un systeme d’équations
de transport.

Traitons un exemple afin de montrer la différence entre le systeme d’équations hyperbo-
liques et les équations scalaires. Dans le cas du systeme des équations de Maxwell vu dans la
section 1.3, nous obtenons

0 Ovy®  —0uy0
88t¢-[3 - 13¢ 0 811¢
_ 8I2¢ _8$1¢ 0
det K = det 0 006 Duyd

Oy 0 =00 pOr I3
- I2¢ 8z1¢ 0

Apres calculs élémentaires (basés sur le calcul de det < C D

A B ) — detAdet(D—BA-1C)),

on trouve

detK = det((cp(9:9)* — (Vo)*) I3 + (V) (VY)') = epl(:0)*[en(9e9)* — (V)?].

L’équation eikonale est équivalente aux trois équations

at(b = C|v¢|a at¢ = _C|V¢|a at¢ = 0.

Chacune est une feuille de la variété caractéristique.
Etudions maintenant les équations sur ag. Pour ¢ donnée, telle que, en (xg, to), Ker(L(zo, to, Vo d(xo, o), Ord(z
(qui est un sous-espace de R™) soit non réduit & {0}, on suppose qu'’il existe un voisinage V
de (xo,t0) tel que la codimension de Ker(L(z,t, V,o(x,t), Od(x,t))) soit constante. Dans ce
cas, on peut écrire

V(x,t) € V,ao(x,t) € Ker(L(z,t, Vao(x,t), 01 d(x,t))), (2.2.5)

d’ot1 une premiere condition sur ag.

Nous remarquons que cette condition n’est pas une condition différentielle sur ag, mais
une relation entre les différents coeflicients. Nous avions déja remarqué ce phénomene pour
le premier terme correspondant aux équations de Maxwell harmoniques. Cette relation est
donc une généralisation de la condition de compatibilité obtenue dans la section 1.6. Pour
simplifier les expressions, on note L(9¢(x,t)) la matrice L(z,t, Voo(x,t), 0rd(x,t)), égale a
%Ao(aj, t) + Z;j %AJ— (z,t). Elle ne suffit pas pour déterminer ag.

On détermine ag en ajoutant aux relations de compatibilité (2.2.5) les équations différentielles
que 'on obtient en annulant le terme suivant du développement asymptotique Wy. En effet,
comme L(9¢(x,t)) est non injective, la relation L(x,t,0,,0)ap(x,t) = —iL(0p(x,t))as(x,t)
implique

L(z,t,04,0:)a0(x,t) € InL(dp(x,t)). (2.2.6)

Les deux relations (2.2.5) et (2.2.6) forment un systéme de m équations & m inconnues,

constitué de
m — dim(Ker(L(d¢(z0,t0))))

équations différentielles d’ordre 1 et de

dim(Ker(L(0¢(xo, t0))))



2.2. FORMALISME ASYMPTOTIQUE POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES 37

relations pour ag. On introduit 7(z,t) la projection orthogonale sur KerL(9¢(x,t)).
On démontre la proposition suivante

Proposition 2.2 On considére une donnée initiale en temps ao(z,to) vérifiant w(x,to)ao(x, to) =
aop(x,to). Le vecteur ap(x,t) est la solution unique du systéme hyperbolique symétrique

[m(z,t))L(x,t, 0, O)m(x, t) + (I — w(x,t))L(x,t,0p,0) (I — w(x,t))]ao(z,t) =0. (2.2.7)
Elle vérifie m(x, t)ao(z,t) = ap(z,t).
POur démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant

Lemme 2.1 On a les relations Imm = KerL(0¢(x,t)) et Kerm = ImL(0¢(x,1)).
La restriction de L(0¢(z,t)) a Kerm est inversible.

On utilise les hypotheses de la définition 2.1. En effet, pour tout (z,t), opérateur aux
dérivées partielles est symétrique donc Popérateur linéaire L(0p(x,t)) est symétrique. Son
noyau et son image sont donc en somme directe orthogonale. La restriction de L(9¢(x,t)) a
son image est inversible.

L’équation (2.2.5) est équivalente &

m(x, t)ap(x,t) = ag(, t). (2.2.8)
Pour connaitre ag, nous ajoutons aux relations de compatibilité (2.2.8) ’équation de transport
(2.2.6)
L(z,t,0y,0¢)ao € ImL(0¢(x,t)

).
Cette équation de transport se réécrit m(z,t)L(z,t, 0z, Or)ao(x,t) = 0, équation équivalente a
m(x,t)L(x,t, 0z, O)(m(x, t)ap(z,t)) = 0. (2.2.9)
Remarquons que (2.2.9) est une équation sur ’espace vectoriel Imr. Pour trouver ag, on montre

Lemme 2.2 Le systéme d’équations (2.2.8), (2.2.9) + une donnée initiale en temps ao(x,to)
vérifiant w(x,to)ao(z,to) = ao(z, to) est équivalent au systéme hyperbolique syméltrique

[7(x,t))L(z, t, Oy, O)(x,t) + (I — w(x,t))L(x,t,05,0r) (I — w(x,t))]ao(z,t) = 0.

De ce lemme, on déduit immédiatement le résultat de la proposition (2.2). En effet le
systeéme hyperbolique symétrique (2.2.7) admet une solution unique pour toute donnée initiale,
ce qui prouve le résultat d’unicité de la proposition.

L’égalité w(xz,t)ao(z,t) = ag(x,t) provient du fait que (I — 7(x,t))ag(x,t) est solution de
(2.2.7) pour une donnée initiale nulle, donc par 'unicité des solutions de (2.2.7) on en déduit
que (I—m(x,t))ap(x,t) = 0 pour tout (z,t). Pour plus de commodité, on notera G(x, t, 0., 0;) =
w(x,t))L(x,t, 05, 0)m(x,t) + (I —7(z,t))L(z,t, 0y, O ) (I —m(x,t)) qui intervient dans 1'égalité
(2.2.7).

Preuve du lemme D’apres (2.2.5), (I —n(z,t))ao(x,t) =0, donc
(I —m(x,t))L(x,t,0g,0) (I — w(x,t))ao(x,t) = 0.

On obtient donc, par addition de (2.2.9) & cette égalité, 1'égalité (2.2.7).

La matrice coefficient de d; dans opérateur G est Ag(x,t) = m(z,t)Ao(z, t)w(x,t) + (I —
m(x,t)) Ao (2, t)(I — 7(x,t)). Comme Ag(z,t) est définie positive, Ay est aussi définie positive.
En effet, décomposons A sur Kerm & Immn sous la forme
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APty ARG 1)
AR (1) AR (1) )

les matrices AY'(x,t) et A2%(z,t) étant symétriques. L’inégalité Ag > cId se traduit, en
décomposant u = (u1,us), par I'inégalité

tulA(l)l(x, tug +* u2A32(x, t)us + 2(tu1A(1J2(x, tug) > cluiug + cfugus.

Considérant successivement us = 0 puis u; = 0, on trouve que A} (z,t) > cld et A2?(z,t) >

cld, donc la matrice
~ Al (z,t) 0
AO(xv t) = ( 0 A%2(CC, t)

vérifie Ag(z,t) > cld!.

De méme, toutes les matrices m(x,t)A;(z, t)n(x, t) sont symétriques positives siles A;(x,t)
le sont. Le systeéme (2.2.7) est donc un systeme hyperbolique de Cauchy car 'opérateur G est
de Cauchy strictement hyperbolique en temps.

Réciproque On suppose (2.2.7) satisfaite et on démontre que co(z,t) = (I —7(z,t))ao(z,t
est solution de G(z,t,0;,0;)c = 0. Comme (I —m(z,t))? = (I —n(x,t)) et ([ —7(x,t))m(x,t) =
0, Péquation (2.2.7) conduit &

(I —m(x,t))L(x,t, 0z, 0) (I — w(x,t))ao(x,t) = 0.

En utilisant cette relation dans I’équation (2.2.7), on obtient [ (x,t)L(x,t, 0y, O¢)7(x, t)]ag(x,t) =
0. En utilisant cette fois 72 = 7 et (I — )7 = 0, on trouve successivement

[7(z,t)L(x, t, 05, Op) (2, t) + (I — w(x,t))L(2,t, Oy, Or) (I — w(x,t))](7(x, t)ao(z,t))
m(x,t)L(x,t, 05, Op)m(z, t)ag(z,t) = 0.

Le vecteur m(z,t)ag(x,t) est donc solution du méme systéme hyperbolique que ag et de
plus, 7(z,to)a(z,to) = a(z,tp). Le résultat d’unicité rappellé ci-dessous pour les systémes
hyperboliques donne 7(x, t)ag(x,t) = ag(z,t). Donc (2.2.7) + condition initiale implique & la
fois (2.2.8) et (2.2.9). Ceci acheve la preuve du lemme 2.2, puisque ag est alors déterminé de
maniere unique.

On définit la vitesse maximale ¢ de sorte que la différentielle de ¢(z,t) ne s’annule pas sur

Q={(t,x),0<t<T<R/c,|x—a|] <R-—ct}.

Soit ¢(x,t) une solution de I’équation eikonale :

detL(x,t,0¢(z,t)) = 0.

On lui associe la projection orthogonale 7 (z,t) sur Imm = KerL(9¢(x,t)). On introduit alors
Iinverse @ sur ImL(0¢(z,t)) de I'opérateur (I — m)L(0p(x,t))(I — ).

On recherche la solution des équations successives

i) (condition initiale) b;(z,t9) = a;j(z), pour 7 >0

ii) (équation d’impédance) L(0¢(x,t))bo(x,t) =0,

iii) (équations de transport) iL(9¢(z,t))b;(x,t) + L(z, t, 05, 0¢)bj_1(x,t) = 0.

La condition de compatibilité & 'ordre j sur a;j(z) est donnée, pour j > 1, & 'aide de la
solution b;_1(x,t) des relations i), ii), iii) par

(I —7(z,to))a;(x) =1iQ(z, to)[L(x,t, O, Op)bj—1](z, to). (2.2.10)

1Les matrices identités utilisées dans ce paragraphe ne sont pas égales, on voit respectivement intervenir
I’identité sur Kerm, I’identité sur Imm et I’identité sur ’espace entier.
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Théoréme 2.1 On suppose que la condition de compatibilité initiale est vérifiée

m(x, to)ag(x) = ap(x). (2.2.11)
On suppose que (2.2.10) est vérifiée pour tout j et on se donne pour tout j la valeur de

7(z,to)a;(z) dans Sm(x,to). B
Il existe une suite unique b;(x,t) de fonctions C*(Q) vérifiant i), ii), ).

Preuve Nous étudions ici les équations de transport inhomogenes. L’équation de transport
sur b;_ est donc obtenue en annulant le terme d’ordre j du développement asymptotique de
I’équation. Elle s’écrit

L(x,t,05,0:)bj—1 +iL(0¢(x,t))b; = 0.

La preuve du théoreme se fait par récurrence sur j. Elle est identique pour chaque j, on
I’écrit donc pour l'obtention de b;. De I’égalité

bi(z,t) = wby(x,t) + (I — m)bi(z, t). (2.2.12)

En remplagant (2.2.12) dans ’équation de transport et en utilisant L(0¢(z,t))w(x,t) = 0, il
vient

L(0¢(x,t))(I —m)by = iL(x,t, 0y, O¢)bo.
L’équation de transport est ainsi inhomogene. On en déduit
(I = m)L(0¢(z,t))(I — m)by(x,t) = i(I — w)L(x,t,04,01)bo(t, ).
La matrice (I — ) L(0¢(x,t))(I — 7) a pour noyau KerL(9¢(x,t)). Le noyau et 'image de

L(0¢(x,t)) sont supplémentaires, elle est donc inversible dans Kerm = ImL(9¢(z,t)). On note
son inverse partiel (). On en déduit

(I —m)b1(x,t) =iQ(I — 7)L(x,t, 0z, Or)bo(x, 1) (2.2.13)

qui détermine donc (I — )by en fonction de by. Il reste a déterminer 7b;. Le systéme dont 7by
est solution a partir de I’équation sur b :

iL(0¢(x,t))ba(x,t) + L(x,t, 0y, Or)b1(z,t) = 0.
Comme L(0¢(x,t))ba(x,t) € ImL(O¢p(x,t)) on obtient
m(z,t)L(x,t,05,0p)b1(x,t) = 0.
On utilise (2.2.13) et (2.2.12) pour avoir
mw(x, t)L(x,t, 0y, O)[mby(x,t) + iQ(I — 7)L(x,t, 0z, 0)bg] = 0. (2.2.14)
Déduisant de (2.2.13) I'égalité
(I —m)L(x,t,0;,0) (I —m)by = i(I — w)L(x,t,04,0)Q( — m)L(x,t, 0y, O)bo
et ajoutant (2.2.14) a ces équations, on obtient le systéme hyperbolique suivant
G(z,t,04,0:)b1(x,t) =i(I — 2m)L(x,t, 0y, 0:)Q(I — ) L(x, 1,0y, O)bo.

Ce systeme est alors un systeme hyperbolique. Le théoréme est alors la conséquence de la
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Proposition 2.3 Soit ag(x) qui vérifie m(x,to)ao(xz) = ao(x). On détermine bo(x,t) par la
proposition 2.2. Sous la condition de compatibilité des données initiales

(I —mai(x) = iQ(x,to)L(x, t, Oy, O¢)bo(x, to),

le systéme

(I — )by = iQ(I — m)L(x,t, Dy, s)bo,
mL(2,t, 0y, 0y)by = —inL(x,t, 04, 0,)(Q(L(x,t, s, 0y )bo),

est équivalent a

{ G(z,t,0,,0,)by = i(I — 2m)L(x,t, 0, 0,)(Q(L(z, t, 0y, 3y)bo),
bl(ﬂi, t()) = al(a:).

Il a donc une unique solution b .

Preuve limplication = vient d’étre démontrée. L’implication réciproque est la suivante. On
suppose ainsi

G(x,t,0z,0:)b1(x,t) = i(I — 2m)L(x,t,04,0:)(I — 7)QL(x,t, 0y, O )bo. (2.2.15)

On remarque que 7G(x,t,0,,0;) = wL(x,t,05,0)7 et que (I — m)G(x,t,05,0:) = (I —
m)L(z,t, 0y, 0¢)(I — m). Ainsi, de I’égalité (2.2.15), on déduit

wL(x,t, 0y, Oy)mby (x,t) = —imL(z,t, 05, 0r)QL(x,t, 0y, O )bo,
(I - ﬂ-)L('T? L, az; 815)(1 - ﬂ-)bl = Z(I - T‘-)L(l‘7 L, azv 8t)QL(I7 t, 617 8t)b0-

De la deuxieme équation de ce systeme, on déduit
(I —m)L(x,t,0p,00)[(I — )by —iQL(x,t, 0y, Or)bg] = 0.
Comme I — 7 est I'identité sur 'image de Q et (I —7)>=1—m, on a
(I — 7)L(x,t,8y,8:)(I — 7)[(I — w)by — iQL(, t,dy, By)bo] = 0.

Comme 7Q = 0, on a wL(x,t, 0y, 0)w[(I — m)b1 —iQL(x,t, 04, 0y)bg] = 0. Ainsi, pour tout ¢

G(z,t, 0y, 01)[(I — m)b1 —iQL(x,t, 04, 0¢)bo] = 0.
La condition de compatibilité est la condition de Cauchy nulle pour ce systeme hyperbolique.
On en déduit pour tout t que (I —m(x,t0))b1(z,t) = i[QL(z,t, Dy, Ot)bp]. On en déduit les deux

égalités cherchées. La proposition est démontrée, ce qui démontre par récurrence le théoreme
2.1.

Remarque 1 Le systeme vérifié par wb; est

G((E, t, 6$7 at)(ﬂ—bl) = _ZT‘—LQLbO

et celui vérifié par by est

G(J?, t, 61, 8,5)[)1 = Z(I — QW)LQL()()

Ces deux systemes sont identiques uniquement lorsque L(QLby) est dans Imm = KerL(99).
La seule relation qu’implique le systéme sur by est w(Lby) = 0, c’est-a~dire Lby € Kerm =

ImL(9¢).
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Remarque 2 La condition sur a;(z) se réduit & une donnée sur m(x,tp)a;(x), puisque
(I—m(x,t0))a;j(z) est déterminé par la condition de compatibilité. D’autre part, on n’a pas au-
tomatiquement 7 (z, to)a;(z) = a;(x) contrairement au cas j = 0. Nous soulignons la différence
de présentation avec [85] (Théoreme 5.4) méme si le résultat est identique : nous avons préféré
mettre 'accent sur la condition de compatibilité induite sur le rang j par la donnée des ji
pour k£ < j — 1.

2.3 Application aux équations de Maxwell

Le systeme des équations de Maxwell est symétrique hyperbolique au sens de la définition
2.1. En effet, les équations de Maxwell s’écrivent

€0y =rotH, —u0yH = rotE.

Introduisons le vecteur u = (E, H) et les matrices

0 0 O
0 0 0 1
([ els 0 _ 0 -1 0
AO_(O ulg)’Al_ 00 0
0 0 -1 0
01 0
0 0 -1 0 1 0
0 0 0 O 0 -1 0 0
1 0 O 0 0 O
Az = 0 0 1 A= g 10
0 0 O 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
Les équations de Maxwell s’écrivent
ApOiu + Alawlu + Ag@mu + A35$3u =0. (2316)

Les matrices A; sont symétriques, et la matrice Ay est minorée par min(e, u)ls. L’équation
eikonale (2.2.4) est alors

Soit rot*® la matrice

0 0,0 —0,,®
rot*® = [ —0,,® 0 05, ®
0, @ —0,, P 0

L’équation (2.3.17) se réécrit

88,5@1—3 rot*® _
det( —rot*®  pud Pl ) =0

ce qui équivaut a
En(@,9)? — VO 2eu(9,®)? = 0.

Les deux feuilles de la variété caractéristique sont donc 9;® = 0 et |V®| = ()|, ®|. Nous
nous intéressons a la deuxiéme feuille. Dire que ug est dans le noyau équivaut a

(5)%|vq>|13 rot*® ( e? ) B ( 0 )
—rot*®  (£)3|VP|I; )\ 0 )
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On obtient les relations (1.6.17) :

€

1
Ko = —(%)2 ‘g; A el

1
e = (L)% Ta A RO

C’est pour cette raison que la relation (2.2.5) est parfois appelée condition d’impédance, le
nombre Z = (g)% qui apparait ici est I'impédance du milieu. Cette notation est, bien stir, un
abus de langage car la condition d’impédance de Léontovich est une condition au bord alors
que la relation (2.2.5) est une relation valable dans (.

On en déduit donc la relation eikonale ¢?(V®)? = (9;®)? par le calcul trés simple prove-
nant de I’équation eikonale en transformée de Fourier en réécrivant k = 0,;®. Il s’agit donc
(heureusement) de la méme équation eikonale que pour le probleme de Helmholtz.

En écrivant les relations induites par (2.2.5) dans (2.3.16), on trouve que les équations
de transport reliant (eq, h1,eo,ho) qui sont celles données par (2.2.6) sont celles écrites en
(1.6.18).

2.4 Existence asymptotique pour un probleme elliptique

Dans cette section, on change de type d’opérateur, en considérant un opérateur elliptique
a la place d'un opérateur hyperbolique. On souhaite montrer une application de I’analyse
asymptotique pour les systemes elliptiques d’ordre 1, et en particulier obtenir grace aux calculs
asymptotiques le gain de régularité de Pu € H® — u € H*t!. Remarquons, dans le cas
hyperbolique, qu’il suffit de résoudre

L(x,t, 0y, 0 )c(x,t,e) = —r(x,t,e) =0

avec la condition de Cauchy c|;—g = 0.

Dans le cas ou L est un opérateur elliptique, I’égalité ci-dessus est résoluble dans le voisinage
de tout point, et la régularité de ¢ est connue en fonction de celle de r (on peut rapprocher ce
résultat du résultat provenant de Taylor énoncé plus loin en Proposition 8.7).

Nous introduisons d’abord les opérateurs elliptiques d’ordre 1.

Définition 2.2 Soit P(x,t,0,,0;) = ijl Aj(,1)0,; +Ao(2,1)0;. On dit que P est elliptique
au voisinage du point (xo,to) si il existe une fonction x € Cg°(R x RY) (telle que x = 1 sur
|z — 2z0|® + (t — to)? < €2) et une constante ¢ > 0 telles que la matrice

d
Z x(z, ) A;(z,t) + Tx(x,t) Ao (2, )

j=1
soit minorée par c(|¢]2 4+ 72)21d pour tout (€,7) € RY x R — {(0,0)}.
J. Rauch démontre dans son cours [85] la proposition :
Proposition 2.4 On suppose que dans un voisinage de (xo,to), P(x,t, 0y, ;) est un opérateur

elliptique d’ordre 1.

1. On peut résoudre Pc =1 pour r ~ 0, et il existe un c qui soit asymptotiquement nul
2. Régularité H? :
Puec H° = ue H M,

3. Régularitée C'™
PueC®=uecC™®
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Preuve Notons tout d’abord qu’il existe d’autres démonstrations de cette proposition. Nous
choisissons cette preuve en relation avec les développements asymptotiques. Soit P(x,t, 0, 0)
un opérateur elliptique au voisinage d’un point (xg,tp). On considere xP, et on introduit
b(x,t) = xPu(x,t).

La preuve se déroule en deux temps :

e on construit une solution asymptotique et on démontre que cette solution asymptotique
”commence a un cran au dessus”, c’est-a-dire que le premier terme du développement asymp-
totique est nul

e ensuite, on montre que la transformée de Fourier d’une solution peut étre caractérisée par
le parameétre asymptotique k = (||¢]|? +T2)% k — 400 et on controle la solution asymptotique
ainsi calculée.

Solution asymptotique d’un probléme elliptique Dans cette partie de la preuve, le pa-
R . .  B(z,t)
rametre asymptotique est ¢ — 0. Remarquons tout d’abord que si v(x,t, &) = V(a, t, 6)€Z¢ = ,

avec V(z,t,e) ~ >, Vi(z,t)(ie)!, il vient

d

d
(z,1) 9¢ AO( t) 0¢ 4 ov OV | o
Pu(z,t,e) z:: e E)V(m,t,eH—(Z Aj ()5 j+A0(a: o)

j=1

Pour chaque (&9, 79) # (0, 0), et pour toute fonction b € CO (]RdJrl x]0,1]), on peut construire
£0

une solution asymptotique de *Pv(z,t,e) = x(z,t)b(z,t,€)e’ , Popérateur ' P étant aussi

elliptique. Dans ce cas, ¢(z,t) = x.& + 79, et on trouve

d d

_ zgottTo 7 ov ov
e = Pu(z,te)= g[; Aj(x,t)éo,; —I—Ao(x,t)To]V(a:,t,s)—F[; Aj(x,t)— 7z, +Ao(z, t)— 5 ]
Supposant que ‘Pu(z,t,e) = b(x,t,e)e m, b(z,t,e) ~ >, bi(x,t)(ie)!, on obtient les
équations

d
[Z Aj(z,t)60,5 + Ao(x, t)70]Vo(z,) =0
j=1
et, pour [ > 1,
d d

30 A 60,5+ Ao 1ol (3 Ay 6 I Ao, ) T Vi, 1) = i, )b )

j=1 j=1

On en déduit Vo(z,t) =0, et

Vi(z,t) = =3 Aj(, )5 + Aol )70) " (bo(x, 1)),
J
puis toutes les équations successives donnant V; en fonction de V;_;. On introduit la convention
70 =&0,0 et T=Ep et ko =t. Alors

—( Y Al 0)&0) b, t) + Y Ay, OF v (Y A, 0)€0,5)  (bo(w,1)).

0<j<d 0<p<d Lp 0<j<d

On a construit une solution asymptotique de classe C* dont le premier terme est nul. On
vérifie que tous les termes, qui comprennent b; ou des dérivées de b;, ont un support contenu
dans le support de y, puisque b = x Pu.
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Régularité Sobolev de la solution asymptotique On suppose désormais ||£o|[? + 78 =
1, ceci afin de différencier le parametre k et la direction du vecteur (£,7). La construction
qui précede et le Théoréme de Borel (Théoréme 1.1) fournissent une solution asymptotique
(k — o0,k =c 1) v(x,t, k) € C°°(]Rd+1, S? k), de support inclus dans suppy(z,t), de

tPu(z,t, k) = x(z, t)eik(wf””o).

Notons que cela revient & choisir Pu = e (z-£+t70)
On se donne M tel que (1+72)*n~2M tendent vers 0 & I'infini dans R***. Cette valeur de
M donne l'ordre de troncature de la série asymptotique. On note

M
v (@, 66,7 k) =Y itVi(w, t, bk
=1

Alors

Fxu) (k& k) =< u, x(x,t)eR@EHT)
=< u,'Pops(z,t;€, 7, k) > +O(k—M)
=< Pu,vp(z, €, 7, k) > +O(k—M)
M . =< f, k@ &ttn) Zi;fl k=i (z, t 6,1, k) > +O(k—M)
MV EFE(fV) + OkM),
(2.4.18)
Les égalités successives sur V;, identiques a celle obtenue pour V5, montrent que V; f s’écrit
comme le produit de f par des dérivées et quotients réguliers faisant intervenir x et ses
dérivées. Soit x une fonction C*° & support compact, égale a 1 sur suppy. Alors T' = 9=, x
est uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées. On en déduit que la transformée de
Fourier de 0, x f est égale au produit de convolution de la transformée de Fourier de x f et de
T. On utilise alors la régularité de T', qui implique la régularité Sobolev de T', pour trouver
que l'opérateur g — T * g est borné dans H®. On en déduit

[ FORE PO+ IR + ) dedr < OO IRy ors

Alors le changement de variable £ = kn, 7 = ko permet d’obtenir

/d \F(Vif)(kn, ko) PE* 44 dnpdodk < C )X S 3o gasoy-
SdxR

De I’égalité (2.4.18), la somme commencant & [ = 1, on trouve

Jraer [FOxw) (€, )P+ €7 + 72)Pdedr
= [rarr [F(xu)(kn, ko) |* (k2 + [n]? + o? )Pk dpdo
<maxi<i<m—1(C( X)) Yoz Jpar [FFVI)(kn, ko) 2 (k72 + [nf? + o?)Pk2PHa+1=2ldndo.

Cette somme est convergente pour p = s+ 1 car [ > 1, donc on obtient la régularité H**! de
la solution u. Nous avons achevé la preuve du deuxieme alinéa.

Le troisieme alinéa du théoreme se déduit du deuxieme par les inclusions entre espaces de
Sobolev locaux et espaces de fonctions C*. Nous reviendrons sur ce type de méthode dans le
paragraphe 8.3.4.

2.5 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 1) Calculer explicitement le développement asymptotique en k de la solution

_( ar(@1,22,k) Y\ ikg(wr,e0)
u(xy,x2, k) = ( as(zr o, k) )e 1,22) (e
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, 1 2V2 2241 V2(l-a)
ik + < 2\/5 3 > 8111,1, + < \/5(13—201) 2_311 812” =0. (2519)
3 3

2) On se donne une condition initiale sur x; = 0 de la forme u(wa, k) = a(wa, k)e* ¥ @),
Déterminer la solution du probléme précédent avec cette condition initiale.

Exercice 2.2 On suppose que ¢ est solution de l’équation eikonale (2.2.4) et que la dimen-
sion du noyau de Ker(L(0¢)) est égale a 1. Démontrer que ag est solution d’une équation de
transport scalaire caractérisée par un champ de vecteurs.

Correction de 1’exercice 2.1 On applique les résultats précédents. On vérifie que 'on a

. 1 2v/2 213"'1 \/5(13_11) a1 (w1, x2, k)

zk:[[d—|—< 03 3 >8zl¢+< @ 2m Ory @) as(zr. w2, k) +0(1) =

Il existe une solution non triviale si et seulement si le déterminant de la matrice entre crochets est
nul (ce qui correspond & écrire det(L(z, V5¢)) = 0). La matrice coefficient de 9,,¢ est symétrique,

donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont x1 et 1. Le vecteur propre associé a la valeur propre 1
est (—v/2,1). Le vecteur propre associé & 1 est (1,1/2). On voit ensuite que

[z ) () =-(77) (s 7)) 25 )

De ces égalités, on déduit que ’équation eikonale est équivalente a

det(Id—l—( _01 g >8zl¢+< ‘%1 (1) )3z2¢)—0

(1 = 0z, d(w1, w2) + 2102, ¢(21,72)) (1 4 502, $(21, 72) + Ouy (71, 2)) = 0.
Nous introduisons les courbes intégrales respectives des deux champs :

soit

dIl dIQ ( )
— =-1,— =xi(s
ds " ds !

soit z1(s) = ) —s, za(s) = x%—x?s—% pour le premier, c’est-a-dire x2 = x%—x?(z?—xl)—%(zl—x?f

dry | dx2
ds T ds
soit z1(s) = 9 + 5s, x2(s) = x3 + s pour le deuxieme, c’est-a-dire z2 = 3 + %(zl —z9).

On controle que ¢(x1(s)),z2(s)) = ¢(x1(0),22(0)) — s. On connait donc la phase solution de
I’équation eikonale si on la connait sur une courbe orthogonale aux champs. On considére donc la
courbe z1 = 0, comme 1’énoncé le suggere. Alors on trouve

e dans le premier cas ¢(z1,z2) = ¢(0,z2 + $27) + z1 (les surfaces isophase sont des paraboles)

e dans le deuxieéme cas ¢(z1,z2) = ¢(0, 22 — ?) — % (les surfaces isophase sont des droites).

=1

. k
Représentons ( a1 (x1, 22, k) > sur la base propre, par

az(x1, 2, k)
ai(x1,x2, k) 3 1
( as(w1, x2, k) > ai(zy, z2, k) ( 1 > + az(z1, 22, k) ( N ) ’

avec a1 (w1, w2, k) = 3(—V2a1(z1, w2, k) +az(z1, 22, k)), az (1, 22, k) = §(a1(z1, 22, k)+v2a2(21, 22, k).
On vérifie alors que

ikal( a >+’Lk0¢2( V32 ) ( 2\1/_ 2\3&)[511041( _1/_)—&—811042( \}5)]
2301-‘-1 1 z1) B 2 .
+< M 2+11 > 812051 ( > +812052 \/5 >]
1

-2 ) + ik (50, ¢ + Ozy @) ( NG ) =

[\V)

+iko‘1( E1¢+I1812¢) ( 1
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et on aboutit aux deux équations d’ordre 1

tk(1 — 02,0 4+ 2102, 0)01 — Oz, @1 + X10z,a1 = 0,
tk(1 + 502, + Oz d)2 + 50z, 2 + Ozya2 = 0.

On remarque que ces deux équations correspondent & des solutions asymptotiques de problémes
scalaires d’ordre 1. Il n’existe pas de phase ¢ et de couple (a1, a2) non nuls tels que ¢, a1, aa vérifie
a la fois les deux équations.

On considére donc comme donnée la valeur de la phase & 1 = 0, soit 1(z2). Cette phase ¢ géneére
deux phases ¢1(x1,x2) et ¢pa(z1,z2) telles que

$1(x1,72) = P(w2 + le) + x1,

2
P2(w1,22) = P(T2 — %) - %

Si ¢ = ¢1, la condition nécessaire pour que u soit solution de (2.5.19) est que a soit colinéaire au

vecteur ( _1/5 ) On en déduit que as = 0, et a1 est solution de

—Op, 01 + 210,001 =0
et a; est donc constant sur les caractéristiques du champ (—1,z1). Il vient donc ai(z1,z2,k) =
2

o1(0,22 + 5L, k).

Lorsque la phase est égale a ¢2, nécessairement a est dans le noyau de la matrice associée a ¢,
donc a1 = 0. On trouve 50z, a2 + Ozy2 = 0, ce qui donne az(z1,x2, k) = a2(0, 12 — 2, k).

La phase ¢ est nécessairement égale & ¢1 ou & ¢2 pour que u(x1,x2,k) = a(xl,xg,k)eik¢<zl’12)
soit une solution du systéme (2.5.19). Dans ces cas, on a respectivement a2 ou a1 nul.

De ces deux résultats, on déduit que si la donnée initiale n’est pas dans I’espace propre associé a une
phase particuliere, alors la solution générale ne peut pas s’écrire sous la forme a(z1, z2, k)eiw(zl@ﬁ_
En revanche, le systéme différentiel étant linéaire, toute expression de la forme

A1, z2, k)eikm(m,zz) + B(z1, 32, k)eik¢2(z1,zz)

V2 T A | .
1 et lorsque B est colinéaire a V2 ) les coefficients

vérifiant les lois de a1 et de a2. De plus, il faut que

est solution lorsque A est colinéaire &

A(0, za, k)eF*1(072) 1 B(0, 29, k)eF?2(072) = g(zq, k)e*V ("),
Par des manipulations élémentaires lorsque k tend vers +oco et en prolongeant k dans le complexe,

on déduit que ¢1(0,z2) — ¥ (x2) = C1, ¢p2(0,z2) — Y(x2) = Co2, C1 et Cz étant deux constantes. On
peut les prendre nulles, quitte & inclure le terme ¥ dans A ou B. Alors il suffit de décomposer

| Ai(x2, k) -2 1 . NN
a(z, k) = ( Ao (w2 K) dans la base propre { X AW } pour obtenir une solution a

“deux phases” :

2 . ‘E2 .
ui(z1, 2, k) = —\/5(77&‘%1“42)(1’2 + %,k:)e“l“!’(g”?*'%)'*'”“”1
(AT (py — B Ry TS

)

2 . ‘E2 .
uz(@r, w2, k) = (ZE4EA2) 2y 4 L R)ev et ke
V(A2 ) (g, — T etk (2T ik
On voit ainsi deux fronts se propager. On pourra les différencier si on suppose que la singularité
de départ est donnée.

Correction de ’exercice 2.2. Sila dimension du noyau est égale & 1 au voisinage d’un point, on
en déduit que ao(z,t) est proportionnel & un vecteur uo(x,t) de ce noyau, qui est connu explicitement
puisque le noyau est de dimension 1. On écrit alors

ao(x,t) = Mz, t)uo(x, t).
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L’équation de transport générale s’écrit

iL(Ivtv vm¢7 8t¢)a’j+1(x7t) + L(mvtvam’ 8t)aj(x7t) =0.

On appelle uo(z,t) la polarisation de 'onde.
Notons alors que I’équation de transport est

L(x,t,0z,0¢)ao(x,t) € ImL(0¢(x,1))

ce qui se traduit par wL(x,t, 0, 8¢ )ao = 0. Comme ag = mwao (puisque ap € KerL(d¢(x,t))), on trouve
wL(z,t,05,0¢)Tag = 0, équation déja obtenue précédemment.

L’égalité ﬂa%j = [m, a%j] + %ﬂ' conduit &
9

) (2.5.20)

d d
9] 9] 9]
rLm = E 1 71-Aj7ra—xj + onw& + E 1 wA;m, 8_953] + wAo[m
i= j=

Comme 7 est de rang 1, il existe d 4 1 scalaires v;(z,t), qui sont les valeurs propres de wA;, avec
vo(z,t) # 0 (ceci car Ag > 0) tels que mA;mw(z,t) = vj(x,t)m(z,t). En notant v(x,t) le scalaire
(opérateur différentiel d’ordre 1 — 1 = 0) tel que

d
0 0
ym = wAjlm, 5]+ w Ao, 2],
J

j=1
j=d

mLm = [vo(2, 1) + > v;(w,6)0a, + (1)) (2.5.21)
j=1

On a donc démontré que wag est solution d’une équation régie par le champ de vecteurs sur R?
((vo(z, £)) " vj(z, 8))1<5<a-
Cette relation s’obtient aussi immédiatement en remplagant ao par Auo. On voit alors que

m(x,t)(Aj(x,1) 0z, (M, t)uo(x, ) = (Ox; \)TAjuo + AT A ;0 U0,

qui est colinéaire & ug, m étant de rang 1 et de noyau IRuo.

Donc le champ de vecteurs dont A est solution est parallele & 0¢l0, + 0-10t, ou l(x,t,&,7) =
iTAo(z,t) + @ ;:11 Aj(x,t)€;. On verra plus loin le réle de cette fonction de R4 x R, dans le
chapitre 6.

Conclusion Le champ de vecteurs vo_l(vj) s’appelle la vitesse de groupe de ’onde de polarisation
uo. On remarque que I’équation eikonale s’écrit

det(I(z,t,€,7T))|r=0r6,6=0,6 = 0.

Si on résout I(x,t,&,7) = 0, on trouve 7 = 7(x,t,£) et 'équation donnant la polarisation est

j=d

7(2,t,020) Ao(x, t)uo(z,t) + Y O, 6(x, 1) A; (z, t)uo (1) = 0.

j=1
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Chapitre 3

Propagation des ondes.

Ce chapitre étudie la propagation d’une solution de I’équation des ondes le long des
caractéristiques, comme la théorie de 'optique géométrique peut nous I'apprendre. Nous
démontrons les résultats de propagation de 'optique géométrique dans le vide tant que le
rayon ne rencontre pas la caustique.

Notons qu’il s’agit d’un probleme local : en effet, cette solution de ’équation des ondes
peut provenir de sources situées hors du domaine de calcul, et dans ce cas I’équation des ondes
n’est pas satisfaite globalement (car elle n’est pas satisfaite au voisinage des sources).

Afin d’utiliser la théorie asymptotique, nous considérons I’équation de Helmholtz scalaire.
Un résultat asymptotique obtenu pour ’équation de Helmholtz est équivalent, apres trans-
formée de Fourier inverse en temps, a un résultat de propagation pour I’équation des ondes.
Nous considérons alors le systeme d’équations :

(A + k*)u(z, k) =0,

u(z, )|y = Az, k)|ger®o,

S(u)(a, k) = O().
ol X est une surface lisse donnée, localement plane (c’est-a-dire admettant un plan tangent bien
défini), ¢ est une constante (en d’autres termes, la phase de 'onde sur ¥ est constante). On se
restreindra aux deux cas les plus courants ou 3 est un demi espace ou bien o1 X est le bord d’un
ouvert ©. La fonction A vérifie la définition 1.1. La condition u(z,k)|s = A(z, k)|ge*?0 est
une condition dite initiale, avec le méme abus de langage que dans le chapitre précédent pour la
représentation de u(z,t) = [ ek?@+iketq (g k)dk dont le front d’onde est ¢(z)+ct = 0. Le nom
de ”condition initiale” devrait plutdt étre remplacé par 'expression ”condition & t* = —¢q/c”.
Nous renvoyons le lecteur a la Section 11.4 pour plus de détails sur cette équivalence.

La condition S(u)(z, k) = O(ﬁ) est une condition de Sommerfeld & I'infini, dite condition
sortante. Elle indique par exemple que ’onde est définie uniquement d’un c6té de ¥ pour t = t*
(a des termes de reste pres, qui peuvent étre soit décroissants plus vite que toute puissance
inverse de k, soit exponentiellement décroissants en k selon la régularité de la solution).

Nous savons que ce probleme admet localement une solution unique, par le théoreme de
Holmgren par exemple, ou par des résultats d’unicité de probleme de Dirichlet au bord. Nous
considérons cette solution u(z, k). Nous construisons un développement asymptotique induit
par le développement asymptotique de A sur X. On écrit donc u(z, k) = a(z, k)e™*®) . Les
équations eikonale et de transport ci-dessous ont été obtenues dans le chapitre 1 :

IVol* =1,
V¢.Vag + L Agay = 0, (3.0.1)
Vo¢.Va, + 5A¢a, = —%Aap_l.

L’introduction de ¥, son interprétation et son utilisation seront détaillées dans le chapitre
13.

49
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3.1 La solution de I’équation eikonale
De la relation |[V¢|? = 1, on déduit, en dérivant par rapport & chaque variable, la relation
Hess¢pVo = 0,
la matrice Hess¢ étant la matrice hessienne, symétrique, donnée par

s 0% %
Oz? Ozdy  Ozdz

_ ¢ 029 %%
Hessqb - 0z 0y 8_%/2 Jyoz
9%¢ 8¢ 9%

0x0z Oyoz 022

On introduit les caractéristiques de ’équation de Hamilton-Jacobi |V¢|? = 1, courbes z(t)
solutions du systeme

d

Eﬂ?
On vérifie que < (V(z(t)) = Hessg(z(t)) Lz(t) = Hess¢pVe = 0, d’ott V¢ est constant sur les
caractéristiques, donc

(t) = Vo(x(t), (0) = zo € 2.

x(t) = xo + tVo(xo).

Les courbes caractéristiques sont des droites, et V¢ est constant sur ces droites. De plus,

comme
d B d B

7 (0((t) = Vo.—a(t) = 1,

on vérifie que ¢(x(t)) = ¢o +t car xg € X.

Enfin, comme ¢(x) = ¢ sur %, si on se donne une courbe «y(s) C ¥ passant par le point
2o & s =0, V.7 (0) = 0 ce qui indique, comme v est quelconque, que Vo(zg) est orthogonal
au plan tangent a X en xg.

Choisissant une orientation, définissant un coté de la surface ¥ grace & Vo(xg) = No (]\70
sera appelé normale sortante & ¥ en x) et admettant la continuité de ¢, on vérifie que, au
voisinage de zg, V@ (x) est le vecteur normal sortant & ¥ en x. Le choix de l'orientation est tres
dépendant du choix de la condition sortante, nous ne rentrons pas dans le détail des résultats
que le lecteur pourra trouver par exemple dans [56].

S, t =t* 4 1o

Figure 1

Le vecteur V(x(t)), égal & Vp(x(0)), est aussi le vecteur normal unitaire sortant a ¥, =
{z,d(x) = ¢po + t} au point z(t).
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3.2 Résolution de I’équation de transport

L’équation de transport se réécrit

d’ou

ap(z(t)) = ao(x(O))exp(—%/O Agp(z(u))du). (3.2.2)

De méme, en considérant I’équation de transport inhomogene dont a, est solution, et en
utilisant la méthode de la variation de la constante, on trouve

apla(t) = anla) (22005 — 5 [ as=tas) 3.23)

En effet, I’équation caractérisant le terme a,, est alors
d 1 1
S ap((t) + 5 AD((0)ap(2(t)) = —5Aay 1 (2 (1).
L’équation homogene a pour solution ag(x(t)), donc on écrit

ap(x(t)) = C(t)ao(x(t)),

ce qui donne
yo 1 Aay i (x(t))
TG0

Le résultat (3.2.3) en découle.

On peut donc calculer tous les termes de ’équation de transport en fonction de A¢, ou,
ce qui est équivalent, en fonction de ag.

Dans le systéme (3.0.1), on multiplie I’équation déterminant ag par ag. On obtient

2V pVagag + Adlag|? = 0.

Prenant l'expression conjuguée (on suppose qu'il existe a € C tel que ¢(z)/a € R pour tout
x et on divise I’équation par a pour se ramener a ¢ réelle) :

2V ¢pVagag + Adlag|> = 0.
Sommant les deux égalités, on obtient VoV (|ag|?) + Adlag|? = 0, ainsi

div (V¢lag|?) = 0. (3.2.4)
On considere un tube de rayon T', s’appuyant sur des surfaces isophases ¥ _ (correspondant
at = t1) et ¥4 (correspondant a t = t¢y), le vecteur normal extérieur a T sur ¥_ est

—V(x(t-)), et le vecteur normal unitaire extérieur a T sur X4 est Vo(z(t4)). Il est de
plus délimité par des caractéristiques, ainsi 0T = X_ U X4 U T, avec, en tout point de X,
n.Vo = 0.

La formule de Stokes sur T donne

/div (|a0|2V¢)dx:/ (|a0|2v¢).ndo:/ |a0|2dz+a—/ lag|*ds_o.
T oT b =

L’égalité div (Jag|*V$) = 0 entrai ne alors que

/|a0|2d2+0’=/ lao|*ds._ o,
SN )

ce qui s’exprime aussi comme la conservation de I’énergie sur les tubes de rayons. On interpréete
dés maintenant exp( [, A¢(x(u))du) comme étant la fonction mesure associée a ds, 0.
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3.3 Calcul explicite de A¢ et de qg

Les relations (3.2.2) et (3.2.3) montrent que A¢ intervient de maniere essentielle dans le
calcul des coefficients. Nous nous appuyons ici sur la relation

A¢ = Tr(Hesso),

ou Hess¢ est la matrice hessienne de la phase ¢. Soit 7 un vecteur tangent a 3y en xg. La
matrice de courbure de ¥y, appelée traditionnellement matrice de Weingarten et notée W (zo),
est donnée par

gradN (xo)7 = W (xo)T,

ses vecteurs propres sur Y sont les directions de courbure principales, ses valeurs propres sont
les courbures principales. Cette matrice est définie sur ’espace tangent a la surface ¥ en z.
En utilisant cette matrice, nous déterminons la matrice hessienne de la phase ¢, ce qui
donnera, en calculant la trace de cette matrice hessienne, le Laplacien de ¢.
Soit P un plan passant par x( contenant N(xg),xog € ¥ et soit la courbe v tracée sur X,
paramétrée par 1’abscisse curviligne u, égale & PN X( avec v(0) = zp. Le vecteur 4/(0) est un
vecteur tangent & Xg en v(0) (et N(zg),7'(0) est une base de P).

Figure 2

Alors les composantes du vecteur 4”(0) sur la base donnée par (7'(0), N(v(0)) A +/(0)) sont
respectivement la courbure et la torsion de la courbe . On a la relation v” (0) = W (~(0))~'(0).
La relation N(y(u)) = Vé(v(u)) indique que

W (v(u))' (u) = gradN (vy(u))y'(u) = Hessp(y(u))y' (u)).

Ceci implique que W (+(0)) et Hessp(v(0)) coincident sur le plan tangent & X en v(0). De
plus, comme Vé(v(u)) est de norme 1, on peut dériver par rapport & u I’égalité

IVo(y(w))|]* =1,

ce qui donne Hesso(y(u))(Vo(y(u)), v (u)) = 0.

Le vecteur V((u)) est dans son noyau (car HesspV¢ = 0) et la matrice Hessienne de ¢
est une matrice symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Le plan tangent
a la variété ¥ en xg, qui est orthogonal a un espace propre (la droite RN (zg)) est stable. Si on
décompose Hess¢ sur le vecteur normal N (z) et sur les vecteurs qui diagonalisent W, comme
W et Hess¢ coincident sur le plan, on trouve que TrHess¢ = 0 + k1 + k2. On a donc prouvé
que A¢(zg) = TrW (xp). On en déduit que Ap(zp) est la somme des courbures principales de
39 en xg. Le Hessien de la phase peut étre identifié a 'application sur le plan tangent donnée
par la matrice de Weingarten.

Etudions enfin le cas de ;. Un point de ¥; s’écrit donc zg + tVe(zg). On peut construire
la courbe v(v) C X; & partir de la courbe y(u) C X en construisant les points de la forme
~ve(u) = y(u) + tN(y(u)). Comme u n’est pas une abscisse curviligne sur v¢(u), on cherche &
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normaliser u pour obtenir une abscisse curviligne. Pour cela, on écrit

d

7o (@) = 7 () + tgradN (y(u))y"(u)-

Comme gradN (y(u)) = W(y(u)), il reste
L (u(w)) = (I + W (3 () ().
De plus, la relation V(v (u)) = Vo (y

—~

u)) se dérive en

| =

Hess(ve(u)) = (v (u)) = Hess(v(u))y' (w),

U

U
ce qui donne

Hess¢(7:(0))(1d + tW(+(0)))7'(0) = Hess(v(0))'(0).

Pour obtenir le Hessien de ¢ sur 3, on suppose que la matrice Id+tW ((0)) est inversible.
Dans ce cas, on trouve

Hessd(7:(0))7 = W (y(0))(Id + tW (y(0))) " '7 (3.3.5)

pour tout 7 vecteur tangent & X, sinon elle n’est vérifiée que sur Im(Id + tW(v(0))).
Le premier résultat est le suivant :

Lemme 3.1 On suppose que Yo a au moins une courbure négative. On désigne par Ry la
plus grande des courbures négatives (—Rq est alors la plus petite valeur absolue des rayons de
courbure négatifs).

Tous les aj solution de (3.0.1), qui sont les termes successifs du développement asympto-
tiqgue de u, sont de classe C* sur [0,T] tant que det(Id + tW(xg)) # 0, c¢’est-a-dire lorsque
T < —Ry, Ry étant (en module) le plus petit rayon de courbure de ¥g. Ils sont tous singuliers
pour le premier point t tel que det(Id + tW(xg)) =0, c’est-a-dire lorsque t = —Ry.

Preuve On rappelle que z(t) dépend de zo, au sens ot z(0) = z9 = 7(0). On déduit de
Pégalité (3.3.5), utilisant encore Hessd(7:(0)) N (1:(0)) = 0, I'égalité

Hesso(x(t)) = Hesso(xo)(Id + tW (z0)) " . (3.3.6)
Nous déduisons de (3.3.6) la valeur de ag. En effet,
A¢(x(s)) = Tr(Hessg(75(0))) = Tr(Hesso(xo)(Id + sW (z0))1).

On démontre que

det(Id + sW (xq))Tr[W (z0)(Id + sW (z0))~}]

iLog(det[[d + (s 4+ s1)W(x0)])|sy=0 = det(Id £ 5T (x0))

d51

(3.3.7)
En effet, I’égalité

det(Id + (s + s1)W (o)) = det(Id + sW (x0))[1 + s1Te[W (z0)(Id + sW (x0)) "] + O(s?),

et le développement limité du déterminant d’une matrice permet d’obtenir la dérivée par
rapport a s;. Comme
det(Id + sW (o)) Te[W (o) (Id + sW (20)) "]

d
- Log(det[Id + sW ()]) = det(Id + sW(zo)) ’

on en déduit fot A¢(x(s))ds = Log(det(Id + tW (zp))). On obtient 1’égalité
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ao(ﬁo)
(det(Id + tW (z0)))?

ag ({EO + tN((Eo)) = (338)

On a obtenu le terme principal.
Pour obtenir le terme a1, on rappelle I'’équation satisfaite par le terme a; ; il s’agit de

2% + Aqbaj = —iAaj_l

qui se réécrit

ol b; = a;/ap. On trouve ainsi

bj(x(s)) = bj(wo) — —/O ao(z(s)) " Aaj, (x(s))ds.

I'hypothese ¢t € [0,T[, T étant la premiere valeur de ¢ pour laquelle det(Id + tW (zg)) = 0,
sur la caractéristique issue de xg. En supposant les deux courbures principales de ¥ égales
a K1 et Ko, celles-ci pouvant étre négatives, det(Id + tW(xp)) = (1 + tk1)(1 + tke) et il vient
T = 400 si les deux courbures sont positives, T' = min(—mfl, —/@'2’1) sinon. Lorsque T < +o00,
on dit que le point z(T') est un point de la caustique associée a la phase.

Proposition 3.1 1. La solution explicite du systéeme d’équations (3.0.1) est donnée par

x(t) = xo + tN (20),

ot ko € Yo et N(xo) est la normale unitaire sortante & Yo en g, un voisinage de xg
dans R® étant paramétré par xo € Xg et t. Les solutions de (3.0.1) sont

ap(zo) — L [0 Aay_1(x(s))(det(Id + sW (x0))) 3 ds
(det(Id 4 tW (x0)))2 '

ap(z(t)) =

2. Lorsque t < T, tous les ap(x(t)) sont des fonctions C™ en t.

3. En supposant ) totalement caractéristique pour ¥y au temps T (c’est-a-dire que tout
point de Q est atteint par un point de la forme x(t),zg € Yo,t < T et la trans-
formation Lo x [0,T[— Q est un difféomorphisme sur son image), il existe a(x,k) €
C([1,4+00],C>=(Q)) telle que

(k72A 4+ 1)a(x, k)e**® ~ 0.

Preuve Les calculs précédents prouvent les points 1 et 2 de la proposition, concernant
les caractéristiques. Quant au point 3, on prouve par le théoreme dit de Borel (Théoreme
1.1) qu’une suite de fonctions C*°(£2) permet de construire une fonction a(z, k) qui est dans
C*([1,400],C>(Q)) qui admette comme développement asymptotique en k la série formelle
des a,(z)(ik)~P. On peut alors évaluer (k—2A + 1)(a(x, k)e™™*®)) par (1.4.8). Se fixant alors
M, ordre de troncature de la série et notant ays(z, k) la somme des M premiers termes de la
série a;(z)(ik) ™7, on applique le résultat du Lemme de Borel (Théoréme 1.1).
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3.4 Calcul apres la caustique

On considere désormais la solution du syseme

(A + E2)u(z, k) = 0,u(z, k)|s = A(z, k)|se*?°

et que cette solution existe partout. Pour tout point xy de 3, on considere le rayon associé
2o + tV@(x9) = xo + tN(x0). Nous supposons que, sur [0,7], la matrice (I + tW(xg)) n’est
singuliere qu'en t = ¢y, 0 < 9 < T. Le rayon ne présente pas de singularité (ceci est conforme
avec la définition des caustiques, qui correspondent a une accumulation de rayons et non a la
singularité d’un rayon).

On démontre que 'amplitude peut étre calculée pour tout ¢ €]tg, T'] connaissant I’amplitude
au voisinage de z(7T). Pour cela, on suppose que u(z + T'N(z), k) admet un développement
asymptotique en k au voisinage de zy. On exprime 'amplitude en tout point de la forme
x+tN(x), to <t <T apartir du développement de u(x+TN(x), k) au voisinage du point =+
tN(x). De la proposition 3.1, on déduit que (A + k*)u = 0, u(x, k)|, = AT (x, k)]s, e*(@o+T)
admet une solution en fonction de Id 4+ tW(x). On choisit pour cela le sens de parcours
rétrograde sur la caractéristique dont 'équation est Lx(t) = —N(z + TN (z)). Soit ¢, la plus
petite solution positive de det(Id+toW (xp)) = 0. Ainsi 'amplitude ao(z(t)) de la proposition
3.1 diverge lorsque t — tg,t < ty. On montre

Lemme 3.2 Soit t tel que to <t <T. La solution ag de (3.0.1) est donnée par la relation

an(z _ ao(z(T)) oth(T—t)
o(a(?) (det(Id + (t — T)W (x0)))* '

Preuve On considere le systeme d’équations eikonale et de transport, paramétré par s :

Vo(y(s)) = =V(xo),
y(s) = a(T) — sV(xo), (3.4.9)
Vo(y(s))-Vao(y(s)) + 386(y(s))ao(y(s)) = 0.

Soit Y Pensemble des points x tels que ¢(x) = tg+T. On note Wr la matrice de Weingarten
de Er. Pour s = 0, on remarque que y(0) = z(T) = xo + TN(zg) € X7 et que Vo(y(0)) =
—V¢(zg). Le point y(0) appartient a la surface ¥p. De la proposition 3.1, on déduit y(s) =
z(T —s) et

ao(y(0)) .
(det(Id — sWr(z0)))?

ao(y(s)) =

Remarquons aussi que lorsque I'(u) est une courbe sur ¥p et que I's est sa transportée par
—sV(zo),
d
7u (Us(w)) = (Id = sWr (D)) (w).

L’équation de transport d’ordre 0 de (3.4.9) se transforme en

d 1d
E(Log(ao(y(s))) + §£Log(det(1d — sWp(zp))) = 0.

Ceci acheve la preuve du lemme.

Pour déterminer 'expression de ag(z(T")) en fonction de ag(xo) il faut avoir I'outil appelé
phase stationnaire. Rendez vous donc au chapitre 4, Section 4.8 pour résoudre ce probleme.
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Remarque Pour (t1,t2) € [0,t0[%> ou (t1,t2) €]to, T]?, on définit un tube de rayon par sa
section V4, (qui est un voisinage de x(t1) dans X;,, et qui peut aussi étre construit comme
I'intersection d’un voisinage de x(t1) dans IR?) et par

Tit, ={x+tNy (2),0 <t <tg—t1,2 €5y, NV4, }.

On note alors

D(t) = lao|?(x)do.
St

ot do est la mesure de surface sur Sy = X; N1, 4. Clest le flux d’énergie dans le tube de
rayon.

D’apres les équations sur ag(z), ®(¢) est indépendant de ¢ pour ¢ € [0,%o[ comme pour
t €]to, T]. Nous démontrons dans la section 4.8 que ®(0) et ®(7) sont proportionnels ( et
®(T) = ®(0), résultat utilisé dans [ .)

3.5 Généralisation au cas d’une équation des ondes avec
une métrique A(z)

On considere une matrice A(x) symétrique positive. On considere ’équation des ondes
suivante :

Pu = 8t2 - Z@zj 1(2)0x,)]u = 0.

On recherche la solution de ’équation eikonale en temps et en espace, ainsi que de I’équation
de transport. On considere & cet effet une fonction u(z,t, k) = a(z, t, k)e™ @1 ol ¢ admet le
développement asymptotique

a(z,t, k) Zajxt ik)™
7>0

Alors
Pu(z,t, k) = k*U(x,t, k)er*@?
ot a(z,t,k) =~ 35,5 a;(x,t)(ik) 7 implique que
Uz, t, k) = Pj(a)(x,t)(ik)™

On vérifie que

Po(a)(z,t) = ao(z,t)((A(2)Vad, Vod) — (8:0)°)

Py(z,t) = a1(z,t) (A(x)Ved, Vo) — (0:0)?) — 20,¢0;a0 + 2(A(2)V 40, Veag) + ag(z, t)Po.
L’équation eikonale est alors

8t¢(x7 t) = —(A(l')vw¢, vw(b)%

Nous considérons des fonctions ¢ particulieres, adaptées a la propagation d’ondes : ¢(x, t) =
¥(x) — t. Rappelons que ce choix revient a évaluer la surface ¢(z,t) = 0 et & la résoudre en
temps.

Considérons f une solution de

Of + (A@)Vat()).Va f =0
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et h la solution de I’équation de transport avec condition initiale
Oth 4+ (A(x)V ). Vih + Vi (A(x)Vah)h =
h(z,0) =

On introduit 'application de V- C R"™ dans W C R" qui, & z fait correspondre X (z,t) la
solution de

G = AX (2, ) Voo (X (2,1),
X(z,0)=x
On démontre
Lemme 3.3 On considére I’équation eikonale (dont la phase solution est t—i(x)) et l’équation

de transport déduite de l'opérateur des ondes dans une métrique riemannienne A. Les ca-
ractéristiques X (x,t), solution de

dx

= =AMV (1), 2(0) = =
vérifient X

ao(x(t),t)(deta)_% = ay(z,0).

Ceci traduit la conservation de l’énergie sur les tubes de rayons.

Remarque préliminaire On vérifie que
% Jgn F(x t)h(z, t)de = [ga( atfh + 8thf)da: = — [pe{(A(@) V). Vo (fh) + Vo (A(x)Vetp) (fh) yda
:_IR" )V fh)dx = 0.

D’autre part, & t fixé, X (z,t) est un difféomorphisme de R"™. On sait que, comme f est
invariante sur les caractéristiques, a savoir f(X(z,t)) = f(x), on trouve que

dX
- f(z,0)dz = - f(X(z,t),t)dx = - X, t)m
Ceci implique que, utilisant h(x,0) =1
F Oh(z,)dz = | f(z,0)h(z,00dz = [ f(z,0)dz = / UCSUNY
RrR" R"” R"™ m |%|

On retrouve que cette égalité est vraie lorsque

On va démontrer cette égalité en calculant séparément h et |% |

Equation vérifiée par h Soit o(x) = div[A(z)V 41 (x)]. La fonction h(X (z,t),t) est solu-
tion de

8
~
o
=
sls

Buh(X (,,1)) = Bu(X (1), 1) + Voh(X
= (( ( ))Vac ( ($7t)))vwh X(x,t)ﬂf)
—iv(A(X (2, 1)V (X (1) )
+Vah(X (2,1),1).(A(X (z,1))
= —o(X(z, ) h(X(z,1),1).

Ainsi t
h(x(t), 1)) = h(z, 0)e Jo 7X@
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L’équation de transport sur ag, qui a été obtenue ci-dessus, est
—20101a0 + 2(A(2) Vo6, Vaao) — ao(x, )[05¢ — Y 0, (Aj(2)0s,6)] = 0
7,0

En multipliant par ag et en prenant la partie réelle de I’expression obtenue, on trouve
—0:00i(|ao|*) — 0 dlaol® + (A(2) Vs, Valaol®) + Y 0e, (Aji(2)0,¢)|ao|” =
.l

Ainsi il reste

—0llaol*0rd] + > On, [Aj1(2)0x, Slao|’] =
7yl

Lorsque la phase ¢(x,t) est égale a ¢¥(x) — ¢, il en découle que

Oelaol® + Y 0o, [Aji )0z, Placl’] = 0

Jil
Calcul direct de la jacobienne L’équation des caractéristiques est
dX oY
= A (X ) (X ().
dt r Oz
En la dérivant par rapport a z,, on trouve

doXi N~ 0 N~ )9 90X,

On note Byy(z,t) = ax [Z A (X )m (X)]x=x(a,t)- De I'égalité

90Xy 9Xy 99Xy
6901 8$2 o de
P (2, €} 90X

6901 8$2 o de

d dX 3 . . .
o= 8 8 8
dt' dzx | ¥ Bagt Y,Bagnt - S, Bagnt

ql 6901 ql 8$2 ql de
aXd aXd aXd
6901 8$2 de

on déduit, en développant par rapport a la g—ieme ligne et en utilisant le fait qu'un déterminant
avec deux lignes identiques est nul, I’égalité

d dX
Z qu51q|

On remarque enfin que

0%
O0x ;0

> Bula,t) =) 65‘;7 (X, ) (X (0, 0)) + A (X, 0) 5o (X 1) = ().
l 1,5 J

La quantité [%X(¢)| et h~1(¢) sont solution de la méme équation différentielle du premier
ordre, et comme pour t = 0, X (z,0) = z, |%¥|(2,0) = 1 = h=1(0). Onadonc | ()| = h71(2).
L’équation obtenue sur |ag(X (z,t),t|? est la méme que I’équation sur h(z,t), on en déduit

lao(X (z,£), B2 = [ao((0), 0)2e ™ Jo 7Xzods
=
ao(X (2, ), )(| 222 )~ = a4(a,0).
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3.6 Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1 : Propagation d’une onde. Calculer pour tout point de ’espace les ondes
suivantes :

1) une onde centrée au point O a t = =T, dont Uamplitude est connue pour t = 0 sur la
sphere de rayon T, se propageant a vitesse 1.

2) une onde se propageant a vitesse 1, dont le front d’onde a t = 0 est la sphére Sy de
centre O et de rayon T, se propageant dans la direction du vecteur normal intérieur a Sy.

N

Figure 3

Exercice 3.2 : Equation des ondes avec vitesse variable On considere l’équation des
ondes avec une vitesse dépendant de la position (uniquement) :

(0% — c2(z)A)u = 0.

1) Quelle est l’équation eikonale ¢ Quelles sont les équations de transport ¢ Les écrire dans les
variables (xz,t) et dans les variables x.

2) Proposer une équation des caractéristiques de sorte que la phase ¢(x) vérifie p(x(s)) =
¢(x(0)) — s. Donner les équations vérifiées par les caractéristiques. Résoudre les équations de
transport.

3) Refaire lanalyse, si cela est possible, avec I’équation Pu =0, P = 8% — div(A(x)V).

4) Proposer un changement de variable dans ’équation de départ.

Solution de 1’exercice 3.1 Nous imaginons une onde, centrée en 0 & t = —T, se propageant a la
vitesse 1 dans le vide. A instant ¢ = 0, cette onde a son front d’onde situé sur la sphére de rayon T'.
La surface X est donc {z, |x| = T'}. Le vecteur V¢ est donc €.. Comme A¢ = div(grad¢), on vérifie
que

Ao =0.(5)+ 0, +a.5) =2,

Utilisant le résultat précédent, on trouve que x(t) = xo+tér = xo+t-2, et donc lorsque zo € Br,

lzol’
1‘(t) € Biyr.
On retrouve 1’équation de transport

Y
)

qrool(t) = ———0
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d’ou

puis
ap((t) = (1+ ) ap(2(0)) — 5 / Aay-1(w(s))(1+ 5)ds)

Dans la deuxiéme application, nous supposons au contraire que le front est ¥, muni de la deuxiéme

orientation. On vérifie alors que

S = {z,|z| =T — t},2(t) = 2o — t
|zol

puis que ao(z(t)) = ao(wo)(1 — %)~ "

On vérifie donc que ao(z(t)) devient singulier pour ¢t = T'. Les rayons se focalisent tous au point
0, et tous les termes de I’équation de transport deviennent singuliers. Nous avons donc exhibé deux
cas ol on pouvait résoudre les équations de transport, et dans un cas ¢ peut aller jusqu’'a +oo.

Solution de ’exercice 3.2 1) Nous introduisons donc un petit parameétre . Alors on recherche
une solution sous la forme

o(z,t, E)ew(z’t)/s.

On obtient alors

—72[(0e)” = ¢ (@) (Var))?]
+ie 200000 — 2¢ 2 (2)Voh Vo + (9721) — ¢ 2 (2) Av)o]
+(0f — ¢ *(z)A)o = 0.

L’équation eikonale est alors
(0ch)? = () (V).
On peut écrire, au voisinage d’un point (xo,to) avec ’hypothese 0:1)(zo,t0) # 0,
Y(@,t) — P(xo,t0) = alz, 1)(t — P(z)),

ou to = 9(xo0) et a(xo,to) # 0. On vérifie que ’équation satisfaite par ¢ et par a se met sous la forme

a’(z,t)[1 — ¢ *(2)(Vd(2))?] =
(- ¢(:p))[f—2avzavz¢ +2a0a + (L — $(2))(Bra)® — C%(t — $(2))(Vaa)?],

ce qui donne, en ¢ = ¢(x) au voisinage de & = z

(Vad(2))* = (2).
et I’équation sur a correspondant & annuler le terme de droite entre crochets.
Obtenir I’équation de transport n’est pas évident sous cette forme; il faut plutot revenir a une
formulation du type

= ()
b(z,t,e)e"™

et obtenir ’équation de transport sur b. En effet, cela revient & imposer ¢ (z,t) = t — ¢(z), auquel cas
Vet = =V et Ay = —Ag, (9?21/) = 0. Les équations de transport deviennent

Oib+ ¢ 2 (2)VadVab + %C_Q(z)Aqu G AN E

Cette équation de transport, simple, sera étudiée plus loin. Pour l'instant, concentrons nous sur les
définitions des caractéristiques. Celles-ci doivent étre orthogonales aux surfaces d’onde, donc on doit
avoir

dx
== a(x(s))Vep(x(s)).

La fonction ¢(z(s)) est, suivant ’hypotheése de I’énoncé, linéaire en s donc
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d L dr 5
75 0(@(8))) = 1= Vao(a(s)) o= = alz(s))(Vai(2(s)))",
ce qui donne a(z) = ¢ ?(x). Si les courbes caractéristiques sont définies par
S = 2 (a(s)Vad(a(s)), 2 (0) donné

alors ¢(z(s)) = ¢(z(0)) + s.

Notons que, contrairement au cas scalaire (vitesse constante), les rayons ne sont pas des droites.
En effet, soit f(x(s)) = M' C’est le vecteur unitaire tangent au rayon. Alors, lorsqu’on le dérive,
en utilisant Hess¢V ¢ = cV e, égalité qui provient de I’équation eikonale, on trouve

d - B Hess¢>% \Y%
L ({la(s) = -

qui est la projection orthogonale de V¢ dans le plan orthogonal & . Ce vecteur n’a aucune raison

wcz 1 o
. = Vapp = C_Q(VIC — (t.Vzo)t,

d’étre nul.
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Chapitre 4

Théoreme de la phase
stationnaire

Dans cette section, nous introduisons un des outils essentiels de compréhension plus pro-
fonde des propagations d’onde : le théoreme de la phase stationnaire. Nous emploierons dans
la plupart des cas étudiés cette appellation, méme lorsqu’il s’agira de la méthode du col.

Traditionnellement, les méthodes de phase stationnaire s’appliquent a des intégrales dites
oscillantes, et permettent de trouver, sous un certain nombre de conditions, un équivalent
lorsque k tend vers +o0, de fQ a(z, k)eik‘z’(w). Historiquement, cette intégrale n’a pas été la
premiere a étre étudiée. La méthode du col, quant a elle, permet d’obtenir un équivalent
d’intégrales de la forme f; o(z)e**®) dz, on la phase ¢ présente un maximum non dégénéré
en un point z¢ de l'intervalle [a, b]. La méthode de la phase stationnaire differe sensiblement,
dans son principe, de la méthode du col. En effet, dans le théoréeme de la phase stationnaire,
le point critique considéré est un point stationnaire pour la fonction ¢(z) (cela peut etre un
maximum, un minimum ou un point selle) alors que la méthode du col s’applique uniquement
au voisinage d’un maximum.

L’intégrale fQ a(x7k)eik¢(r)dw s’appelle une intégrale oscillante, et une théorie détaillée
fait 'objet du chapitre 9. Notons, pour justifier 'emploi de cette dénomination, que lorsque
¢ est réelle, la fonction e™*?(*) est oscillante. Par exemple, si on considere ¢(z) = z2, pour

€ [-1,1], lorsque k est grand, les intervalles ot ¢ prend les mémes valeurs sont les intervalles
[(252)%, (2.

Ainsi, la méthode de la phase stationnaire est plus générale que la méthode de Laplace,
puisque la phase peut étre de la forme ¢”*¢(®). Dans tout ce qui suit, on appellera souvent
théoreme de la phase stationnaire tous les résultats qui reviennent formellement au calcul d’un
extremum non dégénéré d’une phase.

4.1 Méthode de Laplace

Nous donnons le résultat de la méthode de Laplace que I'on trouve par exemple dans le
livre d’exercices de Polya et Czego [83].

Laplace [57] a introduit cette méthode pour le calcul de [ dx cos roc—@’e’ lorsque les bornes
sont —oo et +00 (p 107), ¢ désignant I’exponentielle de 1. Par commodité, on le remplacera par
e, notation & laquelle nous sommes habitués. Pour le calcul d’un équivalent de [ ydz, Laplace
a introduit la représentation y = Ve " ot Y admeet un développement de Taylor (p 101).
Il étudie alors le cas particulier 4 =1 (p 112), dont il déduit le développement de [ ydz.

Polya et Czego ont présenté cette méthode dans [83] pour le calcul d’un équivalent en n de
f; [f(z)]™dx, ol f, strictement positive, présente un maximum intérieur & [a, b]. Si on réécrit

f(z) = €8 (@) notant ¢(x) = log f(x), on formule le résultat de Polya et Czego sous

63
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Lemme 4.1 Soit ¢(z) de classe C? sura,b[, a < a1 < az < b, qui atteint son mazimum en
un seul point xo de lintervalle |a1, as[, tel que ¢ (xg) < 0. Soit a(x) une fonction continue
sur [a,b], telle que a(xg) # 0.

Un équivalent asymptotique lorsque k — 400 de

as
/ a(z)eR* @ dg:
a1

s i T
est (m) 2 ek¢( O)a(ajo).

Preuve 1l existe g9 > 0 et € tels que, pour z € I =|ay,zo — €[U]xo + £, az], alors ¢(z) <
¢(zo) — 0. On écrit

a zo+
o k(o) / () dy / o) eF @60 gy / " ()Mo gy
a I T

1 0—¢€

On remarque que

1
mm—¢@w=<m~mfA<1—wwa+u—wm@ﬁ

On suppose que a(rg) # 0. Pour e assez petit, il existe a,3 > 0 tels que 8 < [azo)| et
a+ ¢"(xo) < 0 et pour tout x € [xg — €, 0 + €]
(x — 20)?[¢" (w0) — a] < ¢(x) — d(wo) < (x — 20)%[¢" (x0) + a].
a(zo) — B < a(z) < a(wo) + B,
ce qui permet de majorer et de minorer fj(’j: a(z)eF¢@=8(@0)) 4y par
(la(zo)| — B)eke(@o) IIO” e k(=0" (@o)+a) (@=20)* g <
|f”0+5 )ek(@(@)=6(x0)) gy |
< (la(zo)| + B)ek? zo)f e—k(=¢"(z0)—a)(z=20)* j,..

On rappelle que

=

—+oo
k[~ (z0)Fol(a—20)? gy, — 2
[ "= e £al

De plus, on vérifie que

+oo z—x0)? 1 —k(z—1x0)?
fmg_;,_s € kO °) de < — 2kCe fzg-ﬁ-s( 2k0(1‘ - .730)) . e (411)
< 1 e—ks C
— 2kCe ’
ainsi on a les inégalités
" 2
(|a(zo)| — ﬂ)ek¢(f0)(W 2f e k(=" (@o)+e)(@—0)" g <
| f“*a )ek(@(@)= ¢($0))dx|
(an+mkmwfe*<Wm>“wmdx
On a de plus l’inegalite | [; a(z)ek @@ =@ dz| < Meheo,
On en déduit que kzek(z0) fa2 )eko (@) dy — a(mo)(w) 2 tend vers 0 lorsque &

tend vers +o0o. Ceci acheve la preuve du lemme 4.1.
On généralise ce résultat & un intervalle compact K de R™ et une phase ¢(z) définie sur

ce compact. On étudie
/ @ q(z)da.
K
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Considérons I’ensemble des points ou ¢’ s’annule. Dans un premier cas, on suppose que cet
ensemble est vide. Comme ¢’ ne s’annule pas sur le compact K, il existe § > 0 tel que |¢’| > 0.
On a alors

fieet*Oate)te = fi ) iy do

_ 1 (z d a(x) 1 z) a(x)
= —3 Jx "5 ¢>’(w))dx + 1 Jor ekl )¢>'(w)da($)'
La phase ¢ admet son maximum, noté [, sur le bord 9f.

On vérifie que - ( “((‘1) ) = g;g; - “((i,)(i;gf) Ainsi |4 (¢,((I)))| < I“/(;I‘” + ‘a“"’(‘;f““"’. Il existe

donc une constante C, égale & u(K)( ‘alg“"’ + Ial"",‘;f ey + u(OK)!
paragraphe la mesure de Lebesgue de K), telle que

C
< —
[ e atayan] < e

On a obtenu une majoration dont le terme principal est en k~!e¥™ax¢_ Elle est donc négligeable
par rapport au terme du Lemme 4.1.

Dans le cas contraire, on suppose que les points ou la dérivée s’annule sont en
nombre fini, isolés et contenus dans l’intérieur de K. On les note x1,...,xxy et on
suppose aussi (et c’est une condition générique) que ¢”(x;) # 0. On a le

5°° (u(K) désigne dans ce

Lemme 4.2 Soit J C {1,.., N} l’ensemble des indices des points ot ¢ atteint son mazimum,
€gal a l. Alors

ek R q(2)dx ~ 2—7T 3 M.
o = N

JjeJ

Preuve Il existe N + 1 fonctions x1,...xn dans C§°(K) telles que

N
X+ xi=1,
j=1

chaque fonction x; est supportée dans un compact K; contenant z;, est égale a 1 sur un
voisinage K} de x;, tel que, sur K7}, ¢ (z) ne s’annule pas et les K sont disjoints. La fonction
X, quant a elle, a son support dans le complémentaire d’'un ouvert borné K ne contenant aucun
des x;. Ainsi la restriction de x sur K a son support dans un compact ne contenant aucun
des x;.

On a ainsi écrit

e M [ eF@a(x)da = dier ek [ eF a(;v)xj(x)dﬂc+zj¢J e M [ e"@a(x)x;(z)dx
+e’klf M’(w)a( )x(x)dx.

Considérons a; = [, e ¢@)a(z)x,(z). Le compact K; contient uniquement le point critique
. Si ¢(z;) est un maximum de ¢ sur U'intervalle considéré, alors on applique le Lemme 4.1.
Lorsque J ¢ J,le maximum est strictement inférieur a [, ainsi eF(¢()=1 est exponentiellement
décroissant, donc est O(k™1).
Etudions le cas 2; minimum de ¢. Dans ce cas, on peut appliquer le principe du maximum
et il existe un point x;/, j° # j, qui soit un maximum, tel que ¢(z;) > max,cx,;d(x) + b, b
étant une constante strictement positive. Ainsi ¢(x) < ¢(x}) — b, d’ott on déduit

aje—kqb(zj/):/ CL(%)XJ.(x)ek(qb(ﬂﬁ)—¢>(ff:j/))dgc7

j
qui est donc uniformément majoré par e~ u(K;)supg |al.

D’autre part, sur le support de x, il n’y a pas de points critiques. Le maximum de ¢ sur le
support de x, noté [y est strictement inférieur a [. Cette intégrale est donc négligeable, et on

en déduit le résultat du Lemme 4.2.
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4.2 Théoreme de la phase non stationnaire

Nous énongons un premier résultat de régularité asymptotique pour une intégrale oscillante,
associé & un intégrand comprenant le terme e”*¢(#) De telles phases feront I'objet de la section
11.3.

Lemme 4.3 Soit ¢(x) une fonction de classe C*° sur Q C R"™ ouvert borné, x = (x1, ..., Tys).
On suppose que ¢ n’admet pas de point critique sur §Q.

Soit a € C§°(Q2), de support contenu dans K compact. On introduit u(k) = [, a(x)e* @) dg,
Pour tout N, il existe une constante Cy telle que

lu(k)| < Cnk™N.

Preuve On sait que 9, [e**(®)] = ikd,, ¢p(z)e**(*). On en déduit

O, 8
cike(e Tj 1k¢(z)
zk Z V|2 aocj )

Soit L 'opérateur

Un=-%5; L)

Le gradient V¢ n’a pas de zéro sur le compact K, donc il existe ¢ > 0 tel que |[V¢| > ¢, done
Popérateur L ne présente pas de singularité. De 'égalité

on déduit, apres intégration par parties pour a € C§°(€2) :

[ at@et s = = [ payene

Les coefficients de L sont C'*° et dépendent des dérivées de ¢ d’ordre 2. Par composition,
les coefficients de L*F dépendent des dérivées de ¢ & 'ordre k + 1 au plus. On vérifie alors que,
si |a|, désigne le maximum sur Q des dérivées de a au plus d’ordre p, alors pour tout M il
existe une constante Cy telle que

ILM(a)| < Car(|las+1, lalar)- (4.2.2)

Par intégrations par parties successives, on trouve

/a(x)elkqb(z)da: = (,—)M/ LM (a)e™ @) dy:
Q ik Q

ce qui conduit & I'inégalité du lemme, en utilisant la majoration (4.2.2).
On a donc démontré que, lorsque la phase ne stationne pas, I'intégrale oscillante est majorée
par toute puissance inverse de k.
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4.3 La méthode du col pour une phase complexe.

4.3.1 Un calcul préliminaire

Soit a € S(IR). Nous considérons ici I’expression

I(a,\) = / e_%(z_i)za(a:)dx.
R
Notons que, sur R, la phase ne présente pas de point critique. En revanche, de

A N2 A o A
—E(x —4)° = —5% + iz + >
on déduit la majoration
271
10, 0)] < llalloo ()32,

dont on pourrait déduire que I'intégrale se comporte en e%, et donc que nous n’aurions pas de
développement asymptotique. Ce n’est pas le cas; en effet on écrit

I(a,\) = e%[/ e_%rza(x) cos(Az)dz —i—i/ e_%rza(x) sin(A\z)dz.
R R

Soit M V'opérateur

1 of
M = —(x).
@) = 5 L)
Son opérateur adjoint donné par [Lfgdx = — [Mgfdz est I'opérateur L de la section
précédente
9 flz)
L = — .
1) = 2 L9,

Ces deux opérateurs agissent sur les fonctions C*°(IR). La relation
L(e_%(r_i)Q) = de 2@’

implique

I(a,\) :—1/ M(e 2@ q(z)dz = l/ e 20" [(a)(z)dz.
A Jr AR
11 vient

I(a,\) = N NI(LY (a), \).

Ces calculs ressemblent a la preuve du théoréeme de la phase non stationnaire. La majoration
obtenue est alors

YN,3Cn > 0,[I(a, \)| < Cn|lallenmr Ve,

On verra dans la suite de ce chapitre que nous ne sommes pas dans le cadre du théoreme de
la phase stationnaire (auquel cas on pourrait conclure que cette phase est non stationnaire) :
une des hypotheses cruciales (le comportement de la phase en \), qui est que Re(— 3 (z—1)?) <
0, n’est pas vérifiée.

Pour poursuivre 'analyse, soit F'(A\) = I(1,A). Cette fonction, qui est définie pour tout
A > 0 vérifie, apres dérivation (licite) sous le signe somme, I’équation différentielle :

F'(\) = —%F(A)

d’olt on déduit Az F(X) = F(1). On a ainsi
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=

A F(A):/e‘%@—””zdu.
R

Lorsque A — 0, la limite de cette quantité est (27)%. Comme la fonction A2 F(X) est constante,
. * 7 N P 1
continue sur R’ . Elle est donc égale & sa limite (27)2. Nous avons donc obtenu

27

10,3 = (D)%,

Nous verrons ci-apres qu’il s’agit d’un résultat analogue a celui donné par la transformée de
Bergmann.

Si on veut calculer I(1,\) en utilisant la méthode de Laplace (que l'on appelle aussi

méthode du col), on introduit le contour dans le plan complexe qui soit le rectangle dont

=

un des cotés est [— R, R] et dont le coté opposé passe par le point i. La fonction e 3(@=)" gt
holomorphe dans ce rectangle, donc 'intégrale sur le rectangle est nulle. Ceci aboutit a

R 2 2 R At2 1 A(_R—i 2 L A(R4i 2
/ e~ 2= gy :/ e Tz —l—i/ e~ 2 (- R—iu—i) du+i/ e~z (Btu=—1"q,,
-R -R 0 0

Le premier terme est équivalent a (27”)% lorsque R tend vers +o0o grace au lemme 4.1.

Les deux autres termes sont majorés par e_%(Rz_l), qui tendent vers 0 plus vite que toute

puissance de A lorsque A tend vers 400, ceci dés que R > 1. Par déformation du contour
d’intégration, on s’est ramené a la méthode de Laplace.

Maintenant, supposons a(z) holomorphe dans la bande 0 < $z < 1, avec des majorations
de a et de toutes ses dérivées analogues a celles de a € S.

Le calcul peut étre fait identiquement, et on trouve

I(a,)\):/ e*)‘éa(t—&—i)dt.
R

Sur cette intégrale, on applique le théoreme de la phase stationnaire usuel.

4.3.2 La méthode de Laplace pour une phase complexe générale

On considere une fonction holomorphe ¢ vérifiant les hypotheses suivantes :

1. sur 'adhérence B d’un ouvert connexe B du plan complexe, ¢ n’admet qu’un seul point
critique zp et il est non dégénéré. On a alors ¢'(z0) =0, ¢ (z0) # 0.

2. il existe un chemin z(t) vérifiant z(0) = 2o, 2(0) # 0(et ¢(z(¢)) est orienté dans le sens
inverse du sens trigonométrique) et un € > 0 tels que

vt € [—¢,¢], Re[¢(2(t)) — ¢(20)] < 0.

De plus, Re(¢(z(£e)) — ¢(20)) < 0.
3. En définissant BNR = [a_, a, ], il existe deux chemins C4 tels que C+ joint a+ a z(e),

de longueur L1 ne dépendant que de 'ouvert B, et une constante § > 0 tels que, sur
C+ U C_ .

Relp(u) — ¢(20)] < —6.
On a alors la proposition

Proposition 4.1 Pour tout a symbole holomorphe sur la région Q définie par [a_,a4], Cq,

C—7 Z([—E,é‘]),

a4
e~ A (20) / e @ q(x)dx
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admet un développement asymptotique en A qui est celui de

1>
/ AOEOI=6G0) g ((£))3(1)dt.

—€

Preuve Comme les fonctions a et ¢ sont holomorphes sur 2, 'intégrale sur le contour 02 est
nulle (théoreme de Cauchy). Ceci s’écrit, en tenant compte des orientations et en supposant
Cy parcourus dans le sens trigonométrique par des chemins orientés v4 (s) (avec |y+| = 1), on
a

e—2$(20) f,ff em(f)a(a:)dx _ f 2(t))—#(z0)) a(z(t))z(t)dt
+ Jo, N0 a(y, (5)) (s)ds
+ fo_ XPO-D=0ENa(y_(s))7-(s)ds
On note 7(\ fc MO+ ()= (20)) g ( (S))7+(5)d5+fc, M= () =0(z0)) g (y_ (5))5_(5)ds.

On apphque le theoreme de la phase stationnaire usuel au premier terme, puisque ¥ (t) =
—i(p(2(t)) — p(20)) véritie Iyp > 0, avec inégalité stricte au bord, et 1 admet un point critique
en t =0 de valeur 0.

On sait que [r(\)] < [|a|oo(Ly + L_)e™*. On écrit

N—-1
€ 271
/ AOED)=6(0) 4 (5 (1))3()dt = (T’T)a > aA P 4 rv(N)
p=0

—€

avec |[ry(A)] < CnA™N pour A > A, la constante dépendant de a et de ses dérivées dans le
domaine 2. On introduit alors ry(A) = rx(A) + 7(A). Il existe une constante C’ telle que,
pour A > Ag

v (V)] < Oy
On a ainsi prouvé la proposition.

Corollaire 4.1 Si dans louvert 0, la phase ¢ admet plusieurs points critiques z1, ...zq tels
que Rep(z1) > Red(z2) > ... > Reg(za), alors, sous les mémes hypothéses 1. et 2. que
précédemment pour les points critiques

b
e (21) / a(x)e’\¢’(””)

admet un développement asymptotique qui est celui uniquement au voisinage de zi, pourvu
qu’on puisse déformer le bord du domaine en un contour tel que Re(p(z) — ¢(z1)) < —0 < 0,
sauf dans un voisinage de z1.

4.4 La méthode du col : majoration uniforme du reste
pour un symbole holomorphe

Il existe autant de théoremes de la phase stationnaire que de situations dans lesquelles on
peut se ramener a un tel développement. Nous verrons par exemple dans le chapitre 5 un autre
énoncé, qui sera aussi utilisé dans la section 4.8. Il se produira méme des cas ou la phase sera
stationnaire dégénérée, comme le cas se présentera dans le chapitre 11, le chapitre 12 ou encore
le chapitre 14 : leur point commun étant ’existence d’une phase oscillante plus générale, qui
se réduise en presque tous les points en la phase considérée, et qui présente un point critique
non dégénéré!. L’énoncé de cette section se rapproche de la méthode de Laplace, qui s’appelle

IPlus précisément, si la phase ¢(z) admet un point critique dégénéré en o, on pourra trouver une phase
Y(x,0) qui est équivalente & ¢ et qui n’a pas de point critique dégénéré.
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aussi méthode du col, ce qui explique le titre du chapitre. C’est un résultat donné dans le livre
de J. Sjostrand [88] :

Théoréme 4.1 1[I existe une constante C'y ne dépendant que de la dimension N, telle que
pour tout n, k > 0, et toute fonction holomorphe u définie sur un voisinage de la boule de
rayon 1 dans OV,

p=n
kY / ek 2y(z)de = 2m)F " upk P + Ry (k)
|z|<1,zeRN p=0
ot les up, sont égaux (p—ll)((%)pu)(O) et ou le reste R,, vérifie

|Rn (k)| < Cxy(n+ 1)k Y(n + D2 sup o onlu(z)]

Preuve La démonstration de ce théoreme de la phase stationnaire complexe se fait en deux
étapes :

1. Majoration du reste en utilisant le principe du maximum.
2. Calcul de chaque terme a partir de la série de Taylor

Nous commencons par la preuve du deuxieme point.
On vérifie, sur z € C, |z| < 1, I'inégalité (provenant de |u®)(0)] < plsup < L@ lu(2)])

p=2n-1 u(p)(())

p!

2| < (2n+ Dsup; i< eclu(2)]-

2P| < (2n+ 1supp <q seolu(2)]]2*"

On peut généraliser cette inégalité sur CN en considérant toutes les droites complexes de CV
passant par Porigine et les fonctions f(\) = u(\z), ot z € CN et A € C. On obtient (utilisant

! ! 1! : .
> E=5E>08= (D! Jans le raisonnement par récurrence)

a+6;=p0 al B! B
!
Fron =Y Zaeou(o),
!
la|=p
ce qui entraine
0%u
| Z ol ¢ | <suppi<izeclulz)] (4.4.3)
Ot,|a‘:p )

et, en utilisant le résultat pour N =1,

p=2n—1 (a)
u O [0} n
lu(z) — Z Z a!( )z | < (2n+ I)N[Sup‘z‘SLZeCN|U’(Z)|]|Z|2 . (4.4.4)
p=0 |a|=p

La majoration du reste dans le théoreme 4.1 provient alors de cette majoration.
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Calcul de l’intégrale pour un polynéme On vérifie pour une fonction homogene po; de
degré 2l que

~n A
2 ( —
2

Tpw) = | e Pputade = )7 0¥ (5) ) 0) (4.45)

’E2 1‘2 N . ’ . .
En effet, [e™ > %pgldaj = % J x.Vapaue = dx aprés intégration par parties. On remarque

que .V ypay = 2lpe(z), d’ont on déduit fe’%(%pgl)(x)dx = lfe*z_;pgl(x)d;v. D’autre part,

(%)m(pgl)(O) = 3, Ci(20)], on ) est la somme des coeflicients des termes en x?l dans poy.

On applique alors un raisonnement par récurrence sur l’ordre d’homogénéité. On remarque de
plus que pour un polynéme homogene d’ordre impair, I'intégrale est nulle.

On en déduit

] u(®(0) 27\ N 1A u(®(0)
Lo 0y = mar =0ty @ (X o)

(0% :
|| <2n+1 =0 |a]=21

On note alors que

|a|=21
ainsi .
k2 u((0) 27r%” 1 A,
[0y e = (GHEY gr(3)0)
|a]<2n+1 =0
Introduisons
N _ Nem 1A
R, (k) =k>= / e M T u(x)dr — (27)2 W(E)lu(O)
|z|<1 =0
Il vient

N 22 u(a) N 22 u(a)
Rn(k):k7/||<1 e " T [u(z)— Z a!(o)xa]dx—k?/lpl e h T Z a!(o)xa]d;v.

|| <2n+1 || <2n+41

On note S, (k) = k= f\z\>1e_k§[2|a\§2n+l %xo‘]dm. Par changement de variable

r =rw, w e SV, on trouve

p=2n+1

o0 2 (o)
Z / e kT pN=14p gy Z / v (O)wadw.
=0 1 SN—1 al

|al=p

vz

Sn(k) =k

Utilisant I'inégalité (4.4.3), on trouve que

p:2n+1 o0 2
Z / efk%TN*1+pdrV0l(SN71) Sup|z|§1|u(2)|'
p=0 1

vfz

1S (k)| < k
De l'inégalité (4.4.4), on déduit alors I'inégalité

1 2 p=2n-+1 ) 2
IR, (k)| < Vol(SN™1) sup|z|<1|u(z)|[k%/ (2n43)r2n 2N =1k gp g Z k%/ e M pN=tr gy,
- 0 =0 1

(4.4.6)
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Comme Zgnﬂ 1 =2n+2et que, pour r > 1et p<2n+ 1, PNTP=1 < p2n+N+1 o trouve

R ()] < Vol(S5—1) sup|z|<1|u(z)|(2n+3)k%/ PN =k g
- 0

Nous souhaitons calculer cette intégrale et en trouver un équivalent lorsque n est infini.
Introduisons

On a

De plus

/ P2e R g — (“2)P PP (k), / PR 4 — (“2)P G (k).
0 0

On déduit de ces relations

o0 ' o0
/ ere_kédr = (QW)%k_p_% (2)" i,/ 7“2p+1e_k§dr = k7P 1pl
0 pl 277 [y

On recherche donc un équivalent, lorsque n est grand, de 22+ (n+ %)' lorsque N est pair,
N+1

et de (2m)2 %2_”‘ 2~ lorsque N est impair. Pour fixer les idées, divisons par n! et

utilisons la formule de Stirling. Pour N pair, on trouve

+n N
ZIGED o en(n Yyt Een ¥ 2n(n + ¥))dnmen (2mn)
° N
=25 e T (1+ M) E(n+ )T 1+ Z0) T (1+ )",

ce qui donne comme équivalent G 2) (k) ~ C{2"(n + 1) T nlk—""2 1,
De méme, pour N impair, on trouve comme équivalent

(27)% ot NAD 9B @nE NN 2N Ny N
N+1 — N+41

n!(n+ ) nn+%e_n(n+N+1)n+ i1

N+l N N4l

2
~V2(n+ 1) T (1 4+ Lyt () T e T ot

N+41
2

on trouve de méme

FOH5E9 (k) = CR 2 (n + 1) Fnlk "3 3,
L’expression (2n + 3)]{;% IOOO r2”+N+1e*k§dr/2"“(n + ].)'(TL + 1)%kn+%+1 a pour limite
C'y lorsque N tend vers +o00. Elle est donc bornée pour tout n par une constante Cy.

|R.(E)| < CnVol(SN71) sup|, <1 |u(2)|(n + )l(n + 1)%2”“1("_1.

Le théoreme 4.1 est démontré. Notons que c’est un théoreme tres puissant grace a 1’holo-
morphie : on a trouvé un majorant expllivcite dont le comportement en n est connu précisément.
Cet équivalent est 2" (n 4 1)!(n +1)2 k"L

r2 n ! L
Remarque : pour N = 1, on trouve [j~r*"e "= dr = (277)%&% = (2m)2(n +

n+1
1)12n+t ;2%}22, donc la constante Cy est (Z)7. Pour N = 2, le calcul d’intégrale donne 2"+ (n+
DY, dou Cy = 2.
On généralise ce résultat en remplacant x2/2 par la forme quadratique non dégénérée
q(x) = %(Qxx) POur cela, on définit le laplacien associé a la forme quadratique (ce qui fait
Pobjet de la suite de cette section )
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Proposition 4.2 Siq est une forme quadratique définie positive, on désigne par A, Uopérateur
différentiel d’ordre 2 a coefficients constants qui est le Laplacien associé€ a la forme quadratique.
Alors, pour u € C§°(Bn), on a

Y i 1A,
/BNe kq( )u(g;)daj ~ (kNdetQ) Z m'km(T) (u)(0).

Preuve On utilise le changement de variable orthogonal donné par g(z) = %> a;v? ca-
ractérisé par Pv = x ou P est une matrice unitaire. Notons que det@) = [][a;. Comme le
changement de variable est orthonormé, on a

/ e Ra@)y (g )da:—/ e_%(ziaw?)u(Pv)dv.
BN BN

Soit U(v) = u(Pv). Il est immédiat que

k(@) (1) de — B Bty dt
N whr= [ U T

oit la boule By est un ellipsoide induit par les /a;. Comme ¢(z) = $(Qz.z) = 1(*PQPv,v) =
2> a;v?, on trouve @ = P Diag(a;)' P. 1l vient

o5 ti dt (27T)% Ly
/J;N U(\/Ei)(detcz)% T kT (detQ)z 2k (31U

p<n

=

ou
92

ERE

=21 m P Pim 5252—(Pv), alors on trouve

QJ‘Q—)

LU=y — PP ﬂ(m)
lmz il im z@xm

qui définit 'opérateur laplacien associé a la forme quadratique @ sous la forme
A, = div(Q 'grad). (4.4.7)

On souhaite généraliser le développement asymptotique de la Proposition 4.2 a une phase
quelconque, de maniere intrinseque.

Lemme 4.4 On suppose que ¢ admet un point critique non dégénéré xg et que la matrice
Hessienne de ¢ est définie positive. On obtient le Laplacien associé a ¢ en xy grace a l’égalité

k(o) [ —ké(@) N (2m) % L A
‘ /e afw)de = k%(detHessfﬁ(mo)) mXZ:Om!km( 2 e A

On applique le lemme de Morse au voisinage d’un point critique non dégénéré en notant p le
nombre de valeurs propres positives (en comptant leur multiplicité) de Hessg(z)Il existe un
systeme de coordonnées T tel que, localement

8(r) = (o) + 5(S ) — D)), (4.4.9)

i<p Ji>p

L’application 2 — # est un difféomorphisme local de R . Dans le cas étudié ci-dessous p = N,
et on calcule
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k N = \2 —1
/B e_k¢(z)u(x)dx:e_k¢(z°)/ e E 2 @) u(x_l(ﬂf))UaC(Lx a:( )‘)|dx

By 0
Pour ce faire, on utilise le résultat de la proposition 4.2 puisque cette phase est quadratique
(d’apres le lemme de Morse et I'hypotheése en xg). Le développement asymptotique de

ek (o) / e R@y () da
Bn

est donc

2T N~ 1 Az . 0x~ (%)

Sk gm(j)p[u(x (@) Jac(—5==)ll(zo) (4.4.10)
En égalant les termes de méme ordre en k des égalités (4.4.8) et (4.4.10) et en notant que

det¢” (z0) = |2Z|?(z0), on trouve que

7 (% (&
G tuta @)ael 2D o) = e T D) ) (B2 Putao).

On en déduit une définition formelle du laplacien Ay associé a la phase ¢ au voisinage de xg :

0x (@), 017 ()
I Ba(ac )

En dimension 1, on calculera explicitement de laplacien dans la section 4.6.

Apu = |Jac(

4.5 Le théoreme de la phase stationnaire

Les résultats énoncés ci-dessus le sont lorsque 'intégrale a calculer contient un terme de la
forme e~ F?(*) 1] g’agit de généralisations de la méthode de Laplace ou méthode du col.

Les développements asymptotiques obtenus dans les sections précédentes peuvent étre
écrits formellements pour des intégrales la forme [ a(x)e?*®) dz. Nous démontrons dans cette
section que les expressions trouvées sont les développements asymptotiques de l'intégrale
J a(x)e**@) dz. Les deux résultats principaux (issus du traité de Hérmander, Théoreme 7.7.5
de [46]) sont énoncés dans la proposition suivante.

Proposition 4.3 Soit ¢ une phase sur RY admettant en xo un point critique non dégénére,
c’est-a-dire V¢(xg) = 0 et Hessg(xo) inversible. Nous supposons pour (i) que Re¢ > 0 dans
un voisinage de xo et pour (i) que S¢ > 0 sur B(xzo,T).

Alors les deuz résultats suivants sont vrais, pour x fonction C'*° a support compact dans
une boule de centre xq (les déterminations des racines de detHess¢(xo) sont choisies de partie
réelle positive)

(1) /RN x(x)e F @ y(z)dr ~ (L Zk P(p Ay )P () (o )e @),

kN detHesso(xp) =

™ N 1 iNm ) .
6 X = e SO A )

p=>0

Notons que, pour le premier alinéa, la condition Re¢p > 0 implique que la phase est
nécessairement de la forme (4.5.11). Quant au deuxieme alinéa de la proposition, il n’est vrai
que pour une phase telle que S¢(z) > 0 sur le bord de Pouvert étudié (voir [88], Théoreme
2.8). En revanche, si u est & décroissance rapide, le Lemme 7.7.3 de Hérmander [47] permet
de retrouver le théoreme.
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Preuve Comme Hessgg est non dégénérée, on applique (4.4.9). Si, de plus, la matrice Hes-
sienne est symétrique définie positive en zq, il existe un changement de variable tel que, au
voisinage de xg

8(z) = Blao) + 5(2,9) (45.11)

Du résultat obtenu dans le cas ol la matrice Hess¢(xg) est définie positive, on déduit le résultat
dans le cas général ou ¢ est donnée par (4.4.9) en séparant successivement les intégrales
sur les variables ; pour j < p et Z; pour 7 > p. On remarquera alors que le résultat sur

J a(i)e’ngdi: est obtenu en prenant I’expression conjuguée du développement asymptotique
de [a(z)e*™ dz.

Lemme 4.5 Dans le cas (4.5.11), il existe une matrice Q(x) telle que ¢(x) = ¢(xo) +
1(Q(x)z.2), 2=z — z0.

On applique la formule de Taylor avec reste intégral :

() = P(xo —|—Z/ (1102, 0t + (1 —t)zo)(z — w0, ¥ — x0)dt.

On note alors .
Q) = 2/ (1= 102 ,, 8t + (1 — Hhao)dt,
0

qui se démontre en remarquant que si g(t) = Vo(tx + (1 — t)zo)(z — o),
1
/ (1—1t) Z 2 e, Ot + (1= t)xo) (& — w0, 2 — o) dt = / (1—t)g'(t)dt
0

et par intégration par parties, en utilisant fol g(t)dt = ¢(x)—p(xp), on obtient fol (1-t)g'(t)dt =
¢(z) — ¢(x0) + 9(0).

On vérifie que Q; k(o) = 269%]“ (z0) fol(l —t)dt d’ott la matrice (Q; k(o)) est symétrique
définie positive. Commme ¢ est de classe C3, il existe g9 > 0 tel que, pour |z — zg| < g la
matrice (Q;x(x)) est définie positive. La racine de la matrice Q(zo) est la matrice caractérisée
par la valeur propre 1/\; sur le sous espace propre E;. On écrit alors

Q(z) = (Q(x0)) 2 [Id + (Q(20)) " * (Q(z) — Q(20))(Q(0)) " 2](Q(x0)) .

La racine carrée de la matrice Id + R(x), ou [|R(z)|| < & pour une norme usuelle, peut
étre calculée par le développement en série entiére associé a (1 + x)%. Ce développement
est absolument convergent, les puissances de R commutent entre elles, ce qui construit B(z)
symétrique telle que *B(x)B(z) = Id + R(z). La matrice racine A(z) telle que *A(z)A(z) =
Q(x) est alors A(z) = B(x)(Q(z0))2. On prend Z = A(z)z ce qui donne

B(z) = dlao) + 5 (A(w)e.A(e)z) = d(xo) + 5 (2.3).

Par définition, le Laplacien métrique est donc

Le premier alinéa est démontré.
La preuve suivante du deuxieéme alinéa est directement inspirée de celle du lemme 7.7.3 de

)
Hoérmander. Elle s’appuie sur la transformée de Fourier de la distribution e*= € §'(R).

Lemme 4.6 La transformée de Fourier de e’ € S'(R™) est la distribution tempérée (2m) > 1%
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Considérons u(x) = 22552 Alors Dju(z) =izju.

Supposons v distribution vérifiant les égalités D;v(x) = i€;v. En considérant v/u, on trouve
que D;(v/u) = u=*(Djvu — Djuv) = 0. Donc v/u est une constante.

En prenant la transformée de Fourier de ’égalité D;u = iz u, on trouve

§ju(§) = —iD;(1).

- 2
On applique le résultat précédent, ce qui donne @(€) = 4(0)e’ PINCH ?. Le coefficient 4(0) s’ob-

. . 2
tient en introduisant une modification simple de u(z) sous la forme u.(x) = el(zf(lﬂa)zj)/z.

La fonction u. est dans S(R?) et au sens de S’ u. tend vers u. De plus,

j=N 2 22

—i imifidiad —ed
/ ue(x)e " Edy = H(/ e iGTIT T gy,
RN =1 /R
Remarquons que
=2 z2 2 .2 e
/e_izjéjHTj_s_dej:i dye  THETWE
R Ve Jr

11 suffit ainsi d’étudier 'intégrale

y2 ; y2 ;
F(\) = /Rdye_TJr”‘T_lyq.

Par déformation dans le plan complexe de I'intégrale sur R en I'intégrale sur R + i(, on
trouve que

F(0) = e~ (2m) 3.

La fonction F' est dérivable, et sa dérivée est

F'(\) = [ dysmoy (1= iNy +i¢)* = 2i¢((1 = iN)y +i¢) — (2e™ 7 Tdr—ine
. 2 i
= _22(IEiA)2F(/\) + 2(14,\)F(/\)
par intégrations par parties.
On a alors

d ¢? ) 2
—(e20- F(N)) = ————e20- F()).
e (A) Y (M)

<2
Si on note G(\) = e20=) F'()), on vérifie que, si la racine de 1 — i\ avec partie réelle positive
est notée (1 —i\)?2,

d o\ 1
(- NG0)] =0,

Remarquons que
A
2

(1= 0% =a() +iB0) = (50 + 1+ V) = TE(+(1+0)3) 5,

N =

(

Ainsi, comme G(0) = (2m)2 et que G est continue en A = 0, I'intégrale étant normalement
convergente, il vient

FQ) = e mom T2
(1 —4\)z=

1

En remplacant ¢ par &;/1/¢, A par ¢!, on trouve
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2 2 1 2
] 22 a2 1 27)% £2
/ e~ wibitiF e gy = L _(@mE P
R

VE(L - 1)3
1

%a(s) et que e2a(e!) tend vers %, e26(e1) tend vers _\/Li' Ainsi la

m |

Comme (1) = -3 1
limite au sens de &’ de @i (£) est (27)% ei 1

Par homothétie, la transformée de Fourier de z — e

52
ezi.
ika® /2 oot
€ — (2_77)N/26i%e—¢52/2k
A .

On considére alors h € S(RY). On a

<o o= [ = e [aol

On utilise le développement en série entiere de I’exponentielle, ce qui aboutit au développement
asymptotique de cette intégrale.

Remarque Le théoreme de la phase stationnaire oscillante peut aussi se démontrer en
considérant une déformation du contour d’intégration dans le plan complexe. On vérifie qu’il
s’agit de considérer iz? = —(e~ 7 x)2 = —y?. Classiquement, on considere I'intégrale sur le
grand cercle de rayon R, que l'on divise en § < 7/4 —a et 7/4 —a < 6 < 7w/4. Dans le
premier cas, nous avons une majoration de la phase par Rsina et dans le deuxieme cas, on
utilise une majoration de 'intégrale en Ra (par domaine d’intégration fini). On utilise alors
le fait que l'intégrand est a support compact ou a décroissance rapide pour controler cette
intégrale sur le grand cercle. On a donc égalité de I'intégrale sur R et de I'intégrale sur Re T .
A titre documentaire, cette méthode est utilisée en physique quantique et s’appelle la rotation
de Wick.

4.6 Expression du Laplacien associé a z

Nous donnons dans cette section une construction du Laplacien associé a une phase sta-
tionnaire. On retrouve rigoureusement dans le cas particulier de la dimension 1 le résultat de
la proposition 4.2.

Proposition 4.4 On considére une phase ¢ présentant un point critique non dégénéré en
xo, de signature (d,0), c’est-a-dire V., ¢(xo) = 0 et Hessp(xg) est une forme quadratique de
signature (d,0). Au voisinage de xq, il existe un difféomorphisme h de RY dans R, tel que

H(z) = 3 (h@)? + o(o).

Son jacobien est J(x) = det(h'(x)).
Le Laplacien associé a cette phase au voisinage du point xg est donné par la relation
suivante

Aga(z) = div[J(x)(h'th’)’1V%].
Dans le cas de la dimension 1 d’espace, ot h'(x) est une fonction et J(x) = h'(x), on trouve

A i) a(e) = 0 [ 0s (s a@)]
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Nous commencons par la dimension 1 d’espace. Par translation, on suppose ¢(0) = ¢'(0) =
0,¢”(0) > 0. La phase ¢(z) considérée s’écrit alors

1
o(x) = ;E2/O " (tz)(1 — t)dt.

Nous introduisons la fonction

1
) = a2 [0 (t2)(1~ )t}
0
Cette fonction est C* dans un voisinage | — ¢, €g[ de 0, choisi de sorte que
! 1
2/ ¢ (tx)(1 —t)dt > 5(;5” (0).
0

Elle est strictement monotone sur cet intervalle, donc c’est un difféomorphisme de [—eq, &¢]
sur [hA(—e0), h(g0)] qui est un voisinage de 0. On note g sa fonction réciproque, ainsi

e —ko(x) e —1k(h(z))? h(=0) “lpy?
€ a(x)dr = e > a(z)dr = e 2™ g (y)u(g(y))dy.
—eo —co h(—eo0)
En utilisant le résultat du théoréme 4.1, on trouve
h(=o) 1.2 21 1p nkﬁp 1 82
—zkyy dy~ (=) Y —(===)"[¢. 0
[ e Wty T L Gl o9l

Soit L; l'opérateur g’(h(z)) . La relation 3510(9(W))] = g'(h(x)) 55 (9(y)) implique

| et = (B)E S oI (@)al)amo.
—€o0 p=0*"

Soit Lo 'opérateur donné par Loa = % [¢'(h(z))a(z)]. Vopérateur — Lo est adjoint de 'opérateur

L1. On voit alors que

W e M@a(a)de = ()30 g/ (0(0)) g L3 al0)

—€0 | .- ! PQP}C;
~ ( kgb”TEO) )E Zp:O W (LQPCL) (0)

Ceci est une conséquence des égalités ¢'(h(0)) = ¢'(0) = h’%O) = —L . On note alors

(¢7(0))2
1 1

Aypea(z) = ar(maz(ma(x))h

qui est un opérateur différentiel a coefficients variables, mais qui n’est en aucun cas égal a
(Hess$(0))~*02,a. La formule de la phase stationnaire est alors

2
k¢ (0)

[ e Oatwnte = ()t Y S (A e al0)

Nous nous placons dans le cas ot Hess¢(zp) est une matrice définie positive. En utilisant
srs . T . d ..
le difféomorphisme h(z) = Z, difféomorphisme local du voisinage de zp € R® sur un voisinage

de 0 € R?, d’application réciproque g, on trouve, en introduisant JIpq(y) = g%(y)7 et j(y) =
q

det(Jpq(y)) et en rappelant que ¢(x) = ¢(z0) + 3(h(x))?,

qu[a@(y))m -3 Jpq(%%[a(x)j(h(xm
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puis

Aylalg( Z Jpja— 5 ZJZJ 69& la(z)j(h(z))]]-

4,J,p

Cette formule est peu explicite. Par intégrations par parties contre une fonction test v(y) €
C5°(RY), & laquelle on associe la fonction test V(z) = v(h(z)), on a les égalités successives :

J Aylalg@))iw)vy)dy = — [ Vylalg®))i(y)]Vyvdy
=— f(tJVIV.tJVz(a.(j o h)))deth’(z)dx
=~ [V, VJ IV (a.(j o h)))deth! (z)dx
JV(2)Vy.[J IV (a.(j o h))deth' (z)]dz.

On introduit Popérateur différentiel D donné par

Da(x) = V,.[deth! () J* IV [a(z).7(h(z))]].
Alors

[ Adlatat@)iwlewiy = [ Vie)Dat)dz = [ o) Datat) s

On en déduit (avec la relation j(y)det h'(g(y)) = 1)

Aylalg(y))i(y)] = mdm [det h’(w)JtJVw(ﬁW)]lzzgw) = D(a)(9(y))i (y)-
Par récurrence on trouve

Aflalg(¥))i(y)] = DP(a)(9())i (v)-

On a donc

fe—k¢(r)a(x)dx ~ (2777)2 —ko(z0) ZZO 0 #pp'pp( a)(0)7(0)
27)¢ T
~ (et Hossosy) ¢ F00) Solo - D7 (a) (o).

Le laplacien associé a la phase ¢ est alors naturellement

x
Aga = Da = V,.[deth (z)J' IV, [d té,g )]]
La proposition 4.4 est démontrée.

Dans un certain nombre d’applications, on veut éliminer seulement une partie des variables
d’intégration, il est alors nécessaire de conserver les autres variables d’intégration comme
parametres. Le point critique dans les variables que 1'on veut éliminer dépend alors de ces
parametres. Une généralisation aisée du théoreme de la phase stationnaire est le théoreme de
la phase stationnaire avec parametres. C’est 'objet de la section suivante

4.6.1 Théoreme de la phase stationnaire avec parametre

Les situations générales ot I'on souhaite utiliser le théoreme de la phase stationnaire com-
portent en général plusieurs variables, et il pourra étre utile d’appliquer le théoreme seulement
sur une partie des variables. On considere a cet effet une intégrale de la forme

/ drdye* @V oz, y, k).

On a le Théoreme suivant (théoréme 7.7.6 de [47]) :
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Théoréme 4.2 On suppose que Vo¢(0,0) = 0, Hess,$(0,0) est non dégénéré, x € R?, y €
R"?. La signature de la matrice hessienne (différence entre le nombre de valeurs propres
positives et négatives) est notée o. On suppose a de classe C*°, d support compact contenant
Zo-
1. Le lieu des points critiques de ¢ en x, donné par V,¢(x,y) = 0, se met sous la forme
x = z(y) pour y dans un voisinage de y = 0, avec £(0) = 0.

2. On suppose a de classe C™°, supportée dans un voisinage VX W de x =y = 0. Il existe
des opérateurs différentiels Lf(a:, y,0z) en x d’ordre 2j, dépendant du paramétre y et de
la phase ¢, tel que

/ ale,y, k)eFo @ gy

i 27 )
~ piom/4 de, L¢ —j
= e G ) Z (29, 00)ale=e (VK.

3. On suppose qu’il existe un changement de variable (z,y) < (X,y) qui soit un difféomorphisme.
Alors les points critiques des phases ¢(x,y) et (x,Y) peuvent étre distincts, les valeurs
critiques et le développement asymptotique sont invariants.

Le dernier alinéa de ce théoreme est extrémement utile, lorsque 1’on recherche des formes
canoniques de phases ayant certaines propriétés. Nous verrons par exemple que lorsque une
phase ¢(x,t) admet deux points critiques en ¢ qui sont confondus pour x = 0, alors on peut
représenter cette phase sous la forme

T3
oo(z) + 5 - a(x)T
ce qui permet d’exprimer [b(z,T)e Z’“(‘150(9”)“‘__“(””)T)alT s’exprime a l'aide de la fonction
d’Airy (introduite ci-dessous dans lexercice 4.1). Cette représentation sera utilisée dans la
section 10.4. La démonstration de ce théoreme fait 'objet de I'exercice 4.2. Le théoreme 4.2
sera également utilisé dans le chapitre 12.

4.7 Application a la solution de I’équation des ondes rayonnée
par une source sur une surface

Nous considérons une surface lisse S, bornée ou non. On cherche & calculer, pour x ¢ s

iklz—y|

Iip(z) = / ——c(y)dos(y). (4.7.12)
s |z —yl

Nous ne nous préoccuperons ici que de résultats locaux. La variété S peut étre une surface

libre dans l’espace, sur laquelle est connue une solution; elle peut aussi étre le bord d’un

obstacle. On la supposera compacte, ou on supposera ¢ a support compact.

etklz—yl

Cas ol ¢ ne dépend pas de k. Comme (A + k2) = 0 pour z ¢ S (comme ceci a

été remarqué dans le chapitre 1), on a

(A+ k) (x) =0 Vad¢S.

Nous calculons cette intégrale en utilisant le théoréme de la phase stationnaire (Proposition
4.3, alinéa (ii)). Pour cela, introduisons ¢¢(y) = |y — z|. On introduit un paramétrage local de
la surface, comme cela sera détaillé plus loin (Chapitre 11) et les coordonnées semi-géodésiques
ue€ RNV (yo), yo € S, V voisinage dans R™ de 0. Un point de V (yo) est représenté par
u et par [ tel que y = Y (u,l) = y(u) + l7i(y(u)). Le jacobien de la transformation est calculé
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plus loin (Section 11.4, Section 11.4.2); il fait intervenir la matrice géodésique du bord. Nous
introduisons la matrice M (u,l) = (0;yx, O1y)-
On introduit ®(u) = ¢o(y(u)), on vérifie que

9 _ e oy
ouj  |y(u) — x| Ou;

Les vecteurs (%) forment une base de I'espace tangent Ty (,)S. La phase ® stationne si
J

et seulement si y(u) — x est orthogonal au vecteur ;T“J(u) pour tout j, donc orthogonal &

I'hyperplan tangent T (,)S. Soit y(up) un point critique. Il existe A tel que

y(w) —x
= Mi(y(u)). (4.7.13)
ly(u) — |

La comparaison des normes donne A = +1 et l'orientation donne A = —1.

Il existe donc ug et Iy tels que © = y(ug) + lo7i(y(up)). Alors u = wug est une solution de
(4.7.13). Le point y correspondant est donc un point qui rend extremum la distance au bord.
Il n’est pas nécessairement unique ; en effet, si la surface S est une sphere, et si le point x est
le centre de la sphere, alors tous les points de la surface conviennent.

Cependant, lorsqu’on suppose S = 99, ol Q est convexe, et si y € V(yp) N CQ, alors le
vecteur 7(yo) défini ci-dessus est la normale extérieure & Q en yg, il y a unicité de la solution
de (4.7.13). Pour montrer ceci, calculons le Jacobien. Il suffit de montrer que la matrice

2 « oy s . N
83 (;I; - est non dégénérée pour obtenur 'unicité locale de la solution du systeme —gf = 0. De
10U i

¢ _ y(w-—z 9y on déduit

u; ~ Tu(w=al Du;”
e _yw-z &y | dunyduy W)= 00u9)HW) = 20uy) 0y
Ou;Oum  |y(u) = z| Ou;Oum — |y(u) - z| ly(u) —=f? -

On calcule cette valeur au point critique ug. De 'orthogonalité de 77 et du vecteur tangent a
la surface, on déduit

o __a %y Gun 0wy ()00, ) (A(y(u0) Dupv)
aujaum(“()) __n(y(uo))'auja‘zm ly(w)—al — fy(uo) ==
. 92 g, Y-Ou; Y
= —1(y(v0))- 70 50 + TG —7]

Comme 7i(y(u)).0u,;y(u) = 0, on obtient les identités

o (0(10))0 (0 + (0(00) 5

Ouyy,
Il en découle, introduisant comme dans la section 1 la matrice de Weingarten W qui est la

dérivée du vecteur normal le long d’une direction tangente (et dont les valeurs propres sont

les courbures principales de la surface 99), de sorte que =2—(7(y(u))) = W (y(u)) 2L

OUm, Oum

u) =0.

W (y())-0u,, y(w) 0,y (u) + 7i(y(w)).07 , y(u) = 0, (4.7.15)

ce qui conduit a

82@ aumyaujy
W(UO) = —Wi(y(w)).Ou, y(u)0u,;y(u) + ) —a|

s . 2
Le déterminant de ( af L
0t

de S. On introduit la matrice

(up)) est nul lorsque le point x est situé au centre de courbure

1
Lz, y(u)) = W(y(uw)) + mfd
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Il vient

1

Ty

(det (D7, ®)(uo)) ™2 dos () /du = (det(W (y(u)) +

et I’équivalent de I, donné par le théoreme de la phase stationnaire est égal a
27 n—1 1 1,
Ip(x) ~ (—) 7= c(y(ug))(det(W(y(ug)) + ———1 —3 gtklz—y(uo)l
() = ()T ely(00)) @et(W (y(0) + 1o I)

Le calcul ci-dessus a été effectué lorsque ¢(y) est indépendant de k.

Cas ou ¢ présente une phase oscillante en & On suppose dans une deuxieme application
que c(y, k) = a(y, k)e*®¥) ol a est & support compact en y. La phase considérée est

() = |z —yl+ ¢(y).
Le gradient de la phase, utilisant la méme représentation du bord y = y(u), est

B,y () = [éﬁ“i—_ﬂ V.00, y(u).

‘“EZ; 21+ V@] est orthogonal aux vecteurs (9, y(u)).

Ce gradient est nul lorsque le vecteur | m
Cela signifie qu’il est colinéaire & 7i(y(u)). Pour un point critique, il existe A tel que

y(u) —x _

=+ Vo = Mi(y(u)).

ly(u) — |
On remarque que V¢ est tangent a S, donc orthogonal a 7 au point considéré et de plus
|Vé(y(u))| < 1. On suppose que S = 99, 2 convexe et que x € CQ. Il vient A2+ (V(y(u)))? =
1, ainsi on définit un vecteur normal unitaire par

) -z (1= [IVe(y(@)]]*)Fi(y(u) = Vo(y(w)) = Hu). (4.7.16)
ly(u) — 2|
La recherche de u est équivalente & la résolution de 'équation = y(u) + ut(y(u)).

Un cas particulier intéressant est le cas ot Vo(y(u)) est de norme 1. Le point z est alors
situé sur la tangente a S parallele au vecteur Vo(y). Il s’agit donc, pour = donné, de trouver
le point de tangence de toute droite issue de z tangente a S, ce qui donnera les points y(u)
admissibles.

On utilise |Vo(y(u))] < 1 pour calculer le jacobien de u — ¢(y(u)). La relation (4.7.14)
permet d’obtenir

u)—x u'm. (9
02, (byw) = L9252yt W + Vo(y(u).07, .,y
G 0 )" 00 B, 4,

Eliminant des termes grace & (4.7.16) et utilisant I'orthogonalité de 7i(y(u)) avec Ou,y(u), on
trouve

1 Buy-Ou
02 (Bly(w) = (L= (Vly(w)2)brily(u)).02,,. y + W
_(V¢(y(u))-3u‘jyy()u()(_vjl( y(u)). 3umy —I—Hequzﬁau Y8y

Utilisant enfin (4.7.15), on obtient

02 (W) = (1~ (V(y(w))2) W (y(w)) D,y + Zemlleal

_ (Va(y(u)). au‘yizl()(vﬁ( Y(w))-Oum y) + Hessqﬁauj YOu,, Y

On introduit la projection orthogonale 7 parallelement & Vg(y(u)). On a
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2 W) = (1= (Vo(y(u))?) W (y(w)) + b=z dOu, y0u,,y
+Hessgu, ydu,,y + TEEDLE7(3, ) 7(Du, y).

ly(u)—a
Ceci permet d’obtenir, dans le cas ot |[V@| = 1, que le jacobien de la transformation est
égal & det[Hesso + ri—r Id].
Nous énongons les résultats de ce paragraphe

Proposition 4.5 La contribution asymptotique d’une source c(y, k) (supposée a support com-
pact en y ou bien S est compacte) sur un bord S o lintégrale

etklz—yl
Ii(x) = / T y kdos(y)

c
s |z —yl
dépend de maniére cruciale du comportement de la phase de la source sur le bord, supposée de
la forme

c(y, k) = a(y, k)e**W.

Le point y(u(z)) ot on calcule a(y, k) (qui est le point du bord influencant la valeur de
I () ) est solution de

SEZ%Q = (1= (Vo(y(w))®) Fi(y(w)) - Voly(u).

Le jacobien de la phase est alors

det[(1 — [Vo|*)W (y(u)) + Hesso(y(u)) + J:

ly(u) — |
Les deux cas limites que nous pouvons utiliser sont
e la phase ¢ est nulle. Le point y(u) est celui qui minimise la distance a S. Le jacobien

est égal au produit I1(k; + m), les k; étant les courbures principales de la surface au point

y(u).
e la phase ¢ de norme de gradient 1. Soit y(u) un point du bord tel que la droite (xy(u))
est tangente a S. Le jacobien de la phase est le produit des 3 + m ou B est une valeur

propre de la matrice hessienne de ¢.

La discussion précédente sur les points critiques de la phase permet d’obtenir un développement
asymptotique de Ij(x).

Nous terminons cette section d’applications de la méthode de la phase stationnaire a
I’équation des ondes par le calcul de scattering qui se trouve dans tous les cours de matrice
de scattering. On le trouve par exemple dans le cours de R. B. Melrose, donné a 'université
de Stanford [77].

Pour cela, on introduit la résolution spectrale de l’identité, qui est la transcription en
coordonnées polaires de I'identité

f(2) = @m) / 7€ f(€)de

qui se réécrit
“+o0
f(z) = (©2m)™" / / AT F A" L ddw.
0 gn-1

Soit Ey(A) est le projecteur spectral, donné par

Eo\) f(z, \) = (27)~" /S P ).

D’apres le théoreme spectral
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Id= / Eo(A\)dA
0

Soit ®@g(z,w,\) = e la famille d’ondes planes caractérisée par la direction w et la
norme du vecteur d’onde A > 0. Alors

Eo(A) = (2m) " A" T Ry (A Fg (A)
olt Fy agit de C*°(S™~ 1) dans S'(R") :

Fo(\)g(z) = / Bo (2, w, N)g(w)dw

Snfl
et Fy(A) agit de S(R™) dans C>(S™1) :

Fy(\h(w) = / Do (i, w, ~ N h(y)dy

n

On obtient, par 'application du théoréeme de la phase stationnaire

FoNg(Ola) = eMl(Na))~Fe 47 0i(2m) 5" 57, [Aa] TR (9) (L717)
el Ala])~FedmDi(2m) 27 Y [Aal Ay (). -

On écrit x = |z|6. La phase s’écrit alors iA|z|6.w. Comme l'intégrale est invariante par rotation,
on choisit les coordonnées sur S™~1 de sorte que .w = wy, avec wy = £(1 — (w')2)2. On note
J(w') le jacobien de la transformation dgn—1w en dw’. Il vient

Fo(NgOlz)) = [gn-r eM*1g(wr, w )J () dw!
_ f eiAzl(1- (w")? )2 (( ( ’)2)%,w’)J(w’)dw’
+fRn . efz)\\z (1—(w")? )2 ( ( (w/)2 %’w/ J(w')dw’.

Gréace au développement limité (1 — (w')2)2 = 1 — ()% + o((w")?), on vérifie que le
théoréme de la phase stationnaire s’applique au point w’ = 0 et que hg (8) = g(0), hy (0) =
g(—0). Les termes hjE sont des résultats de I’action d’itérées du laplacien sur la sphere, qui est
lopérateur L associé au point critique 6.w = +1 de la phase 6.w.

De D'expression A = — [ A?Ey(A)dA, on déduit le fait que toute solution de (A—A?)u =0
vérifie donc (|€]2 — A?)a(€) = 0, soit, en prenant & = 76, I'égalité a(£) = §(r — \)g1(6). Par
transformée de Fourier inverse, on trouve

u(z) = (2m)™" / i er05(r — N)g1(0)r"tdrdd

donc
u=Fo(\)((2m) " A" 1gy).

Le développement asymptotique ci-dessus étendu a g; distribution conduit a

Lemme 4.7 Pour toute fonction h(f) de classe C*°(S™™1), il existe une solution de (A +
A)u = 0 admettant pour |x| — oo le développement

u(|2]0) = el |z| =2 =D p(g) 4 e~ Mol g =2 (=D, (9) + O(|2| 2 (D).
La relation entre hy et h est, en vertu du développement asymptotique
hi() = i""'h(—-0)

qui est la plus simple des matrices de scattering.
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4.8 Passage de la caustique pour I’équation des ondes

Dans cette section, nous utilisons les résultats sur la phase stationnaire complexe pour
compléter la section 3.4 du chapitre 3. En particulier, nous calculons la valeur de ao(x(T'))
solution de (3.0.1) pour T > tg, ol g est le premier point pour lequel det(Id + toW (xg)) = 0,
s’il existe. On introduit (t) = ¢o + t. Pour t < ¢y on sait que ¥ (t) = ¢(x(t)) et on remarque
que 1 est définie partout. est bien définie.

Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 4.6 Soit ¥ une surface de classe C™ dans R?, et soit a(z, k) ~ 2254 ()b,
a;j €tant de classe C* sur X, et a étant de classe C*° sur X x [1,+oo[. On considére une
constante ¢o € R. Soit b(x, k) ~ bj(x)k™7 solution de

(A + k2)(b(x, k)e**®)) ~ 0,
Qb(ﬂ:) = ¢07$ S 27
b(x7 k)|2 = CL(I, k)

On sait calculer tous les termes b(x, k) sur chaque droite x(t) = xo + tN(xo) hors des
points t > 0 tels que det(Id +tW (xo)) = 0. En particulier

ao(o) inE

Pole) = 2 (det(Td+ tW(z)))F

zo€EX,x=x0+tN (z0)

ot —n est l'indice de Maslov, égal au nombre de points de la caustique traversés entre 0 et t
sur chaque droite xo + sN(xo).

Nous n’avons cependant pas ici exprimé la solution au voisinage du point g, point de la
caustique ; ceci sera fait dans la section suivante.

Preuve On appelle transformée de Bargmann de la fonction u(z) € L'(V),V C R? la
fonction holomorphe

Tu(z,k)z/ efg(zf"”)Qu(x)dx.
v

La transformée de Bargmann permet de s’affranchir des points de la caustique C en déformant
le parametre sur les bicaractéristiques dans le complexe, pour que la fonction obtenue soit
toujours continue en t. En fait, on va déformer le parametre jusqu’en ¢t — ¢. Nous notons

d(t, k) = Tu(zo + (t —1)V(x0), k).

Nous écrivons

B(r) = (@) + £z — (20 + EV(x0)) +1V(x0))?
— 6(a) — 1+ (x — (20 + 1V6(20)))? — V(0)-(z — (20 + IV (x0)))

]

Cette phase admet un point critique en x au point © = ¢ + tV¢(xo). En effet, il existe
une matrice A(z) telle que

Vo(z) — Vo(xo + tVe(xg)) = A(z).[x — (20 + tVP(20))].

La matrice A(x) 4 iId est inversible puisque A est réelle.

Il existe un voisinage V' de t = 0 tel que, pour ¢ € V|, I’équation V¢ (z) = 0 admet une
solution unique égale & x = xg + tV¢(xo). On remarque que ce résultat est vrai pour x dans
la composante connexe de ]RB\C contenant Y. De plus, la matrice hessienne de cette phase
est Id + iHess¢(x). Nous sommes dans les conditions d’application du théoréme de la phase
stationnaire complexe, la valeur critique de la phase est /2 + ¢(zo + tVP(zg)) = i/2+ o + ¢
et le déterminant de la Jacobienne est i3det(Wy(xo) — ild).
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Dans la suite de la preuve, nous considérons un point zyp € ¥ et nous étudions le rayon
issu de xg. La solution est la superposition de ’ensemble des solutions, ou on considére pour
chaque x Pensemble des points g € 3 tels qu'il existe ¢ tel que z = xg + tVe(xo).

On peut se demander pourquoi il pourrait y avoir plusieurs solutions. Ceci sera présenté
plus loin; notons pour l'instant que la phase caractérisant une caustique simple (le pli) est
donnée par

TB
D(a(z),b(x),T) = 5 a(x)T + b(x)

et qu’un calcul de phase stationnaire ameéne & considérer deux points critiques lorsque a(x) > 0
(voir Exercice 4.1 pour la preuve de cette affirmation). Le résultat du Lemme 4.2 donne
une contribution pour toutes les valeurs critiques. Cette approche est un sujet de recherche
actuel : le calcul numérique des solutions multivaluées de I’équation eikonale est maintenant
opérationnel (voir les travaux de J.D. Benamou, la these de I. Solliec, et la recherche de
solutions de viscosité multivaluées dans [11], [90], [12], [1]).

Dans la suite de la preuve, nous considérons un point xy € 3 et nous étudions le rayon
issu de zp. Considérons 'amplitude bjj(y) associée a la partie de ’onde portée sur le rayon xg
(y € {zo + sVd(x0)}). On considere alors 'expression d*(¢, k) provenant du calcul de phase
stationnaire en ce point. Le théoreme de la phase stationnaire (Proposition 4.1) conduit (en
dimension d = 3) a

d*(t, k) ~ e* (%)%b{;(xo + 1V (o))" (det(Id — iW, (20))) "2 (1 + O(k™1)).

Ceci est vrai pour tout ¢ sur le rayon, hors de ¢(, en modifiant de maniere adéquate ’argument
(remplagant par exemple ¢ par t — T et le point ¢ par le point xg + TV¢@(xg)). L’expression
de d*(t, k) pour t < ty se transforme en utilisant la relation

Wi(zo) = (Id + tW (o))~ W (o)

et la relation )
b (zo + tV@(z0)) = bj(z0)/(det(Id + tW (zg)))=.

On obtient, pour ¢ < o (seul le terme principal est écrit ici)

d*(t, k) = e5 ( w)%‘z (z0)e ibotit (et (Id + tW (x0))(Id — iW; () ]1%
= €5 (35) 2 by (wo)ei ot [det(Id + (t — i)W (x0))] 2.

De méme, on vérifie pour ¢ > tg

A (t k) = ¥ (£

(QL)
La fonction T'u(z, k) est holomorphe dans Sz # 0 par majoration analytique, donc en

particulier la fonction Tu(zo + (t — i)V@(z0), k) est continue en ¢. La détermination de la
racine est choisie pour que la fonction

2 )2 by (w0 + TV (w0))e0t =T+ [det(Id + (t — T)W (20))(Id — iW(0))] 2
205 (zo + TV (x0))ei it [det(Id + (t — i)W (20))] " 2 [det(Id + TW (x0))]2

[NENE

€
€

t — (det(Id + tW(z0)))? (det(Id — iWy(z0)))?
soit continue en t. On en déduit I’égalité
bE(z0) = bi(zo + TV (o)) [det(Id + TW (x0))]2.

Le choix de la détermination de la racine carrée permet d’écrire, en utilisant I’'indice de Maslov
n7

1

(det(Id + tW (z0))) "% = e %" (|det(Id + tW (z0))])~

Nl=
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En particulier, si on se place dans le cas d = 3 et k1 < k2 < 0, alors

0<t<—/£1_1,n:(),
—kt <t < —kylin=—1, (4.8.18)
t>—kytn=—2

Nous avons ainsi calculé 'amplitude le long d’un rayon. Pour obtenir la solution de 1’équation
de Helmholtz, il faut superposer ’ensemble des solutions, et, en particulier, pour chaque x,
considérer Pensemble des z¢ € X tels qu’il existe ¢ tel que xg + tV@(xg) = z. En tout point x
de l'espace la solution asymptotique est la superposition des amplitudes correspondant a tous
les rayons issus de ¥ arrivant au point x & U'instant ¢. Ainsi, méme si b§(xo) = ao(xo), il n’y a
aucune raison pour que ao(zo +tVo(xo)) = bi(xo +tVh(xo)), mais ap(xo +tVe(zo)) pourra
s’écrire bi(ro +tV o (o)) + co, olt ¢g fera éventuellement référence & une autre valeur de ag en
Yo tel que yo +tV.p(yo) = = = w0 + tV(z0).

4.9 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1 : La fonction d’Airy 1) On définit la fonction d’Airy Ai comme la trans-

formée de Fourier inverse de emp(i%), Démontrer que Ai € 8’ est une fonction de classe C™
telle que, pour tout n > 0,

1

+n

exp(i&® /3 + iw€)dE.
2) Démontrer que Ai est solution de l’équation différentielle

A" (z) = xAi(x).

3) En choisissant n dans la question 1 en fonction de x de maniére adéquate, démontrer
que la phase peut se mettre sous la forme, pour tout x >0 :

3
—52\/E+z‘§.

Calculer un développement asymptotique de Ai lorsque x tend vers +oo
4) Retrouver le développement asymptotique en écrivant Ai(k3u) et en appliquant le théoréme
de la phase stationnaire.

Exercice 4.2 Phase stationnaire dégénérée Soit ¢(z) une phase sur une variété X qui
stationne sur une sous variété W de dimension d, c’est-a-dire V ,¢(2)|ew = 0.

1) Démontrer qu’il existe un systéme de coordonnées locales z = (x,y), y € R? tel que
le systéme d’équations Oy¢(x,y) = 0 admette pour solution x = x(y) au voisinage d’un point
(z(y0),yo0) de W, et que, localement, l’équation de W soit x = x(y).

2) On suppose maintenant que, dans ce systéme de coordonnées locales, Hess 2¢ est non
dégénéré. Calculer, pour a(z) € C*(X), Uintégrale

/ e g (2)dz.
X

Solution de l’exercice 4.1 1) On vérifie que

3
Re(i% +itx) = Re(i(C +1in)% /3 +iCx —nz = —CPn+10° /3 — na.

L’intégrale converge donc. Il n’y a pas de résidu entre IS¢ = 7 et I€ = 72 dans le plan complexe,

donc elle est indépendante de i > 0.

2
Elle est alors de classe C*° puisque le comportement en & est en e~ "5 .
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On vérifie enfin que, au sens des distributions de S, exp(i(¢ + in)®/3) converge vers exp(i¢?/3)
lorsque 1 tend vers 0 par valeurs positives, donc on peut appliquer la continuité de la transformée de
Fourier et donc on a convergence dans S’.

2) On vérifie que

/ (€% + )3+ g =
R+in

On remarque que le terme ¢? correspond & —As” (), d’ott le résultat.
3) La phase stationne en & = —in + iv? lorsque = > 0. On choisit n = x? pour avoir les deux
points critiques 0 et 2iz%. On vérifie que la phase s’écrit, pour cette valeur de 7 :
., .3 .1 9 2 . 3
1(&7/3 +ix2& + gwﬂ).
On a alors

1

L3
Ai(z) = %exp(—gl’ )/ 6_12€+Z€3/5d£.
R

En effectuant le développement de Taylor de I’exponentielle, on trouve

S ipﬁe*r%?
)/EeRds[gg) LR

1
On a I’égalité fR ISEP ¢ d¢ = g=34/4-1/4 fR u3q67”2du, nulle lorsque ¢ est impair. Pour ¢ = 2p, on

wlw

wlw

. 1 2
Ai(x) = o exp(—gx

trouve 2 O+°O d”l v¥Pe™ =T(3p + %) Chaque terme de la somme est alors égal a
202
N 1
-1 I'Bp+3) -3
z 1 —gP——— 27, p/27
20"

car le terme (q!) ! est égal & ((2p)!) . Le développement asymptotique de Ai(x) s’écrit alors
N
1 2 3. 1 1,0Bp+3) =
Ad _ _ 2.5 I _ P 2 D)
i(x) o exp( 3% )x E ( 9) BT x + - déRN

Le terme R,, est majoré par le premier terme apres la troncature de la série définissant ® que 'on n’a

p=0

s 7 . 3N . . ’ s s’
pas considéré, soit ‘EW Ceci donne alors le majorant du terme général de la série.
4) Nous écrivons

A3y = = (i€ /3trdue) g
2 teRtik

Effectuons le changement de variable £ = k'%’?', Pintégrale a lieu sur 7 € R + in. Alors

1
Ai(k3u) = ke / R /3 g
21 ) ertin
La phase ¢(s) = u(s + in) + 1(s + in)® admet deux points critiques complexes qui sont s =
—in + iy/u pour u > 0. Le jacobien est alors égal & 2(s. + in) = +2i\/u. La valeur critique est
+iu? + %(:I:i)?’u% = :tz%u% Celle correspondant & —i%ui donne une phase qui tend vers 400 & +oo.
Nous la rejetons car Ai admet une limite lorsque z tend vers +oco. Il reste alors

@(Q_W
27~ k2\/u

wlw

)%efk%u

. N _ _1 1 2
comme premier terme, c’est-a-dire le k u~ % (4w)” 2. En remarquant que z = k3u, on re-

trouve le comportement de la forme z~ . Notons que cette méthode de recherche des
points de phase stationnaire complexe sera utilisée dans le chapitre 5.

Une remarque pour terminer cette étude de la fonction d’Airy : on note que Ai(zx) est solution
de I’équation u” — xu = 0. Cette solution est exponentiellement décroissante pour x > 0, mais elle
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n’est pas nulle, alors qu’elle vérifie la condition de Sommerfeld en +o00. Ceci nous aide a préciser nos
idées sur la notion de support dont nous avions parlé : en effet le support de la fonction d’Airy est IR
tout entier, mais, asymptotiquement, elle contribue uniquement dans la zone x < 0. Il y a donc une
différence entre le support et le support asymptotique. Si on forme par exemple ’équation eikonale
vérifiée par une phase ¢ correspondant & Ai(zx), on trouve (¢')? + z = 0, donc la phase n’est définie
que dans la zone z < 0 et les rayons associés vivent dans z < 0. En revanche, la encore, la solution a
pour support IR tout entier.

La derniére remarque est la suivante : la fonction d’Airy est I'unique solution dans S’ de u” = zu.
En particulier, c’est une solution frontiere, dont le graphe sépare le graphe des solutions qui s’annulent
de celui des solutions dont la dérivée s’annule. Si on note wo et wi les solutions respectivement
associées aux données de Cauchy (u(0) = 1,u'(0) = 0) et (u(0) = 0,u’(0) = 1), on trouve A’(z) =
Ai(0)[wo(x)— fooo (wo"éﬁwl ()], ce qui fixe la condition de Cauchy sur Ai. Ceci est ’équivalent du fait
qu’une seule condition de Cauchy suffit lorsqu’on a la condition de décroissance a U'infini (Sommerfeld
par exemple).

Preuve de ’exercice 4.2 Le résultat (di & Colin de Verdiére), est le résultat global qui permet-
tra, dans le chapitre 12, de tenir compte des géodésiques fermées dans I'influence d’un objet.
1) Nous notons que le systeme d’équations

V.p(z) =0
est un systéeme de rang n — d, puisque ’espace des z solutions est de dimension d. Ceci veut dire qu’il
existe n — d équations indépendantes (s’en convaincre en regardant les équations tangentes). Notons
alors les coordonnées en question (zj, , ...zj, ). En réordonnant les coordonnées et en considérant que
(2k) k¢ {1, n_q) €St difféomorphe & R?, on peut écrire z = (x,y),y € R%. Alors les équations

sont n — d équations indépendantes. Par le théoreme des fonctions implicites, on peut considérer y
comme un parametre, remarquer que Hess,2¢ est inversible, et écrire la solution comme =z = z(y).

Alors on peut écrire
/ ei¢(z)a(z)dz = / dy/ dmeikd’(z’y)a(x, y)J (z,y).
X R4 Rn—d

L’application du théoréme de la phase stationnaire en x (Théoréme 4.2) conduit a

/ o) ()dzN/ dy(27r/k (3 L7 0,8y, 0)0(0, )iy )OO,
X R

a |detHess,2¢(x(y),y)|2 n>o

On note alors que 9y, ¢(x(y = >, 0rpo(a(y), y)% + 0y, ¢(x(y),y). En utilisant le fait que la
phase ¢(z) stationne sur W7 on verlﬁe que 9y, ¢(z(y),y) = 0, donc

By;0(2)|w = 0.

On note alors la valeur constante de ¢(z) sur W par ¢(W). Il reste alors

iko(z i 2n [k "
/ e ko( >a(Z)dZ ~e kp(W) / ( / ) S Z L y78y76 (w,y)|z:z(y))-
X 2

Rre |detHess 2 ¢(x( n>0
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Chapitre 5

Application a la physique des
particules

5.0 Introduction

Nous présentons ici, sur une idée d’E. Pilon, un exemple simple d’application du théoreme
de la phase stationnaire tel que les physiciens des particules peuvent l'utiliser. La section
5.1 est due & E. Pilon, s’inspirant de [82]. Dans un premier paragraphe, nous définissons la
quantité physique que nous étudions ; il s’agit en ’occurence de la distribution de gluons dans
un proton. Dans un deuxieme paragraphe, nous obtenons la forme intégrale d’'un équivalent
de la densité de probabilité. La section 4.3 est consacrée a une généralisation du théoreme de
la phase stationnaire énoncé plus haut, en insistant sur quelques difficultés dues au fait que
le point de phase stationnaire n’est pas sur le contour. Nous donnons alors une interprétation
physique du résultat.

5.1 Le contexte physique

Comme le neutron, avec lequel il constitue les noyaux des atomes, le proton n’est pas une
particule élémentaire : c’est un état lié de sous-constituents, des quarks ( quanta de matiere )
et des gluons ( quanta du champ de rayonnement associé a l'interaction considérée; ils sont a
Pinteraction forte au niveau élémentaire ce que les photons sont a I’électromagnétisme ). Ces
sous-constituents sont tres fortement liés - quarks et gluons sont astreints a se “confiner” en
états liés (appelés génériquement hadrons) : pour des raisons énergétiques, il leur est interdit
de s’échapper librement les uns des autres a des distances supérieures au femtometre, typique-
ment le rayon d’un proton.

Néanmoins, lorsqu’un proton subit une collision a haute énergie devant son énergie de
masse, et mettant en jeu un transfert d’énergie-impulsion grand devant 'énergie de liaison
de ses sous-constituents, ce proton se comporte, de facon la plus probable, non pas comme
un tout cohérent réagissant “d’un seul tenant”, mais comme un faisceau de quarks et gluons
collimés, quantiquement incohérents et quasi-libres ( appelés génériquement partons ). Un
seul parton participe activement a la collision & grand transfert; les autres n’interviennent
qu’ultérieurement lors de la recombinaison des divers quarks et gluons produits en hadrons
dans I’état final de la collision.

Parmi les quantités physiquement pertinentes lors de I’étude de ces collisions figurent les
“densités partoniques” dans le proton, notées G, (r, @?), qui fournissent la densité de proba-
bilité = G4 (7, Q%) pour quun parton d’espece a, ( quark ou antiquark de tel ou tel type, ou
gluon ) ayant dans le hadron une “épaisseur transverse” h/Q ( perpendiculairement & ’axe
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de la collision; @ est de l'ordre de grandeur du transfert d’énergie-impulsion de la collision ),
porte la fraction x ( entre 0 et 1 ) d’énergie-impulsion du proton incident dont il fait partie.
Le lecteur intéressé par les détails se reportera utilement & [82], [34], [35].

La ChromoDynamique Quantique, théorie de I'interaction forte au niveau élémentaire des
quarks et des gluons, permet en principe de calculer ces quantités; toutefois en pratique leur
calcul complet est actuellement inextricable.

5.1.1 Equation régissant G,.

Lorsque Q? est grand devant le carré de ’énergie de masse du proton, et lorsque = n’est,
ni tres petit devant 1, ni voisin de 1, la dépendance en Q? des densités partoniques G, (z, Q?)
est controlée par 1’équation linéaire de la forme :

Q5% Ga(x,Q%) = a(Q?) Z/O dy dz 5(z — yz) Pay(y) Go(2, Q?) (5.1.1)
b

appelées “équations de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi” [30], du nom de leurs in-

venteurs ( voir aussi les cours [34], [35], [82] ), ol

— le parametre de couplage @(Q?) est une fonction connue ( inversement proportionnelle
au logarithme de Q2 ) ;

— les P,p(z) sont des distributions connues.

Une méthode de résolution standard consiste a effectuer une transformation de Mellin sur

x
- 1
Ga(n, Q%) = / dez" 1 Gy (x, Q). (5.1.2)
0
En introduisant la variable dite “d’évolution naturelle” ¢ définie par
Q2
2
(= Ga@), (5.1.3)
Q4

on obtient une équation différentielle lin’eaire du premier ordre pour chaque G, (n,Q?), ex-
plicitée en (5.1.5). Les “conditions initiales”, pour un Q2 de I'ordre de grandeur du carré de
I’énergie de masse du proton, sont incalculables a I’heure actuelle a partir des premiers prin-
cipes. Il s’agit plutot de ce que 'on “mesure” dans ces collisions. Dans cet exemple, nous les
parametrerons sous une forme simple. Dans la “représentation des z”, ce paramétrage est de
la forme :

Ga(z,Q%) ~ Nyz®~1(1 — z)% P,(x) (5.1.4)

— N est une normalisation;

— ag > —1 controle le profil a petit x;

— B4 > 0 controdle le profil a x voisin de 1;

— P,(x) est une fonction simple contrélant le profil aux z intermédiaires,

auquel correspond, par transformation de Mellin (5.1.2), la forme en “représentation des n”
des conditions initiales G,(n, Q3).

La solution recherchée en “représentation des x” s’obtient alors par transformée de Mellin
inverse. Le traitement usuel de cette transformée de Mellin inverse s’effectue par I'intermédiaire
d’un calcul numérique, ou, dans certains cas, grace a une application du théoreme de la phase
stationnaire. Rigoureusement parlant, ces équations sont obtenues dans le régime ou

a(@Q?) << 1, alQ?|Logz| << 1, a(Q?)|Log(l —z) << 1
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et elles sont physiquement incorrectes hors de ce domaine. Il est malgré tout intéressant de
I’étudier dans le cas ol z << 1, ce qui sera un cas d’application du théoreme de la phase
stationnaire.

5.1.2 Formulation du probléme lorsque r<<l1

La fonction ( écrite pour le gluon ) H,(n,&) = G4(n, Q*(£)) est solution d’une équation de

forme : .
aafég (n’g) = (nil O(TL - 1)) I:Ig(nvf) (515)

ou b et ¢ sont des constantes positives connues. En supprimant le terme o(n — 1) et en
considérant la nouvelle équation ainsi obtenue, la nouvelle fonction inconnue étant notée
Hy(n,§), on trouve la solution en “représentation des n”

Hy(n,§) =en—1"" Hy(n,0) (5.1.6)

Utilisant la transformée de Mellin inverse, on trouve son expression en “représentation des x”
apres changement de variable w =n —1:

x M~ (H,)(z, 5)—eb5/ oo g e%Hg(l—&—wﬂ) (5.1.7)

w

C,, est un contour parallele a '’axe imaginaire pur, et passant a droite de 0, singularité domi-
nante de l'intégrand.

Avec ¢ = Log— u = cﬁc,w—t,/ et f(t) —t+— ceci se rééerit :

x M™Y(H, )x{webgf/ At uf O, (1+t\/7,) (5.1.8)

C} est un contour parallele a I'axe imaginaire pur, et passant a droite de 0.
Nous souhaitons démontrer dans cette partie I’approximation suivante, lorsque u >> 1 :

M0 =\ [T 6, (14 0) e  [o (2]

(5.1.9)

Remarques
(i) L'intégrale [ —e“f () est la représentation intégrale d’une fonction de Bessel.
(ii) En * representatlon des 2", équation (5.1.5) s’écrit

1
SeleHy@0l= [ do (5 -0 Hy().

En posant @ Hy(x,&) = e %$g((,€), on voit que la fonction g satisfait une “équation
d’onde avec masse imaginaire pure” [34]

725:9(6.€) = cg((,9)

dont une solution pertinente est la fonction de Bessel ci-dessus.
2 - A priori, cette expression n’est pertinente que si \/c§/( << 1. En effet, elle résulte de
la résolution de I'equation (5.1.5) o intervient I'approximation Pyy(n) ~ —55 —b+o(n — 1)
, qui n’est valable que lorsque n — 1. Le “col en n”, donné par l'expression 1+ y/c&/ ¢ doit
donc étre voisin de 1. On constate néanmoins que ce comportement lorsque /c&/¢ > 1 est,
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au moins qualitativement, similaire a celui de la solution exacte.

3 - Un mot encore sur la validité physique de ce résultat. On constate que, a ¢ i.e. Q?
fixés, celui-ci croit avec ¢ plus rapidement que toute puissance de ¢ du fait du facteur expo-
nentiel. Ceci contredit une conséquence de I'unitarité imposée par la mécanique quantique,
qui contraint Gy(z,§) a ne pas croitre plus vite que ¢ 2. Cette contradiction est due au fait
que Péquation étudiée est obtenue dans le régime «(Q?)( << 1, ot sont négligés des termes
associés a des mécanismes physiques qui deviennent essentiels lorsque ( — oo : les partons
portant une fraction z infime de I’énergie-impulsion du proton ont une densité si élevée qu’ils
ne sont pas quasi libres et indépendants, mais au contraire interagissent, et ces interactions li-
mitent leurs densités. Le phénomene non linéaire qui conduirait a cette saturation est ignoré ici.

5.1.3 Application du théoréme de la phase stationnaire complexe.

L’application du théoréme 4.1 & la fonction f(t) = ¢+ %, pour peu que la condition que
) ne contienne pas le point singulier 0, donne tout de suite la contribution du point de phase
stationnaire ¢t = 1, qui correspond & la valeur critique 2. On a ainsi démontré (5.1.9). Ceci
permet donc de retrouver 'approximation de la fonction de répartition.

Bien siir, cet exemple est élémentaire. D’autres exemples de théorie des champs, beau-
coup plus compliqués, tiennent compte de la méthode du col pour leur résolution. Ceci est
par exemple a rapprocher des résultats de G. Benarous pour ’évaluation des intégrales de
Feynmann [13].



Chapitre 6

Espace de Fréchet des symboles.

Dans cette partie, nous présentons le calcul symbolique classique, tel qu’il a été introduit
par Hérmander [47]. Nous notons indifféremment par @ ou par F(u) la transformée de Fourier
d’un élément u € S’(R?). Les symboles ont été introduits pour généraliser les opérateurs
différentiels ordinaires, en s’appuyant sur la relation

i*lera(g) = F(agu)(©)
qui se rééerit, pour u € S(R?) :
1 N
oule) = g [ el

Dans cette formulation, par exemple, nous vérifions que, pour P = ag(x,t)0; +Z;j aj(x,t)0,,,
(opérateur introduit dans le chapitre 2 dans le cas m = 1) on obtient

1 =

WAd+1[ia0($7t)7+izé-jaj(iv,t)]ﬁ(g’T)eirvf"rit-Tdé-dT.

Jj=1

Pu(z,t) =

En écrivant @(£,7) = [gar1 u(y, s)dyds et en remplacant dans I'intégrale précédente (qui est
une intégrale convergente, Pu(x,t) s’écrit formellement

1

/ a(z,t,&, T)ei(””*y)gﬂ(t*shu(y, s)dydsdédr, (6.0.1)
R2d+2
ou a(xz,t,&,7) = [tag(z, )T + zzzj &aj(z,t)]. En effet, cette intégrale n’est pas l'intégrale
d’une fonction de L'(R?*t2).
Dans l'exercice 2.2, cette fonction avait été introduite et notée I(z,t,&,7), et sa variété
nulle correspondait au lieu des points (x,t, V¢, 0:¢), ¢ phase solution de I’équation eikonale.
Nous effectuons le changement de variable £ = AZ, 7 = Ao, et nous vérifions que nous
nous ramenons a des intégrales du type de celles étudiées dans le chapitre 4, ou le parametre
asymptotique est A. Dans le chapitre 7, nous considérerons des intégrales de la forme

Ipo(u) = / dydfe™ @Y a(z, 3. O)u(y) (6.0.2)
RexRN

qui sont la généralisation de la représentation (6.0.1) des opérateurs différentiels, la variable
6 remplagant (£,7) et la variable y remplagant (y, s).

Nous voulons pouvoir appliquer le théoreme de la phase non stationnaire, donc nous sou-
haitons pouvoir différentier autant de fois que nous le voulons en y et en 6 dans les intégrales
définies par (6.0.2). De plus, nous voulons que le comportement de cette intégrale soit iden-
tique a celui de (6.0.1), donc une dérivation par rapport a la variable 6 de la fonction a(zx, y, 0),
analogue de a(z,t,&,7) dans (6.0.1), doit entrai ner une diminution de 1 de la puissance de 6,

95
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alors qu’une dérivation en y ou en x ne doit rien changer dans le comportement en |6| pour
grand.

En nous appuyant sur ces remarques, nous définissons un ensemble de fonctions C°°,
possédant des propriétés de décroissance dans la variable 6, que nous appelons symboles.
Dans la présentation originelle de L. Hormander, les intégrales oscillantes du type (6.0.2)
ont été étudiées en premier. Les symboles forment une algebre, et nous verrons dans le cha-
pitre suivant que cette algebre est associée a une algebre d’opérateurs, appelés opérateurs
pseudo-différentiels, qui contient les opérateurs différentiels a coefficients variables usuels. Nous
généralisons dans le chapitre 9 cette algebre d’opérateurs en ce que L. Hérmander appelle les
opérateurs intégraux de Fourier, et qui sont I'un des outils essentiels que ce cours souhaite
présenter.

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés topologiques de cette algebre de symboles,
nous réservons au chapitre 8 le fait de définir le calcul symbolique (produit de deux symboles
compatible avec la composition des opérateurs associés). Notons que la motivation historique
d’introduction des symboles n’est pas celle employée ici, les symboles ont été créés pour trans-
crire aisément sur des fonctions les regles de calculs sur les opérateurs différentiels. Nous
privilégions cette présentation parce qu’elle est la suite logique des théoremes de la phase
stationnaire.

Nous démontrerons I’analogue du lemme de Borel (Théoreme 1.1) pour des symboles de
degré d’homogénéité (ou d’ordre) décroissant. Cette partie est inspirée presque totalement du
cours donné par J. Sjostrand & l'université d’Orsay en 1987-1988 [42].

6.1 Définition

On se place sur un ouvert X C R, et on définit I’espace des symboles d’ordre m sur
X x R x R? et de poids p, 0 par

m dy __

p’g(X x R%) =
{a(z,0) € C=(X x ROVK cC X,Ya € N, V3 e N4, 3C(m, K, o, 3, a) (6.1.3)
Sup(r,G)EKXRd,\G\Zl|agaga(ma 0)| < C(Ka a, ﬂa a)(l + |9|)m—p\5|+5\o¢|.}

De tels espaces sont non vides : en effet, considérant a(z, &) = £, on vérifie que

o] > 1,18 > 1= 9/0%a = 0.

Comme 6?1 lg = Bﬂll' {”_ﬂ ! on trouve que, dans les cas oli cette dérivée est non nulle (57 < m)

—m —d|a « m! m— —m
(1 +[gl)y o=l 'Iaﬁf@wGIS@I&I P+ e

qui est, pour tout p et pour tout J, majoré par 5&1', Lorsque o #£ 0 ou 3 # 0, 'inégalité est
trivialement vérifiée.

On définit aussi 'espace S™°° des symboles qui décroissent plus vite que toute puissance
inverse de 6 :

S572(X x RY) = {a,sup |82 a| < C(a,a, B, K, M)(1 +10])~™M.}

Notons que la définition des symboles donnée dans ce chapitre, et que nous utiliserons
désormais, est plus générale que la définition du préambule, puisque nous autorisons p < 1
(c’est-a-dire une perte de puissances de § moindre que 1 & chaque dérivation) ainsi que § > 0
(c’est-a~dire un gain possible de puissances de 6 lorsque l'on dérive par rapport a z). Des
exemples de tels symboles sont utilisés dans ce cours; en particulier on pourra rencontrer

(p75) = (%’0) et (p7(5) = (%7 %)



6.2. PROPRIETES FONDAMENTALES 97

Donnons tout de suite un exemple d’un symbole de 5’10)0, qui nous sera utile par la suite : le

symbole troncature. Considérons une fonction y € C°°(R?), telle que x(8) = 1 pour 4] < 1/2
et x(¢) =0 pour |0] > 1.
Le symbole x;(0) = x(?) est borné dans Sj 5(X x RY).

En effet, lorsque 'on calcule 85 x;(6), on trouve

= 0
0y x; = J 'B‘(aﬁxx;)

La fonction x est C§° donc il existe cg tel que (65)() < ¢g. On vérifie que, pour 0] > 27,
1446 ‘ﬁ|aﬁx- =0 et est majorée par (14 25?5181 pour || < 24, donc par 3/°l. On a donc
0 Xj

95 x; < 3lea(1 + 10))~ 17!

ce qui prouve 'appartenance de x; & SY .

6.2 Propriétés fondamentales

Il est aisé de vérifier que le produit d'un élément de S)'s et de ngg est dans Sg?gr ™ Par
les formules de Leibniz, en effet, on a

OO E SR G Gt D)
o/, B, |’ |<|al,|8'|<]6]

On en déduit

1020y (ab)(x,0)| ek pera < > C2 ¥ Nov g k(@) Noa—ar g—pr 1 (b).
of B o’ |<|al.|6"<|B|

et donc

Na,p,k (ab) < Z ng (SUPa/ga,g/gﬁNa’ﬂ/,K(a))(SuPafga,ﬁfgﬁNa/,ﬂﬁK(b))-
o' <a,B'<p

Des propriétés classiques et importantes des symboles sont énoncées dans les deux propo-
sitions qui suivent :

Proposition 6.1 e Sia € ;?5()( x RY), alors, pour tout m' > m, p' < p et tout §' > 6,
a € Sg?:(;,.

e Lorsque K est firé et a € S5(X x ]RN), la plus petite constante C(m, K, a, 3,a) satis-
faisant a la définition 6.1.3 est notée NgfﬁyK(a). On définit ainsi une famille de semi-normes

N5 i sur Sg?d(X X ]Rd). L’espace des symboles muni de cette famille de semi-normes est un
espace de Fréchet.

e Pour cette famille de semi-normes, l'espace S™° est dense, pour la topologie de S;’,L75/,
dans S)'s pour m’ > m.

Le premier alinéa de la proposition implique :

m mi m+ma
a€Sys5be Sy =abe Smin(pyp’),maX(M’)'

Le dernier alinéa de la proposition 6.1 est une conséquence de

Proposition 6.2 Si (a;);>1 est une suite bornée dans Sg_l(;, qui converge ponctuellement vers

a(/x, 0), la limite a est dans S}'s et la suite (a;) converge au sens des symboles dans ng(; pour
m' > m.



98 CHAPITRE 6. ESPACE DE FRECHET DES SYMBOLES.

Preuve de la proposition 6.2 Nous désignons par Cy 3 i le majorant uniforme de toutes
les normes des Bg 0%aj; sur K, qui est indépendant de j.

Gréce aux inégalités permettant de controler d, f en fonction de 822 f et de f, on vérifie
que, sur tout compact K

102 (a; — )| < CLE)||ag — al]oe + Co(K)(|lay — arl[oo||0% (a; — ar)]|so)®

On sait que la suite a; est bornée dans S™, donc en particulier, sur un compact, on sait
que
1022 (a; — @)l < 2(1 4 [6])™ > Cay0,1¢-

Nous nous plagons sur un compact K en 6 pour appliquer le résultat précédent, donc
1
102 (a; — ar)| < C1(K)|laj — aillso + C2(K)C5 o e (llaj — arlloo)?.

Il y a majoration uniforme de la norme infini de la suite sur le compact K x K, convergence
ponctuelle en tout point, donc convergence uniforme sur le compact K x . On en conclut
que la suite Oya; est une suite de Cauchy sur ce compact, uniformément bornée, donc elle
converge et la limite est uniforme.

Par récurrence sur la longueur |a| + |3], on démontre que la suite 82‘85 a; est de Cauchy et
uniformément convergente sur tout compact de la forme K x K. Malheureusement, on ne peut
pas vérifier la convergence uniforme sur K X R?, car ce nest pas un compact. En revanche,
on trouve que la limite a est dans C*°(X x ]Rd), et comme on a

1029 a;] < Caprc(1+ [0 =PIl

la convergence simple prouve que la limite simple est dans S)7;(X x R%). On introduit
k;"ﬁ(a}, 0) = 6385@- —a)(z,0)(1 + |g])~™"+¢lB1=dlol - On remarque que

|65 (,0)] < (1+10])™ ™ 2C 0,5,k

Définissons R&5 > 0 tel que, pour || > R®#K on ait (1 + [0])™ ™' 2Cs 55 < 5. Sur
le compact K x B(0, R%%K), 1a suite a; converge uniformément dans C> vers a. La suite
8;3‘85 a; converge donc sur ce compact vers 8;"85 a, donc il existe j(e, a, 8, K) tel que

j>je a8 K) = kP (2,0) < =, (2,0) € K x B(0, R>*5).

N ™

La suite k;(z,60) converge uniformément sur K X R? vers 0, ce qui achéve la preuve de la
proposition 6.2.

On utilise une troncature en § pour se ramener a des symboles a support compact. La
preuve du dernier alinéa de la proposition 6.1 s’obtient par construction, pour a € Sg?[;, d’une
suite de S™°° convergeant vers a. Comme x; € S?,o N .S~°, la suite de symboles a; = ax; est
bornée au sens de la topologie de S;’f&, est dans ST et converge ponctuellement vers a. On
utilise le troisieme alinéa de la proposition 6.2 pour obtenir que a; converge vers a pour la
topologie de S,T(;, m’ > m. Ceci montre la densité de S™°° dans Sg?[; pour la topologie de S,Té
pour m’ > m. Réciproquement, si une suite a; vérifie les hypothéses de la proposition 6.2, on
en déduit qu’il y a convergence sur tout compact de 3§‘Gg aj vers 85‘65 a. La proposition 6.2
est démontrée.

Proposition 6.3 Soita; € S’Z?g (X x ]RN). On suppose que la suite décroissante m; tend vers
unique modulo S™°, tel que

a—Zaj 65’2_1(;“.

mo

—oo. Alors il existe a € Sp_(;,



6.2. PROPRIETES FONDAMENTALES 99

Preuve de la proposition 6.3 On démontre I'unicité. Soit a’ un autre symbole. Alors a—a’
est dans S™* pour tout k. Il est donc dans S~ pour tout N, ce qui justifie a — a’ € S™°°.

L’existence de a provient d’un raisonnement analogue a celui employé pour la démonstration
du théoreme de Borel (Théoréme 1.1) (il existe une fonction C'*° dont la série de Taylor quel-
conque est donnée). Nous construisons, pour L; > 1 suite strictement croissante tendant vers
400 le symbole

- 0
a;(z,0) = (1 = x(3-))a;(@,0).
J
Si 0 est donné, alors pour |- | <1, a;=0.Donc si j est tel que L; > 20|, alors a;(z,6) = 0.
On peut donc définir, pour tout (x, 6), la somme des @;, qui est localement finie. La fonction

obtenue a(z, ) est une fonction C>°(X x R%).
On note dans ce paragraphe y; la fonction (qui a été écrite ci-dessus xz,) :

0
ijeﬁx(f)
J

est un symbole de SY (]Rd) Le symbole a; est dans Sp(;, donc dans S " On peut alors
choisir la suite L, (comme dans la preuve du Théoreme 1.1) tel que, pour tout J <lal+ 16,
10907 a; (x,0)] <2779 (1 + |g])1+ma—rlBl+dlal, (6.2.4)

En effet, nous vérifions que |ag| < |ag| sur le support de 1 — x(Lo#), qui est inclus dans
0 > 1 Ly. Donc, sur le support de o,

1 2No,0,x(a0)

(1 + |9|)—17m0|&0| < Sup‘g‘Z%LDNmo,K(CLo)(l + |9|)7 < 2+ Lo

Le choix de L() est LO > ZN0,0yK.
On procede pour la suite par un raisonnement par récurrence. On suppose que les L; ont
été choisis de sorte que, pour 0 < 5 <n —1, on ait

lof + 18] <1<n—1= NIe@a) <27

Soit j = n et on étudie @;. On vérifie que
b=005(@) = 0513 Cowdl sy "7 0) ()]
p<p ’

Comme N;nz;}i(a ) = max |b(z, 0)[(1 + |0]) ™~ 1=0lel+2I8] " on utilise

b(a, 0)(1 +[p]) 71Ol ol

0

= (1) Y2 Coplaloh et gz aj (14 o) 01D L P @7 0 ().
J

B'<p

On désigne par D; g la constante (3 5. < 5|Cp,p|) maxa<g [|05 x|| max N . i(aj). Del'iden-
tité N

b, 0)(1 + |6]) "L 0lel+el8l — g sur =1

on déduit I'inégalité

i —1-6a 2
b, 0) (1 +[0]) 7~ 0Nl < =D .
J
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On prend alors L; > 2j+1Dj75, ce qui donne 'inégalité (6.2.4). Notons ici que le controle de
a; dans SZEH est un contréle en 277, Par exemple, on remarque que la suite 1 — X; € 510,0
tend vers 0 dans S{ .

On considere alors «, 3, k, K donnés. Pour p > N > |a| + |G|, on a

000 a,| < 27P(1 + |0])Hme eIl +dlel

. . p=N-1~ e} ~
donc a fortiori, puisque m, < my et que a — szo ap = Zp:N ap

020 (a— " )| < (14 |g])Fma—plBl+dlal,
0

2

=
I

On choisit N tel que mgy1 > my +1 et N > |a|+|F|. Ceci est possible car la suite my, tend
vers —oo. Ensuite, on écrit cx41 = a — qu a; et on vérifie

Ckt1(z,0) = Z a; + (a— Z a;) + Z(&j —aj).

k+1<j<N-1 j<N-1 i<k
On utilise le fait que } >, (a; — a;) est dans S™°°, I'inégalité

Ny
10205 (a =" a,)| < (1+ |p])rma—rlBltolal

p=0

que nous venons de démontrer et I'inégalité (obtenue car a; est le produit de a; € SZ?; et de
(1-x5) €87, C 52,5)

102954, (x,0)| < D(a, B)(1 + |6])ms—P1BI+dlel,

On a alors l'inégalité

1050 crs1(2,0)| < ND(a, B)(1+[6]) "+~ (14 ||y i =PI L Gy (14 gy IOl
et cette majoration prouve 'appartenance de cx11 a S’Z’Lg“

Nous avons donc démontré la convergence au sens des normes de S™° de >, a;. Ceci
acheve la preuve de la Proposition 6.3. B

Remarque : on voit ici qu’il n’y a pas unicité, puisque le choix de deux fonctions y ou de
deux suites L; pour la méme fonction x conduit & deux sommes ) a; différentes.
Proposition 6.4 On se donne une suite a; dans S;ng et on suppose que m; décroit vers —oo.
On suppose qu’il existe a tel que, pour tout compact K, tout multi indice, il existe My g et
Ca,g,K tels que

0705 a;] < Cap.rc (1 +[6) M2
On suppose qu’il existe une suite mj, qui tend vers —oo telle que
k-1
la(w,0) = > a;(z,0)] < Crex(1+[6)™.

Jj=0

Alors a = E;igoo aj, modulo S™°.



6.2. PROPRIETES FONDAMENTALES 101

Preuve de la proposition 6.4. Par la proposition 6.3, a’ = E;io a; existe et est dans
Syg. Alors b= a — a' vérifie

k—1 k—1
_ . L /
b—a—g aj—i—g aj —a'.
0 0

Le premier terme est majoré par Ck (1 + |0])™ par I'hypothese de la proposition et le
deuxiéme terme l'est par Ck 0,0(1 + |0])™ par le résultat de la proposition 6.3.

Pour tout M entier positif, il existe k tel que my et m] soient tous les deux plus petits
que —M. 1l existe donc C'k s tel que

b] < Crear(1+16)~M.
Rappelons I'inégalité suivante pour |a| + |3| =1 :
1029, b(w, 0)| < C(K)(sup|b])* (sup|d;*9;°b|)* + (sup|b])?). (6.2.5)

On se place dans le cas |o| + | 8] = 2, pour généraliser cette inégalité. On obtient

0295b] < Clayj3(K)[max [b] + max [b| 2] x max 922 p|3],
[y1l+]v2|=lal+]8]

En effet on démontre 'inégalité suivante :
1/ llse < CLU oo + Co(E)IF P loc-
Si on restreint f & [—a,a], a > 0, alors il existe 61,62 €]0, 1] tels que

I 2 1C2 Z 2700 2 (10,2 4 1) (03,

f7(0) =
Si f(®) =0, on trouve |f”(0)| < Z||f||sc. Dans le cas contraire, on a
£/ < e + SI£]

et on optimise ce majorant pour |x| < a. Dans le cas ou 4\/§(H|f|{4‘)‘ﬁ° )2 > a2, on trouve

recherchée :

8 2 1 1
17O = SlIflle + ﬁllflléollf(“)lléo-
Cette inégalité est moins bonne lorsque a est petit. Il faut alors étudier ce cas, c’est-a-dire
lorsque le point ou on calcule un majorant de f” se rapproche du bord du compact. On calcule
5f(x) — 4f(2x) + f(3z), ce qui permet d’obtenir f”(0) en fonction de f et f*.
Pour la majoration d’une dérivée croisée, on écrit

|I3§ef||S01[||<9sz|+||3zf||%||§9§’e2f||%] )
10362 f1l < CrlllOF: f1] + (1052 112107242 £ 112].

On utilise les majorants

102 f1] < CLlILFI + (11121102 £11 2]

et les majorants démontrés dans le cas d’une variable (la constante Cy est celle adaptée a
Pinégalité pour la dérivée seconde avec le compact en x et en 6)

102 f1] < Col|l£I| + 1 £]12]|0% £112]
102: 11 < Coll| £I| + |1 1121104 £112].
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On a une majoration par une fonction de la forme M(||f||, |02, f||, |05 f||, [|0222 f1]) (qui
est compliquée), elle méme majorée par

% 200 028 %
Call 1+ 171 e [25.035, 4]

Ce raisonnement peut se poursuivre pour |a| + |3| = n € N par récurrence sur n. Le
symbole b est donc dans S™°°. La proposition 6.4 est démontrée.

Dans le chapitre suivant, nous introduisons 1’outil qui permettra de construire I'algebre des
opérateurs pseudo-différentiels associé a ’algebre des symboles. Nous aurions d’ores et déja
tous les outils qui permettraient de la définir formellement, mais nous choisissons d’introduire
la loi de composition grace a la composition des opérateurs associés. Les symboles de S{’}O(X X
]Rd) sont les symboles qui ressemblent le plus aux polynomes en £ a coefficients C*° en z € X,
qui sont les symboles associés aux opérateurs différentiels. Nous noterons désormais S77% (X x

R?) en omettant 'indice (1,0), soit S™(X x R?)!.

6.3 Le probleme modele de Friedlander

Dans cette section, nous commencons 1’étude d’un probleme qui nous servira de fil conduc-
teur dans cette approche de ’analyse microlocale; il s’agit du probleme modele de Friedlander.
Inspiré de l’article de 1977 [41], il permet une étude, dans un cas simple, d’un probleme de
rayon tangent & un bord, dont le traitement formel ressemble a celui de la caustique introduite
dans le chapitre 10. Les notations introduites ici seront donc suivies tout au long de 1’étude,
en particulier dans les chapitres 7,8, 10. L’introduction de 'opérateur défini ci-dessous dans
(6.3.6) est quelque peu arbitraire, nous verrons dans la section 11.4 quelle en est la justi-
fication. Nous l'introduisons dans ce chapitre pour montrer que certains problemes simples
d’équations aux dérivées partielles font intervenir de maniere naturelle des symboles qui ne
sont pas usuels, essentiellement des symboles de Slo /3.2/3°

On se donne lopérateur sur Ry x R>

0%u %u  Ou
Pu(xay17y2): @_(1+$)8—3ﬂ+3—y2 (636)
1 2

On introduit, pour 6, € C, 01 <0, et 02 € R, les réels A\, Z, Zy, &, & par

61 = |01 FHY, —g <A<

o 3

ainsit

ol

) ) - ,_
03 = —|61]3e3, 6,% = |0y 53N

On introduit
€=07502 — (1+2)05
&= 0y 163 — 0}
On note désormais
6] = (63 + 63)*

Z = 01]3 — (1 +2)03]61] 3
Zy = |91|5 - 9%|91|7§

On résout

1Ce n’est pas la notation usuelle, on réserve souvent la notation sans indice aux symboles classiques
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Pu=0,u€D'(Ry x R?)
u(0,y) = f(y), f € £'(R?) (6.3.7)
u(z,y1,92) =0,y1 <O0.

1) Démontrer que la solution de (6.3.7) s’écrit, pour f € S(R?)

1 ~ ~ . .
u(z,y) = —— / K,(01,02)f(01,0:)ev1%1+1202 49, dp,
(2m)? Jgre
au sens des intégrales de Fourier, ou K, , solution de

PK,=0
Ko(y) = 5y:0 (638)
Ko (y1,y2) = 0,y1 <0.

est supposée admettre une transformée de Fourier, égale dans 361 < 0 a2

2) a) Démontrer que la fonction ® définie par I’égalité

u%Ai(u)exp(gu%) = uiCD(u)

admet, ainsi que son inverse, un développement asymptotique pour u € R4 grand, en puis-
sances inverses de u?, développement valable uniformément dans argu € [—m +¢,m — €.
b) Soit G une fonction donnée de classe C'*°. Démontrer par récurrence l’existence de

fonctions C° Q?’a(a}, 0), homogénes en 6 de degré d’homogénéité 2(j + k) — |al, telles que

j=lal
o ] k,a
0505 1G(2)] = Y GM(2)QT (w,0)
j=0
3) On considére la fonction C™, notée oo, nulle pour t < 1, identiquement égale a 1 pour
t > 2. On introduit o2(t) = 0¢(dat), 0 < d2 < 1/2. On introduit

()

ag(x, 91, 92) = O’Q(lal)Ug(Zo)q)(gO).

a) Démontrer que o2(Zy) € S’?/B o(R?).
b) Utilisant linclusion 510/3 0 C S?/?, 23, démontrer que az € S?/?, 23"
4) a) Démontrer que

(1 onl1) e

Soit o1 la fonction paire, nulle sur [1 — 1, +o00[, égale a 1 sur [0,1—201], par exemple o1(u) =
1—00(81|ul + 1 — 36,). Soit h la fonction égale & (s +1)"2(s2 — 1)% sur [1, (1 + x)2], égale
0 (s2+1)72[(s2—1)% — (s2—1—)2] sur [(1 4 a)2,+oo|. Elle est minorée par une fonction
v(x), que 'on pourra exprimer, pour s > (1 —6;)~ L.

b) Démontrer que

€ s .

M

lo0(18)01 (2 Yexp(~ (¢

Gesp(=3e! — )| < exp(—5r@)lo).

¢) Démontrer, quel que soit n, lexistence de C,, telle que

2La derniere inégalité de (6.3.7) montre que y1 joue le réle du temps, et que ’on étudie la réflexion d’une
onde sur le bord x = 0, ce qui est relié par la notion de solution supportée dans y; > 0 a ’extension 361 < 0
par le théoreme de Paley-Wiener-Schwarz.



104 CHAPITRE 6. ESPACE DE FRECHET DES SYMBOLES.

oy Aifg
|02] " Ai(&o)
d) En conclure sur lappartenance de ai(x,0) = ao(|9|)01(lz—;|)fii(§))) a un espace de sym-

boles.
5) On note

|03 (a0 (10])o1 (

) < Cuexp(—57(@)10)

as(x,0) = [K.(0) — (1= 00(|6)) 15es — 016D (15) e
—as(w, 0)exp(—3(£F — &7))lexp(3 Z 2 signbh) 1,55

a) Démontrer que le support S de as est donné par les inégalités

16] > 1,102 < (1 —281)" 601, Zo < 265.

b) Déterminer le plus petit cone contenant S.

¢) Démontrer que Z a un minorant strictement positif sur {(x,0),x > §,|01] > (1 —
261)[02]}-

d) Démontrer que as € 510/372/3.

Résolution. 1) On suppose donc que K, (y), solution fondamentale de P a support dans
R4 xRy xR, qui est, grace a 'hypoellipticité partielle en x de 'opérateur P, dans C*° (R, D'(R?)),
admet une transformée de Fourier K, (#). Cette transformée de Fourier est solution de

0% K, (0) + [(1 + )07 — 02]K,.(0) =0

avec Ko(#) = 1. Nous écrivons le changement de variable X = ay(6)z + a2(#) pour nous
ramener a 1’équation caractéristique de la fonction d’Airy. Nous avons alors

a20%:. K, — [02 — a7'0?(X — ap)]K, =0
On choisit ay = —030; %a; et a} = —03. L’équation s’écrit

9% K, (0) — XK, (0) = 0. (6.3.9)

On sait que K, = 0 pour y; < 0. Comme

Ro) = [ et )y

la fonction K,(6) se prolonge analytiquement en 6; dans $6; < 0 et reste majorée. On peut
2

alors déterminer les racines 67 par la représentation indiquée dans le texte, et on a

_4 2
X =030,° — (1+2)07.
De (6.3.9), on déduit qu’il existe deux fonctions C1(6) et Co(6) telles que

K. (0) = C1(0)Ai(X) + C2(0) Bi(X).

Lorsque 367 < 0, la solution Bi(X) est exponentiellement croissante et n’est pas dans
_4 2
S'(R), ce qui donne C(0) = 0 et C1(0) = (Ai(0360, > — 67))~ L. 1l suffit alors de noter & =
_4 2 _4 2
030, % — (1 +2)07 et & = 6036, — 07
2) a) Ce développement asymptotique a été fait dans ’exercice 1 du chapitre 4. Pour
obtenir celui de (13 ®(u))~!, on inverse la série de Taylor en u~3 correspondante.
b) La méthode employée est la méme que dans l'exercice 6 de ce chapitre. On démontre
par récurrence l'existence de fonctions homogenes Q% (z,0) telles que
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lot]
% (G ZQ%@GW )
Pour a = (1,0) ou (0, 1), on trouve :
2 1, 63 2 0
Qfmmﬁ):gwﬂf%gmmﬂ1—2u+qgﬁLQ9”@ﬁ):_zwﬂal+@5;
1 i
et pour |a| > 1, nous avons les relations de récurrence
QY (2,0) = 95 QF (x,0)
Qrtato;ll\ (SE, 9) = Q?l (!E, G)Qfa\ (CE, 9)
Q5 (x,0) = 95 Q5 (=, 0) +Q?l<a: 0)Q5 1 (2,0).2 < j < |al.
Le symbole Q{" est homogene de degre —=. On effectue un ralsonnement par récurrence
pour obtenir le degré d’homogénéité de Q On suppose que dOQO‘ = 27 — |al, alors

2
P = d°QF —1= 2 —Ja| —1

1 1 1
0yatar . 0o _
Q1 =4 @ — 3=

( a+a 2 .

pulsque pour le dermer item, les deux termes ont le méme degré d’homogénéité 2 zi—lal-1=
2(j —1) — |a| — +. Ensuite, on vérifie que

0,05G(2) = 051(0:2)* G (2)].

L’application de la formule de Leibniz prouve que

[o3 o4 %k (e a—a’ %k
8589G(Z):89 [(—1)k91 G = ZC 39 (Z))sudg ™" (67").

) On applique 2 b) & la fonction G*) pour trouver la décomposition cherchée, ot

k

QF = (Dt Ry oy (7). = 1

Qb = (—1)kag(0y).

On vérifie aisément que l'ordre de Q' est 2 (|o

—|&/|) + 3 —|a’], ce qui est le résultat
recherché.

3 a) On obtient de méme que, pour k =0et z =0, on a

j=lal
O (02(20)) = Y QF°(0,0)05 (Z0)
3=0
Le caracteére borné de o2 et de toutes ses dérivées (sa premiere dérivée est dans C§°(RR))

o0
implique que I’ordre maximum de puissance de 6 dans la dérivée est — 2 |a|. On conclut comme
dans l'exercice 6 du présent chapitre puisque oo € SJ

b) On vérifie que & = Ze'55187(%1) La fonction 1
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T o = W)

u— (I)(ueigsign(&)) TP

est dans C'°°. On vérifie alors que

koG as(x,0) = Z CS 2305 00(16])0g (¢(Zo))85k8g‘33 (®Y).

altaztaz=a

Cette égalité conduit & un majorant de chaque terme obtenu en développant chaque dérivée
en

(1 +|0|) 5 lo2l=3lasl+3k

d’oti le résultat. On aurait pu aussi écrire

oo(|0]) € SS,O(RQ) C SS,O(R x R?) C 5?/3,2/3(]R x R?)

Ve S?/S,O(RQ) c S?/s,o(R x R?) C S?/g,z/s(]R x R?)
et, grace au b), on sait que
®* € 87)35/3(R x R?)
donc ag € S?/372/3(]R x R?).
4) a) Ce symbole est a support compact, donc on utilise I’exercice 1 du présent chapitre.
On a ag(z,0) = (1 - o0(|0])) 7S € S™(R x R?).
b) La relation

282 -2 — x4+ (s2—1)2(s2—1—=x
(s24+1)2((s2—1)2 + (s2 — 1 —x)

(2 +1)7F(* - 1)F — (s>~ 1-2)%) = .

ol | ~—

)

permet de voir que, pour > 0 et s > (1 + x)%, cette expression est strictement positive, et
minorée par za(z), a(z) > 0 lorsque 2 > 0. Comme de plus la fonction (s2 +1)"2(s2 — 1)2
est strictement croissante sur [1, (1 + z) 2], elle est minorée par sa valeur en (1 — 61)~! pour

s > (1 —6;)~L. Notant alors v(z) = min(za(z), h((1 + 2)2), h((1 — 61)™Y)), v(z) > 0 pour
x> 0.
On vérifie que

3 El 3

in <] = Re(-3 (€% ~ &) = 3(~Z0)?
62 < [61] = Re(=3(6% — &5)) = 0.

On voit alors que |61| = |0|(1 + 0—%)’%. On vérifie que 01(2—) #0= |gl| <1—9;. Ceci

implique alors

On vérifie que
ZRe(§2 —§5) = I9Ih( ) |62] = [61].
On déduit des inégalités sur h que

2, 3 3 2z
lexp(~5 (6% — &) < em TN,
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¢) Nous vérifions d’abord que, uniformément dans |argé| < m — ¢,

€1 < (1+ [l Aiep(5¢D)] < O,

Comme § et o sont d’argument +7, I'inégalité est bien vérifiée et on a

(I)(f) | < %1+|Zo|i
(&) ~ Cr 1+ |23

On écrit le second membre comme

14 6:]5]1 — s2|3
o) = LHOHL =
T 16,31+ 7 — 573

On vérifie que, dans cette égalité, s = Z—f et est, en valeur absolue, plus grand que (1—47)~! > 1.
Lorsque s> > 1+ z, s > 0, la fonction est décroissante, donc majorée par sa valeur en
52 =1+ z. Lorsque s2 < 1+ x, on constate qu’elle est aussi majorée par cette valeur. On a

20 _C

|‘I’(fo) G
De plus, la dérivée par rapport & « d’ordre k de la fonction Ai(€) fait intervenir la dérivée
de Ai & Dordre k, qui s’écrit Py(£)Ai(€) + Qr(€)Ai'(£). Nous vérifions que nous avons des
estimées et un développement asymptotique semblable pour Ai’. De plus, le degré de P, et
de Qam+t1 est m, celui de Papyi1 et de Qappgo est m + 1.
On a alors

(1+2%[6,]5).

O (A(€)) = (—161]%)(PL(€) Ai(€) + Qu(€) A (€).
Il existe alors une constante C'(k) et un exposant n(k) tels que
2

3
On en déduit, en considérant Dy, le majorant pour [6] > 1 de |8]"® e=s7@)0] que
61 Ai(g)
|02]" Ai(&o)
d) Lorsque nous réalisons toutes les dérivées en 6 de ce symbole, nous ne changeons pas le
comportement. La décroissance exponentielle de a1 (x, ) implique la décroissance plus rapide

que tout polynome, d’ott a; € S~ (R x R?).
5) a) Introduisons

lexp(£63)0k, (4i(€))] < C(k)|o]"™)

0%, (ou(161)on )| < Ok Dyexp(~ () 0). (63.10)

¥3(0) =1 = (1 =a0(|0])) — UO(|9|)01(|Z—;|) = 00([0])a2(Zo)-

Alors 93(0) = ao(|0])[1 — "1(|Z_§\) — 02(Zy)]. Lorsque % > (1 —41)?, on voit que oy est nul.

5 4
Comme, pour Zy > 2, on trouve Z—% >1+ 52‘9;# > 1. On en conclut que
1 2

(1- 01(%))02(20) = 03(Z0)
donc
65(6) = oo (61 —01(%))(1 ~ 0a(Z0).

Le support de ¢3 a bien la forme indiquée, connaissant les supports de og, 1 — o1 et de
1— g9.
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b) La relation Zy < 289 s’écrit, notant 61 = u1|6|, 02 = us|0| :

W2t ud =1, ug|F — udlug| 75 < 26,]6)7F < 25,

On en conclut que la frontiére de I'intersection de la boule unité de de Zy < 2J5 est donnée
par

4
2, .2 2 _ 2 3
ui +us = 1,uy —ujy = 262u; .

La solution positive de ce systéme étant notée (v, (1—~2)2), les inégalités ci-dessus impliquent

que |ug] <7, dou |0;| < —L—162|. On note ainsi k(d2) = —L— —1, qui tend vers 0 lorsque
(1—72)2 (1—72)2

2
d2 tend vers 0, puisque ’équation de degré 3 en u;{ admet une seule racine réelle, qui est 1
lorsque 62 = 0.
On voit donc que

$CC={0,(1-201)[6a] < |6n] < —L——|6a]}
(I—92)2

avec égalité en au moins un point de chaque génératrice du cone.

¢) On écrit

101]
|02

3 _ (L)
) (|92|) '

Z|02| 75 = (1 +)(

. . . 0
Alors, comme le second membre est une fonction croissante de la variable %, on trouve

Z162]75 > (1+2)(1 —201)5 — (1 —26,)75.

On se donne § > 0. Alors, si on a (1+0)(1—261)% > 1, ’est-a-dire §; < $(1— \/%H), alors
pour z > 8, Z|3] 7% > A >0, ot A = (1 —26,)"3[(1+6)(1 —25,)2 —1].

Sur le support de ¢s, [62] > (1 —~2)2|6]. Donc, sur {(z,60),z > 6,|61| > (1 — 26,)|62]},
on trouve Z > D|A|3. Nous sommes toujours hors de |§| < 1, donc Z admet un minorant
strictement positif.

6.4 Exercices du chapitre 6
Exercice 1 : le symbole & support compact Soit a € C§(X x ]Rd). Montrer que

a € S7°(X x R%). Remarquons que ceci implique que, pour x fonction C§° (X x R), et pour
a€ST(X xR, a—a(l-x) €S

Exercice 2 : le symbole générique d’ordre m  Soit a une fonction positivement homogéne
d’ordre m dans la région |0] > 1. Montrer que a € STY.

Exercice 3 : Un symbole de 5’10/2 172 Montrer que si f est une fonction positive sur

X x RY, homogeéne de degré 1 en &, alors

e fes

)

[Se]
=

Exercice 4 : Un symbole de 5871 Démontrer que la fonction, sur RN x RN, égale ¢ €€,
est dans 59 ;.
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Exercice 5 : Un symbole de SS/B 1/3 rattaché a la fonction d’Airy Soit m(z,T) =
1

e~ 73T on 73 est la fonction réciproque de y® sur R . Démontrer que c’est un symbole de

S?/B,Q/B' On montrera que, pour d > 1, il existe un polyndme tel que

W=

%m = (- T_%)ded(x,T_ ym.

1
3

2m
Exercice 6 : Un symbole de S9 o et de S;5 . On se donne une fonction r(s) € C*°(R),
On construit, sur T' = {|n| < col€|}, la fonction a(€,n) = r(|&]”3n).
2m

Montrer que r € S§ o(R) = a € SY |(T) et que r € ST%(R) = a € S, % (T).

Exercices 2 et 3 :

On s’appuie sur I'inégalité

6121V f (2,0)] + 102 Vo f (w,0)] < Cuc|f(w,0)]2.

Cette inégalité se démontre en remarquant que

[%
IVaf(z,0)] = |0]|Vaf(z, W)l
et p
Vo f(z,0)| =|Vaf(z, W”'

Pour une fonction F de classe C?, en supposant F > 0 et en se placant dans un compact inclus dans
Q, on voit que, pour |y| assez petit

Fla+y) = F(a) +yF'(a) + Cly)ly|* > 0.
<1,

On vérifie que, si y = —rF'(a), avec C(y)r on obtient
/ F(a)
F P\
(F() < =g,

ce qui donne 'inégalité, valable dans un compact tel que F'(a) > 0 :

F'(a)] < C(F(a))?.

On a alors la majoration, valable en x dans un compact K, puisque

0 2NN
IVaf(z, )| < Cs,x|f(@, )l 2,
16 16
la constante Cg, x correspondant a la spheére unité en |‘%|| =1.
Par ’homogénéité de f, on voit alors que
0.1 _1
|f(wym)|2 =10]"2[f(z,0)|.

De méme, pour f4, on prend directement la majoration avec la dérivée en § pour ‘%, qui appartient

a un compact ou f est non nulle.
Donc

0
10

ce qui donne immédiatement, avec les homogénéités recherchées

Vo f(x, o) < Ches|Vf(z, %n,

_1 1
Vo f(z,0)| < Ck 510" 2| f(z,0)|7.

On a ainsi prouvé la majoration en prenant la constante C'x égale au sup de Cs i et de C}QS.
Donc, pour 6 de module plus grand que 1

[Vt (2, 0) Vo f(, 0)e™ 7 < O A+ 102712 f(, 0) /2426710,
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T

On constate alors que x"e™* est majoré par n"e™ ", donc on obtient :

—flw _ k+1 _k+l
IV (2, 0) Vo f (2, 0)] ™77 < CHH(L 4 o) /2712 (=)o 2em

On démontre ensuite par récurrence que

0205 ) = 3 e w0 (1) (00) e
a/yﬁ/

la|—la’|—18|+18']
2

olt le symbole a, g est dans S, . En effet, on suppose cette appartenance vraie pour le

développement du symbole 6565(67f). Alors on a

efamj [aa/yﬁ/ (aa:f)o/ (89f)ﬂ/67f] — 81_7- [aalygl](amf)a/ (89f)ﬂ/
—Qq’ B’ (8zf)a,+6j (69f)ﬁl
+ D Gt 50050, (B [ (B )
+ 21,6121 6gl:rj (6zf)“(39f)ﬁ—6l

On note que &%jmkf € Sio et que &%jglf € S(f’o, car f est homogene.
Nous avons

; lal—]a’|—181+18'] lats;l—la|=181+18'|
_ p) p)
ba/,ﬁ’ = 8zj (aa/’g/) S 51,0 C Sl,o s

lal=[a’|—|8]|+]8'] lat+s,l—la’+5;1-18]+18’]
2

J — —
ba’+5]~,ﬁ’ = —Qqu’ g’ S Sl,() - SI,O

; , ) lal=la’|=1B1+16"] | oo o’ —o4 | =181 +16|
J— 2 — 2
ba’—ék,ﬁ’ = O‘kaa’,ﬁ’azjwkf €510 =910

et

; , ) \a\—\a/\g\ﬁH»\ﬁ/\l \a+5j\—\a’\;\ﬁmﬁ’—él\
ba/”@lf(gl = /Blaa/,ﬁlazjglf S Sl,() = SI,O ’

ce qui permet d’écrire

On, (0505

. ’ ’ . 146 ’
S W 0e)) 00) + Vg, (0 (D0)
a’,p’ k.l
. IS ’ . ’ I s _f
b, s 5 (02 )* (D0 )T A VL s (D )T (D0 f)” e
Pour cette décomposition, on retrouve le méme comportement des b’ en fonction de |al, |o/], |8], |3].
Pour une dérivation en 6, on utilise le fait que 8gjek f est un symbole d’ordre —1, et on obtient les
mémes égalités pour les symboles ci,ﬁ,, cz/yﬁ%ék, ci,_élﬁ,, ct’ilpha’,ﬁ/—éj‘ Ceci est laissé au lecteur.
Ceci acheve la démonstration de la récurrence.
On vérifie que, pour 3; = (di;); ou a; = (d35)4, le résultat est vrai. Il est donc vrai par récurrence.

On combine alors I'information sur le symbole a,’ g/ avec la majoration obtenue, pour vérifier que
la dérivée

x5 (e™)

est majorée par des termes de la forme

lal=la/|=1B1+18'] | |a’I=18]
(1+10D) 2 T

c’est-a-dire une majoration de la forme

lo— 1]
(L+16) =

On a prouvé appartenance de e ¥ 4 S

)
-

’

Exercice 4. On remarque que
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. . ’ ’ ’ ;
00 () = i€ e ) = Y i a8, 5077 (€7) (@ )]e
BB 1<I8
ce qui donne tout de suite la majoration de cette expression, sur un compact K en z, par

Crc (e, B)(1 + €)',
L’exercice 4 est résolu.
Enfin, pour I'exercice 5, nous vérifions que
1 2
Orm(x,7) = —37 3xm(z,T)
Le raisonnement par récurrence conduit a

oM m(x,T) =

1 2 1 1 a1 _2 1 1,1 _2 _
(—gT g)‘“’11’21301(36,7' é)m—gT g(—57' §)daAPgl(ac,T é)m+27’ ;’(—57' §)d"'ngz(Jc,T

ol=
ol=

)T

Piii(z,\) = zPa(z,A) + AN20zPa(z, ) + 2APy(x, \).

Cette égalité par récurrence définit une suite de polynémes, donc le résultat intermédiaire est démontré.
Ensuite, on a

5)%)m.

=
~
Q
3
~
[
<2
—
|
|
)
ol
~
<
8
v
—~
B
2
|
ol
~
3
o)
S
<
0N
3
Wi
~—
Q
+
2
—~
N
;)

0707m = (-7

Exercice 6. Nous utilisons une méthode directe dans le cas ot r € ST (IR). Nous vérifions que

(€175 n)| < Coo(1+ |l€]~Snl)™
ce qui donne
(€175 0)] < Coo(I€]F + 1n)™ €17 F < Coo(L + [¢] + Inl) %
Ceci donne déja 'idée de I’exposant QTT”
Nous avons de plus :

(e -1 o _ 18l _1
0, (r(IE|™ 7 m) = L [IE1™= (r)(IE1™ 7 m).
Nous vérifions que, pour |£| > 1 et (§,7) €T

1 1.1 1
1§73 < (1 +co) 325 (1 +[&]+Inl) 3. (6.4.11)
On démontre aisément ainsi, grace a 1’égalité
dimX

=" &)*

_181
que le symbole |£]718! est un symbole de S 0° ().

Le symbole r est dans ST (X), donc on a 'inégalité

027 (s)] < Cop(1+]s)™ 7.
Ensemble avec l'inégalité (6.4.11) pour {£ > 1} N T, on voit que

1 1(18]-m 2 (m—
02r(1€]73n)| < Co,psup(1, ( )3 (14 (g 4 [nf) 31D,

Il reste donc, pour (§,n7) € {{ > 1} NT,

14+ co

2

I[1€1717 (@27 (€]~ m)]| < Co,psup(1, (——

1018l—m 2m _ 1
)BT (L jg) + o) B

Nous remarquons alors que
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0 1061 ¥) = ~ gl pu(e )

ce qui permet d’écrire, par récurrence, toute dérivée en & de

RO

comme une somme de dérivées d’ordre o’ de 8°r, les coeflicients étant dans la sphére unité, pondérés

lo|
3

lo’] . . _
par des termes en |73 . On a donc finalement le résultat, puisque un majorant de |¢] est

sup(1, (1+2c0 )%‘O‘,‘)(l +[¢] + |n])~'*!. On conclut par récurrence la démonstration de 'exercice.

La deuxiéme méthode se rapproche de la méthode utilisée dans ’exercice 3. On démontre par
récurrence l'existence d’une suite de fonctions S§'(&,7), o € N? — {(0,0)},1 < j < |a| telle que

la

O¢na(§,n) = Z S5, ")T(j)(|f|_%77)

avec, de plus, S homogene de degré 2j — |a.
On voit ainsi que

Aclallel™Hn) = ~5leF g (615

an(g(l€l~5m)) = 16| 54’ (1€]" % n).

Ceci permet de conclure que

_1
SOV (e n) = g3,

qui sont deux polyndémes homogenes de degré % —1.

Notons a1 € {(1,0),(0,1)}. On vérifie que
sz+a1 — 80415;11

atay Qo %}
S\a-‘—al\ - ‘O“Sl

2< 5 < al, 85T = 0" 85 + S5, 57

En supposant que S§* est un polynome homogene de degré % j—lal, on vérifie que Si“'al est homogene
de degré % —-1-1, Sﬁjﬂ est homogene de degré %|a| —la| — %, et que S;Hal est homogene de degré
%j — |a] =1 pour 2 < j < |af. Ceci permet de conclure sur 'homogénéité lorsque 1'ordre de dérivation
est |a| + 1.

Dans le cas ou toutes les dérivées de r sont bornées, c’est-a-dire r € 5’8’0, on vérifie donc que
0%a est la somme, avec des pondérations bornées, de symboles homogenes d’ordre % Jj — |a| pour
1 < j <a|. L’ordre dominant est obtenu lorsque j = |al, ce qui donne donc la majoration

lo]

0% < (1, S5, co)(1+ 1€ + )™=
ce qui démontre le premier item. Enfin, on peut vérifier, lorsque r € ST (IR), I'inégalité sur I'

m—j

[P (€175 m)| < Caol€]™ 5 (1 4[] + )™,

qui permet de conclure que tous les termes de la somme sont d’ordre 2m/3 — 25/3 + 2j/3 — |a| =
2m/3 — |a|. La deuxiéme partie est prouvée.




Chapitre 7

Intégrales oscillantes

Nous avions introduit, dans le chapitre 6, les symboles comme généralisation des opérateurs
différentiels, décrits par (6.0.1). Dans la représentation de la solution u(z, y1,y2) du probleme
(6.3.7), les deux termes u? et ul s’expriment sous la forme recherchée (6.0.1), ag étant un
symbole de ST et a; étant un symbole de S™°°. En revanche, on constate que

1 o 2.3 .3 R
uZ (y1,y2) = W/W I3 =5 gy (,0) £(6)db

1 ] 2L %sin 1 r
ul (y1,y2) = W/RQ eWI=5 22500 g5 (2, 0) £ (0)dF.

On utilise alors 'égalité f(0) = Sz €0 f(2)dz et on remplace cette égalité dans u? et
u2, en obtenant des intégrales formelles de la forme (6.0.2) avec respectivement ¢o(y, 2,6) =

T
(y—2)0 + %z(fg - 50%) et ¢3(y,2,0) = (y — 2)0 — %Z%sign(ﬁl). Ces opérateurs sont appelés
(Taylor [93] p 222) opérateurs de Fourier-Airy. Ce sont des cas particuliers d’opérateurs plus
généraux appelés opérateurs intégraux de Fourier, avec az,asz € S /3.2 /3(]R3). Nous étudions
maintenant de tels opérateurs dans un cadre général, en utilisant le théoreme de la phase
stationnaire. Nous aurons ainsi a définir ces intégrales de maniere non formelle.

Notons que, sur suppas, on a [0] > 1 et |61]3 — 62]01]F > 65. Ceci permet de vérifier que

3 3
Zo > 0 et donc § = %iZoz sign(#1) sur le support de as. On constate que, pour A > 0,

(ENG1, M2, 2)) % = (IM01|F — (1+2)(A2)?|A01| %)% = A(£(01,02,2))%.

3
Les fonctions & % et &; sont des fonctions homogenes de degré 1 en 6, donc la fonction

62 (y,2,0) = (y — 2)0 — =(€F — &)

est homogene de degré 1 en 6. C’est une des propriétés que nous exigeons de la phase
généralisant expression (6.0.2).

Dans ce chapitre, nous définissons, pour a symbole quelconque, les intégrales de la forme
(6.0.2), en utilisant les méthodes du chapitre 4 sur la phase stationnaire. La présentation
de ce chapitre s’appuie essentiellement sur I’article fondateur de L. Hérmander [46], qui in-
troduit I’analyse microlocale par l'intermédiaire des intégrales oscillantes, qui ne sont pas a
priori définies mais que l'on va rendre convergentes. Nous présentons cette étude ici pour
a € Sf?o(]Rd), mais cela est aisément généralisable & a € Sg?[;(]Rd), pour 6§ < 1 et p > 0 afin
d’assurer les convergences apres intégrations par parties multiples.

113
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7.1 Définition des opérateurs intégraux de Fourier

On se place sur X ouvert de R®. Nous donnons le résultat principal qui permet de définir
un opérateur intégral de Fourier :

Lemme 7.1 Soit ¢(x,0) une phase, homogéne de degré 1 en 0, pour (z,0) € X x RY. On
suppose qu’elle n’admet pas de point critique sur X x RY — {6 = 0}. Alors,
(i) pour v € C§°(X),

Is(av) = /X . e @0z, 0)v(x)drdd (7.1.1)
X

est définie pour tout symbole a € S™(X x RY), m < —N.

(11) Pour tout m, Uapplication a — I4(av) se prolonge en une application continue sur
S™(X x RY).

(iii) Lorsque a € S™(X x RY), Uapplication v — I4(av) est une distribution A(a,¢)
d’ordre < k pour m —k < —N.

Commencons par un commentaire. Il est clair que lorsque a est un symbole d’ordre m > 1,
par exemple a(z,0) = (1+]0]2), intégrale sur # x RY n’est pas normalement convergente,
puisque (1+ ]0]2)% n’est pas intégrable. Ainsi I'expression du ii) n’est pas celle d’une intégrale
convergente dans L'. En fait, cette convergence est le méme type de convergence que celle de
Pintégrale de la fonction sincz (sinus cardinal). L’objet de ce chapitre et des suivants est de
donner un sens & ces intégrales qui ne sont définies que grace a leur phase..

Le lemme 7.1.1 est dti & Hormander [46]. Nous utilisons le fait qu’une application linéaire de
C>®(X x R™) dans un espace de Fréchet continue pour la topologie induite par S™(X x RY)
admet une extension unique (Corollary 1.1.12 de [46]).

Preuve Soit a € S™(X x RY), m < —N. Comme, pour ¢ réelle,

ip(x S v m
e @D az, 0)v(@)| < 1gypp, V]l Noo " (a)(1 + [6])

Pintégrale (7.1.1) est bien définie car m < —N et Suppv compact. Pour définir, dans tous les
cas sur m, une intégrale équivalente & I4(av), il faut donner une maniere de calculer I4(av)
pour m > —N. Il s’agit d’étendre la définition de cette intégrale. Pour ce faire, nous utili-
sons la méme méthode que dans la démonstration du théoréeme de la phase non stationnaire,
énoncé dans le chapitre 4 sous la forme du lemme 4.3. Nous modifions légerement ’argument
en introduisant une fonction nous permettant d’éliminer le voisinage de 0, ou les fonctions
homogenes d’ordre négatif ne sont pas définies. Nous introduisons la fonction homogene en 6
de degré —2

w(z,0) = [10*(Voo)” + (Va0)]
Soit x(0) € Cs°(RY), nulle au voisinage de 6 = 0. L’opérateur

oo a
— 2
M= -1~ MZIHI ae ae Za B, TXO)
et son adjoint L qui s’écrit :
L) a
— 20 _
L=i(l- W(x, 0)[ Z|0| ae ae Za 8% x(0) — d(z,6)

(d(z,0) construit avec tous les coefficients de M) sont de la forme } a;0, + Z by0z, + ¢, ol
les a; sont des symboles d’ordre 0, les b, et ¢ sont d’ordre -1, et Me' = !
On a alors la relation, valable pour a € S"(xz x RY), m < —N :
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Iy(av) = Iy(L¥ (av))

pour tout k. On vérifie que a — L*(av) est continue de S™(X x RY) — 8™ *(X x RY).

Comme l'intégrale [, pern (14+10]) =N =¢df converge lorsque e > 0, Vintégrale [ ¢'*(*:?)b(x, §)d6

est bien définie pour b d’ordre au plus — V.

Soit a € S™(X x R™) (et cette fois nous n’avons aucune hypothése sur m. Pour tout & tel
que m — k < —N, c’est-a-dire pour k > m + N, L*(av) € S™*(X x RY), donc I4(L*(av))
existe. De plus, pour tous k, k' >m + N,

Iy (LY (av)) = I4(L* (av)).

Ce nombre est donc indépendant de k > m + N. Par définition, on dit que

Is(av) = I4(L*(av)), k > m + N.

C’est une intégrale convergente et continue en fonction de a € S™(X xRY). L’intégrale I (av),
qui n’est pas définie de maniére classique lorsque a n’est pas a support compact en 6, est donc
définie en utilisant les symboles et la relation d’intégrations par parties de la méthode de la
phase non stationnaire.

Nous définissons ainsi une distribution :

Définition 7.1 Pour a € S™(X x RY), on définit Uapplication de C3°(X) dans R par

Iy(av) = I4(L* (av))

pour tout k vérifiant m — k < —N, l'intégrale de droite étant alors absolument convergente.
Ceci est lextension de la définition de (7.1.1) pour a € S™(X x RY), m < —N.

Les applications ainsi définies s’appellent les opérateurs intégraux de Fourier.

7.2 Front d’onde des opérateurs intégraux de Fourier

Iy(av) = / / ¢9@0) gz, 0)o(x)dzdh,

on peut considérer = comme la variable d’intégration. On définit

Dans la représentation

Xy = {z,V0 € RN — {0}, Voo(z,0) # 0}.

Pour tout z¢p € X4, le théoreme de la phase stationnaire 4.3 permet de définir

/ei‘i’(xo’e)a(a:g, 6)do.

Il s’agit en effet d’une intégrale oscillante. On introduit a cet effet 'opérateur différentiel

j=N

Ma, = i1~ X(8)) Vo6, Zaﬁai X()

la fonction y ayant été introduite précédemment. L’adjoint de M, pour le produit sca-
laire dans L2(R™) est noté Ly, ; il s’agit d’'un opérateur différentiel d’ordre 1. La formule
d’intégration par parties usuelle montre que

/ e @O Lk (a(x,0))do
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est absolument convergente pour m — k < —N. Elle définit donc une distribution, notée
formellement

Alx) = /a(xﬁ)ew(w’e)cw

pour chaque x dans X.
On vérifie (exercice 7.1) que

e @N9]; (L (a(x, 6))e 0]

est un symbole de S FHi (X x ]RN). Lorsque k est choisi de sorte que m — k+p < —N,
la fonction A(x) est de classe CP sur tout compact inclus dans Xy. Comme le raisonnement
est valable pour tout p, puisque pour k > m + N la définition de [ e*adf ne change pas, on
trouve que A(z) est C* sur X,;. Rappelons que le support singulier d’une distribution A, noté
SS(A), est le complémentaire du plus grand ouvert O(A) ot A est une fonction C'*°. Nous
avons la

Proposition 7.1 Soit A la distribution définie par

< A,u >=I,(au).

1) Le support singulier de A est contenu dans le complémentaire de X4, c’est-a-dire

{r e X,30 ¢ RN — {0}, Vpo(z,0) = 0}.

2) Sia s’annule dans un voisinage conique de

C = {(2,0) € X x (R —{0}), Vyo(x, ) = 0}

alors A est une fonction de classe C*°.

Preuve La distribution A est C* sur X4, donc Xy C O(A). Ainsi SS(A), complémentaire
de O(A), est contenu dans le complémentaire de X .

De plus, pour a nulle dans un voisinage conique de C, pour tout x dans la projection du
support de a, (z,0) ¢ C pour tout § € RY — {0}. Dongc, si = est dans w(supp(a)), z € X,
il existe un voisinage V' de x dans X pour lequel (y,6) ¢ C pour tout y dans V et pour tout
6 # 0. Donc A est de classe C* sur V(z).

Soit  hors de 7 (suppa). Alors, si V; est un voisinage de x tel que Vi x (R —{0}) est inclus
dans le complémentaire du support de a, et que, par définition pour k tel que m —k < —N

/ / ¢9@0) g0, 0)u(x)dwdd — / / @0 LE (a(z, 0)u(x))dado,

I'intégrale de droite est identiquement nulle puisque a est identiquement nulle sur V; x RY —
{0}. La distribution A est alors nulle sur le complémentaire de 7(supp(a)).
En résumé, A est une fonction C*° sur X. On appelle aussi opérateur de Fourier intégral.
On définit le front d’onde C*° d’une distribution A sur X € RY, que 1’on note WF(A),
inclus dans X x RY :

Définition 7.2 On dit que (x0,&) € X X RY n'est pas dans le front d’onde de A si il existe
une fonction x, C°° a support compact, identiquement égale a un dans un voisinage de xq, et
un voisinage conique T' de & dans RY telle que la transformée de Fourier de la distribution
XA soit a décroissance rapide dans T.

En d’autres termes

Vp,3C,,VE €T, | < A(z), e @ Sx(z) > | < Cp(1+ [€])7P.

On ala
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Proposition 7.2 Supposons que a soit nul prés de = 0. Alors le front d’onde de A(a, ¢) est
inclus dans

{(z,Vao(x,0)), (x,0) € supp(a), Voo(z, ) = 0}

Preuve Pour prouver la Proposition 7.2, il faut montrer qu'un point du complémentaire de

{(z,Vao(x,0)), (z,0) € supp(a), Voo(z, ) = 0}

n’est pas dans le front d’onde de A(a,¢). On considére donc en premier le cas ou x vérifie
V0, Voo(x,0) # 0. La Proposition 7.1 implique que la fonction A(z) est de classe C*° au
voisinage de ce point. On se place donc dans le cas ou il existe une solution a Vgo(z, ) = 0.
On suppose que x est une fonction de classe C°° a support compact localisée au voisinage d’un
x de cette forme. On introduit ' = {0, 3z € suppy, Vo¢p(x,0) = 0} qui est donc un ensemble
conique de RY. On considere K1 = {V,¢(z,0),0 € I'} et K, disjoint de K.

On trouve

F(xA) (&) = //em(x’e)_m'ga(x,9)x(x)dmd0.

On considere ici £ comme un parametre. Alors le gradient de la phase en z est

Comme 6 € I' et £ € Ko, K7 et Ko étant disjoints et V,¢(z, 0) est homogene en 6, il existe
C (K1, K2) > 0 telle que

Vad(z,0) — & = C(Ky, K3)(10] + [¢])-

On modifie le théoreme de la phase stationnaire précédent en ne considérant que les variables
x.

1l existe L opérateur différentiel en x tel que *L(e!(?(@0)=82)) = i(¢(@.0)=E2) On rééerit
alors l'intégrale F(yA) comme F(LF(xA)) (notation condensée pour I'opérateur intégral de
Fourier de méme phase et de symbole L¥(xA)). On vérifie que 'intégrant est alors majoré par

C(a)C(K1, Ka) (€] +10) " (1 + 1o])™.

Lorsque kg est fixé tel que m — kg < —IN — 1, on vérifie que

F(xA)E) < erlko, K1, Ko, )¢,

et la transformée de Fourier de x A est alors a décroissance rapide dans K5. Ceci prouve qu'un
point qui est a 'extérieur du cone fermé (ensemble des points (x, V,¢(x,0))) n’est pas dans le
front d’onde de A. Les points du front d’onde sont, soit de la forme (x,£) ou z n’est pas dans le
support singulier de A (remarque au début), soit de la forme (x, V,¢(z,0)) et Voo(z,0) = 0.

Ceci termine notre preuve de la Proposition 7.2.

En donnant une forme particuliere a la phase ¢, définie désormais pour X = R? x R? et
N = d, on définit un opérateur intégral de Fourier de symbole a € S™(X x ]Rd) et de phase
o(x,y,0) € S1(X x X x RY) par

Définition 7.3 Soit ¢(x,y,0) une phase telle que V(5 9y # 0 (pour 6 # 0) et ¢ homogéne
de degré 1 en 0. Soit a(x,y,0) € S™(X x X x RY). On appelle opérateur intégral de Fourier,

de symbole a(x,y,0) et de phase ¢(x,y,0) l'opérateur de S dans S’ défini pas son action sur
les fonctions u € C§°(X) par

< Aup >= I(au®9) = / @ a(a,y, 0)(x)uly)dydode.
X xX xR
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Un cas particulier de la définition précédente est obtenu lorsque ¢(z,y,6) = s(z,0) — y.0
et a(z,y,0) = a(x,0), X c R :

Définition 7.4 (X ¢ R?)

Soit s(x,0) une phase telle que Vs(x,0) # 0, et a(x,0) € S™(X x R%). On introduit la
phase ¢(x,y,0) = s(x,0) — y.6.

On appelle opérateur de Fourier intégral de symbole a(x,0) et de phase s(x,8) Uopérateur
de S dans S’

u— Au

défini par son action sur les fonctions de C§° par

< Au, ) >= //eis(w’e)a(aQ)w(m)ﬂ(ﬁ)d:ﬂd&

On vérifie que
< Au, ¢ >= Iy (au ® ),

intégrale oscillante sur X x X x RYN. On peut aussi écrire < Au,p >= I ((ad)) utilisant la
définition 7.1.

On a le résultat suivant sur 'opérateur de la définition 7.4 :

Théoréme 7.1 Soit A un opérateur intégral de Fourier associé a la phase ¢(x,y,0) = s(x,0)—
y.0. Alors (x,8) € WF(Au),& # 0= 30 #£ 0 tel que £ = Vs(x,0) et (Vos(z,0),0) € WF(u).
Plus généralement, pour A opérateur intégral de Fourier suivant la définition 7.3,

F(Au) C{(x, Vag(z,y,0)), Voo(z,y,0) = 0}.

Ce théoreme est la version front d’onde d’opérateur de la Proposition 7.2 (Proposition 2.5.7
de [46]).

Prouvons ce Théoréme. On se donne un point (zg,&) de R? x R? — {¢ = 0} et on définit
Pensemble fermé G des 6 # 0 tels que &y = V,s(xg, ). Supposons que pour tout 6 de la sorte,
(Vos(xo,0),0) n’est pas dans WF(u). Il existe alors deux voisinages coniques de G, I" C I,
et un voisinage conique W de &, tels que, pour z — z( suffisamment petit, 6 ¢ T, £ € W,
|Ves(z,0) — & > C(|0] + |€]), et (Vod(x,0),0) ¢ WF(u) pour x — xq assez petit et 0 € T”,
a(z,8) # 0 sur TV,

On représente J(§) = F(x14u)(€) = [ [ [el@O=2=v0q(z O)u(y)x1(z)drdydd et on
prouve la décroissance rapide en & de J(&).

Le seul cas intéressant est au voisinage des points F(u)(6) pour u localisée au voisinage de
y et Vgs(x,0) —y # 0. Alors on applique une version du théoréeme de la phase stationnaire en
intégrant par parties en 6. Le théoreme est démontré.

Nous verrons dans le chapitre 9 que le front d’onde de l'opérateur A définit la classe des
opérateurs intégraux de Fourier de méme type que A, associés a la méme phase. La phase sera
lie & ce que l'on nommera relation canonique C de A, et on notera A € I(X x X,C’). On
démontrera en particulier que tout opérateur intégral de Fourier associé a une phase ¢(x,y, 6)
peut se mettre, dans un systeme de coordonnées adéquat, sous la forme d’un opérateur intégral
de Fourier associé & une phase s(z,6) — y.6.



Chapitre 8

Les opérateurs
pseudo-différentiels

8.1 Définition et propriétés élémentaires

Les notions de ce chapitre sont classiques. Beaucoup d’auteurs ont présenté la théorie
des opérateurs pseudo-différentiels, parmi lesquels J. Sjostrand et A. Grigis [42], S. Alinhac
et P. Gérard [3], L. Boutet de Monvel [16]), L. Hérmander [47], M. Taylor [93], J.J. Kohn
et L. Nirenberg [54]... Nous supposons que X C R? est I’espace sur lequel nous travaillons.
Nous visons & construire un calcul symbolique sur Iespace de symboles S™(X x X x ]R”l)7
généralisant ainsi la composition des opérateurs différentiels et autorisant l'inversion d’un
certain nombre d’opérateurs différentiels.

Les opérateurs pseudo-différentiels sont construits, comme le fait Hérmander, comme un
cas particulier des opérateurs intégraux de Fourier. Cette présentation ne reflete pas 1’his-
torique, dans laquelle les opérateurs pseudo-différentiels ont été introduits en premier par
Iintermédiaire de leur symbole et du calcul symbolique. Nous déduisons ici le calcul symbo-
lique du théoreme de la phase stationnaire et non de la généralisation du calcul de la composée
pour deux opérateurs différentiels.

Nous introduisons donc une phase particuliere dans les opérateurs intégraux de Fourier
définis précédemment. La phase est alors définie pour (z,7,¢) € X x X x R? par :

0(2,9,6) = (x = )€ = 3 (2 = 1)

Alors on a la définition :

Définition 8.1 A tout symbole a € S™(X x X x ]Rd) est associ€é un opérateur intégral de
Fourier particulier, appelé opérateur pseudo-différentiel associé da a, noté A ou Op(a), défini
par

Op(ayu(e) = sy [ € Saa.y. Ouly)dyit.

défini pour u € C§°(X). L’ensemble de ces opérateurs pseudo-différentiels est noté L™(X). A
lordre m du symbole correspond l'ordre m de l’opérateur.

Définition 8.2 On dit quun opérateur A : C§°(X) — D'(X) linéaire continu, qui admet un
noyau de distribution K(x,y) € D'(X x X) est régularisant lorsque K a(z,y) € C§°(X x X).

Lemme 8.1 A est régularisant est équivalent & A se prolonge en un opérateur de £'(X) sur

C=(X).

119
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On en déduit que les opérateurs régularisants sont, a peu de chose prés, les opérateurs
pseudo-différentiels dont le symbole est dans S~ :

Proposition 8.1 Si A est un opérateur régularisant, alors il existe un symbole a(x,y,0) de
S72(X x X x RY) tel que

<271r>n [ [ et ate. . o)utvydyd.

Preuve On sait que, pour u € C§°,

Au(z) =

Au(z) = / K a(e, y)u(y)dy.

(que l'on écrit aussi < Au, ¢ >=< K4,u® ¢ >). Ainsi, si u est régularisant, il n’y a aucun
probleme pour définir sous la forme intégrale la fonction C'> Au.

On introduit une fonction x(6), de classe C§°(IR"™), d’intégrale égale & (27)™. On construit
alors

a(z,y,0) = Ka(z,y)e  @9-0y(0).

Ce symbole est dans S™°(X x X x ]Rd), car la fonction est a support compact en 6 et il est
clair que

Au(z) = #//ei(w*y)'oa(%y,G)u(y)dyde.

Soit A un opérateur pseudo-différentiel, comme dans la définition 8.1. Alors la distribution
Au est définie par son action sur une fonction test v par

< Au,tp >= Ip(ay) @ u)

ot a(z,y,&) € S™(X x X x RY) et ¥ @ u € Cg°(X x X), définie par (1) @ u)(z,y) = (x)u(y).
Les propriétés de la phase (x — y).£ donnent immédiatement :

Lemme 8.2 1. Soit P un opérateur différentiel a coefficients variables

P= Y an(@)Dy= > i '"a(z)05.

oal<m aJal<m
L’opérateur pseudo-différentiel de symbole

P, = Y aa(x)¢”

a,|a|<m
est égal a P.
2. Les espaces X4 et C introduits dans la Proposition 7.1 sont respectivement
Xo={(r,y) e #ye X x X} C={(z,2,§,zeX cR —{0}}.
3. Comme V (z e)((x —y).§) # 0 sur X x (R? — {0}) pour tout y € X, la distribution

Aly) = / T8z, y, &) dadE

est bien définie comme intégrale oscillante.

4. De méme, V(o) ((x —y).§) # 0 implique que l’application

u— Iy(au)
est continue de C§°(X) dans C*(X).
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Nous prouvons le premier alinéa, en notant que le symbole 1 est associé a 'opérateur
identité, grace a la formule d’inversion de Fourier

u(x) = #/e”fﬁ(f)dﬁ = #//ei(””*y)'gu(y)dyd&

Appliquant alors P a cette égalité, on peut intervertir, pour 4 € S, I'intégration en ¢ et la
dérivation en z, donc

Pu(x):ﬁ/e”f S il (i) an (2)i(€)de,

o,lal<m

ce qui donne le résultat. Un argument de densité permet de conclure. La démonstration des
autres alinea est une simple application de la proposition 7.1.

8.2 Composition de deux opérateurs pseudo-différentiels

On introduit, dans un premier temps, une notion d’opérateur proprement supporté, pour
que 'on puisse composer deux opérateurs pseudo-différentiels. En effet, si u € C§°(X), alors
Bu € D'(X), et on ne peut pas en principe appliquer, pour A opérateur pseudo-différentiel
quelconque, A & Bu, car Bu n’est pas a support compact. Il est donc nécessaire d’étendre au
moins certains opérateurs pseudo-différentiels sur C*°(X). La notion suffisante pour cela est
donnée ci-dessous.

8.2.1 Opérateurs proprement supportés.

On remarque que, pour u € C§°(X), on peut écrire

Au(z) = /KA(fr, y)u(y)dy

avec Dégalité formelle définissant la distribution K 4(z,y) € D'(X x X)

Ka(e,y) = / Sz, y, €)de.

La distribution K 4 s’appelle le noyau distribution de A. Il a été défini précédemment.
On souhaite d’abord étendre la définition de ’opérateur de Fourier intégral pour ne plus se
restreindre & u € Cg°. Pour cela, on considére I € C5°(RY) et on vérifie que 'on peut définir
sans probleme ‘Al(y) = [ Ka(z,y)l(x)dz. 1l s’agit d’une fonction de classe C™ par le lemme
8.2. On peut alors définir, pour v € &£',< u,*Al >. Par définition on dit, pour u € £, que Au
est la distribution donnée par
< Au,l >=<u,"Al > .

Lemme 8.3 1) Le support singulier de K 5 est contenu dans la diagonale de X x X.
2) Le support singulier de Au est inclus dans le support singulier de u.

Preuve L’application de la proposition 7.1 permet de vérifier le premier alinéa. Pour le
second alinéa, soit o ¢ SS(u), on peut trouver ¢ identiquement égale & 1 pres de zo et ¥
identiquement égale a 1 pres de SS(u), de supports disjoints.

Comme (1 —¢)u est une fonction C*°, la fonction A((1 —)u) est C*°, donc Au — Ayu €
C>(X).

On vérifie aussi que @Ay a pour noyau de distribution ¢(x)K a(x,y)(y), et comme les
supports de ¢ et de 1 sont disjoints, il n’y a aucun point du support singulier de K 4 dans le
support de ¢ ® ¥. Le noyau ¢(z)K a(x,y)(y) est donc C*°, donc

¢(x)A(Yu)(z) € C=(X)
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et donc

o(z)Au(x) € C(X).

On en déduit immédiatement que z¢ ¢ SS(Au). Ceci acheve la démonstration du lemme 8.3.

Pour chaque y € X, on définit C(y) = {z € X, (z,y) € Supp(K4)} et, pour z € X,
Cl(z) = {y € X,(z,y) € Supp(K4)}. On définit de maniere similaire C(K) et C~1(K)
lorsque K est un ensemble.

Définition 8.3 L’opérateur pseudo-différentiel A est proprement supporté si et seulement si,
pour tout compact K de X, C(K) et C~1(K) sont compacts.

De cette définition, on déduit les propriétés agréables suivantes :

Lemme 8.4 Soit A proprement supporté

1. On a Uinclusion
Supp(Au) C C(supp(u)).

2. C7Y(x) Nsupp(u) = 0 = Au = 0 dans un voisinage de xg.

3. A est continu de C§°(X) dans lui méme. Il se prolonge, comme cela a ét€ fait plus haut

pour l'extension d’un opérateur pseudo-différentiel quelconque, en un opérateur continu
de C*°(X) dans C*°(X), de & dans &', de D' dans D’.

En d’autres termes, I’'action de A n’étend pas trop le support, ce qui lui permet de ressembler
plus & un opérateur différentiel. Ceci est relatif : en effet la taille du support de Au peut étre
“bien plus grande” (par exemple pour une métrique sur ]Rd) que celle du support de u, mais
le support de Au reste compact. Le deuxieme alinéa du lemme indique que si le support de u
est loin de xq, alors Au est nulle pres de zo. Tout opérateur pseudo-différentiel est, a peu de
chose pres, proprement supporté. Ceci s’exprime dans la :

Proposition 8.2 Pour tout A € L™(X), il existe A’ € L™(X), proprement supporté, et
A" € L7°(X) tels que A= A"+ A”.

L’idée est bien siir d’écrire A = Ay + A(1 — ), ou ¢ aura des propriétés de localisation.
On cherche de plus a construire 1 — nulle dans un voisinage de la diagonale. De plus, il suffit
que le support de 1) définisse une relation, dans le sens o1 C(K) et C~1(K) sont compacts.

Nous reprenons une construction classique, telle que celle présentée par J. Sjostrand dans le
cours de DEA [42]. Soit une partition de 'unité de X localement finie (finie sur tout compact),
c’est-a-dire

1= xi@) =1=> x@)x).
j=0 J.k

Si C est construit a partir de cette partition de I'unité localement finie dans X x X, alors ceci
assure que C(K) est compact, puisqu’il existe un nombre fini de x; non nulles sur K.

On veut que 1 — 9 soit nulle sur la diagonale, donc on impose pour 1 — ¥ que les termes
restants vérifient suppx; N suppxr = (. Il est clair que I'on prend

U@, y) = > X3 (@) xk (1)-
J,k,supp(x;)Nsupp(xx)#0
L’opérateur A est proprement supporté puisque C'(K) et C~1(K) sont compacts (somme

localement finie). Il reste & montrer pour achever la construction que (1 —)A € L= 1l
s’agit d’une conséquence du premier alinéa du lemme 8.3, car SS(K(1_y)a) = 0.
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Remarque Notons que des opérateurs dont le symbole est dans S™>° peuvent cependant
étre des opérateurs régularisants : en effet par exemple, le symbole (1 — x(z,y)){™ est dans
S™(X x X x R"™) (et pas dans S™~!, donc pas dans S~°°). En revanche, I'opérateur pseudo-
différentiel associé s’écrit

Puta) = [ dy(t = x(e.p)ul) g [ e s

ce qui donne

Pu(z) =< im(a%)maw,y, (1= x(a.y)uly) > .

Comme x a été construite comme étant identiquement égale a 1 dans un voisinage de la
diagonale, P est 'opérateur nul, donc est régularisant. Donc, lorsque A est régularisant, il
existe un symbole a € S~ tel que A soit U'opérateur de symbole a, mais cela ne veut pas dire
que tout symbole a représentant A soit dans S~°°.Cette remarque prouve aussi qu’il n’est pas
n’ecessaire que le symbole soit nul pour que I'opérateur pseudo-différentiel soit nul.

8.2.2 Reéduction des opérateurs pseudo-différentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent étre représentés par des symboles ne dépendant
que de x et de £, comme le montre le résultat suivant :

Proposition 8.3 Soit P l'opérateur pseudo-différentiel proprement supporté de symbole p(x,y, &)
dépendant des variables (x,y,&) d’ordre m sur X x X X RY. La dimension locale de X est d,
soit par exemple X C RY.

1) 1l existe un symbole q(x,§), d’ordre m sur X x R? tel que P — Op(q) soit un opérateur
dans L=>°(X).

2) Ce symbole q(z,§) est donné par la relation

q(w, &) = e PV

puisque P est proprement supporté
3) Le symbole q admet comme développement asymptotique

11
a(@,€) = Y T L0,y &)ly=e-

|| €N

Ce lemme permet de définir le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel proprement
supporté :

Définition 8.4 Soit P l'opérateur pseudo-différentiel proprement supporté de symbole p(x,y,§).
On, appelle symbole de P, et on note o(P), le symbole de S™(X xIR?) égal a q(x,€). Ce symbole
de P est défini de maniére unique dans Uespace quotient S™(X x R?)/S~°°.

Preuve La preuve de ce résultat est par exemple dans [42]. Nous proposons dans Iexercice
1 une preuve formelle s’appuyant sur le théoreme de la phase stationnaire. Ce calcul formel
est une application directe des méthodes du chapitre précédent. La démonstration proposée
dans [42] est la suivante :

On se restreint & un opérateur proprement supporté sur le support en (z, y) de p. L opérateur
P s’%6tend aux fonctions de C*°, donc l'intégrale définissant I’action de P sur e“()€ est bien
définie. Finalement

) ) 1 .
e—lz.fp(el(-)-g) — y //p(a:,y,n)ez(r_y)'("_f)dydn.
(2m)

Le seul point critique en (y,7n) de cette phase est (z, ). On tronque donc au voisinage de n—¢
de l'ordre de . Pour cela, J. Sjostrand introduit la fonction L sur R, identiquement égale
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a 0 pour x > 0.5, identiquement égale a 1 pour 0 < z < % On vérifie comme dans la preuve
de la proposition 7.2 que, grace au théoreme de la phase non stationnaire (avec l'opérateur

L=t TG —m)a)

1 |77 B §| i(z—y).(n—

est un symbole de S™(X x R?). Ceci est proposé en exercice dans le chapitre 6.
Nous nous sommes alors ramenés, par changement de variable évident, a 1’étude de

I(x,§) = # //p(a:,a: +5,& +U)L(||%||)ei”dsdo.

Sur cette intégrale, le calcul de la phase stationnaire fait en exercice est valide, et nous
avons donc le développement asymptotique en A de intégrale obtenue lorsque £ = Aw, |w| =1
et 0 = A7. Il suffit de vérifier que cela définit bien un développement asymptotique en écrivant

I(z,6) = Z A~ ledi=led 58383‘(]3(3:, x+ 8, Mw+ 7)L(7]))|s=r=0 + Sn(N).
lo|<N-1 '

On majore AV Sy()) par toutes les dérivées de p(x,z + s, \(w + 7)) L(|7|) jusqu’a l'ordre
2N + 1 inclus.

Le résultat est aussi vrai pour toutes les dérivées de I. Ceci acheve le calcul puisque le
symbole e~ P(e!()€) est donc équivalent, modulo S~ & I(z,£).

Une autre preuve Nous proposons ici une autre démonstration du lemme 8.3, s’appuyant
sur les propriétés des symboles, extraite de Hormander [46]. L’idée s’appuie aussi sur le calcul
de transformée de Fourier précédent. On écrit

u(y) = (2m)" / a(n)ev .

n

Ainsi

Pule) = (20) " [ ) [ €m0 o,y 6)dyds.
n R2n

Comme le symbole p est proprement supporté, on peut calculer son action sur la fonction
exponentielle. On peut aussi, sans diminuer la généralité, supposer le support de p en (z,y)
compact inclus dans ||z — y|| < 2 . Ainsi, le symbole de P est

o(P)(,m) = e~ / DOy 0)dydo.
R2n

Sion note u =z —y,£ =60 —n, alors

o(P)(x,n) = / p(z, x +u, & +n)e” “Cdydo.
R2n

On voit apparal tre la transformée de Fourier de la fonction ¢(z,u, () = p(z,z + u, (). Cette
transformée de Fourier est ¢(z, 6, (). Le symbole p € S™, ainsi

o21(0)° 0 d(x,0,C)] = / 0102 (. = + u, )P du

Le terme 6%~ se transforme, en supposant p localisée pour ||z — y|| < 2 (ceci a déja été
fait) en utilisant des intégrations par parties en u. Ainsi, comme p € S™, le support de p en

variable (z,y) étant compact, on vérifie qu’il existe une constante Cy g, telle que

|/325§[P($, x4+ u,0)]0%e ™ du| < Cyp(1+ 1<) kimiad
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Cette majoration est vraie pour tout 3, donc il existe, pour tout p,~, @ une constante Cp . o
telle que

10207 4(2,6,¢)| < Cpany (L+1¢)™ (L +101) 7

On écrit alors un développement de Taylor de ¢(x, 8, () au voisinage de ¢ = 7. Il vient

1
3,00 +m) — Y 0%(,6, n)—| <CM|9|N/ dt(1+ [y + 10N (1 + 8]~
0

lal<N

On choisit dans cette inégalité 6= 6, et on coupe le majorant en deux, en différenciant la zone
0] < |2i| et son complémentaire, choisissant M = N dans la premiere, et M assez grand dans
la deuxieéme. Ainsi, intégrant par rapport a 6 cette inégalité, on trouve

o(P)(z,m) — 2m)" Y iaﬁ/dncj(a:,e,n)eadm < O+ )N,

lal<N

On effectue le calcul dans l'intégrand, la puissance de 6 se transforme en une dérivée en y
utilisant la formule d’inversion de Fourier

i_|a‘817Q(x7 Yy m)|y=2 = (2m)" / eiy-Goaq(x7 6.n)do.

n

On a construit une suite a; (en isolant la somme correspondant aux |a| = j) de symboles
de S™77 telle que

o= enail <O+ n)H™
|030;/al < C(1+ [n|)*.

Nous sommes dans le cadre d’application de la proposition 6.4, ce qui implique le résultat :

Lemme 8.5 Soit p un symbole de S™(X x X x R"™), proprement supporté. Le développement
asymptotique de sa transformée de Fourier est donné par

/R% p(x,y,n)e’ =) dydy ~ Z w TariOneyaPly=a-

On peut vérifier que le résultat formel est une conséquence du théoréme de la phase sta-
tionnaire, mais dans ce cas, ou la phase est sympathique, on utilise uniquement ’analyse de
Fourier pour calculer le développement.

8.2.3 Produit de composition des symboles

Nous définissons un calcul dans ’algebre des symboles, ou le symbole de la composée de
A et de B n’est pas défini par un produit usuel, mais par un calcul symbolique adapté, noté
par le symbole 4 :

o(As B) = o(A)to(B)
et défini par l'intermédiaire de la proposition qui suit

Proposition 8.4 Soit A € L™(X), B € LP(X). On suppose que l'un au moins des deuz est
proprement supporté. Alors

Ao B e L™P(X)

o(AoB)(z,§) ~ Z M A)(2,8)020(B)(x,€) (8.2.1)
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Alors, par définition, dans D'espace quotient S P(X x R%)/S~®(X x R?),

o(A)i0(B) =o(AoB)

Preuve On suppose que, pour u € C§°(X), B est proprement supporté, soit

1

Bu(z) = @) /ewﬁb(x,g)a(g)dg € C™(X).

Comme Bu € C§°, alors A(Bu) existe quel que soit A. Si on suppose maintenant que A
est proprement supporté, il s’étend continument sur C°°(X), en particulier il peut agir sur
Bu quel que soit B et quel que soit u € C§°(X).

On écrit, comme dans la preuve de la proposition 8.2, si A est propre

A:AI"—A”

ou A’ est proprement supporté et A” € L™°(X). Alors Ao B ~ A’ o B puisque B est
proprement supporté. De méme, si A est propre, on écrit B = B’ + B”, B” est régularisant
donc A o B” est régularisant.

Pour étre plus précis, on a & évaluer [ Ka/(z,2)Kp(z,y)dz lorsque A’ est proprement
supporté et B est régularisant, et & montrer que cette intégrale est C*°(X x X).Si x est dans
un compact, alors K 4/(x, z) est non nul uniquement sur un compact Cy en z, I'intégrale est au
moins C'*° dans la variable y. Comme A est un opérateur pseudo-différentiel qui a un symbole
dans 8™, A’, construit ci-dessus, est aussi un opérateur pseudo-différentiel dont un symbole
est dans S™, et comme z est dans Cy compact, l'intégrale [ Ka/(z,2)Kp(z,y)dz se calcule
comme l'action de 'opérateur pseudo-différentiel A’ sur la fonction de C§° en z Kp(z,y). Le
résultat est dans C§°, donc on a montré que [ K (z,z)Kp(z,y)dz est dans C>.

Ainsi

, 1
(A" o B)(u)(z) = @)

Comme on conserve le i(n), il est naturel de conserver la variable n et d’éliminer les
variables (y, £). Un calcul de point critique prouve que le point critique de la phase dans cette
intégrale est pour y = x, £ = n et que la valeur critique est z.n. Il vient ainsi

/R e (B) (y, )i (n)dno (A) (x, €)dyds.

1

oy e [ B mho(4) €

(Ao B)u)(x) = o

On introduit u et 0 tels que y = x + u, 6 = £ — 0. 1l reste
a(A' o B)(z,n) = / e o (B)(x + u,n)o(A)(z,n + 0)duds.
R>2d
Le symbole p(x,u, n,0) = o(B)(z+u,n)o(A)(x,n+0) est un symbole vérifiant p € S™(X?x

]de). Nous sommes donc dans le cadre d’application du lemme 8.5. On a ainsi

o(A' o B) ~o(AoB) ~ Z |a\ 0205 p(.0.0.1 Z ‘aw A)(z,7)05 0 (B)(z,n).

8.2.4 front d’onde des opérateurs pseudo-différentiels

Définition 8.5 Soit A un opérateur pseudo-différentiel de L™ (X), dont le symbole principal
est o4. Le front donde de A, noté WF(A), est le plus petit cone T' C T*X — 0 tel que
O’A|cp S S_OO(OF)
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Définition 8.6 Soit K un noyau intégral de D'(Y,X). Il lui est associé un opérateur de
C§°(X) dans D'(Y). On introduit

WF(K) = {(z,&y,—n) € T*(X xY) =0, (z,&y,m) € WE(K)}

WFY(K) ={(2,§) € T"X = 0, (x,&y,0) € WF'(K)}
WFy(K) ={(y,n) € TY = 0,(2,0;y,n) € WF'(K)}

On peut alors énoncer une remarque :

Siue &(Y), WF(u)NWFy,(K) =0, alors Ku peut étre défini, et WF(Ku) C WF'(K)(W F(u))U

Cette remarque sera utilisée lors de la démonstration du théoreme de propagation des
singularités.

8.3 Les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques

8.3.1 Définition

Définissons un opérateur elliptique d’ordre m :

Définition 8.7 e On dit que Op(p) € L™(X) est un opérateur elliptique au voisinage de xg
st il existe un compact K contenant zo et une constante ¢ > 0 tels que le symbole p(z,§) €
S™(X x RYN) vérifie, pour |£] > R >> 1

Vo € K,v¢ € RY — {0}, [p(x, §)| > cl¢|™. (8.3.2)

e On dit que Op(p) est un opérateur elliptique microlocalement au voisinage de (xg,&) €
X x RN si il existe un voisinage conique V de (xo,&) tel que, sur V, on ait (8.3.2).

8.3.2 Inversion d’un opérateur elliptique

On démontre la proposition fondamentale du calcul pseudo-différentiel

Proposition 8.5 1. Soit P un opérateur pseudo-différentiel elliptique proprement sup-
porté, de symbole p(x,&) € S™(X x RY). Il admet un inverse o droite et un inverse
a gauche, égaux modulo L~°°.

2. Soit P un opérateur elliptique au voisinage de (xo,&). Il existe un voisinage conique Vq
de (x9,&0), un opérateur B dont le support essentiel ne rencontre pas Vq et un opérateur
Q tels que

QoP=1d+B

Notons que Q) est appelé parametrix de l'opérateur P.

Preuve Tout d’abord, vérifions que Q1 o P = Id + Ry et P o Q2 = Id + Ry implique
QioPo@Qy = Qa+Ri0oQy = Q1+ Q1 0Ry. Si Q1 et Q2 sont proprement supportés,
QioRy € L™ et RioQ2 € L™°°, donc @ est égal a Q2 modulo L~=°.

Par analogie avec l'inverse d’une série, nous commengons par démontrer le résultat pour
p symbole classique. On suppose que ) est un opérateur pseudo-différentiel associé a un
symbole classique q. Lorsque P n’est pas associé a un symbole classique, on utilisera %ﬂp =
14+, 7o 08 (£)92p. Soit g(x,€) = 3 ¢j(2,€), ¢j(2,€) € 7™ (X x RY). L'égalité Qo P =
Id + R; se traduit par les égalités
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qop =1
Yol ti=n anm O @dfp = 0n > 1

On a donc qo(z, &) = (p(x, €)', qui est dans S~™(X x RY). Alors on trouve

1 1 PR 11
(@6 == 3 7508 (b, )" opp(.€) = ;W;f)&jp(%f)%p(%f)

lor|=1
donc ¢; € S~ (X x R"). On poursuit le raisonnement par récurrence. En effet, le sym-
bole d%p est un symbole de S™(X x RY), le symbole Bg‘(ql) est, pour [ < m, un symbole
de S~m=t-lel(X x RY) = §~™ (X x RY). On trouve alors que ¢, est un symbole de
§—m=ntm=m(x x RY) et la démonstration par récurrence s’en déduit. La somme des g; est
un symbole par la proposition de complétude asymptotique (Proposition 6.4).
Le cas général s’en déduit : en effet on a trouvé Op(%) oP = Id+ R, ou R est un opérateur
d’ordre —1 de symbole r € S~1. Plus précisément lorsque le symbole est dans Sg?[; on trouve
que 7 est dans S7#1%). On s’est ramené & 'inversion de Id + R. On peut vérifier que

L=l +r)=1=1"= > 9grdr=1-r,

laf>1

ou ro est d’ordre —2. L’inverse supposé est la série de Neumann pour la loi f.
Soit

rp=1—r+rir—rirfr + ...+ (=1)Prirf...fr.

On a

Tpf(1+7) =1+ (rp41 —7p)

(lopérateur R,y1 — R, est, a (—1)PT1 pres, la composée de p + 1 termes R, il est dans L7,
son symbole r,11 — 7, est dans S™P. On utilise alors le résultat de completude asymptotique.

Démontrons I’alinéa 2 dans le cas ou p est, modulo S~ homogene de degré m. On se place
sur le voisinage conique V' de ’hypothese de la définition 8.7. Le symbole p est évidemment
non nul sur le bord de VN X x SN~ des éléments de V dont la norme de & vaut 1. Notons 7 la
projection canonique sur X. On peut alors prolonger p en une fonction, dont toutes les dérivées
sont bornées qui est C>(m(V)) x SN=1. On étend le symbole ainsi obtenu a (V') x (RY —{0})
par homogénéité de degré m, utilisant les constantes permettant de borner p sur le bord. On
note p; le symbole ainsi étendu. C’est le symbole d’un opérateur elliptique Op(p1).

Par l’alinéa 1, Op(p1) admet un inverse g proprement supporté tel que

Op(q) 0 Op(p1) =Id+r

ce qui donne

Op(q) o Op(p) = Id +r + Op(q) o Op(p — p1).

On choisit Vi tel que V3 C V. Alors le support essentiel de p — p; étant contenu dans le
complémentaire de V', et Op(q) étant proprement supporté, 'opérateur r + Op(q) o Op(p — p1)
a son support essentiel distinct de V. Ceci achéve la démonstration de la proposition 8.5.
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8.3.3 Régularité elliptique

Nous cherchons dans cette section a quantifier la relation entre le front d’onde de u et le
front d’onde de Pu pour un opérateur pseudo-différentiel elliptique P. Nous rappelons d’abord
une caractérisation du front d’onde :

Lemme 8.6 Pour u € D'(X), on a

W F(u) = n{Car(p),p € S°(X x RY), Op(p)u € C*=(X)},

Car(p) désignant l’ensemble des points (x,€) € X x RY tels que p(x,€) = 0. On appelle cet
ensemble la variété caractéristique de p.

On note que ce résultat s’écrit aussi
WF(u) = N{Car(c(P)),P € LX), Puc C®(X)}.

Preuve Soit (x0,&) ¢ WF(u). Il existe x, égale & 1 dans un voisinage de xg et I" voisinage
conique de & tel que F(xu) soit a décroissance rapide. On désigne par

Pu(z) = ﬁ / B(E)F (xu) (€)e e

o ¢ est homogene de degré 0 hors d’un compact, ¥ = 1 sur IV N {|¢| > R}, I voisinage
conique de &y. Alors Pu € C* et on vérifie que p(x,y,&) = ¥(€)x(y) est un élément de
SOX x X x RN). 1l vient alors o(p)(z,€) ~ ¥(€&)x(z) + r(z,€), r € STHX x RY), et le
symbole principal de p est donc non nul au voisinage de (xg,&p). On a démontré

n{Car(p), Op(p) € L°(X),Op(p)u € C*=(X)} C WF(u).

Réciproquement, soit (o, &) tel quil existe p € SO(X x RY) tel que Op(p)u € C™ et
p(zo,&) # 0. Alors p est elliptique dans un voisinage de (zo, &) et on note ¢ et B comme
dans la proposition 8.5. Alors

Op(q) o Op(p)u = u + ru € C*™.

On au = —ru+O0p(q)[Op(p)u]+Op(q) cOp(p—p1 )u. Modulo C>(X), u = Op(q)cOp(p—p1)u.
On utilise l'inclusion (démontrée ci-dessous en utilisant des arguments différents) W F(Av) C
W F(v)NSupp(A). 11 vient donc W F(Op(q) o Op(p — p1)u) C Supp(g) N Supp(p — p1). Comme
(20, &0) ¢ Supp(p—p1), on en déduit (xo, &) ¢ WF(u). Le lemme est démontré. On généralise
en la

Proposition 8.6 Soit P un opérateur d’ordre 0, de symbole p. Soit u une distribution telle
que il existe U, ensemble conique contenant Supp(P), avec UNWF(u) = 0. Alors Pu € C*.

Démonstration de la proposition. On se donne P un opérateur d’ordre 0 de symbole p
et on suppose W F(u) disjoint d’un ensemble conique U qui contienne le support essentiel de

P Supp(P).
On considere x € SY telle que suppxy N W F(u) = 0, x = 1 pres de SuppP. L’égalité

Pu= Pyxu+ P(1—x)u

out Pyu est dans C* et ot Po(1—y) est d’ordre —oo par calcul symbolique entraine Pu € C'*°.
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Autre démonstration On peut, suivant Taylor [93], construire x en utilisant une partition
microlocale de 'unité.

— Comme le front d’onde est le complémentaire de 'intersection des ensembles caractéristiques
de P tels que Pu soit C°°, pour tout (z,£) dans Supp(p) il existe Q tel que Qu € C™ et
(z,€) non caracteristique pour (. On utilise ’homogénéité du symbole, et on se restreint a
un compact K en x, et & un compact K sur la sphere unité. Ensuite, on construit, pour tout
point (z,£) de Supp(P), lopérateur Q comme précédemment. On vérifie donc que, pour tout
point (z,£) € K x K, il existe un voisinage V(; ¢) tel que I'opérateur Q que 'on peut choisir
en tout point de ce voisinage soit . On recouvre alors le compact K X K par les V(, ¢). De
ce recouvrement, on peut extraire un sous-recouvrement fini, et donc des opérateurs @;. En
considérant Q = Y Q;Q;, Qu € C™ et Car(Q) N Supp(P) = 0.

— On prend alors @1 un opérateur elliptique coincidant avec @ sur un voisinage W de Supp(P).
On peut le construire en utilisant une fonction localisante, car il suffit que @1 soit non nul sur
le complémentaire du voisinage W et égal a @, elliptique sur le voisinage W. Une parametrix
de Q1 existe (car Q1 est elliptique). On note A = PQ;'. On vérifie qu'il existe Ry € L™ tel
que

AQ=PQi (Q1+(Q—Q1)=P+Rs+PQ;" (Q—Q1)

Comme le support essentiel d’un produit d’opérateurs est contenu dans l'intersection des sup-
ports essentiels, et @ — Q1 = 0 sur le support de P, on voit que Supp(Q — Q1) N Supp(P) = 0.
Cet opérateur est donc dans L~ °°. Lui ajoutant Rz, on trouve un opérateur R4 de L™°°, ce qui
donne

AQ = P+ Ry,

et donc Pu = AQu — Rau, ce qui donne Pu € C°.
On veut prouver la

Proposition 8.7 1. WF(Pu) C WF(u) N Supp(P)
2. Si P est elliptique, WF(Pu) = WF(u)

La deuxieme égalité du théoreme provient de la premiere et de l'existence d’une para-
metrix d’un opérateur elliptique. En effet, soit E une telle parametrix. Alors WF(EPu) =
WF((Id+ R)u) = WF(u) donc

WF(EPu) C WF(Pu) = WF(u) C WF(Pu) C WF(u).

Prouvons, pour un opérateur général, les deux inclusions.

Pour prouver WF(Pu) C Supp(P), on prend un point (xg,&y) ¢ Supp(P). Il existe un
voisinage conique V de (zg,&) et un opérateur ¢, identiquement égal & 1 sur V, tel que
Supp(Q) N Supp(P) = 0. Alors QP € L~ (car Supp(QP) C Supp(P) N Supp(Q)) et QPu €
C*°. En utilisant la premiere définition du front d’onde de v, on voit que le front d’onde de
Pu est dans I’ensemble caractéristique de @, qui ne contient pas (zo,&p). On a ainsi démontré
la premiere inclusion.

Pour prouver WF(Pu) C WF(u), on se donne un voisinage conique I' de W F'(u). On
écrit P = Py + P» tels que Supp(P1) C I' et Supp(p2) N WF(u) = 0. Alors Pou € C™ et
WF(Pu) = WF(Pyu). On vient de voir WF(Pyu) C Supp(P;) donc WF(Pyu) C T'. Ceci
est vrai pour tout voisinage cénique de WF(u) donc WF(Pu) C WF(u). On achéve ainsi la
preuve de la proposition 8.7.

8.3.4 Résolubilité locale d’un opérateur elliptique

Nous démontrons la

Proposition 8.8 Soit A un opérateur différentiel elliptique d’ordre m a coefficients C*° sur
Pouvert X C R™ et soit xg € X. Il existe un voisinage ouvert V.C X de xq tel que, pour tout
veD(V) et tout W CV, il existe u € D'(V) tel que Au=v dans W
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Ceci se démontre comme dans le cas du probleme hyperbolique par la méthode des estimées
a priori. En effet, on vérifie que, comme A est d’ordre m, pour toute u distribution a support
compact K C X, u € H*T™(K), on a

[l | rem 5y < CK,s(HA*UHHs(f{) + ||u||H5(R))'

Ceci se démontre en utilisant une parametrix B € L~ proprement supportée de A* et le fait
que, pour R € L™°°, R proprement supporté est continu de Hs(f() dans HsT™ (R) Légalité
u = B o A*u + Ru donne alors le résultat.

Pour tout £ > 0, il existe un r(e,m) tel que, si le diametre du support de u est plus petit
que r(g,m) alors la norme L? de u est majorée par e||u||gm gn).

On considere u € H™(IR™) N &'(V1), Vi voisinage de xg de diametre inférieur a r(e,m).
Alors, utilisant I'inégalité pour s =0 et K C V4

[ullm (1) < CrollAul| L2y + Cr08l [l mrm(x)-

Il suffit de prendre ¢y, de déterminer K par I'intermédiaire de Vi, puis de choisir £ =
min(ﬁ, €0) pour obtenir

[l e (x0) < 2CK 0l |[A™ul[ 12z (8.3.3)

On considére maintenant une parametrix C' de A, proprement supportée dans V. Ainsi,
pour tout v € D'(V), ACv = v+ Twv, Tv € C*°(X). Soit u = Cv, ainsi Au = v+ Tv. Si on
trouve w telle que Aw = T, alors u — w est solution de A(u —w) = v et répond au probleme
de trouver U tel que AU = v.

On s’est ainsi ramené au probléme de résoudre Aw = Tv € C*°. Le probleme variationnel
associé s’écrit

V¢ € C5°(K), (T, ) = (Aw, ¢) = (w, A" ¢).

On rappelle que, par définition de la norme duale sur H~™,

[(Tv, 9)| < DI T0l| =m0l m (w)

L’inégalité de Poincaré (8.3.3) appliquée & ¢ implique

|(Tv, )| < 2Dk Crkol||To[r-m(w) || A" Ol L2(w).-

L’application ¢ — (T, ¢) est alors une forme linéaire continue par rapport 4 A*¢ € L2(K)
pour ¢ € H™(K). On peut alors lui associer une extension continue pour A*¢ € L%(K)
par le théoreme de Hahn-Banach. Il existe alors w € L2(K) telle que (Tw,¢) = (w, A*¢),
pour ¢ € H™(K). Cette distribution est notée (A)(Tv). La solution de Au = v est alors
u = Cv — (A)(Tv). C’est une égalité locale puisque l'inversion a été faite pour ¢ € H™(K).
La proposition est démontrée.

8.4 Changement de variable dans les opérateurs pseudo-
différentiels.

Nous considérons désormais un symbole a(z, D). Nous démontrons que la notion d’opérateur
pseudo-différentiel est invariante par changement de variable en x. Nous supposons a(z,§) €
S™(X x RY).

Soit x ! un difféomorphisme de K sur K/, K compact inclus dans X . Soit b(y, D) 'opérateur
défini par ’égalité

b(y, D)u(x(y)) = (a(z, D)u)(x(y))-
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Nous utilisons la Proposition suivante, qui fait le lien entre les développements asymp-
totiques et les opérateurs pseudo-différentiels (on la trouve en particulier dans le livre de
S.Alinhac et P. Gérard [3]) :

Proposition 8.9 Soit ¢ une fonction C* (]Rd), telle que dip # 0.

Soit u € Cg°(RY) et a € S™(R? x RY).

Alors e~ @) q(z, D)(u(x)e®*®)) = I(z, k) admet le développement asymptotique suivant
en k, localement uniformément en x

1 3 —(x)— xT —x [}
I, k) ~ J8‘131[811@(1:;(.7;) ¥(z)—dy (@) (y ))u(y)]y:ngaa(a:,kdz/)(x)).

[e3

Démonstration On écrit

I(z, k) ://ei(z—y)nﬂ'k(w(y)—w(z))a(x’n)u(y)dydn.

Le point critique (y., n.) dans les variables (y,n) de la phase de cette intégrale oscillante vérifie
les égalités x — y. = 0, kd)(y.) — n. = 0, soit y. = z,n. = kdip(z). On effectue le changement
de variable (y,n) — (2,£) donné par y = x+2,n = £ + kdy(x). L’intégrale oscillante se rééerit

I(z,k) = //e*iZ€+ik(w(y)*¢(w)*dw(w)(y*w))a(%f + kdy(x))u(y)dzdE.

On note alors t(y, k) = eV W) —v(@)=dv(@)(y=2)) 1 intégrale se met sous la forme

(k) = / / e~ 4(z + 2, k)a(z, € + kdi(x))uly)d=de.

La phase z.§ est quadratique car z.£ = 1((£ + 2)® — (€ — 2)?). Le Laplacien associé¢ au sens de
la, définition ?? est 3§j ¢, pour le point critique z = 0,£ = 0.

Il est aisé de généraliser le théoreme de la phase stationnaire au cas ou le symbole est at,
méme si ce n’est pas un symbole asymptotique en k classique. Cette méthode est correcte car les
termes que l'on ajoute dans la phase sont d’ordre supérieur ou égal & 2, donc ne contribueront
pas par des termes en puissances positives de k. On le voit ci-dessous en remarquant que

il
«

1 . o
Oty K)uy)] = D oy > Cadlau (0. it (y, k) ja.
" BLa

Dans ce développement, les termes non nuls en z = 0 provenant de (8;: B t(y, k)) sont d’ordre

o=l 4y plus puisque la phase est quadratique. Ainsi, combinés avec le terme d; a, on trouve

2
i le=Bl _latsl
que Pordre en k est k™~ 1+ 77— soit k"2

On en déduit que le symbole I(x, k) s’écrit :

. On a donc bien une somme asymptotique.

S 0l t(w Ry u(y)] Ol )

alilal 7¥"

qui est le résultat attendu, puisque D¢ = %a%' Le lecteur intéressé par des estimations plus
précises des termes de ce symbole se reportera & [3], p 57, Section 8.3, olt les majorations sont
faites in extenso.
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Autre démonstration. Reprenons le calcul en y. = z, 7. = kdiy(y.). La matrice jacobienne
de la phase en ce point critique est alors

Hessyy —1Id
—Id 0 '

Nous vérifions qu’elle est non dégénérée car son inverse est

0 —1Id
—Id —Hessy
L’opérateur qui intervient dans le développement de la phase stationnaire, le demi Laplacien
métrique, est alors

1 0%
-y 9, =02,
; Ying 2ayjyk &k

La formule asymptotique s’en déduit, par application de la section 4.3.
Ceci nous permet d’obtenir la

Proposition 8.10 Soit x un C™ difféormorphisme de Q sur €', ouverts de R? et soit a un
symbole de S™ (]Rd X ]Rd), On suppose que le noyau intégral de l'opérateur associé a a est a
support compact.

On définit la fonction sur Q' x R?, b(y,n), par Uégalité

b(x(z),n) = e~ X@Mg(z, D)[eX®)], (8.4.4)

1) I s’agit d’un symbole de S™(Q' x RY).
2) Le noyau associé a b est & support compact dans ' x R
3) SiueS'(), alors

a(x, D)(uox) = (b(y, D)u) o x. (8.4.5)

On a imposé que le noyau de 'opérateur associé a a soit a support compact pour étre a
méme de définir a(x, D)(u o ).
On vérifie tout d’abord que

a(z, D)e™t = @Sa(x, £).
En effet, on vérifie que, pour @ & support compact,
a(z, D)[u(ex)e™¢)(x, ¢, €) = (2m) ¢ / / 'Y (x, €)™ Su(ey) dydn.
(noter la différence entre la variable ) d’intégration et le parametre £ du symbole). Comme

[ [ el@na(z, £)eV-Euley)dydn = (27)7" [ dne’™" [ dyu(ey)e™VE=m
—_ fdneir.ns—na( *€€+77)7

cette derniere intégrale étant a support compact pour € > 0, on trouve, en notant 7 =
n==E&+eT, donc

—&+n
> )

a(x, D)[u(ex)e™S(z,e,€) = (2m) ™" / e EFeT) g (1) dr.

Lorsque € tend vers 0, le terme de droite tend dans 8’ vers e (2m) =" [ a(7)dT = u(0)e™<.
Le terme de source u(ex)e’™¢ tend au sens de S’ vers u(0)e’®€. On utilise alors le fait qu'un
opérateur pseudo-différentiel s’étend en un opérateur continu de 8’ dans D', continu, donc on
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a le résultat en passant i la limite. On introduit le symbole b(x(z),n) = e~ X@q(z, D)eXx(@)n
associé & un opérateur pseudo-différentiel). On a

a(z, D)[e™)] = X2 Ch(x(2), €).

Soit fe¢ la fonction z — €%, on a

a(z, D)[fe o x] = €4y, €)](y = x(x))-
Nous vérifions donc que (8.4.4) implique

a(@, D)[fe o x] = [b(., D) fe] o x-
Comme 'espace engendré par les fe est dense dans &', cette égalité implique

a(x, D)uo x| = [b(y, D)u] o x,
ce qu’il fallait démontrer. On a ainsi montré 'existence de b, qui est un symbole. On 1’évalue
désormais avec la proposition 8.9. On régularise e’X(*) par une fonction & support compact
(que 'on omet). On écrit alors

b(x(@), 1) = e~ X@ / ¢i(E =) E4XW) g (3 ) dedn.

On peut considérer cette intégrale comme une intégrale asymptotique en |n| pour n # 0,
utilisant la proposition 8.9. La premiere méthode permet de vérifier que la phase étudiée est

¥(y) = x(y)-n = >, x;(y)n;. On vérifie que

oY
o > Oy =Y X =Y Ny
J J J

On tire de la proposition 8.9 le calcul de b(x(x),n). En effet, la valeur critique de la phase est
x(z)n. Elle se compense avec le e X(@)1 qui est en coefficient du symbole, et on trouve

1 i —1 —(*x' (= —x «@
b(x(x),n) = Z a@‘j‘[e”‘(w)'” x(¥)-n—Cx (z)n)-(y )]D5 a(z, ™ (z)n).

Enfin, si on calcule directement le point critique en (y, &) de la phase ¥ (z,y,£,7) = (x —
y)-£ + x(y).n — x(z).n, on trouve les égalités —&5 + > Oy, Xk (y*)me = 0,25 — y§ = 0, dont on
déduit le changement y = x + 2,&; = >, 0y, Xx(x)nk + B;. On obtient ainsi la relation (8.4.5)
en notant que £¢ = ty/(z)n.

8.5 Exercices du chapitre 8

Exercice 8.1 : Réduction des opérateurs Retrouver formellement, en utilisant le théoréme
de la phase stationnaire sur la phase (x—y).€ dans X x X x R 20X les actions des symboles
p(x,y,&) et q(x, &) sur une fonction u C* a support compact comme dans le lemme 8.3. Le
calcul est il plus que formel ¢

Exercice 8.2 :Calculer le symbole de 1’adjoint d’un opérateur pseudo-différentiel

A.

Exercice 8.3 : Changement de variable par 1’astuce de Kuranishi On se place dans
les conditions de la proposition 8.10. Démontrer le résultat en utilisant ’existence d’une fonc-
tion X(y,t,£) de X x X x R? dans R qui permette, pour tout difféeomorphisme x de X dans
X, d’écrire au voisinage de y =t

(x(y) = x(@)-£ = (y — 1).X(y,1,§).
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Exercice 8.4 : Inversion d’un opérateur intégral de Fourier Soit A un opérateur
intégral de Fourier, défini par sa phase (x — y).£ + s(x, &) et son symbole classique a(x,§) €
SR x RY), elliptique. Soit B Uopérateur défini par la phase (x — y).€ — s(y, &) et par le
symbole b(y, ).

1) Démontrer qu’il existe un symbole classique b € S°(R? x R?) tel que Ao B = Id + R,
Re L.

2) En déduire que, pour tout opérateur pseudo-différentiel classique P € L™ (]Rd), de sym-
bole classique p € S™ (]Rd X ]Rd), lopérateur Q = Ao Po B est un opérateur pseudo-différentiel
classique de ]Rd, et que l'on a l’égalité entre les symboles principauz :

4m (Y, %) = pm(z + Vos(z, 0(z, 2, %)), 0(z, z, X))
ot 0(z,y,X) est solution au voisinage de x =y de ¥.(z —y) = 0.(x —y) + s(x,0) — s(y, 0).

Solution de I’exercice 8.1 La phase dans I'intégrale

Pu(z) = / / €=y 0,y E)uly)dyde

pourrait sembler étre une phase linéaire. En réalité, il s’agit d’une phase quadratique de signature
(d,d). Ceci est vérifié grace a I'égalité :

1 1
(@=y)&=7> (@ —v+&)° =7 (@ —v—&)™ (8.5.6)
J J
Nous introduisons le difféomorphisme de IR?? dans lui méme défini par

(¥,8) = (z1,22) = €~y + 2, +y+ o).

On voit que dyd¢ = 2%ldzlsz par un simple calcul de jacobien. On a donc

21+ 22 21— 29 21+ 22 . dz1dzs
Ju(z — ) :

e CE (@ y, Ou(y)dyde = | T p(z, 0 —
Rad I ) 2 ) 2 2 2d

R2d

1

/ g, E)uly)dy A dE = / I (g B Py - 2L + ZQ)dzleQ.
R2d R2d

2 2 24

L’application du théoreme de la phase stationnaire a I'une et a 'autre des intégrales est possible.
On applique donc successivement le théoréme de la phase stationnaire, sous la forme

il,2 ;1.2 — dzid
/ e'a*1 g Qq(l‘, 21222)u(1‘_21‘;‘22) Z;dZQ
R2d

1 (z1/vVD)? i (z2/vD)? 1 1
7 dzie’ 3 dzoe™" 25 q(z, =(z1 — 22))u(z — = (21 + 22))dz1dz2.
27 [ . 2 2

Nous vérifions que A, N 2A.. Appliquons alors le deuxieéme alinéa de la proposition 4.3.
L’opérateur permettant de connaitre le développement du symbole dans les coordonnées z2 est

1, .- A22/\/5
PO INE )

1

A 241
>0 =)

l

et celui dans les coordonnées z1 est

On obtient ainsi
Pu(z) =y (=)' (1) 05 (p(e, 3, €)ul®)) ly=r.e=0

Op(@yu(z) = 3 () (1) 33k (al, u(w)) =
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Calcul des deux premiers termes Ils sont obtenus grace a
(1+i'Au)(1—i'AL)

Il reste ainsi

ulw = (o1 + 2Pl 5 (1 = 22))|srmmamo + 51 (Bay = Any)lule = (21 + 22))a(a, 3 (1 — 22))]

En étudiant coordonnée par coordonnée, on trouve facilement
q(z,0)u(z) + Z (%ju(x)i_lagjq(x, 0).
J

Ceci correspond au développement asymptotique associé a 'opérateur q. Si, par exemple, ¢ est un
opérateur différentiel d’ordre 1, alors ¢ est un polynéme homogene de degré 1, égal a Z]. aj(x)&;, qui
vaut 0 pour £ = 0. On voit alors que le terme que 'on vient de calculer est

Z azju(x)i_laj (z).
J
Ceci acheve I'analyse. Pour le cas général, on utilise la formule de Leibniz, et on obtient

> @) (2,000 u(x)
altas=a

On en déduit donc la formule de dérivation en sommant sur les oy :

P) =Y i @)t ollu@) Y i ) o (025 e p) (@, 2, 0).
8 a,a1 /B=a—aj

Nous considérons alors le symbole

201
0§ = i ) (w0

aq

Joer |

Comme p est un symbole de S™, le symbole associé & Oiﬂgalp(z’, x,€) est un symbole de S~
Nons appliquons le théoréme de complétude asymptotique (Proposition 6.3), pour voir que cette
somme asymptotique définit un symbole de S™.

On vérifie que Pu ~ Op(q1)u. Il suffit alors de prendre ¢ — g1 € S™°°, en particulier ¢ = g1 pour
obtenir I’égalité du lemme de réduction.

Solution de I’exercice 8.2 On considére, sur L?(X), le produit scalaire canonique (u,v) =
J uvdz. L’adjoint d’un opérateur (pseudo-différentiel) A continu de C5°(X) dans D’(X) est 'opérateur
défini par (Au,v) = (u, A*v) pour u,v dans C§°(X). Lorsque A est un opérateur pseudo-différentiel,
il admet un noyau Ka(z,y), et A* a pour noyau la conjuguée de K a(y,x). On suppose que A est un
opérateur pseudo-différentiel dont un symbole est a(z,y,0). Alors la représentation par une intégrale
oscillante du noyau distribution de A est donnée par

1 i(z—
Ka(z,y) = @ /a(ﬂﬂvy’@)@( Ve dp,

ce qui donne

1

Kax(z,y) = W /&(y,m,@)ei(zfy)edﬁ

(dans cette derniere ligne, il y a & la fois ’échange de z et de y et la conjugaison pour obtenir la méme
phase) ; Ainsi, 'opérateur A* est un opérateur pseudo-différentiel, dont un symbole est a(y,x, ).

Pour obtenir le symbole principal associé, on commence par prendre pour a(z,y, ) le symbole
oa(z,0), symbole principal de A. On constate alors que a(y,z,0) = 5a(y,0), et on applique l'alinéa
3) de la proposition 8.3 pour obtenir le symbole

ilel !

o (,0)~ 3 1(%)a(%)aﬁA(x,e),
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Solution de I’exercice 8.3

Calcul de b par 'utilisation de 1’astuce de Kuranishi Nous présentons ici une méthode
s’appuyant sur le comportement de phases de la forme ¢(z,y, &) telles que ¢(z,z,&) = 0. Elles se
factorisent sous la forme (z—y)g(z,y, £). L’exemple que nous abordons ici pour I’étude du changement
de variable est ¢(z,y,&) = (x(z) — x(y))§. Nous vérifions en effet que

a(z,D)u)(z) = L TG (z, O)u(z
(ale D1(@) = gz [ [ € atwut)aude,
qui se réécrit

(e DY) = g [ [ el utesas

Cette égalité se transforme en

1 i(x(y)—x(t
(a(e. D)) = oy / / XWX (), ulx () (dx()dtde.  (8.5.7)

La phase oscillante considérée est donc

o(y,€:1) = (x(y) — x(1)) €.
Du théoreme des fonctions implicites on déduit le lemme suivant.
Lemme 8.7 Si une phase ¢(y,t,&) s’annule pour y =t, et si Vyd(yo,yo, o) # 0 ou Vid(yo, yo, &o) #

0, il existe une fonction © € C™(K' x K' x R?) telle que, pour y—t dans un voisinage de 0 et & dans
un voisinage de o on ait

On vérifie que L(y,y,€) = Vip(y,€,y) dans ce voisinage. L’application de X x R* x X dans lui
méme, qui o (y,&,t) fait correspondre (y,X(y,&,t),t), est un difféomorphisme local au voisinage de

(Yo, €0, Yo)-
La formule d’intégration prouve que

) =00 = 3= 1) [ Qs+ (1= s
0

k
ce qui donne

6= 36 / Ot (1= s = 3 =) [ €06t + (1 = s
0

k

La relation dy; = >, Oy, xjdyr = Y, Xjrdyr donne alors x’;x = 0y, x;, et comme
(Y,9,8) = Zég b Xs = Xk = (X &
J J

on trouve la relation

2,1, = (‘X' (9)-).

Cette notation est cohérente car ¥’ est une matrice, et on Papplique & un élément & de RY. L’appli-
cation y est un difféomorphisme, donc x’ est une matrice inversible. Localement, au voisinage de la
diagonale on peut retrouver £ en fonction de X et de y. On peut alors considérer le systéeme d’équations
3(y,t, &) = 3, et il existe une solution & = O(y,t,X). On calcule alors I'intégrale (8.5.7) par

(0l DR ((0) = 50 / / 20 (1), Oy, £, 2)Julx())det(x (1)) dtdSd=O . 1, ).

Si d(y,t, %) est le symbole a(x(y),0(y, t,2))det(x’ (t))d=O(z,t,T), une application du lemme 8.3 de
réduction permet alors d’obtenir
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(a(e. D)) = 755 / / %y, 3)dsdt,

Le terme dominant de bo est égal a

bo(y, %) = ao(x(¥), ('x) ' (D).

Solution de 1’exercice 8.4 Nous ferons ici un usage constant du lemme 8.7 démontré dans
Pexercice 8.2. En effet, une phase de la forme (z — y).£ + ¢(y) — ¥(x) vérifie I'hypothese des

que o 7# Vi(yo).

1) On peut vérifier que, au sens des intégrales oscillantes

AoB(u)(m):ﬁ////e“zﬁ)gﬂs(zé)ﬂ(z*y)‘971‘5(3””a(x,f)b(y,@)u(y)dyd@dzdf.

Nous appliquons la méthode du col (Théoreme 4.3) & la phase totale de cet opérateur dans les
variables z et £, qui est

P20 = (- D)L+ (- ) 0+ 5(@6) — 5(0.6).

Le point critique est

fc =0
ze = x + Oes(x, &)

0 —Id
—Id Hesses(z,§)

qui est inversible (air désormais connu). La valeur critique de la phase est

et la matrice jacobienne est

( —y)0 + s(z,0) — s(y,0)

Le théoréme de la phase stationnaire avec parametre affirme lexistence d’un symbole L(a, b)(z,y, 6)
tel que

(Ao B)(u)(z) = /6“(“”)9“@’9)75(3”0))L(a,b)(w,y,é’)U(y)dydﬂ

De plus, on vérifie, puisque les symboles et la phase ne dépendent pas de ¢t dans 1’égalité qui suit,
que

1 o i[(z—y). s(xz,0)—s i[s(x —s(xz,0)— s(x
L(a,b)(z,y,0) = Zza’f DS [a(z, 8+5)b(y, 010+ 5(@:0) = 0)]Fila(z,0+5) —a(r.0)=pOpa(w.O)| o o

Il existe r € S7H(X x Y x R?) tel que
L(a, b)(x,y,6) = a(x,0)b(y, 0) + r(z,y,0)]e' "™ HHEA=wO),

Nous appliquons ’astuce de Kuranishi (Lemme 8.7). On vérifie que, dans un voisinage de =z,
Pégalité 0 + V(x,y,0) = X est inversible, et on peut trouver = 0(z,y,%). On voit alors que

(Ao B)(u)(z) = /ei@*y)%(a, b)(z,y,0(z,y, Z))|g—g(w, ¥, 2)|dy A d.

Le lemme de réduction 8.3 implique l'existence de c¢(z,X) tel que A o B = Op(c), ¢ étant un
symbole dont 'ordre est la somme des ordres de a et de b. On trouve

1 «@ {3
6(1‘79) = Z aDan a(x,@(z, Y, Z))b(y7€(x7 Y, E))‘y:fv

@
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Egaler le symbole principal & 1 et tous les autres & 0 se fait de proche en proche; ici on identifie by en
fonction de (ap) ™!, qui est bien défini puisque ag est le symbole principal d’un opérateur elliptique.
On procede de proche en proche pour identifier b;. De cette fagon, on construit un symbole b tel que
le symbole de Ao B soit ~ 1 (mod S™°°). Ceci achéve la preuve du résultat de exercice 8.3. Ceci est
la méme démarche que celle employée dans la démonstration de la proposition 8.5.

2) On applique la méme méthode de calcul pour évaluer le symbole principal de lopérateur
Ao Po B, ou on connait le symbole principal de P. Le symbole principal obtenu apres I’application
du théoreme de la phase stationnaire est

a(z,0)b(y, 0)p(z + Vos(z,0),0)
et la phase que nous considérons est
(z —y)0 + s(x,0) — s(y,0)
L’astuce de Kuranishi conduit au changement de variable
Y =0+ Vgs(z,0).
Le symbole principal obtenu pour 'opérateur A o P o B est donc
q(z,X) = p(x + Vos(z,0),0),X = 0 + Vas(z,0).

Nous reviendrons sur ce résultat dans la partie consacrée a la géométrie.
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Chapitre 9

Opérateurs et géomeétrie
symplectique

Dans ce chapitre, nous étudions certains objets reliés aux opérateurs pseudo-différentiels :
I’ensemble caractéristique, le flot bicaractéristique. Nous montrons que le cadre naturel dans
lequel ceci est possible s’appelle la géométrie symplectique (essentiellement grace a la proposi-
tion 8.10 qui montre qu’un changement de variable en y induit un changement de variable en
€). Nous en déduisons des résultats sur les opérateurs intégraux de Fourier, en particulier nous
introduisons la relation canonique associée a un opérateur intégral de Fourier. Cette partie
est tres importante pour l'analyse générale d’une équation aux dérivées partielles, puisque
toute propriété du symbole de l'opérateur sera vraie pour tout opérateur semblable (obtenu
par conjugaison par un opérateur inversible). En particulier, le flot bicaractéristique est la
généralisation des rayons de I'optique géométrique étudiés au chapitre 3.

La conjugaison d’un opérateur pseudodifférentiel par un opérateur intégral de Fourier
conduit & un nouvel opérateuur pseudodifférentiel, et les objets géométriques cités ci-dessus
(qui sont définis sur un espace de variables de dimension 2d) de l’ancien opérateur et du nou-
vel opérateur se déduisent les uns des autres par une transformation adaptée a la géométrie
symplectique qui est la relation canonique.

9.1 Solutions d’une équation pseudo-différentielle

On considere un opérateur pseudo-différentiel P, proprement supporté sur R? d’ordre m
de symbole p(z,§) = Z;lprj(a:,f) e S™(R??), chaque p; est homogene de degré j. La
proposition suivante permet de calculer 'action de P sur un développement asymptotique
oscillant u(z, k).

Proposition 9.1 Soit u(z, k) = a(z, k)e™**@) | telle qu’il existe des fonctions (a;)o<; de classe
C®> en x telles que

a(z, k) ~ Z a;(x)(ik) ™.

Jj=0

Il existe des fonctions b;(x), de classe C™ en x, telles que

e RO (ik) TP (u) (2, k) = > bj(a)(ik) .

J=0

Preuve On emploie pour cela la représentation en opérateur intégral de Fourier triviale de
lopérateur pseudo-différentiel P. On évalue

141
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/md eI (. E)ay, k)dyde.

Le changement de variable & = kn donne

/R N e @ VERRSW) (2 E)aly, k)dydE = k™ /R 5 M=)ty n. k)aly, k)dydy,

ot p(z,m,k) = Y nejemPi(z,m)k™L. On évalue cette intégrale par la méthode de la phase
stationnaire. Le gradient de la phase en (y,7n) est

(=§+Vyo(y),z —y).

Considérons dans un premier temps un cas particulier.

Une phase linéaire On choisit ¢(y) = y.10, 70 € RN\{0}, p(y,n) = 1%, a(y,k) = 1. On
trouve

/ eik((ﬂﬂ—y)VH-y-no),7Ocdyd77 — etkzmo / eik(r—y)(n—no)nadydn_
R2d R2d

Notons u =y — x et £ =1 — 1p. on trouve

/ eik((HC—y)VH-y-no)nc)tdyd77 — tkzmo / e~ tkug (1o + €)*dudg.
R2d R2d

On remarque alors que, lorsque 3 # 0, me e Fuldudé = 0. En effet, soit B; # 0. Par
séparation des variables, on integre par rapport a la coordonnée u;. Au sens des distributions,
on trouve [p duje” % = 1(k¢;). Comme la transformée de Fourier de la fonction égale a 1

est la distribution dy, et que 3; > 0, on obtient < i(k{fj),gff >=0.

Ainsi fde e’ikug(no +&)¥dudg = ng fde e~ kU dudé = (277)‘1778‘, car on ne conserve que le
terme d’ordre 0 en &.

On en déduit

/ etk (@=n+ymo) o gudy = (2r)detkzmo e
R24

On généralise ce résultat. Pour appliquer la méthode de la phase stationnaire, on se ramene
aux points critiques sur un ensemble compact. Plus précisément, il suffit de se ramener a un
compact en y et a un voisinage conique en 7. Ceci est fait dans l’exercice 9.0.

Le Jacobien de la phase est

—Hesso(y) —Id
—1Id 0

inversible grace a la formule

—Hesso(y) —Id 0 —Id _(Id o0
( —1Id 0 ) ( —Id Hessg(y) > o ( 0 Id > '
Le déterminant de la Jacobienne est égal & (—1)?. Nous sommes dans les conditions d’appli-
cation du théoréeme de la phase stationnaire, au voisinage du point critique (z, V,¢(x)) dans
]Rz X ]Rg. La valeur de la phase critique est ¢(z), et intégrale admet un développement en
(y,n) dont le premier terme est p,, (x, Vzgzﬁ)(%”)% ap(x). Nous proposons ici une méthode s’ap-
puyant sur le lemme 8.5 pour calculer les fonctions b; résultant du développement de phase
stationnaire. Nous utilisons le changement de variable classique au voisinage du point critique

y =, & = Vyp(x). En effet, il sera plus facile d’exprimer 'opérateur de développement de
phase stationnaire au voisinage du point (0,0). On écrit
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y=x+u,f= V() +0.

Alors il existe (développement de Taylor avec reste intégral) une matrice A(zx,y) telle que

¢(y) = () = (y = 2).Vad(x) = (y — ) Az, y)(y — ).

L’intégrale calculée est
km+d/ dudfe (=W (Vad(@)+0)té(@)tuVadtud(@atu) g 4y kYp(z, Vad(z) + 0, k),
R24
ou encore
gmtdeiko(z) / dudfe™ 8 gikuAl@atwng o 4y kyp(x, Vad(x) + 6, k).
R24

Nous avons déja évalué au lemme 8.5 cette intégrale oscillante, ou le symbole est a(z,u, ) =
p(z, Ve + 0, k)a(z + u, k)eFrA@stwu ] yient

1>0

1 )
oL Z A%, [etkuA@atwu g (4 4y, E)llu=00¢ap(z, Voo (), k).

|| =1

Nous avons donc explicitement tous les termes du développement asymptotique. En évaluant

les dérivées en u de e A@r e on montre que le terme comportant || dérivées est d’ordre

km+4=% . La somme de ces termes définit alors une série asymptotique (comme dans la preuve

de la proposition 8.10). De cette proposition, on déduit, en annulant le terme de plus haut
degré en k dans l'expression de 1

Lemme 9.1 u est solution asymptotique non triviale de P, i.e. P(u) ~0 = {(z,V,¢(z)} C
Car(p) N (suppag x RY).

On a généralisé pour un opérateur pseudo-différentiel la notion d’équation eikonale. On
peut donner une généralisation supplémentaire, et faire agir un opérateur pseudo-différentiel
sur un opérateur intégral de Fourier (ce qui revient & composer des opérateurs intégraux de
Fourier, voir [46]). Cette généralisation est utilisée dans le chapitre 10 qui étudie les caustiques.

Proposition 9.2 Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m et soit A un opérateur
de Fourier intégral (selon la définition 7.4) de phase s(x,0) et de symbole a(x,0) € SP. Alors

P(A(u))

définit un opérateur de Fourier intégral de méme phase et de symbole b(x,0) € S™P chaque
terme b; étant calculé avec les termes de P et de a dont la somme des ordres est < j.

Cette proposition est une conséquence de l'exercice 8.3. Il est énoncé dans l'article de
Duistermaat et de Hérmander [31] dans le théoreme 4.2.2.1

Preuve Nous détaillons cette preuve pour montrer une fois de plus une application formelle?
du théoreme de la phase stationnaire. Pour cela, on introduit

Pu(z) = /ei(z_z)fp(a:,é)v(z)dzdf (9.1.1)

INous verrons plus loin que si A a pour relation canonique C, alors PA a aussi pour relation canonique C.
2le mot formelle est dii au fait que l'on n’étudie pas ici le comportement en k de chaque terme du
développement formel obtenu, mais ce développement peut étre justifié.
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On écrit alors la composée
P(Au)(z) = / / e@=2)e+s(2.0)=v.90) (1 €)a(z, 0)u(y)dzdfdyde. (9.1.2)

La phase associée est ¢(z,y, 2,£,0) = (x—2)§—y0+5(z,0). Pour se ramener & un opérateur
intégral de Fourier, dont la phase ne dépend que de (z,0,y), on applique la méthode du col
dans les variables (z, ). Le point critique (z.,&.) est solution de

{ _gc + 5z(Zc,9) =0

Ze =1
et le Hessien de la phase est

Hess s,(z,0) —Id
—1Id 0

Cette phase est non dégénérée, de valeur critique s(z, ) — yf. Ainsi, utilisant le théoreme de
la phase stationnaire (Proposition 4.3) et introduisant le laplacien associé a la phase, on a

Asa(z,&) = Tr( 0 —1d 02 ag& Ya = —20%:a + Hesss(z,0)0%a
ST —Id Hess,s(z,0) e 0% & e
L’opérateur utilisé dans le théoreme de la phase stationnaire est ainsi
1
(i)—l[_afg + §Hesss(z, 9)8522].
L’intégrale (9.1.2) se met sous la forme
P(Au)(z) = [ O B(a,y. Oyuly)dyds

ou le symbole B vaut

B(z,y,6) = Y (1)~ () '[~0% + %HGSSS(% 0)08:]' (p(,€)a(2,0)) |z, =06,V . s(:0.0)-
l

Ce symbole est de la forme b(z, #). Il ne dépend pas de y (ce qui n’est pas toujours le cas dans
Papplication du théoreme de la phase stationnaire).

Remarque Des relations 8§j€k (p(z,8)a(z,0)) = (8§j€k (p(z,8))a(z,0)) et Oijfjp(x, §)a(z,0) = O, p(x,£)05,a(2,0),
on déduit le terme d’ordre —1, égal a

bi(,0) =[S Ol €00-,0(2,0) — 5(3 02, ¢, p(, €002, -, 5(2,0)a(=,0))].
J gk

C’est un opérateur d’ordre 1 sur a dont les coefficients sont ceux de l'opérateur de transport usuel
Vep. V.. Dans cet opérateur apparait Hessp.Hesss qui correspond au terme A¢ao dans I’équation de
transport pour I'équation de Helmholtz. Nous continuons le calcul de (9.1.2). Dans la phase ¢, le
changement de variable

(2,8) = (x +u, Vys(x,0) + 1)

conduit a la phase

—u.n+ [s(z+u,0) —uV,s(z,0)] —y.0.
Soit
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Blx,0;u,m) = pla, Vas(x,0) + n)a(a +u, ) GEruO)muv=s@0l=.0), (9.1.3)

C’est un symbole de ST ((u,n) € R?%), les points x et 6 étant fixés, puisque les dérivées en u
ne font pas intervenir de puissances supplémentaires de 1. Le développement asymptotique de
Iintégrale [ e~ ““"p(x,0;u,n)dudn existe par le lemme 8.5. Il faut pour achever cette preuve
contréler le symbole obtenu en variable 6. En effet, une dérivation en u du symbole p conduit
a des puissances de # supplémentaires. Le résultat est vrai par une méthode analogue a celle
employée dans la preuve de la proposition 8.9.

Omn a
Ay =07, p(x,6;u,m) = 3 G (2, Vas(,0) + n)[F2 (@ + u,0) +ia(e + u, 6)(F(x +u,0) — £ (x,6))]
Xez( s(x4u,0)—uV, s(z 9)] Y. 0).
(9.1.4)

Le symbole intervenant dans (9.1.4) se met sous la forme
0 ,
r(z,u,0,n) = Z % (z,V.s(x,0) + n)a(z, u, 9)61([5(m+u,9)—qus(z,G)]—y.a).
: J
J

De I’égalité
Op oa —iu.8
r(z,0,0,0) =; 5 (z,V.s(x, 9))5% (z,0)e= v,
on déduit que dans le terme A; il n’y a aucun terme induit par la phase s. On vérifie que A
est d’ordre m — 1 car la dérivée d’un symbole homogene d’ordre m est d’ordre m — 1.

La phase s apparait en revanche dans les termes suivants du développement de phase
stationnaire. En effet, introduisons

= S (D, 3B Vealo, 0 4 mlala 00T 000

Z” 5 (2, Vs, 0)  0) 2 (2 0,6) + s (0,0, 0) (22 ( + 0,0) — 28 (, ) (00— T (000
On trouve
da 0%a 0?5
8ul(a: u,0) = aﬁjaxl(m—ku,ﬂ)—&—a(x—!—u,@)m(x—ku,ﬂ).

Dans ce terme, apparait la dérivée seconde de s en u, qui est d’ordre 1 car s est homogene
d’ordre 1 en 6. Il vient ainsi comme terme dans le symbole un terme d’ordre m—2+1=m—1
(le m — 2 provient de la dérivée seconde du symbole p). Le terme A, est donc un terme
d’homogénéité m — 1.

On rappelle les expressions

Ar(w,0) = Y\0_y 4 0%a(z,0)05 p(x,0),

As(z,0) = Z\a|:2[$8ga($7 0) + a(x, )0 s(x, 0)]0%p(x, 0).

Nous démontrons dans ce qui suit que le terme A; du développement de phase stationnaire
est d’ordre d’homogénéité < m — [%] dans la variable 6. La somme asymptotique existe par
le théoreme de complétude asymptotique (Proposition 6.3). Ceci prouve la proposition 9.2.

Traitement du terme A; Dans le cas général, on a A; = Z\alzj D,, avec

Do(x,0) = 20500 [p(x, V2s(x,0) + n)a(x + u, §)e @Tu0)- uvzs(w )
=D aita—a W@g‘p(m, V.s(x,0))0" a(x, k)9 [eils(rtud)—uVas(z.0)]

On utilise 1’égalité
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O, [ei(s(x+u,0)—uvzs(z,9))] — Z(a(')_rsj(x +u, 0) 6—(33, 0))[ei(s(x+u,0)—uvzs(r,0))]

S
J - ox
dont on déduit, notant t(u, z, ) = e (3@+uw.0)—uVas(@.0)  Pidentité
Ou,;t = itujw(u,z,0)t(u,x,0).

. . . ) ’ /
Ainsi, pour |o/| > 2, on trouve, si &’ ne comprend que des dérivées d’ordre 1, 02,10, 2,0) =
0, et si o/ comprend une dérivée d’ordre 2, on trouve

o 828
8ua/t(0,33,6) = Z bJW
dérivées d’ordre 2 J

Le calcul successif de tous les termes est trés technique. On applique le lemme 8.5.

9.2 Changement de variable et objets géométriques

Nous définissons un premier objet géométrique : les bicaractéristiques. Elles sont définies
dans l'espace des positions impulsions associé a ’espace des symboles. il s’agit de la généralisation
des rayons de ’optique géométrique introduits au chapitre 3, dans le sens o1 les bicaractéristiques
associées & I'opérateur £2 — k2 sont les courbes dont les premieres coordonnées sont les rayons
et ou les deuxiemes coordonnées sont les vecteurs p de module k& donnant la direction des
rayons. L’impulsion est alors § par analogie avec le Hamiltonien |p]? — k2.

9.2.1 Les bicaractéristiques

Commengons par un exemple provenant du résultat de la Section 3. Nous avons, dans cette
section, calculé la solution asymptotique formelle de (A +k2)u(x, k) = 0 sous la condition (que
nous avions nommée condition initiale) u(z, k) = A(x, k)e?*?0 x € 5. 1l s’agissait donc d'une
phase constante sur la variété Xy de codimension 1. Nous supposons A(z, k) > >, A;(z) (ik)=7.
Pour nous fixer les idées, considérons un point zg € ¥g. Alors, pour tout = € 3¢ N B(xg, ),
€ assez petit, on peut définir un systéme de coordonnées locales (y1,y2) sur ¥ telles que
x = x(y). Pour u assez petit (de sorte que la matrice det(Id + uW (z)) soit inversible pour
x € ¥o N B(xp,e), W désignant, on le rappelle, la matrice des courbures ou matrice de
Weingarten de la phase ¢ solution de |V¢| = 1, ¢|s, = ¢o sur I'isophase ¥g), on peut définir
un difféomorphisme d’un voisinage de o dans IR® par la relation

2(y,u) = x(y) + ulN (z(y))- (9-2.5)

On sait ainsi que

ao(2(y,u)) = Ao(2(y))(det(Id + uW (x(y)))) "2

et

o(z(y,w)) = do +u.

Notons ug(z(y,u), k) = ao(x(y,u))e™ @0+ 11 s’agit du terme principal de la solution
asymptotique formelle. Comme (9.2.5) définit un difféomorphisme, la fonction ¢ telle que
oo +u = ¢(x(y,u)) est une fonction bien définie. Soit

uo(x, k) = ag(x)e**®), (9.2.6)

La transformée de Fourier inverse en k de (9.2.6) est la distribution (notation formelle)

vo(,t) = ag() /R ekRP@ TR gl — a0 (2)0(t — ¢()).
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Rappelons que le front d’onde d’une distribution est le complémentaire de 1’ensemble des
points (zo, to, &0, 70) tels qu'il existe x localisant au voisinage de (zo, to) telle que F(xvp) soit
a décroissance rapide dans un voisinage de (£p,70). On suppose que ap(xg) # 0. Il existe un
voisinage B(zo, €) tel que |ag(z)| > |ag(zo)| sur ce voisinage (et donc est non nul). On choisit
x de sorte qu’elle ait son support contenu dans ce voisinage. Lorsque to # ¢(z¢), on peut
choisir x pour que xvg soit identiquement nulle, donc les points (zo, to, o, 70), to # (o) ne
sont pas dans le front d’onde de vg. La transformée de Fourier de xvg est (avec des abus de
notation clairs)

I, )= /R3 ao(z)e™ /R(S(t — ¢(x))e " dtdr = /R3 ao(z)e @) g

Le difféomorphisme (9.2.5) conduit &
/ dudoy,, (y)det(Id + uW (z(y))ao(z(y, u))e”(y)'Hi“N("’”(y))"CHT%“T“.
RS

Cette phase stationne pour ¢ normal & 3 et pour N(z(y)).£ + 7 = 0. Il vient ainsi { =
AN(z(y)) et 7 = —A. Les points ol la phase ne stationne pas correspondent aux points
(z(y,u), po +u, &, 7) qui ne sont pas dans le front d’onde de vg. Le front d’onde de vy satistait
donc a

WE(vo) N B(zo,e) = {(x(y) + uN(z(y)), po +u, —7N(x(y)),7)} N B(zo, €). (9.2.7)
On donne la définition des courbes bicaractéristiques :

Définition 9.1 Les courbes bicaractéristiques de lopérateur P différentiel (ou du symbole p
homogéne, symbole proincipal de P) sont les courbes intégrales du champ de vecteur hamilto-
nien H, € T(T*RY) associé au symbole p sur T*R® :

Hp—j_fg—g O3~ (O (9.25)
encore noté o op
p= (8_5’ 97
Elles satisfont .
[ B

Cette définition sera précisée d’un point de vue géométrique dans la section 9.3 consacrée a
la géométrie symplectique. Dans ’exemple simple de 'opérateur des ondes dans I’espace usuel
A — 9%, son symbole est p(t,z,7,§) = 72 — £2. Le hamiltonien associé est le champ

H, = (21, -2¢,0,0).

Les courbes intégrales de H,, vérifient 7 = 79,£ = &. On a bien sir 72 — &2 = 78 — &2 = 0.
Alors t(s) = to + 2795, z(s) = xo — 25p.

On en déduit aisément que :

— le symbole principal est invariant sur les bicaractéristiques,

— la phase solution de ’équation eikonale peut étre calculée sur les bicaractéristiques de
lopérateur de d’Alembert. En effet, la phase de la solution de ’équation de Helmholtz
obtenue apres transformation de Fourier en temps de I’équation des ondes est ¢(s’) =
o+ et x(s") = xo+5'V(xg), avec |[Vo(zo)| = 1. Onprend s’ = —25% pour vérifier que
la projection sur l’espace physique des bicaractéristiques de 'opérateur de d’Alembert
est confondue avec les caractéristiques et que la phase associée au dalembertien, égale a
Y(x,t) = ¢o + s — ¢, est calculée le long des bicaractéristiques.
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9.2.2 Changement de variable et transformation du front d’onde, des
bicaractéristiques et de la phase eikonale

Nous utilisons dans cette section le lemme de changement de variable 8.10 qui donne la
relation entre le changement de variable dans X C R? et le changement de variable induit
dans X x R ¢ R??. Nous avons la

Proposition 9.3 Soit x un difféomorphisme de R? dans R?, tel que x(z0) = yo. On définit
un difféomorphisme h,, de R? x R? dans R x R? par

hy(@,€) = (x(), "X/ (2) 7€)

Alors
1) Invariance du front d’onde :

WF(uox ™) = hy (WF(u))

2) Invariance des bicaractéristiques et de la phase solution de l’équation eikonale :
Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique de symbole principal pm,(x, &) homogéne

de degré m. On définit lopérateur pseudo-différentiel classique @Q (en vertu de la proposition
8.10) par

Q)ox ' =Pox™!),

de symbole principal ¢, (y,n), ouy = x(x), n = tx'(x)flf.
a) Si (x(s),&(s)) est une courbe intégrale du champ hamiltonien H,,  , alors hy(x(s),&(s))
est la courbe intégrale du champ hamiltonien H,, passant par hy(z(0),£(0)).
b) Si ¢(x) est une solution de I’équation eikonale pour p,,, alors ¢ o x
de l’équation eikonale pour q,.

est une solution

La preuve fait I'objet de I’exercice 1 de cette section. Notons que ce résultat peut étre écrit
localement, modulo quelques précautions.

Dans la suite de ce chapitre, nous généralisons 'approche déja exploitée dans la section
exprimant des solutions asymptotiques de I’équation de Helmholtz (Section 1.4), puis lorsque
nous avons exprimé dans le chapitre 2 la solution d’un probleme hyperbolique matriciel d’ordre
1 en introduisant une équation eikonale (2.2.4). Nous utilisons ici le résultat démontré dans
la Section 9.1, en particulier l’alinéa 2) b) de la proposition 9.3. Nous généralisons la notion
d’équation eikonale. En effet, nous avons démontré que, pour ’équation de Helmholtz comme
pour un probleme hyperbolique matriciel & coefficients variables, il existe une équation scalaire,
dont une fonction ¢ pouvait étre solution, fonction que nous avons appelé fonction phase
et équation que nous avons appelé équation eikonale. Nous avons vu dans le lemme 9.1
que l'on pouvait aussi introduire une équation eikonale pour un opérateur pseudo-différentiel
usuel grace aux opérateurs de Fourier intégraux. Enfin, la proposition 9.3 montre que ’en-
semble des points (x, V,¢) ol ¢ est une solution de I’équation eikonale associée & 1'opérateur
pseudo-différentiel de symbole principal p,, se transforme de la méme facon que les courbes
bicaractéristiques lorsque 1'on considere I'opérateur Q tel que Q(uo x~1) = (Pu) o x~!. Ces
considérations intrinseques nous amenent a étudier non pas la phase ¢ elle méme, mais les
ensembles {(x, V,$)}, puis les généraliser. De tels ensembles constituent des variétés lagran-
giennes, qui sont des solutions lagrangiennes de I’équation caractéristique p,(z, &) = 0.

Nous introduisons le cadre géométrique dans lequel ces ensembles sont bien définis, il s’agit
de la géométrie symplectique. En particulier, nous aboutirons a une définition rigoureuse
et intrinseque de l'objet introduit dans la Définition 9.1 par la relation (9.2.8). Nous nous
appuyons ici sur le cours de J. Sjostrand [42]. Le lecteur intéressé peut se reporter au traité
de Stenberg [91].
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9.3 Géométrie symplectique

Nous choisissons dans cet ouvrage d’introduire le fibré cotangent comme ['espace de jets
sur une variété. Il est aussi naturel de définir en premier le fibré tangent.

9.3.1 Définition géométrique du fibré cotangent

On se donne X une variété C*° de dimension d.

Définition 9.2 Le fibré cotangent de X en xo, noté T, (X), est l’ensemble des classes d’équivalence
de la relation d’équivalence f ~ g < f — g = o(|lx — x¢|) dans Uensemble des fonctions s’an-
nulant en g, et l'élément associé a f € C1(X,R) est noté df.

T;,(X) ={f € C'(X,R), f(z0) = 0}/ ~

L’élément df est alors le germe d’ordre 1 de f. Cette définition est évidemment abstraite; elle
a pour mérite d’étre intrinseque du point de vue géométrique.

Pour la rendre plus explicite, plagons nous dans un systeme de coordonnées locales. Pour
chaque point zo de X, il existe un voisinage W de ce point et un (bien slir non unique)
systeme de coordonnées locales (71, ...,24). La base naturelle de 7} (X)) associée a ce systeme
de coordonnées locales est alors (dz1,...dz4). En effet, soit f € C*(X,R). 1l existe donc un
difféomorphisme y de X dans R? tel qu'un point v de X NW s’écrive x(u) = (z1,...xq). Alors,

par la formule de Taylor, la fonction de R? dans R égale & f o x~! vérifie
j=d
1 0 1
(fox (@)= flzo)+ ) 3. ox ) (o)) (@j — (x(20));) + olle — x(0)])- (9.3.10)
g=1""

En remarquant que x; — (x(20)); est associé a dx;, on a la décomposition de f dans T} (X).
Le fibré cotangent est
X = UzoGXT;O (X).

La projection naturelle 7, de T*X dans X est définie par
leT*X =z =n(),l e T;(X).

Lorsque X est muni d’'un systeme de coordonnées locales, alors tout point p d’une section
T X du fibré cotangent peut étre caractérisé par ses coordonnées dans la base dz1, dzs, ...dz,.
Ainsi, un point p de T*X est déterminé par (z,&) ot x = w(p), 7 étant la projection naturelle
de T"X sur X . Dans T7 (X), on a

j=d
p= &du;.
j=1

Ceci prouve qu’il existe une application de T*(X) N 7~ (W) dans x(W) x R? définie par
p— (2,8), p=> &dxj. Cette application est C°°. Soient x! et 2% deux points de X distincts.
Comme 71 (z1) et 7~1(2?) ont la méme dimension et sont disjoints dans T*X, on en déduit
que T*(X) est un fibré vectoriel C°.

9.3.2 Changement de systeme de coordonnées locales

On utilise la relation (9.3.10) pour identifier la représentation de p dans la base dz;. On
voit que

&= %(f o x ) (x(0)). (9.3.11)
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Nous supposons que, dans W, X est représenté par un deuxieme systeme de coordonnées
locales (y1,...yq). Alors on introduit le difféomorphisme 1 qui & un point de X N W fait
correspondre (y1,...,yq) € (X NW). Au point z( est associé I’élément 7 dont les coordonnées
dans la base dy1, ..dyg sont

ny = %(f o ) (o). (9.3.12)

Soit ¢ = x o ¢!, Cest I'application permettant de passer des coordonnées y vers les coor-
données z. Comme 1~ = x 7! 0 ¢, on déduit de (9.3.12) et de (9.3.11) les égalités

0 == ((fox™") 0 9)(¥(x0))
= Zk %(f 0 X_l)a%~
= Zk %fk
— ({(2)e),
ox %

ol 5y est la matrice (8%), matrice Jacobienne de l'application de passage y — z. Nous
synthétisons ainsi la relation de changement de variable.

Lemme 9.2 Soit xg un point de X. Au voisinage de xg, on peut définir un systéme de coor-
données locales (), ce qui permet de définir une base canonique de Ty (X). Cette construction
peut étre faite pour tout point dans un voisinage W de xo. La variété T*(X) est donc une
variété fibrée C*°. Lorsque (x) et (y) sont deux systémes de coordonnées locales, (x, &) et (y,n)
décrivent un méme point p de T*(X) lorsque x et y décrivent le méme point de X et

or . . _

§= (t(a—y)) H(n)-

Nous remarquons que nous retrouvons ici, en projection sur R, le difféomorphisme h,, défini
dans l’alinéa 1 de la proposition 9.3. En particulier, ceci prouve que le front d’onde W F' d’une
distribution sur une variété X s’identifie a un fermé conique du fibré cotangent T X.

9.3.3 Fibré tangent

On définit I'espace tangent & X en xo comme le dual de T (X) dans la dualité canonique
de R* x R?. On notera la base duale associée & (dz1, ...dz4) par (6%1, ...%). Pour le moment,
il s’agit de notations. Nous définissons aussi TX = Uy, Ty, (X ). Alors, par dualité, TX est aussi
un fibré vectoriel et (z,t) et (y, s) décrivent le méme point de TX lorsque z et y décrivent le
méme point de X et lorsque ¢t = (g—g)s.

Supposons donnée une section du fibré T X, c’est-a-dire une application locale de X dans
TX telle que sa composée avec la projection 7 soit 'identité. On appelle de tels éléments des

champs de vecteurs. Ils peuvent s’écrire, dans un systeme de coordonnées locales

Vixlz)=> aj(x)%
j=1 ’

Comme, dans ce systeme

A =2 g (Fox
j=1

la relation de dualité donne

Jj=d

< V,df >= Z%(x)%(fox_l).
J

Jj=1
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On identifie alors un champ de vecteurs avec un opérateur différentiel d’ordre 1, et on dit, par
dualité, que df est une forme différentielle, et plus précisément, comme f est une fonction, df
est une 1—forme différentielle.

9.3.4 Les formes canoniques et le champ hamiltonien

Ces définitions sont techniques, mais elles permettent de réduire les démonstrations de la
proposition 9.3 de maniere considérable.

On considére un systeme de coordonnées locales () sur X. Le fibré T*X est identifié &
m(W) x R grace au systeme de coordonnées locales et a la projection naturelle.

Pour p € T* X, on peut alors définir ’espace T,;‘(T*X), puisque T* X est une variété C'*°.
Un élément de T} (T X) est une classe d’équivalence pour ~ dans 7* X au voisinage de p. On
définit, par le schéma commutatif

"X <« Ty(T"X)
m | Tn*
X « T X

m(p)

le relevement dual 7*.
On applique ce relevement dual 7* a 1’élément p € T:(p) (X), et on définit ainsi la 1-forme
canonique par

wp, =7"(p).

Il s’agit d'un élément de T, (T*X). Autrement dit, p — w, est une forme différentielle
sur T*X. Les coordonnées canoniques sur 7*X sont (z,€), la base canonique associée est
(dry,...dxg,d&, ..dEq), et on a

j=d j=d
wp =Y &dz;+ > 0dg;.
j=1 =0
Rappelons ensuite que on peut définir une dualité entre (7*X)? et (T X)? par

< p1Apa,ti Nlg >=< p1,01 >< pa,ta > — < p1,t2 >< p2,t1 > . (9.3.13)
Pour v € T*(T*X), on écrit

Jj=d j=d
v= Zvj,o(x,g)dxj + Zvj,l(x,g)dgj
j=1 j=1

et on définit

Jj=d j=d
dv =" dvjo(x,&) Adwj+ Y dvj(2,6) NdE;,
j=1 j=1

I’élément dv; g ou dv;,1 étant dans T*X, et le A étant la notation employée pour I’élément de
(T*X)? défini par la dualité (9.3.13).

On introduit ainsi la 2-forme canonique o = dw. Sa définition est intrinseque, ne dépend
pas du systeme de coordonnées.

On vérifie que, pour w la forme différentielle sur T*X définie ci-dessus, les fonctions
vj0(x, &) et vj1(x, &) sont connues, respectivement égales & &; et 0. Donc on a

k=d k=d
dvjo(@,§) = 0dwg + ) Opjdé,
k=1 k=1

ce qui implique
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j=d
o=dw="_d& Nda;. (9.3.14)
j=1

Par les définitions employées précédemment, o est une forme bilinéaire sur (T,7*X )2,
donnée par

O'p(tl,tg) =< O'p,tl Nito > .

Lorsque, dans un systéme de coordonnées, t1 = (s1,71) et ta = (s2,72), on vérifie que

<oty Ntg > = Z‘;illi < dfj /\d(Ej,tl Nito >
= Zj,k,l < d§j A dij, (sl,kdxk + T17kdfk) 1A\ (SngfCl + T27ld§l) >

On remarque que d§; A dx; = —dx; A d§; et que < d§; Adz;,dey, ANdrg >=<d&; ANdxj,dE, A
déq >= 0, puis que < d&; Adzj,dry A dEg >= —0j40;p. De 1'égalité

<t Nitg >= Z SljSQldxj Adx; + Z(slegl - ngTu)dCEj ANd& + ZleTgldfj A d&;,
Jil Jil Jil

on déduit la relation
<oty Nle >=<T92,51 > — < T1,82 > .

Il existe alors une bijection H entre T, (T*X) et son dual T,(7*X) donnée par

o(s, Hu) =< s,u >,

pour u € TP*(T*X). En coordonnées canoniques, si v = ugzdr + ued§, Hu = u§a% — ugga%.

On introduit alors le champ hamiltonien de f(z,&) de classe C! sur un ouvert de 7% X par la
relation Hy = H(df) € T(T*X). Par définition

o(s, H(df)) =< s,df > .

Il vient, en coordonnées canoniques (et on retrouve ainsi la définition 9.1) :

af o af o

Le caractere intrinseque de ces notions nous permet de donner une preuve directe de
la proposition 9.3. En effet, les courbes intégrales du champ hamiltonien sont des courbes
sur 7% X. Le champ hamiltonien est intrinseque, donc transporté par le difféomorphisme h,
(associé au difféomorphisme x et défini a I’alinéa 1 de la proposition 9.3), qui est la maniere
d’identifier les points du fibré cotangent. Ses courbes intégrales sont donc transportées de la
méme fagon. Enfin, le symbole d’un opérateur est, lui aussi défini sur le fibré cotangent de
maniere naturelle. Ceci est une conséquence de la proposition 8.10. En effet, un changement
de variable dans le symbole a(z,&) associé a 'opérateur a(x, D) transforme cet opérateur
selon la relation a(x, D)(u o x) = (b(y, D)(u)) o x et le symbole selon la relation b(x(z),n) =
a(z,! x'(z).n), ce qui est équivalent & b(hy(z,&)) = a(z,£). En d’autre termes, I'invariance du
symbole par h, et le fait que le point (z,§) et le point h, (x, &) représentent le méme élément
de T*R? impliquent que le symbole est bien défini sur T*R.
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9.3.5 Quelques remarques

On vérifie I’égalité

(Hy, Hg| = Hyggy- (9.3.15)

En effet, on sait que les termes d’ordre 2 disparaissent dans le commutateur, donc on ne
conserve dans ce qui suit que les termes d’ordre 1 ou zéro. Comme

of 9 9f 0 dg 0
H:H, = _ 4 7
17 (zj: o¢; 0x;  Ox; 0w, Z & axk "~ Oxy, agk)’
le coefficient de B%k dans le commutateur est

SO PgOf Pa Og Of L 09 0
0&; 02,08, Ox; 0§08 " " 0&; 0x;0&  Ox; 008"

D’autre part, on vérifie que

_Hg=N 09 Of 9

On en déduit

Ox 6@6&@ 8§J (%kaxj 8§J 6:@8& 6xj 5@5&@

dg 02 8 9? dg 02 0 9?
{f, }_Z 9 / of 0% 9 / / g

En comparant, on aboutit au résultat. On vérifie ensuite que, pour p € C*°(T*X), Hpp = 0,
ce qui induit que
H, est tangent & 'hypersurface {p = 0}.

En effet, pour (V, W) € T(4,.¢,)({p = 0}), p(z0,&0) = 0, il existe une courbe {(z(t),§ (t))} C
{p = 0} telle que (0) = 20,£(0) = &,(0) = V,&(0) = W. Liégalité p(a(t), £(t) =
aboutit alors, en dérivant par rapport a t et en calculant en ¢ = 0, & prouver que ( W) dans
I'hyperplan d’équation 0.p(wo, &)V + Oep(z0, &)W = 0. Ainsi T4, ¢,y ({p = 0}) =. Le vecteur
H,, est alors dans cet espace tangent.

Le lemme suivant, dit & Darboux, est un lemme essentiel du point de vue géométrie pour se
ramener a des systémes de coordonnées symplectiques plus simples. On le trouve par exemple
dans le cours de Carathéodory [20].

Lemme 9.3 Soit (p;)jct, (qx)rex une famille de fonctions sur M, variété symplectique (par
exemple T*X ), telles que

{pj,pe} = 0,{pj, ar} = jr, {aj, ax} = 0.

et (dp;,dqw) linéairement indépendantes.
Alors on peut compléter cette famille en une famille de coordonnées symplectiques.

Ce lemme s’appuie sur la relation (9.3.15).
Preuve On peut, sans restreindre la généralité, supposer que p;(po) = OVj € J, qx(po) =

0 Vk € K. On notera aussi J et K les cardinaux respectifs de .J et de K. Les champs H_,
H,, commutent entre eux, car

v) = Hip,p,y = Ho=0

[H,,, Hy,] = Hs,, =0.

Considérons une sous-variété G de T*X, de dimension 2n — J — K, transverse en pg a
I'espace vectoriel H = Vect(Hp,, Hy, ). L’idée de cette preuve est de construire le transport
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de G par tous les champs H),, Hy, . A partir d'un paramétrage de G, on ajoute une variable
transverse en propageant la direction de Hp, :
On construit

Hy,(G) = {plo1,2) € T7X,2 € G p(0.2) = 2= (pla,2)) = Hyuplor, ).

C’est une variété de dimension dimG+1. On poursuit la construction en considérant H,, (Hp, G)...
On a ainsi obtenu un systéme de coordonnées locales (z,y, z) sur T*X. En effet, les champs
dp;, dgy, sont linéairement indépendants, donc la dimension de T, ((Hg, )kex © (Hp,)jesG) est
égalea2n—J - K+ J+ K =2n.

Les champs commutent donc on a bien le droit de parler de coordonnées (en d’autres
termes H,, (Hp, (2)(x1))(z2) = Hp,, (Hp,, (2)(z2))(x1), c’est-a-dire 'ordre d’application des
opérateurs Hp, H, n’est pas important). On montre aussi que 8%1 = Hp,, et on note que
G={x=y=0}

Il faut alors compléter la famille p;, gx, ce qui est 'objectif de notre lemme. Nous avons
déja des paires de coordonnées symplectiques données par (p;, q;), j € J N K si ce dernier est
non vide. En fait, on va compléter la famille dans un premier temps pour tous les éléments de
JUK — JN K. Prenons donc, pour fixer les idées, jo € J,jo ¢ K. On recherche la solution de

{ Hpj djo = 5j0j
HQk djo = 0

J

soit

{ Ox; Qjo = Ojoj
ayk 9jo = 0

On impose de plus g¢;,(0,0,2) = ¢(2), quelconque, telle que dg # 0. On peut alors construire
¢jo (z,y, 2). La famille (dp;, dq, dg;, ) est une famille libre. Nous considérons donc cette nouvelle
famille comme point de départ.

Nous procédons par itérations successives, remarquant que J et K jouent le méme role.
Nous avons donc obtenu un systeme de coordonnées

(pjﬂ qj)vj € {0, J}

vérifiant (dp;, dgi) libre et {p;, qx} = 0;x, {pj, pr} = 0, {g;.qx} = 0. Par le méme raisonnement
que précédemment, nous avons construit un systeme de coordonnées locales sur T*X, de la
forme (z,y,2), ot z et y sont les 2dim(J U K) coordonnées indépendantes comportant les
indices de J U K. On veut compléter le systéme de coordonnées (z,y, z). On suppose d < n
et on ordonne les coordonnées sous la forme (z1,...24,y1...y4). On note F = {z = y = 0}. On
recherche une fonction gq441 telle que Hy.qa+1 = Hg;qav1 =0 pour 1 < j <d, et dga+1|F # 0.
Ceci est possible car la dimension de 1), F est au moins 2. On choisit alors ps+1 la solution de

Hyy o pav1 =1, Hy;payr = 0,Hy pav1 = 0,pav1 = p(2), 2 € FN{qay1 = 0}

la fonction p étant donnée sur F N {gq+1 = 0}, qui est non vide et de dimension supérieure ou
égale a 1. Ce processus est itéré jusqu’a épuisement de la dimension. Le systeme obtenu est

(ph -Pn,q1, qn)
Soient f et g deux fonctions C* de T*X, écrites sous la forme f(p,q) et g(p,¢), on a

p=0p(z,§), ¢=q(,§). On éerit f(p,q) = F(z,§) et g(p,q) = G(x,§).
On vérifie alors
OF 0G OF 0G _ af 0 ) . af o
25 e 06, ~ 0 0x; 2457 00y Dy PRI Dbk g a0k 007}
+ Xk oy o Pi 0} + Xk e e L0k s}

Utilisant les relations sur les crochets des coordonnées nouvelles, on trouve
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9f 99 _ 9f 99
8pj 8C]j 8C]j 8pj'

(Fah={RG} =)

Larelation {f, g} = Hyg conduit & Hy = aa_gja%j — g—fja%j. L’identification o(Hy, Hy) =

{f,g} donne alors

U(Z —0q, fdp; + Oy, fdaj, Z —0q,9dp; + Op,9dq;) = Z Op, f0q;9 — 0q; fOp, 9.
j J J

J

Il vient alors

U(Z a;jdp; + bdg;, Z cjdp; + djd(]j) = Z —bjcj + a;d;,
j J J

J

donc o = Y"1 dp;j A dgj, et le systéme de coordonnées (p;, g;) est symplectique. Le lemme 9.3
est donc démontré.

9.4 Relations canoniques et opérateurs intégraux de Fou-
rier

Dans cette section, nous énoncons le théoreme de composition des opérateurs intégraux de
Fourier, tel que nous pouvons le trouver dans [42]. Nous n’en présenterons pas la démonstration.

Il est nécessaire pour ce faire d’introduire une notion géométrique associée a un opérateur
intégral de Fourier, sa relation canonique. La définition des relations canoniques est étroitement
liées a des sous-variétés particulieres de T* X, associées a la structure symplectiques, les variétés
lagrangiennes. Nous les introduisons ici pour la définition abstraite des classes d’opérateurs
intégraux de Fourier. Nous les utiliserons & nouveau dans le chapitre 12.

9.4.1 Définition des relations canoniques et des transformations ca-
noniques

Soit X une variété de dimension n.

Définition 9.3 On appelle variété lagrangienne toute sous-variété A isotrope (c’est-da-dire
vérifiant 0|y = 0) de dimension mazimale n (dim (5, ¢ )A = n).

Cette définition provient des travaux de Maslov [72], on la retrouve dans L. Hérmander [46]
et dans J.J. Duistermaat [29]. L’auteur a aussi rencontré (dans des notes de Chazarain, Ren-
contres scientifiques de Cargese) 'appellation de lagrangienne maximale.

Un exemple naturel est la variété {(z,d¢(z)),x € X} = Ay. Cette variété s’appelle la
variété lagrangienne associée a la phase ¢. L’hypothese de maximalité est trivialement vérifiée,
puisque = est un paramétrage de la variété. On vérifie, sur Ay, que & = %(m), puis que

o2 N
déj =3, —aziad;j dx;, d’ou

0%¢
dé; Ndx; = ———dx; Ndx;.
2 e Ndry =) gy i N da
i,j
Les relations agirj¢ = 351_9“(;5 pour ¢ suffisamment réguliere et dz; Adr; = —dx; Adz; montrent

que la variété A, est une variété lagrangienne.

Définition 9.4 Une relation canonique C de T*(X xY') est un sous espace de T*(X xY) =~
T*X x T*Y qui soit une variété lagrangienne pour la forme canonique ocx — oy = dx N\ d§ —
dy N dn. En d’autres termes
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C=A{(zx,&y,n) eT* X xT*Y}

est une relation canonique si Ac = {(z,&;y,—n), (x,&y,m) € C} est une variété lagrangienne
pour oxxy = dr Ad&+ dy A dn.

Soit H une transformation canonique de X sur Y. Il s’agit d’une application de classe C'*®
de T*Y sur T*X qui préserve la structure symplectique (soit H*(dy A dn) = dx A d€).

On vérifie que le graphe Cy de la transformation canonique H, sous ensemble de T* X xT*Y
des (H(p),p), p € T*Y, est une relation canonique.

On suppose qu'il existe un point (zo,70) tel que la projection canonique { de T*(X x Y)
dans R*" qui & (z, &;y,7) fait correspondre (x, ) est un difféomorphisme en I~ (o, 7). Alors
il existe, par le théoréme de représentation de Hormander (Théoréme 10.1, énoncé et démontré
plus loin, dont la démonstration s’appuie sur le Lemme 10.2 de complétude d’une base cano-
nique) une phase ¢(x,n) telle que, localement, Cy est de la forme (z, %(x, ), g—i (x,m),n). En
d’autres termes, la transformation canonique H est localement de la forme

(Gotem) = (@ 52 ()

Soit C' = {(x,&;y,n), (z,&y,—n) € C}. On vérifie que

de N d€ +dy ANdnler = dz A d(9z¢) — d(9y¢) A dn.

s 2 82 92
On a les égalités d(0;,¢) = Hessy o p.du+3 W&d'f}j et d(0n, 8) = X5 W{;ﬁhdxi +Hess, ¢.1.
Les matrices Hess,2¢ et Hess,2¢ étant symétriques, on trouve
°¢
O0z;0n;

dx A d€ + dy A dnlcr :Z 0 (dz; A dn; — dx; Adn;) = 0.
ij ¢
Ceci démontre que C est une relation canonique.

Toute relation canonique de X x Y a, modulo un changement de variable symplectique
dans Y, une fonction génératrice ¢(z,n). On trouve la démonstration dans [42] (Théoreme
10.1). Ce résultat est un superbe résultat d’Egorov [33], et nous rappelons & la fin de cette
section la démonstration originale en deux pages.

Soit A 'opérateur intégral de Fourier de C§°(Y') dans S’(X) donné par

Au(z) ://ei(‘z’(z’")*y'")a(@y,n)u(y)dydn. (9.4.16)

On rappelle que c’est une notation formelle pour I'action d’une distribution de &', on devrait
écrire, pour ¢ € S’

< Au,tp >= / / e @Em=vM g2y, n)u(y)(z)dydndz.

On déduit de la proposition 7.2 que le front d’onde de l'opérateur A est contenu dans

WF(Au) C T*X = {(z,0x(6(x,n) —y.n)), 0y(¢(x,n) —y.n) =0/(y,n) € WF(u)}
ce qui s’écrit aussi

9¢ 99

Ox on
Etudions explicitement la relation canonique associée a un opérateur intégral de Fourier.
La fonction ¢ est la fonction génératrice de la relation canonique C = {(z,0,¢;0,0,1),x €
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X,n e ]Rd}. A cette relation canonique est associée la transformation canonique H. On a
aisément WF (Au) C HW F(u)).

Remarque 1

Si A est un opérateur pseudo-différentiel sur R?

1

/ T Mg (2, y, m)u(y)dydn.
T*R4

La phase ¢g(z,n) est donc ¢o(x,n) = z.n. L’application H est alors l'identité de T*R? et la
relation canonique C est

C = {(z,n;z,m), (x,n) € T"R’}
associée a la variété lagrangienne Ay = {(z, 2,1, —n)}.
Remarque 2 On considere désormais 'application particuliere H; de R? x R? qui a (z,0)
fait correspondre (y,X) tel que x =y + Vgs(y,0), § + Vys(y,0) = X. L'opérateur intégral de
Fourier (selon la définition 7.4) de phase ¢(y,8) = y.0+ s(y, 0), et de symbole m(y, z, ) s’écrit

T 'u(y) = /ei(d)(y’e)_z'e)m(y,z,ﬁ)u(z)dzdﬁ: /ei((y_z)“s(y’e))m(y?z70)u(z)dzd0.

On écrit )

9%s 0“s
Y= § ; ; § — — .
dy A d 4 dy; A [df; + d (ayjaykdyk+ 8yjaekcl@k)]

De I’égalité Zj)k dy; N 8y 8y dy, = 0, on déduit

62
dyndS =Y dy; ndb;+ S Wgokdyj A dby.
J g,k

De méme, de dz; = dy;+) 69 ayk dyk—f—zk 50,50% 5o~ 0k et de l'identité Zj L d0; /\69 5o A0k =0
on déduit

de]/\dH —Zdyj/\de +Za ~dy; /\ dor.

On a donc dy A d¥X = dx A df. La transformation H est un difféomorphisme de 1’espace
R? x R? laissant invariante la structure symplectique. C’est une transformation canonique
sur T*R? x T*R? associée & la relation canonique Cs = {(y,0 4+ V,5(y,0);y + Vos(y,0),0)}.
Remarque 3 : Ordre des opérateurs intégraux de Fourier Considérons 'opérateur
intégral de Fourier A, dont la phase est ¢(z,y,0), z € R™, y € R", § € RY, homogene en
0 de degré 1, et dont le symbole est a(z,y, f), non encore précisé. On applique cet opérateur
intégral de Fourier, défini par I'intégrale oscillante

Au(z) = /ew(z’y’e)a(aj,y,H)U(y)dydﬂ

4 une fonction phase u(y) = o(y, k)e™™®) . On désigne alors par ¢ (x,y) la valeur critique de
U(y) + ¢(z,y,0) & un point critique 7. solutlon de

817¢(x7 ya 776) = O

Le terme principal de Au(z, k) s’écrit

/ a(;v,y7nc)a(y7k)eikiz(%y)k%(detJ(QS +)) " 2dy
R™X

Ce résultat est indépendant du nombre de variables utilisées dans la phase ¢ lorsque, a di-
mensions d’espace ny et ny fixées, a est dans S™H(nxny)—3
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Nous retrouvons les opérateurs pseudo-différentiels ordinaires lorsque nx = ny = N,
auquel cas il suffit de poser [(N, N) = —N/2.

Ensuite, lorsque ’'on compose formellement deux opérateurs intégraux de Fourier, respecti-
vement A; dont le symbole a; appartient a SrmHnxny) =5 o Ag de symbole as appartenant
3 Gmati(ny nz)—"2 , Ai o Ay est donné par

ArAzu(e) :/ / / / i1 @u T s g (¢ B)as(y, 2, n)ulz)dydzdndd.

On veut obtenir un représentant de A; o Ay de symbole b(z, z,w) € §Mitmetinxnz)=% On
pose formellement w = (y, 8,1) € RN N2 ot on retrouve la représentation

AlAgu(x):////ew(w7z7“)b(x,z,w)u(z)dzdw

o . . e t(nx g )— NNty . R
Pour identifier les ordres, on doit avoir b € S 72 Xz 2 , ce qui donne ’égalité

n
l(nx,ny) + l(ny,nz) = l(nx, ’rlz) — TY

Considérant alors l'adjoint A* = I;  de 'opérateur A = I, , de phase ¥(y, z,0) = —¢(x,y, 0)

et de symbole a(y, z,0) = a(x,y, ), on trouve que l(nx,ny) = l(ny,nx). Des deux égalités,

on peut alors déduire que

nx + ny

l(nx,ny)z 4

On définit alors 'espace des opérateurs intégraux de Fourier ayant la méme relation cano-
nique et le méme poids m.

Définition 9.5 Soit ¢(x,y,0) une phase définie sur R™* xIR™ xRN . Elle définit une relation

canonique C sur T*(X x Y). L’espace I™(X x Y,C') des opérateurs intégraux de Fourier
n ny —2N

de symbole a € Gt AT (X xY x RY) de relation canonique C associée d la variété

lagrangienne pour ox + oy de C' C T*(X xY) est l’ensemble des intégrales oscillantes dans
S’ de la forme

Au(z) = /R o alz,y, 0)e @Yy (y)dyds.
ny «

Cette définition ne dépend pas du nombre de variables 6 utilisées pour caractériser la relation
canonique.

9.4.2 Inversion des opérateurs intégraux de Fourier

Nous résumons le résultat d’inversion d’opérateurs intégraux de Fourier et de conjugaison
d’opérateurs pseudo-différentiels par des opérateurs intégraux de Fourier dans le

Théoréme 9.1 Soit C une relation canonique homogéne d’un voisinage conique de (yo, 1) €
T*X, X ¢ R? sur un voisinage conique de (xo,&) € T*Y, Y C RY associée o une fonction
génératrice ¢(x,m). Sa relation canonique inverse, notée C~' est la variété lagrangienne dans
T*(X xY) pour dy Adn —dx A df des points {(y,n,z,0),(x,0,y,n) € C}

On considére Uopérateur A € I9(X x Y,C'), de symbole a € SO(X x Y x R?) elliptique

Au(z) = /T*Xei(‘z’(y’")*’z")a(%zm)u(z)dzdn.
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1. Ilexiste b € SO(Y x X xRY) tel que 'opérateur de Fourier intégral B € I°(Y x X, (C™1))
donné par

Bo(z) — / / @Oy £)o(y)dyde

vérifie AB=1d+ Ry € L°(Y), BA=1d+ Ry € L°(X), R1 et Ry sont dans L==°.

2. Soit P un opérateur pseudodifférentiel sur X d’ordre m des symbole principal p,,. L’opérateur
Q = Ao Po B est un opérateur pseudodifférentiel surY d’ordre m, dont le symbole prin-

cipal qn, est limage du symbole principal p,, de P par la transformation canonique. On
a de plus (xo, &0, Y0,Mm0) ¢ WF(PA — AQ).

Notons qu'un opérateur pseudo-différentiel sur X est associé a la relation canonique identité
sur 7% (X x X) et a la phase z.n. Comme nous ’avons vu en Remarque 3, la dimension d’espace
est égale & la dimension en 7, donc I° correspond aux symboles de S°.

D’autre part, lorsque la relation canonique est générée par la phase ¢(z,n), on a la relation
P (2, Vd) = ¢m(Vyo,n), généralisation de la relation entre les symboles apres changement
de variable symplectique de I’exercice 8.3.

Ce théoreme est une conséquence directe des définitions ci-dessus et de ’exercice 8.3. C’est
le théoreme 10.1 de [42], démontré par Egorov [33] et qui sert de base aux transformations
canoniques d’opérateurs pseudo-différentiels afin de se ramener a des opérateurs simples.

Egorov part d’une fonction phase S(z,§) vérifiant det( aagi‘gj (x,€")) # 0. 1l introduit la
transformation canonique homogene (z,¢) — (2/,¢) avec @ = 9¢,S(x,¢’), § = 0., 8(x,§').
Alors pour tout opérateur pseudo-différentiel P et toute fonction h, il existe @ tel que

Phdu = PhQu+ Tu
ou @ est 'opérateur intégral de Fourier

1 .
Bo(o) = o [ (eSO
etouT € L~°(IR"). Larelation canonique de P® est ainsi égale a celle de @, ce qui correspond
a la remarque 1 précédente.

9.4.3 Composition des opérateurs intégraux de Fourier

Dans ce dernier paragraphe, nous énongons le théoreme de composition des opérateurs
intégraux de Fourier par I'intermédiaire de leurs relations canoniques. Nous renvoyons le lecteur
intéressé au chapitre 11 de [42] pour la preuve détaillée de ce théoreme.

On se donne X, Y, Z trois variétés de dimension nx, ny et nz et un opérateur intégral
de Fourier A; de X dans Y, de relation canonique C7 C T*(X x Y'), un opérateur intégral de
Fourier A3 de Y dans Z, de relation canonique C. On suppose

Ay € I™(X X Y,C), Ay € I™ (X x Y,C)).

On suppose que C1 X Cy et T*X X {(p,p),p € T*Y'} x T*Z ont une intersection transverse,
et que la projection naturelle C; o Co de cette intersection vers T*(X X Z) est propre. Nous
vérifions que

(p1,p2) €ET"X xT*Z € C10Cy = Fp € T7Y, (p1,p) € C1,(p, p2) € Ca.

Dire que A7 est de relation canonique C7 équivaut a dire que, microlocalement au voisi-
nage d’un point de Ci, on peut représenter C; par une phase ¢1(z,0) sous la forme Cy =
{(z,0:¢(x,0); (Opp(x,0),0)}. De méme, dire que As est de relation canonique Cy équivaut a
dire que, microlocalement au voisinage d’'un point de Cs, on peut représenter C par une phase
¢2(y, w) sous la forme Co = {(y, Oy (y, w); 0w (y, w), w)}.
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Théoréme 9.2 Sous les hypothéses précédentes, l'opérateur Ay o Ay est un opérateur intégral
de Fourier, de relation canonique Cq o Cy, d’ordre la somme des ordres des symboles de A; et
de AQ.

Preuve Des égalités

A1o(y) = [y €91 @O=200, (y, 0)v(z)dzdd
Agu(z) = [y €927V, (2 w)u(y)dwdy

on déduit

AsAju(z) = / e/ (@1 (y.0) w04 d2(z0)=y0) g (4 B)ay (2, w)u(z)dzdwdydd.
T*XxT*Y

Nous calculons la valeur de A3 A;u au point z, en fonction de la valeur de u au point
2. Ainsi, dans les variables d’espace, nous choisissons d’éliminer la variable y. Comme, par
analogie avec I’analyse de Fourier, il faut éliminer conjointement une variable duale, on a le
choix entre 6 et w. Le choix est indifférent. Nous appliquons formellement le théoreme de
la phase stationnaire de parametre (z, z,0) dans les variables (y,w). Alors le point critique
(ye, we) est solution de

8y(bl (ya 6‘) = We, O P2 (Za wC) = Ye-

Identifions les points de C; et de Cq. Le point courant de Cq est (y, dyd1(y, 0); od1(y, 0),0).
Pour y = y., on obtient (Y., we; dpd1(ye,d),0). De méme, le point courant de Co associée a la
phase ¢ est (2, 0.¢2(z, w); Qw2 (2, w), w). Pour w = w,, on obtient le point (z, ,¢2(2, we); Ye, We)-
La valeur critique de la phase est ¢1(ye¢, 0) + ¢2(z, we) — Ye-we — 20, et y. et w, ne dépendent
que de z et de 6. On note alors

$(2,0) = ¢1(Ye,0) + do(z,w,) — Yewe.

Il en découle que
Dd(2,0) = Do (2,0) + Doye[0y 1 (Ye, 0) — we] + Bpwe[Du B2 (2, we) — ye] = Dp1 (ye, 0).

De méme az&(z, 0) = 0,¢2(z,w.). Les deux points de C; et de C sont respectivement

(Yer we; Dpd(2,0),0) et (2,0.0(2,0); ye, we).

On reconnai t ainsi le point de T*(X x Z) égal & ((8gd(z,0),0); (z,0.4(z,0))). 11 est alors
élément de la relation canonique Cj o Cs.

La condition de transversalité est équivalente a la non dégénéréscence du point critique.
Le calcul de phase stationnaire conduit a un symbole, dont 'ordre est la somme des ordres,

et qui est le produit des symboles. Nous avons ainsi esquissé la preuve du théoreme 9.2, qui
est le théoreme 4.2.2 de [47], repris dans le théoreme 11.12 de [42].

9.5 Exercices du chapitre 9
Exercice 9.0 Montrer que seul un voisinage compact en y, conique en 7 des points critiques

de la phase (z — y).n + ¢(y) contribue & l'intégrale de la proposition 9.1. Montrer aussi que
cette analyse est vraie pour le calcul de P(A(u)) dans la Proposition 9.2

Exercice 9.1 : Prouver la proposition 9.3 par des méthodes directes.
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Exercice 9.2 : suite du probléme sur 'opérateur modeéle de Friedlander de la
section 6.3 6) On se donne un point pg = (0,0,0,£% 19, 79) € T*(Ry x R?) N Car(p).
Déterminer la bicaractéristique de Uopérateur P défini par (6.3.6) passant par po. Pour cela,
on définira

q(z,m,m) = L+ z)nf —n3

et on exprimera ces courbes a l’aide de
z 1
S(mﬂhﬂh) = / (Q(u77717772))5du
0
7) On introduit la fonction, définie sur Ry x R?* x R?, par

o(x,y1,y2,01,02) = Y101 + Y202 — S(x,01,02)sign(6:).

Démontrer que les bicaractéristiques issues de l'origine dans y1 > 0 forment l’ensemble

é.: az¢($7ya0)
Y ={(z,y,&n) € T*(Ry x R?),2 > 0,(0:] > 62|, n=Vy,o(z,y,0) }
Vod(z,y,0) =0

8) Démontrer que le support singulier de lopérateur de Fourier intégral K® de symbole

3
az(z,0) et de phase l(x,y,Y,0) = (y — V)0 — %(5% — &8) est inclus dans la réunion des
bicaractéristiques issues de l'origine dans y1 > 0.

Preuve de I’exercice 9.0 On fixe un compact K dans la variable z, et on considere ¢ € C§°(K).

On introduit aussi ¢(y) égale a 1 sur le compact B(K,1) = {z,d(z, K) < 1}, de support inclus dans
B(K,2). On calcule la distribution

A(z, k) = / e H @t Wg(y kYp(x,n, k)dydn
R2d

en considérant son action sur la fonction test ¥. On considére, de plus, une fonction test x sur R
qui localise au voisinage de 0. On tronque l'intégrale en n en supprimant un voisinage de n = 0. La
distribution obtenue est notée A;.

Soit

I=<Autp >= [poa M E0OG (g aly, k)p(z, 1. k)y(x) (1 = x(|n]))dedydn
+ [psa €FEIHEWD (1 — G(y))aly, k)p(x, n, k) (2) (1 — x(|n|))dedydn

Le premier terme de cette somme est noté I; et le deuxiéme terme est noté Io.

Etudions d’abord le deuxiéme terme. Comme A; est une intégrale ne n ne contenant pas un
voisinage de 0, on peut écrire le deuxiéme terme apres intégrations par parties en z. Il n’y aura pas
de termes de bord car la fonction ¥ est a support compact. Ainsi on introduit 'opérateur L égal &

nj 0
L=3 =
— |n|? Oz;

J

qui vérifie L(e“”’“*y)) = ike™™(®=¥)_ Ainsi, son opérateur transposé étant noté *L, et c’est aussi un
opérateur différentiel, on trouve

I = (ik)fM/ MmN (1L — G(y))aly, k) (L) [p(x, n, K)v(@)](1 = x(|nl))dzdydn.
R34

Cette intégrale est absolument convergente en 7 dés que M > m + d + 1, aprés avoir supposé a
intégrable. On sépare I'intégrale en 7 en deux termes, notés I3 et I3, avec

I = (ik)_M/ M et (1 — G(y))aly, k) (L) [p(x, n, k)¥ ()] (1 — x(|n]))dzdydn.
>R
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L’inégalité M > m + d + 1 suffit pour affirmer qu’il existe une constante C' indépendante de R
telle que I3 < %.
On introduit 'opérateur D dont 'opérateur transposé en 7 est

t
D =
it

Cet opérateur est régulier sur le support de (1 — qﬁ(y)w(m), puisque z € K et y € C(B(K,1)), ainsi
|z —y| > 1. Des intégrations par parties successives dans I5¢ conduisent & des termes de bord en O(%),
et & un terme intégral dans lequel on peut réaliser autant d’intégrations par parties que ’on souhaite.
Finalement
“Pour tout N > 0, il existe deux constantes C'n et Dy telles que
CN Dn

I < N —+ R
et donc le terme I5 est négligeable dans le calcul de phase stationnaire”.

Enfin, on supprime un voisinage en 7 du complémentaire de {Vy¢(y),y € B(K,2)}. On a le droit
de le faire car ces points ne contribuent pas a la phase. On s’est ainsi ramené a un voisinage compact en
y et conique en n des points critiques. La méthode est identique lorsque la phase est (x —y).0+ s(y,n).
Cette démonstration est une conséquence du résultat abstrait suivant :

Lemme 9.4 (Corollary 1.1.12 de Hormander [46]) Soit L une application linéaire des fonctions de
C*=(X xR"), s’annulant pour |0| grand, sur un espace de Fréchet F. On suppose que L est continue
pour la topologie de S™ (X x R™). Alors L admet une unique extension continue sur S™(X x R"™)

On peut rendre le support compact en 6 grace au résultat de convergence de la proposition 6 1, ou
on a prouvé{é que si a € S, alors a(z,0)x ( ) converge vers a dans la topologie de S7" < pour
m’ > m. On applique ensuite le lemme pour deﬁmr Iextension une fois le calcul asymptotique
fait avec le symbole tronqué.

Preuve de ’exercice 9.1 Pour le premier alinéa, on sait que (zo,&) ¢ W F(u) lorsqu’il existe
un opérateur pseudo-différentiel Op(a) d’ordre 0, tel que ao(zo, o) # 0, vérifiant Op(a)u € C*.
On vérifie alors que y — Op(a)u o x ! (y) est une fonction C*°, et comme

(Op(a)u) o x™") = Op(a’)(uo x ™)
avec a’(x(z),n) calculé par la proposition 8.10, on vérifie que le symbole principal de a’ est
ao(x(x),n) = ao(z, X' (z)n)

ce qui entraine que a’ est un symbole d’ordre 0, et que ag(x(zo0), (x'(z0)) *é0) = ao(xo, o) # 0.
Il existe un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, Op(a’), dont le symbole est non nul en
hy (0, &), tel que Op(a’)(uox™ 1) € C. Donc hy (0, &) & WEF(uox™1).
Réciproquement, comme h, -1 = (hy )7L,
ha(@o,€0) & WF(uox™") = (z0,£0) = hy-1 (hy(w0,&0) ¢ WF((uo x™") o x) = WF(u).

On a prouvé 1’égalité
hy(WF(u)) = WF(uox™ 1),

Légalité ). Xk, (2)dz; = d(xr(z)) permet d’obtenir Xj; () = O, Xk (2).
Supposons (z(s),&(s)) solution du systeme
9= = Oepm(2(s),€(5))

5 — —0upm(a(5),£(5)):

On introduit y(s) = x(z(s)) et n(s) = (*x') " (x(s))&(s).
On a donc

donc, utilisant x},;(z) = Oz, Xx,
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% - %(; anXk (z(s))nw(s)) = Z ac%jmxk (z(s) + Z 81] Xk (2 dnk

k,l
et donc
— 02, (2(5),6()) = > 2 0, Xk (2(5))1k(5) g, P (@ )+ Z e, X (2
k,l

Ceci se réécrit

— ZﬁzJXk —= = 0z, pm(x )+ Zﬁk 02 0,k (2(5)) D, P (2(5), £(5)).

La matrice inverse de *x’, notée A(x), est caractérisée A, (x) telle que

D Api(@) () =

On obtient

—ZZAPJX;W djk ZApjazme—’_ZApJazjzlnk kaglpm.
J k

7.k,

On a donc
d 1,
= Z Ap; ()0, p(2(5),6()) + > (X )t (X (0(5)) D, 0, X070 () Dy P
7.k,
Comme on a la relation

am(y,m) = pm (X (), X (X (W)m),

on vérifie que
By @ (1) Zayp )02, pm + > 02 2 Xk (X (1)) pm0s, (X (0)-
7.k,

En comparant, on obtient le résultat

D) — 3, 45 5. (9517)

Le résultat sur dd—s s’obtient en notant que

We — 30,0, 52 Zay] )30, (@(), £(5)) = Doy (y(s),m(s). (9.5.18)

J

On a donc montré que (y(s),n(s)) est la bicaractéristique de g, issue du point (yo, o).
Le résultat pour la phase solution de I’équation eikonale est plus simple encore; il provient de
I’égalité du gradient

Vy(dox ) =) @) (Vad) (X ' ().

Choisissant y = x(z) dans cette égalité, on obtient

m(y, Vy($0 X)) = am(x(2), ()" (2)V20(2)) = pm (2, V2 () = 0. (9.5.19)

Ces égalités impliquent que le front d’onde, les bicaractéristiques, et la variété des {(x, Vz¢)} pour
¢ solution de I’équation eikonale sont transportés par h, dans le changement de variable sur R? x
R? induit par le changement de variable sur IR¢ donné par y. (Vest un changement de variable
symplectique. Montrons qu’il laisse invariant la forme symplectique dy A dn. De 1’égalité
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dy A dn = d(x(@)) Ad(" () @) = O Xhgdag) A O 0, () s + Y (X)) sedme)
g,k g,k gk

utilisant la commutation des dérivées en x dans les dérivées secondes de Y, il ne reste pas de terme
en dz; A drg. Quant aux termes en dx; A dng, leur coefficient est Y, x7;((x') ") = d;x. On a vérifié

dy N\ dn = dx A dE. (9.5.20)

On dit que hy est un changement de variable symplectique sur R? x R?, et on identifie dans ce
cas R? x R & T*(IR?), espace muni de la forme symplectique d(£dz) qui est invariant en géométrie
par les transformations h,.

Plus généralement, un changement de variable symplectique est associé a un difféomorphisme

(1‘,5) - (hl(l‘,f),hz(l‘,f)) tel que

() Onyhada; + Y Oe,had€s) A (D Oajhodws + Y O hodgy) = dag A dgy.
J J J J k

Ceci donne les conditions nécessaires et suffisantes :

8zihlaa:kh2 - 8zkhlazjh2 =0
85,ih165k ho — 85k hlagj hes =0
8zih18§kh2 — 8§kh1azih2 = 61’]’

qui traduisent que les crochets de Poisson des h soient nuls.
Solution de 1’exercice 9.2 6) Le symbole principal de 1'opérateur de Friedlander (6.3.6) est

p(x, & y1,y2,m,1m2) = =€+ (L+ )17 —n3 = q(z,m,m2) — €.

Les bicaractéristiques sont définies par le systéme

i=—2¢
§=—ni

71 =2(1+2)m
Y2 = —2m2

m =0

72 =0

Le symbole est nul sur la bicaractéristique, donc

2
(€(s))” = q(z(s),n(s))
En particulier, pour s = 0, on trouve 5} > 72 puisque £° est défini. De plus, 771 et 72 sont constants
sur les bicaractéristiques. Il existe donc € = +1 tel que

§(s) = eq(z(s),m).

Comme l'opérateur est défini pour x > 0, on a, grace a 1'égalité £ = —2¢, directement s < 0 et e = +1
ous>0ete=—1.

On a de plus ¢q(z(s),n) > q(0,n7) > 0. Pour z(s) > 0, ce qui se produit lorsque £(0) < 0, ¢ > 0. 11
est impossible, puisque (£€°,77,13) # (0,0, 0) que g soit nul partout, Donc ¢ > 0 hors du point origine
méme si il est nul au point origine. On vérifie que £ est donc non nul, donc & est non nul, et x peut
étre choisi comme nouvelle variable. On se place dans un premier temps pour n? > 13, et ensuite, par
continuité dans les expressions, on peut étendre les résultats & n? = n3. On obtient

%%::_f(1+a0nﬂg@znﬂ_%
22 = enp(q(z,m)) 2.

Ce systéme est exactement % = —%E(q(m,n))f%anjq(x,n), qui se réécrit % = —¢e0y, (q(w,n))%)
Utilisant la fonction S, on trouve % = £20,,5(z,n). On en déduit 1'égalité

oS
wi(w) = ~= 5. ().
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La fonction S est explicite. Il s’agit de calculer

/0 ((1+U)nf—n§)%du:[%((1+U)n§—7ﬁ)%]3:%[((1+w)n§—7ﬁ)% )

Comme de plus le signe de % est celui de —em et que l'on n’est concerné que par les bica-

ractéristiques dans = > 0 qui vérifient y1 > 0, on sait que ¢ est le signe de —n;. Ceci permet de
justifier 'introduction de la fonction ¢(x,y,0).
7) On vérifie que la relation Vy¢(z,y,0) = 0 implique

y; = sign(61)Vo, S(z,0)
On vérifie de plus que I'expression n = V¢ implique que n = 6, et la relation £ = V¢ implique
&= —sign(@l)(q(x,e))%. Toutes ces relations conduisent a

. . 1
0 =n,y(z) = sign(n1)0nS(x,n),€ = —sign(m)(q(z,n))>.
Le point de ¥ considéré est alors le point sur la bicaractéristique issue de (0,0,0, —sign(n1)(n? —
ng)% ,M, n2) d’abscisse z. Réciproquement, un point d’une bicaractéristique issue de l'origine est dans
3.
8) Cette démonstration est une adaptation facile de la démonstration de la proposition 7.2. On se
donne une fonction y & support compact dans Ry x IR?. On écrit

wlw

(K0 = timea s [ aalo 0000 O)exp(=5 6% = (o s)e™ dodyd

On définit le cone contenu dans X :

Ty = {(&m,m) € R*, & = 82, = Vy¢ = 0, (x,y) € suppx,ni > 13 > 0},

On vérifie tout d’abord que

2 3 3

g(23 — Z2) = S(x,01,62)
(ce sont les quantités Z et Zo introduits dans le 1) de la section 6.3. On rappelle aussi que sur le
support de az,

2,3 3 2. . 3 El
—§(§2 —§&3) = —§151gn(01)(Z2 —Z3).
Il reste donc, au sens des distributions et a une troncature pres

(K(Q),X) = ﬁ fag(x,y,G)X(a:,y)eiyﬂ_mgn(gl)S(z’e)dxdyde
= ﬁ fag(m,y,G)x(m,y)ei¢(z’y‘9>dmdyd0
Nous calculons £ — 9z¢. Nous trouvons ainsi
2
367 2
De méme, dy¢ = 6. On suppose (£,7) € I's tel que > NIy = (. Il existe C' > 0 tel que

Nl=

(14 2)02 —62)F = ¢ — (1 +2)6% — 63)7.

mod(z,y,&,1) = (€ — 0:0)” + In — Vyo[* = C(16] + €] + n])*.
L’opérateur M dont I'adjoint est

M = (mod(e, y,€,1)) (€~ 8u) e+ (0~ qus).(%]

est alors un opérateur adéquat pour le théoréme de la phase non stationnaire, et on a eHole
t A fei(#(@,y,0)—aé—y.n)

W,0)—zl—y.m) _

On vérifie ainsi que l'intégrand dans (K@, y) peut étre remplacé, pour tout p par M*(azy).
On utilise le résultat de régularité sur le symbole az € SY , pour conclure que cette intégrale est

)

2
3
décroissante aussi rapidement que toute puissance de (€] + |n|) ™.
Il vient donc que
IoNTy =0 = suppy N WF(K®) =0.

Nous avons achevé la preuve de cet exercice.
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Chapitre 10

Solutions lagrangiennes de
I’équation caractéristique

10.1 Définition des solutions lagrangiennes

La variété lagrangienne Ay introduite dans la section 9.4.1 a une propriété importante
et contraignante : la projection canonique de T*X sur X est inversible. Relaxer cette hy-
pothese nous permettra de tenir compte des caustiques. En effet, en un point voisin de la
caustique, la variété sera représentée grace a plusieurs phases, ce qui équivaut a ’existence de
plusieurs rayons passant par ce point. Les bicaractéristiques correspondantes, quant a elles,
ne s’intersectent pas.

On consideére maintenant un opérateur P sur C'*°(X), de symbole principal p(z, £). Si P est
un opérateur différentiel, une phase ¢ est solution de ’équation eikonale associée a P lorsque
p(z,d¢(z)) = 0. En d’autres termes, A, C Car(P).

Une généralisation de ce résultat a été démontrée dans le chapitre précédent (lemme 9.1)
pour les opérateurs pseudo-différentiels.

Dans ce chapitre, nous étudions les variétés lagrangiennes associées & un opérateur différentiel
ou pseudo-différentiel. On les appelle des solutions lagrangiennes de 1’équation ca-
ractéristique de l'opérateur P. La variété caractéristique (ou équation caractéristique) est
définie par p(x,&) = 0, p étant le symbole principal de opérateur pseudo-différentiel P. Ces
variétés lagrangiennes sont la généralisation des variétés Ay oll ¢ est solution de 1’équation
eikonale p(x, V,¢) = 0.

Définition 10.1 Une solution lagrangienne A de p = 0 est une variété
— mazimale (dimT,, ¢\A = dimT,, (X)),
— isotrope (o|pn =0),
— solution (p|p = 0). On omettra parfois p = 0 pour n’écrire que p.

Nous avons remarqué que le symbole principal est invariant sur les courbes intégrales du
chap hamiltonien. On en déduit le premier alinéa de la proposition 10.1 :

Proposition 10.1 1. Si une courbe bicaractéristique rencontre la variété caractéristique,
elle est contenue dans la variété caractéristique,

2. Si une courbe bicaractéristique de p rencontre en un point une solution lagrangienne A
de p, alors elle est contenue dans A.

Une version plus faible du deuxieme alinéa de la proposition 10.1 est :

Proposition 10.2 Soit ¢ une solution de ’équation eikonale. Si une courbe bicaractéristique
rencontre Ny, elle est contenue dans Ag.

167



168 CHAPITRE 10. SOLUTIONS LAGRANGIENNES

Preuve de la proposition 10.2 Nous considérons un symbole polynéme homogene d’ordre
2, p(z,8) = Zi)j a; ;(x)&&;. On suppose que les données de Cauchy des équations de Hamilton
(9.2.9), (x0,&0), vérifient V() = & ol ¢ est solution de p(x, V. p(x)) = 0. On note

exp(sHp(wo, o)) = (2(s), Vo(x(s)))

la solutlon de (9.2. ), notation utilisée car exp(sHp(zo,&o)) est la solution de I'équation de
Cauchy' 2 (p(s)) = H,(p(s)), p(0) = po. L'équation satisfaite par ¢ est :

p(z, Vo(x)) =0 (10.1.1)

En la dérivant par rapport a chaque variable, on trouve

(Oap+ Y02, 60, p)|rp = 0. (10.1.2)
J

Soit w;(s) = &i(s) — Ox,d(x(s)). On remarque que w(0) = 0. Démontons que w est solution
d’un systeme d’équations différentielles ordinaires. On vérifie que

(. = 32 ()25 e €05

Exprimant la relation (10.1.1) au point x(s), et retranchant 1’égalité obtenue a 1’équation
dws'i, on obtient :

donnant
D LRI (8))[35 p( z(s),£(s)) — Og;p(x(s), Vo(z(s)))]
+02,p(x(5),£(s)) — Ou,p(2(s), Vo(2(5))).

Utilisant &&; — min; = n;(& — i) + (& — 771‘)(5; n;) + ni(§; —n;), on trouve :

— = 30 0,0 (2(5))wj (8)wi(s) + 22 O, a4,0(2(5)) (€ (s)wi () + &i(8)wj ()
—237 1 020, 0(x(s ))% K (@(8)wr (5)-

qui se met sous la forme condensée 42 = A(s)w(s) — B(s)(w(s),w(s)). Comme w(0) = 0,
le théreme de Cauchy-Lipschitz donne w(s) = 0. On note pour compléter la preuve que

les fonctions employées sont bien définies pour s € [0,7*]. On se place alors & T < T,
et on vérifie que le probleme de Cauchy admet une solution pour s < sg dont le temps
d’existence sy dépend des solutions sur [0, 7]. Il ne dépend donc pas du point initial. On peut
alors reproduire 'argument précédent avec pour données initiales (z(so),&(s0)). On conclut
a 1'égalité £(s) = Vo(x(s)) pour 0 < s < 2sg. On peut continuer 'argument jusqu’a [0, 77,
puisque l'intervalle ou 1’égalité est vraie a été prolongé d’une quantité fixe.

Dans le cas ou le symbole n’est plus polynémial, par utilisation d’une formule de Taylor avec
reste intégral, on trouve que 9, p(x(s), £(8))—0x, p(x(s), Vo(x(s))) = Gi(x(s),&(s), Vo(xz(s))).w(s)
et Og,;p(x(s),€(s)) — Og;p(x(s), Vo(x(s))) = R;(x(s),£(s), Vo(x(s))).w(s) et le systeme s’écrit
W = H(s).w(s), H étant connu a l'aide des fonctions explicites z(s),&(s) et ¢(zx), donc le
théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique encore.

Preuve de la proposition 10.1 L’alinéa 2 de la proposition 10.1 se démontre en utilisant
la maximalité de la variété isotrope en (xg,&p). Il existe donc un systéme de coordonnées
y = (y1,.-yn) tel que A ’écrive, au voisinage de (z9,&), {((y),£(y)),y € R™ N V}. Nous
utilisons les deux relations

{ p((y), &(y)) =0

wla=0

L Cette notation est facile & comprendre ; lorsque H) est une fonction scalaire Hp(p(s)) = a(p(s)), le probléme
de Cauchy ci-dessus a pour solution a(p(s)) = a(po)e®
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L’égalité w|p = 0 s’écrit

8{1 8.151 851 8331
- 10.1.3
; dy; Oy Z Ay Oy; ( )

(ceci est 1'équivalent, lorsque z(y) = y, de V A &(x) = 0, d’ott £(z) = Vip(z).) La variété est
lagrangienne maximale. La différence avec les expressions précédentes est que la relation z(y)
n’est pas forcément inversible (la projection canonique dans ce cas ci n’est pas surjective).
Cependant, comme la variété est maximale, il existe un sous-ensemble de (z(y),¢(y)), noté
(@' (y),&” (y)), ol ' comporte p coordonnées en &’ comporte g coordonnées telles que p+ ¢ =
n. On a det(Jac(2'(y),£"(y))) # 0 en y = 0. On définit alors J ! lapplication telle que
y=J7"1'"(y),£" )

Notons que ce choix n’est pas le seul possible. On fixe ainsi un choix de variables z et de
variables £ qui soit bijectif. On appelle, pour ce choix, J; ’ensemble des indices correspondant
aux coordonnées de z’(y) et Jo 'ensemble des indices correspondant aux coordonnées de €7 (y).
Si J1NJa = 0, on passe directement a ’étude de la variété, sachant ainsi que J1UJy = {1,..,n}.

Si JyNJy =J#0, les coordonnées formant un systéme libre sont alors

(@) jer\gs (%5)er5 (&) jer, (&) je\r)-

On note (unions disjointes)

{1,.,n} =T UK, {1,.,n} = (HL\J)UJ U (J\J)UKS Ky = (J1\J) UK.

Soit k € K. Par le théoréme d’inversion locale s’appuyant sur le fait que la famille (z/,&”)
est maximale, il existe une fonction X} telle que

i (y) = Xel(25)jem\s» () e, (§5)iets (€5)jem\a]-

De méme, pour [ € Ko, il existe une fonction =; telle que

&(y) = Eil(x))jen\ss (T5)jes, (§5)jer, (§5)je s\l

Soit p € J. Alors, pour k € K1, {zp,xx} = ar’“ = 0, et donc les fonctions X sont
indépendantes des variables §,,p € J. Comme de plus {§p, zr} =0 car JNK; = 0, on trouve
que X ne dépend pas des variables &,,p € J. Un raisonnement identique conduit a affirmer
I'indépendance des variables & pour | € Ky des (zp,&p),p € J. On écrit

i (y) = Yel(@)) e (§5)jetnal-

§(y) = Zil(@)) e\ (§5)jetal

La variété lagrangienne s’écrit donc (localement)

A= (@) a\gs (@5).0, Yel(@5) g0 () g\ g Dkercr s (Bil(@5) a5 (§) g\ Die s\ s !
B (&) 75 (6) g\ a> (Bal(5) a5 (65) g\ TDie sy ] '

]RQdim J

Ainsi on remarque que localement A = A x , ou A est une variété lagrangienne dans

Rrr-dim J (ne dépendant que des coordonnées () ;e\ 7, (§5)jern\s). On s’est ramené au cas
élémentaire our J1\J N J2\J = 0, et ot les coordonnées indépendantes sont de la forme (x',£”)
(aucun indice commun). C’est celui que nous considérerons maintenant.

Soit (X (s), Z(s)) la courbe bicaractéristique telle que (X (0),Z(0)) = (zq, &) = (x(0), £(0)).

La fonction y(s) définie par
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existe au voisinage de y = 0 donc de s = 0 puisque dans ce voisinage, on a un difféomorphisme
(y(s) = T H(X'(5), E"(5)))-

Notons (V (s), W(s)) le vecteur (z(y(s)),&(y(s)) — (X (s),Z(s)). Par construction, il a la
moitié de ses composantes nulles.

On vérifie ’égalité :

Y Qe (y(s)) Wi — 37, B0 (3(5)) W2

S S G 96 ()) 92 (X (5),5(s))
Y BB () S5 () 2 — 3 D () 2 (X (5), E(5))
En utilisant I’égalité (10.1.3), valable sur A, on échange les dérivées en m et j dans le pre-
mier terme du membre de droite. On en déduit I'égalité }, ; 86;; g—;”; U;'f 2 g;”j; (y(s) ?92; (y(s)) %.
Pour les autres termes, on dérive par rapport a tout y;, 1 < j <n, I’égalité p|po = 0. Alors

Op Oz, 3p 3§n/
[Xj: e Z e .ewen =0

(10.1.4)

On ajoute ces relations a ’égalité (10.1.4) pour obtenir
2] oz
Zl T (y(9)) G — v Gy (y(s) g

> f’fw())il( (y(),€(y(5)) = 21 g (y(9)) 52 (X (5),E(s))
+ 30 S (y(5)) 5 ((y(5)), E(0(5))) = Lou G2 (y(s)) 2 (X (5), E(s))-

On a donc n équations (1 < m < n), et 2n inconnues dont n sont nulles par hypothese.
L’hypothese de maximalité entrai ne que

) S - 2o G -

=Tmn(s)

est un systeme inversible. On peut alors écrire les équations vérifiées par (V7 (s), W'(s)) sous

la forme
L(V7(5),W'(s)) = C(s, V7" (s), W'(s)).(V"(s), W'(s))
V?(0)=0,W'(0)=0

qui est & nouveau un probléme de Cauchy. Son unique solution est (V”(s), W'(s)) = 0.

10.2 Représentation des solutions lagrangiennes par des
phases

10.2.1 Solution lagrangienne maximale associée a une phase

Nous précisons ici la notion que nous avions évoquée dans le chapitre 3 lors du calcul du
développement asymptotique de la solution des ondes avec condition donnée sur une hyper-
surface ¥g. En fait, nous avions considéré sur ¥y l'ensemble des points (y, Vo(y)),y € Ep (ou
il se trouvait que X était une courbe isovaleur de ¢).

On considére un opérateur pseudo-différentiel p sur X, variété de dimension n. On se
donne une hypersurface S dans X et une phase ¢ (fonction réguliere) définie sur S. On
note [ l'injection naturelle de T*S dans 7*X. On note aussi 7 la projection naturelle de
{(z,8),z € 5,6 € T, X} vers T*S, définie comme 7(z,£) = (z,() ou la forme linéaire ¢ sur
TS est la restriction de & & T,.S. On suppose que 7~ '{(z,ddo(x)} N Carp # (). On suppose
en outre que le champ hamiltonien H,, est transverse a [ (Ago) en pg €1 ( ,) N Carp.

Alors la solution lagrangienne maximale associée a S et & ¢¢ au V01smage de po est notée
A(¢p), et est 'union des courbes bicaractéristiques issues d’un point de Wﬁl(AgO).
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En effet, A(¢o) est maximale car H, est transverse a [ (Ago) en po, qui est de dimension
n — 1, et la maximalité vient de T,,(A(¢o)) = Tpol(Ago) + H,R. Elle est solution par la
proposition 10.1. Elle est lagrangienne car les courbes bicaractéristiques le sont, toujours par
la proposition 10.1. Les courbes bicaractéristiques se projettent alors sur les caractéristiques,
courbes z(o) solutions de 2% = {(z(0)) tant que A(gp) est transverse en (o) & la fibre de
la projection canonique m de T*X sur X. Cette construction par l'intermédiaire des rayons
échoue lorsque la propriété de transversalité n’est plus vérifiée. On dit alors que le point

appartient a la caustique de la Lagrangienne.

10.2.2 Géneralisation aux phases a parametre

Il faut généraliser ce prolongement & des phases comportant un parametre supplémentaire
pour la solution de I’équation eikonale. En effet, si les solutions de ’équation eikonale sont
uniquement sous la forme ¢(x), alors la variété lagrangienne associée est Ay = {(z, Vo (x)},
qui se projette de maniére propre sur l’espace ambiant. Or les points des caustiques sont
les points ou cette projection n’est plus propre, c’est-a-dire ot on ne peut plus considérer
une phase sans paramétre. On se donne une phase ¢(z,0) & N parametres (§ € RY), non
dégénérée (Vy 9¢(x,0) # 0) et on lui associe

Ay = {(2,Voi(2,0)), Voo (z,0) = 0}.

Lemme 10.1 La variété Ay est plongée dans une variété lagrangienne.

Preuve On vérifie que I'application 74, qui va de I’ensemble des points critiques de ¢ en «a
Cp ={(2,0),Voo(z,0) =0} vers T*X :

ig(2,0) = (,Vao(z,0)) € T°X
est une immersion lagrangienne, et son image est Ag.
On vérifie que d¢ = 3, 0, ¢(x,0)dz; + Z;\f:l Do, ¢(x,0)db; € A*(X x R™) ce qui donne
dglc, =D 0z, ¢(x,0)dx;
J

On en déduit i3(_¢;dz;) = d¢|c,, ce qui donne, par commutation de I'opérateur de
différentiation et de iy

i5(d(Y ] &day)) = d’¢6 =0

donc z;(z j d¢; A dxj) = 0. La variété est localement isotrope. Comme ¢ est non dégénérée,
Cy est une sous-variété de dimension n et on en déduit que Ay, image d’'une sous-variété de
dimension n par une immersion, est maximale. C’est localement une variété lagrangienne.

10.2.3 Le théoréme de représentation de Hormander

On a le résultat :

Théoréme 10.1 Soit A une sous-variété lagrangienne de T*X et soit py un point de cette
lagrangienne.

Il existe un systéme de coordonnées symplectiques sur T* X, noté (x,£) et une phase non
dégénérée P(x, &) telle que, O étant un voisinage de poy dans T*X,

ANO ={(z,V.0(x,£)), Ved(x,§) = 0}.

Ce théoreme est énoncé dans [47]. Il vient alors
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Corollaire 10.1 [l existe un difféomorphisme x de R"™ dans X, n étant la dimension de
Tp, X, tel que

hy(Ay NAHO)) =ANO

ot Y(y,m) = yn — H(n). Ce difféomorphisme est construit avec le lemme de Darbouz et la
représentation de la lagrangienne au voisinage de pg par

ANO = {(z(y),£(y),y e R" N x 1 (O)}. (10.2.5)

Preuve La démonstration du théoreme s’appuie sur le lemme technique suivant, que nous
démontrerons ultérieurement :

Lemme 10.2 ][] existe un systeme de coordonnées de X au voisinage de xo tel que, dans le
systéme canonique associé de coordonnées symplectiques (x, &), la lagrangienne soit définie par

x = X(8)-

Ce lemme étant supposé démontré, on sait que o = > j &;dx; est nulle sur A. Ceci donne

Z gJ 3§p

La relation d(ij’f i) = D5y &iday + 377 ad€; donne, sur A

j=n j=n
Zej )= X;(€)ds;.
j=1

Soit H(€) = Y71 £X;(€). On vérifie que O, H(€) = Y171 & 5t + X, () = X,(€) et H est
homogene de degré 1.

Si on introduit ¢(x,§) = x.£ — H(E), on trouve Vi, ¢(x,§) = £ et Ve, d(x, &) =z, — Xp(E).
Donc la lagrangienne est localement représentée par la phase ¢, dans le sens ou

ANO = {($,§),l‘ = X(ﬁ)} = {(x,quS),ngﬁ(x,{) = O} NO = Aquo-

Nous avons démontré le théoreme de représentation.

Démontrons maintenant le lemme 10.2. Pour cela, on utilise la représentation (10.2.5) de
A. La famille dz1(y), ...dz, (y)dé1 (y), ...d€, (y) définit un espace de dimension n au voisinage
du point py considéré, puisque A est maximale, donc de dimension n. Désignons par J et K
respectivement I’ensemble des coordonnées indépendantes de dx1, ...,dz, et di,...,d&,. On
note désormais (y,7) le systéme de coordonnées symplectiques sur R"™ associé a (y), et on
introduit l'injection naturelle j de C(IR"™) dans C(T*R") par j(f)(y,n) = f(y). Le systeme
de coordonnées (x,&) est symplectique, donc on a bien les relations

{3 @)y, m), 3 (x5)(y,m)} = 0, {5 (&) (W, m), 5 (Er ) ()} = 0, {5 () (y,m), 5 (Ex) (Y, m)} = .

On note p;(y,n) = j(z;)(y,n) = z;(y) et qx(y,n) = j(&)(y,n) = & (y). Ces fonctions sur
TXR" vérifient les hypotheses du lemme 9.3.

On peut donc compléter cette famille en une famille de coordonnées symplectiques sur
T X, notée pi(y,n), Pn(y,1), 1Y, 1), -+-gn (Y, n)-

Ecrivons ce que nous donne le lemme de Darboux. On vérifie que la famille (dp1, ...dp,, dg1, ...dgy)
est linéairement indépendante. En écrivant qu'’il s’agit d’une application de T*X dans T*RR"
que l'on écrit sous forme matricielle, on trouve que sa matrice est
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Ay 0
By 0
Cpy Cpy

1 2
‘Dn—K ‘Dn—K

ol on a réordonné les coordonnées dans T*X en j € Jk € K,j' € {1,.n}—J, k' € {1,.n} - K.
Nous avons utilisé ici que (pj)jes et (¢x)rex ne dépendent que de y. Les matrices A et Bg
sont les matrices respectives Jn et Kn des (Oy,pj)jes1<i<n €t (Oy,, k) ke k,1<m<n- Les matrices
C?L_J et D?sz sont les matrices

(am qk’)k’e{l,.,n}—J,lglgna (ampj’)j’e{l,.,n}—K,lglgn'

Comme la famille est linéairement indépendante, on en déduit que les matrices nn

Aj Cr_y
Bg ’ D1217K
sont inversibles au voisinage de (yo,70), image de po par le difféomorphisme induit par le

changement de coordonnées symplectiques.
On en déduit que le systeme ou 7 est le parametre

{ zy(y) =py(y,m), 5 € {1,..,n} = J
é-k’ (y) = Qk’(yan)vkl SIS {]-7 “un} - K

admet, par le théoreme des fonctions implicites, une seule solution n = Y (y). Le résultat
du lemme (en transformant les notations) provient du fait que (1, —y) est un systéme de
coordonnées symplectiques sur T*IR". La phase est alors connue, il suffit d’écrire ¢(y,n) =
—ny — G(y), avec G(y) = >_, y;Y (y).

Nous avons achevé la démonstration du lemme 10.2.

Les caustiques (points ou le théoréme de la phase stationnaire ne s’applique pas dans
une intégrale oscillante définissant une solution) peuvent étre étudiées par l'intermédiaire de
solutions lagrangiennes.

10.3 Les caustiques

On se donne une phase ¢(z,0) & N parametres, non dégénérée (Hessgop(x,0) # 0), telle
que
Ay ={(z,V,0(x,0)), Vod(x,0) =0}

soit une solution lagrangienne de P opérateur (pseudo)différentiel.
Nous définissons (utilisant en cela une notion identique & celle d’un opérateur intégral de
Fourier) une fonction oscillante

ol k) = / ¢K0.0) 4. 0, k)b (10.3.6)
RN

I'amplitude a admettant un développement asymptotique comme défini dans la définition 1.1.
On donne la définition de deux phases équivalentes :

Définition 10.2 Soient ¢1(z, @) et ¢po(y, §) deux phases définies sur X xR™ (N est le nombre
de paramétres de la phase).
Elles sont équivalentes respectivement en (o, o) et (Yo, Bo) st il existe un difféomorphisme

X xRN - X xRN

(z, @) — (A(2), 2(z,q))
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tel que A(zo) = yo, P(x0, ) = Po et une fonction P(z), C* au voisinage de xg, telle que

P1(z, @) = ¢2(A(x), ®(, ) + ()

Deux lagrangiennes équivalentes (au voisinage d’un point, la terminologie classique est de
parler de germe de lagrangiennes) sont, de maniére analogue, définies par

Définition 10.3 Deuz lagrangiennes A1 (au voisinage de A1) et Ao (au voisinage de M) sont
équivalentes si et seulement si il existe un difféomorphisme symplectique x laissant invariant
les fibres de la projection canonique m de T*X sur X tel que x(A1) = As.

Nous avons l'unicité (locale) de la représentation par les deux propositions suivantes

Proposition 10.3 Soient ¢ et ¢1 deux phases définies respectivement sur X X RY et sur
X xR"™. Pour zg € X, les classes de fonctions oscillantes de la forme ug.q et ug, o, coincident
st et seulement si

o il existe 0y € RN, 0} € R™ tels que iy(xo,00) = ig, (0,05). On note ce point \o.
o on a Ay = Ay, au voisinage du point A.

Proposition 10.4 Deux variétés lagrangiennes sont équivalentes si et seulement si il existe
deuzr phases ¢1 et ¢2, équivalentes au sens de la Définition 10.2, telles que A1 = Ay, et
Ay = Ay,

Nous pouvons alors choisir les parametres de la phase ¢ associée a une variété lagrangienne
au voisinage d’un point par la proposition

Proposition 10.5 Soit ¢ une phase non dégénérée définissant une carte locale de A au voi-
sinage de Ao = (x0, Voo (z0,60)), (z0,60) € Cy. Si N est le nombre de paramétres de la phase

N = dimKerT),(7a) + rg(Hessgg (o, 600))

ol (330,00) S O¢ et (330, Vg(b(l‘o,ao)) = /\0.
De plus, il existe une phase ¢o & No = dimKer(Ty,(7a)) paramétres, non dégénérée qui
représente localement A.

Nous démontrons ces résultats.

Preuve de la proposition 10.4 On sait qu'’il existe une phase ¢ représentant A, (Théoréeme
10.1). On suppose A; =~ Ag, donc il existe un difféomorphisme symplectique g, de la forme
9(x, &) = (f(z),G(x,£)) (puisqu’il conserve les fibres de la projection canonique), qui trans-
forme A; en As. Nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 10.3 Un difféomorphisme symplectique conservant les fibres de la projection cano-
nique est de la forme

(2,€) — (x(2), (92X () " (€ = Var))

Nous reconnaissons la forme de h, introduit dans la proposition 9.3, alinéa 1.
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Preuve Le difféomorphisme est symplectique, donc
> dwj ndg; = Zd (£(@)) A d(hy(2,€))
J
Pour simplifier nos expressions, on note N la matrice de coefficients

Nij(x) = O, (f;(x))

ZMJ )da;

Alors

On écrit de méme

Z@Ilh z, ) da:1—|—28§k (z,€)dg;

et les égalités que doivent vérifier f, h deviennent alors

{ ZJMJ(x)8$kh ($ f) _Z Nk]( )aw1hk(x7§)7vjak

En considérant la matrice M (z,§) telle que M, (x,§) = O¢, hj(x,€), on trouve

NM =1Id

ce qui nous donne deux résultats
e M est indépendante de £ (la partie duale du difféomorphisme symplectique est linéaire

en &)
e La matrice M est 'inverse de \V, ce qui se traduit par d¢, hj(x, &) = (N 71) 5 (x). Il existe

donc un champ de vecteurs X;(z) tel que
hy(e,€) = Y (N k(@) (€ — Xi())
k

ce dont on déduit

Ouchj(2) = Ou (N7 H30)(& ) = D (NT)u()0s, (X) (@)

l l

Les premieres égalités du systeme ci-dessus définissant le difféomorphisme symplectique
YA 3
s’écrivent

ZM] Zark a Jl fl +ZZM3 Jlaszl
J

ZNkJ Za B jl fl +ZZNkj jlalel
J
Regroupant les termes en & — X;(z), on trouve

>o1(& = Xu(2) 32, Nij ()0, (N1t = 325 Nt (2) 00, (N 1)1 =

90Xy 90X

ox; oxy, *

Le premier terme s’écrit

A= 00, (3 Ny (@) ™)@) =3 0, Ny (@) N )0() =0, (3 Nig (@) ™))+ 0 Ny ).

J
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Comme Njj(x) = 9, fj(x), on trouve 3=, Nij(N~1) 1 = 65

J

Il reste
00X, 0X;

ox; dry
qui prouve que X est le gradient d’une fonction 1) C'*° en xg. La réciproque (le difféomorphisme
écrit dans le lemme est un difféomorphisme symplectique conservant les fibres de la projection
canonique) s’obtient en reprenant ces égalités. La preuve du lemme est terminée.
Ce lemme étant prouvé, Ay = {(x, Vi1 (2, &), Va1 (z, ) = 0} car ¢ représente locale-
ment Aq. On en déduit

Ao = {(f(2), (Vo )" (Vi (2, 0) = Vad(2))), Vadi (z, ) = 0}
La phase
G2y, ) = o1 (f (), B) — v (F " (v))

est bien définie puisque f est un difféomorphisme au voisinage de zg. Alors

{ vﬂd)Z(yaﬂ) = va¢1(f_1(y)7ﬂ)
Vyda(y, 8) = (Vo f) " (Vadi (1 (), 8) = Voo (f 1 ()))

On a donc Ay par

Ay = {(yv vy¢2(yvﬁ)) € T*X7 vﬁ¢2(ya ﬂ) = 0}

Ceci démontre la premiere partie de I’équivalence.
Pour la deuxieme partie de I’équivalence, on se donne deux phases équivalentes ¢o(A(x), ®(z,a)) =
o1(z, ) — Y(x), et on vérifie que

A¢72 = {(ya Vy¢2)a vﬁ(b?(ya ﬁ) = 0}

Les relations

{ VQ¢2(A($), (I)(‘rﬂ a)).VafI)(x, ﬁ) = Va(bl(wv a)
vy¢2(A($)v CI)(.I'7 a))va = vw(bl (557 a) - vw'@[]

le fait que (z,a) — (A(x), ®(z,«)) soit un difféomorphisme et le fait que
(2,6) — (A(z), (Vo A)THE = Var))

soit un difféomorphisme symplectique achevent la preuve de la réciproque.

Preuve de la proposition 10.5 On se place au point (zo, ap) qui caractérise un point de
la variété lagrangienne pg = (xo, V¢ (o, p)).

On suppose rangHess,, ¢(xg, ) = p < N. Il existe un changement linéaire orthogonal de
variables (qui diagonalise Hess,$(z0, ag)) tel que B = x(a) et si ¥(z, 8) = d(x, x 1(3))

0 0
Hessgy(xo, Bo) = < 0 Hessg ¢ (zo, Bo) )

ou 8”7 € RP. Localement, I’équation Vg 1)(z,5) = 0 admet, par le théoreme des fonctions
implicites (que 'on peut appliquer ici car le Hessien en 5”7 est non nul), une solution unique
3" = B(z, ") avec 79 = B(zo, 3)). La phase

1#1(% 6/) = w((ﬁ, ﬁ/, B($7ﬁ/))
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a N — p parametres et dont le Hessien est nul en 3 représente donc localement Ay, puisque
Vag(z, 5) =0 équivaut & Vgp(x, 8) =0 et Vgrip(x, 8) = 0 et que, d’autre part

vw'@[]l(xvﬂ/) = Vw%b(%ﬂ/a B($7ﬁ/)) + vﬁ”w(xﬂ 5l7 B(;v, ﬁ'))va(x7ﬁ/)

qui entraine 1'égalité, comme Vg ip(x, 3, B(z, ")) = 0 pour tout (z, '), de Va1 et V.
Nous avons donc représenté A par une phase & N — p parametres.

Localement, A = {(z, Vy¢1(,0)), Vo1 (z,0)} onr 91 est une phase non dégénérée définie
sur X x RV=P telle que Hessptp1 (70, 0) = 0. Au point (xq, &) = (20, Va1 (z0, 00)), les égalités
de définition de A permettent d’écrire (u,¥) € T(4,,¢,)A sous la forme

{(u,Hesszv1(zo, 00)u + Z 09, V1(x0,00)25)} N { V0,91 (20,00)u = 0}

J

L’espace tangent en o & la projection canonique mp de A C T*X sur X est alorscaractérisé
par les équations indépendantes Vj, V09,41 (x0,6p)u = 0. Son noyau est donc de dimension
le nombre d’équations correspondantes, soit N — p. On en déduit

dimKerT,,(mp) = N — p

ce qui acheve les deux parties de la preuve de la proposition 10.5. On a en effet construit
la phase ¥; & N — p parametres représentant la Lagrangienne au voisinage du point (zg, &p).
Lorsque dimKerTy, (ma) # 0, on dit que le point zq est dans la caustique de A. La classification
élémentaire des caustiques n’est pas notre objectif, nous n’étudions dans cet ouvrage que la
caustique de type pli, mais nous rappelons les propriétés élémentaires des caustiques (que le
lecteur pourra trouver dans 'article de Duistermaat ([29] Section 3).

Définition 10.4 e La caustique de la lagrangienne A est l’ensemble des projections sur X
des points critiques de U'application projection canonique wp de A dans X . Cette caustique est
feuilletée par la dimension de KerTy mx.

On suppose n < 4. Les sept catastrophes élémentaires au sens de Thom sont

e Les points dont la dimension du noyau de la projection canonique est 1 sont : le pli
(n=1), la fronce (n=2), la queue d’aronde (n =3), le papillon (n =4).

e Les points dont la dimension du noyau de la projection est 2 sont les points de type
ombilic (n=3).

e On dit qu’une singularité est de type pli si dimKerTy,(mp) = 1 et dimKerT,,(ma) N
T,,C1=0.

On obtient aisément un théoreme de représentation :

Théoreme 10.2 Soit u € O(A), A variété lagrangienne mazimale.

1. Si le point xo n’est pas dans la projection de A, u est a décroissance rapide en k dans
un voisinage de xg.

2. Sile point xq est dans w(A) mais n’est pas dans la caustique de la lagrangienne, u admet
un développement asymptotique classique en k=7 de premier terme k—N/2.

3. Si le point xg est dans la caustique de A, u définit une représentation de la caustique au
voisinage de xg.

Preuve Pour le premier item, il n’existe pas de 6 tel que Vyo(xg,0) = 0 (si il en existait
un, alors on construirait un point de la lagrangienne se projetant sur zp). On en conclut
que 'on peut appliquer le théoréme de la phase non stationnaire (Théoréme 4.3) a l'intégrale
définissant u. On a alors u ~ 0.

Pour le deuxieme item, nous considérons 6y tel que Voo (zo,0y) = 0. Nous souhaitons nous
placer au voisinage de z( et résoudre Vyo(x,0) = 0. Comme z( n’est pas dans la caustique,
le point zy n’est pas un point critique pour la projection lagrangienne m5. On en déduit que
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dimKerT,,ma = 0, et donc p = rangHess,®(zo, ap) = N. La matrice hessienne est inversible
et on applique le théoréme de la phase stationnaire (Proposition 4.3).

L’étude générale des caustiques s’appuie sur le résultat suivant. Nous ne démontrons ce
résultat dans la section suivante que dans le cas d’une singularité de type pli pour la projection
canonique. On peut faire intervenir dans le cas général une notion de stabilité ou de généralité
de la phase, exprimée dans la

Définition 10.5 On dit que la phase ¢(z, a) est stable si, pour toute fonction g(x,a) "assez
petite”, on a l'équivalence de ¢(x, ) et de ¢p(x, ) + g(x, ). Il est équivalent de dire que toute
fonction f(x,«) de classe C> s’écrit sous la forme

flz, ) = a(z) + Z by (2)0x, ¢ + Z cx(z, )0, @
1 k

tous les coefficients étant de classe C™°.

Duistermaat [29] démontre alors la

Proposition 10.6 Soit ¢(z, ) une phase stable et soit g(a) = ¢(zo, ).
On désigne par g1(av), ...gq() une base de Uespace quotient C=°(RN)/ Y g (a)0a, g(a). 11
existe une submersion x — y(x) telle que

$(z,0) = Y w@)g(a) +g(a)

1>1>¢

Thom [94] a introduit, pour la dimension de Pespace quotient inférieure ou égale & 4,
les 7 catastrophes élémentaires suivantes : le pli (fold), la fronce (cusp), la queue d’aronde
(sparrowtail), le papillon, les ombilics elliptique, hyperbolique et parabolique. A chaque type
de catastrophe est associée une phase génératrice et un nombre de parametres nécessaires
dans la phase de l'opérateur intégral de Fourier. Bien stir, on peut toujours considérer (grace
au théoreme de représentation 10.1) autant de parametres que la dimension N de espace
X, mais un lemme de Hérmander ([46], Lemma 3.2.3) qui est une généralisation du lemme
de Morse avec parametres, permet de montrer que tout germe f(a) peut étre représenté par
filon, .oy agy ) +Q (k415 -» &N ), f1 étant un germe et @ une forme quadratique non dégénérée.
La fonction f; peut étre évaluée dans les cas des catastrophes précitées. En particulier, pour
le pli, fi(a1) = a3, pour le cusp, fi(a1) = af, pour la queue d’aronde f1(a;) = af, pour
le papillon, fi(a1) = af, et pour les ombilics, on a respectivement fi(a1,as) = aZag + af
(ombilic elliptique), f1(a1,a2) = a2as — a3 (ombilic hyperbolique) et fi(a1,az) = alas + ot
(ombilic parabolique). La base des germes est alors

e pour le pli, af + a(x)aq,

e pour le cusp, af + a(z)a; + b(x)a?,

e pour la queue d’aronde o + a(z)a; + b(x)a? + c(x)a?,

e pour le papillon af + a(x)a; + b(z)a? + c(x)as + d(x)af,

e pour les ombilics elliptique et hyperbolique respectivement a?ap 4 a3 +a(z) oy +b(z) o +
c(z)a3,

e pour I'ombilic parabolique enfin afas + aj + a(x)a; + b(z)ag + c(z)ad + d(x)as.

10.4 Caustique de type pli

Nous étudions dans cette section la représentation intrinseque associée au germe de type pli.
La premiere étude d’un tel germe a été faite par Ludwig [68]. La représentation intrinseque fait
intervenir la fonction déja introduite, fonction d’Airy, que Airy [2] a introduite pour I’étude de
I’arc en ciel. Cette singularité nous permettra, dans la section suivante, de calculer la solution
uniforme au voisinage d’une caustique pour la propagation des ondes.

La singularité de type pli, nous I’avons vu, est caractérisée par les deux relations suivantes :
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si Cy = {z,dimKerT,mp = 1}, alors

e le point ¢ est un pli lorsque ¢ € Cy

o KerT,,,my est transverse a Ty, C1. On peut donc trouver une phase & 1 parametre ¢(z, «)
telle que

A ={(z,V,9(z,a),¢ (z,a) = 0}.

Nous allons construire explicitement dans le cas du pli le changement de variable permettant
de se ramener & la phase générique de la section précédente. On sait (puisque xg est sur la
caustique) que ¢” (zg, ap) = 0. La caustique est 'ensemble des points x tels que il existe « tel
que

0%
Oa?

L’espace tangent a cette caustique en (z, «) est donné par

(z,a) = 0.

{1, 37, Vo o, 0)u + ¢ (&, @) = 0},

La singularité est de type pli si les équations définissant KerT, ma et celles définissant
T.,C1 n’ont qu’une solution triviale. C’est le cas si, en (zg, ap), ¢’ (z0, ) # 0.

Proposition 10.7 La lagrangiennne A définie par la phase ¢ a un paramétre au voisinage du
point xg de la caustique Cy est de type pli en xg si et seulement si il existe g tel que

br (w0, 0) = 0, ¢y (0, ) = 0, ¢ (w0, 0) # 0

La phase est alors une déformation universelle de y1 + ays — %3 1l existe deux fonctions
f(x) et g(x) et un changement de variable a — t telles que la phase s’écrive

3
O,0) = () + (o — wo)g(e)t — 5

10.4.1 Changement de variable explicite pour la phase (preuve)

L’existence de ag a été prouvée ci-dessus lors de I’hypothese d’existence d’un point de
caustique. On suppose que cette caustique est de type pli. Alors I’équation

¢ a(z,a) =0
peut étre résolue localement au voisinage de (xg, o) par I'application du théoréme des fonc-
tions implicites en «. Il existe donc une fonction f(z) continue telle que f(xg) = o et

¢o" (2, f(z)) = 0.
Recherche des points critiques On peut alors écrire

¢z, 0) = ¢z, f(2)) + ¢o (2, f () (e — f(2)) + %B(avx)(a - f(2))*.

Comme B(ag, o) # 0, il existe C(a, ) tel que (C(a, 7)) = B(a, ), de méme signe que
B(ay, xg) au voisinage de ce point. Les points critiques en § = « — f(x) de la phase ci-dessus
sont solution de

Sl F()) + BUG + f(2), )5 + 50°0.B(5 + (), ) =0

Au voisinage de § = 0, cette équation admet deux solutions. La phase ¢(z,a) admet donc
deux valeurs critiques ¢ (x) et ¢~ (z). 1l existe alors deux fonctions, notées p et v, telles que
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FH(2) = 6, £(2) + (94 (0, £(2))Po(2) % 3 (64 (2, £ (@) pla)) .

En effet, si on écrit § = (¢/(z, f(x))=t dans la zone ot ¢'(z, f(z)) > 0 (sachant qu’il est
nul pour & = xq) , on vérifie que ’équation en ¢t admet deux solutions, puisque ¢'(z, f(z)) est
petit. Ces deux solutions sont de la forme (au voisinage de ) :

t=+(-B(f(z),2)) % + O((¢ (z, f(x)))F)

ce qui conduit au fait que les fonctions p(x) et vy(x), définies par les égalités

(@) = st rayE (0 (@) + 67 (@) —26(x, f(2)))
(¢! (z, f(2)p(x)) % = ¢* () — ¢~ (x)

sont bien des fonctions C'*°. Elles sont déterminées grace aux valeurs critiques.

Premier changement de variable On veut construire le changement de variable tel que

23

Br,0) = 5(67 (@) + 6~ (@) + (¢ (&, S @) ple)z — 5 (10.47)
Tout d’abord, notons que cette égalité est cohérente puisque les valeurs critiques de la phase
écrite en (10.4.7) sont celles de ¢.
On considere 9 (z,a) = ¢,,(x, ). On constate que ¢, (x, f(x)) # 0 et ¢ (z, f(x)) =
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on peut écrire ¥(z,a) = ¥(z, f(z)) + (o —
)2 fol ds(1 — s)(f(x) + s(a — f(x)))ds. En supposant ¢, (z, f(x)) < 0 on applique le
lemme de Morse pour une phase stationnaire non dégénérée et on trouve

1/)(3:’ a) = ¢/($, f(l‘)) - pil(m)tzv

ot £ = (a—f(2))[=pla) Jy ds(1 =)0l (f
On note alors w(z, t) = ¢(z, a(z,t))— (¢
respectivement & 1 (w(z,t) +w(x, —t)) et
variable annexe

(z)+ ( f(x)))ds] 2 dans un voisinage de o = f(z).
T(2)+¢ (x)). Les fonctions g1 (t, x) et g2(t, ) égales
%M sont paires. On introduit la premiere

B =¢'(z, f(x)p(@).

Les points critiques de w(z,t) dans la variable ¢ sont les solutions de t> = 3, d’ou les
valeurs critiques sont égales & ﬁ:%ﬂ% (en effet Qyw(x,t) = dra(x,t)0nd(x, a(x,t))). On trouve
directement (par exemple par série de Taylor de fonctions paires et en supposant que la
correspondance z < 3 est un difféomorphisme local) que g1 2(z,t) = A1 2(t? — 3, 3). Ainsi

B, 0(x,1)) = 367 (2) + 67 (2)) + AL .6) + Aol — 5,)

A; et Ay étant deux fonctions. De Iégalité ¢(z, a(z, £67)) = LT (z) + ¢~ (z)) + %ﬁ% on
déduit

£0341(0,8) + Aa(0, 8) = £23% et 0= 0at[A1(0, B) + 2601 A1 (0, B) £ 23791 A3(0, )]

ce qui donne A (0, ﬂ) = %ﬁ, 2601 A1 (0, 6) + Aq (0, 6) = 0,61142(0, 6) =0, AQ(O, ﬂ) =0. On
écrit alors les développements de Taylor de A; et de Ay dans la premiere variable. Il vient
As(u, B) = u?Hy(u, B8) et Ai(u,B) = %ﬂ — %u + u?Hy(u, B), soit Ay (12 — 3,8) = 8 — %tQ +
Hy(t,8)(t? — B)%. Soit H(t,3) = tH1(t* — 3,8) + H2(t* — 3, 3). On obtient

(6+ () + 6~ (2)) + (2 — B)2H(t, B) + Bt — ﬁ

On remarque que, pour z = t+ (8 —t2)U, ﬂz— z 575— L (ﬁ—t2)2[U—tU2 - ’6—Tt2U3].
Si U(B,t) est la solution unique au voisinage de ¢t = 0 de u — u2t —(B—t}u?/3=H(t,B), on
obtient 1’égalité demandée :

¢($7a) =

N =
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3

O, 0) = oo, (@) + Bz — -

10.4.2 Calcul de la représentation intégrale de la solution associée

La fonction représentant la caustique de type pli est la fonction d’Airy. Pour ce faire, un
théoréme de division de symboles de Boutet de Monvel (Lemme de préparation p 26 de [17])
prouve l'existence de trois fonctions o¢(z, k), o1 (z, k), h(z, 2, k) tels que

o(z,a, k)|fl—j| = oo(z, k) + zo1(x, k) + (0.h(x, 2, k) + (22 + (x — w0)g(x))ikh(z, 2, k))

On en déduit la relation, qui permet d’écrire une représentation générale de la solution
oscillante associée a une caustique de type pli, ot on note s(z) = (z — x¢)g(z) :

. 2 im
/eik¢(x’a)0(m,a, k)da = QWk_%e%eikqb(z’f(x))[ Go(x,lk)_Az Woess *
e

Comme les valeurs critiques de la phase

23
F(@) + (@~ zo)gla)z — =
sont intrinseques et égales a
F() % 2(s(2)E = f(&) % 2 (0 — 20)g(@)* = 9(2)

on acheve la preuve du théoreme 10.3, qui suit :

Théoréme 10.3 Une intégrale oscillante 1 de phase ¢ (et de symbole o(x, o, k)) admettant
une singularité de type pli en (xo, ), a € R, est caractérisée par les fonctions

3

Bol@) = 5(64(2) + 6-(@)  (x)(z — o) = [(5(0-(2) — 61 @)’

et il existe deux symboles oo(x, k) et o1(x, k) tels aue

im im

I = k30 [0 (2, k) Ai(kT e T g(x)(x — 20)) + ke o1 (x, k) Ai' (k3T g(z)(x — 0))]

Si x # xq, alors le théoréeme de la phase stationnaire, la représentation du théoreme 10.3

permet de trouver | |
I(a,¢) ~ a1 (z, k)e™+ @) 4 ay(x, k)e?- @),

Les points de la lagrangienne qui ne sont pas sur la caustique sont des points usuels de phase
stationnaire.

On peut ainsi introduire la notion de couche limite associée a ce type de caustique. En
effet, la fonction d’Airy étant décroissante lorsque le parametre tend vers +oo, la fonction
ci-dessus reste finie lorsque |g(z)(z — x0)] < Ck~ 3% pour tout C, la fonction d’Airy étant alors
considérée dans un compact |u| < C. On vérifie que g(zg) est lié & ¢"'(x0, ap) et est donc
non nul. Ceci implique que la représentation de la solution exhibée dans le théoreme 10.3 est
uniforme dans tout ouvert |z — x| < Dk~%, D (grande) constante positive donnée. Nous
reprenons dans le paragraphe suivant les expressions obtenues pour la solution de 1’équation
des ondes pour retrouver la fonction d’Airy par une méthode de couche limite. Nous présentons
ainsi la maniere dont Ludwig a introduit la caustique. Ceci permet d’expliquer la notion de
couche limite évoquée a la fin de la section précédente.
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10.4.3 Ansatz de D.Ludwig pour la caustique.

On considere des solutions de 1’équation de Helmholtz (A + k?)u(z, k) = 0 de la forme

u(z, k) = e [go (2, k)V (K7 p(x)) + g1, k*)V' (K p(2)].

On suppose que la fonction V vérifie I’égalité

V() + V() =0

(et donc Ludwig suppose a priori la dépendance de la solution en fonction de la fonction
d’Airy). On suppose que 6 n’est pas une solution de ’équation eikonale classique, donc V6
n’est pas de norme 1 sur un voisinage d’un point xg.

On trouve qu'il existe deux symboles oo (x, k%, k%) et oy (z, k%, k) tels que

Au = —E2e*0@ [gq (2, k%, kYW (kP p(x)) + o1 (z, k*, EP)V! (kP p(x)).

Un calcul, laissé au lecteur, montre que

ao(z, k* k%) = [(V0)>go + 3(2VOV g0 + Abgo) + 73757 Ago]
+E2p(Vp)2go + 2ik*P~1g1pV pV o
+k28=22pV pV g1 + g1pAp + 91(Vp)?]

a1z, k*, k%) = [(V0)>g1 + 5 (2VOV g1 + A0g1) + 2 Agi]
+k*2p(Vp)2g1 + 2kP~1goV V0
—kP=2[2pV pV g0 + goAp]

Ecrire (A + k?)u = 0 implique que, asymptotiquement

090 =~ go,01 = g1-
Nous supposons gy d’ordre 0 et k et g1 en k7.

On compare les développements asymptotiques.

— Pour 30 -2 <0,

— 8126 —14v <0, le terme dominant de gy conduit, soit a gy = 0, soit a I’équation
eikonale classique (V#)? = 1. Lorsque go = 0, on examine le terme suivant. Comme
33 —2<0, il vient (V0)2g; = g1, dott (V)2 =1,

—si 28 -1+~ > 0, I'écriture du terme dominant pour oy donne g1pVpVO = 0. En
supposant p # 0, on voit que o1 ~ g; donne ’équation eikonale,

~ 8268 —1+7 =0, on trouve (V8)2go + 2i(k~7g1)pVpVO ~ go et, par o1, le terme
goVpVO étant d’ordre inférieur, I’équation eikonale est obtenue.

— Pour 36 — 2 > 0, on reprend le méme genre de raisonnement, en comparant 30 — 2,
26 —14~et f—1—r. Sile troisieme est supérieur au premier on trouve g1pVpVl =0
et goVpVO = 0, puis p(Vp)2g1 = 0, p(Vp)?:go = 0, puis enfin aprés avoir éliminé les
termes d’ordre trop élevé, I'équation eikonale (V)2 = 1.

On doit donc avoir 3 = % pour pouvoir espérer trouver une expression différente des

développements asymptotiques usuels. Dans ce cas, on trouve :

ao(z, k* k%) = [[(V0)* + p(Vp)lg0 + 5% (2VOV g0 + Abgo) + rryz Ago]
+2ik%glprV0
+k~3[20VpVg1 + g1pDp + 91(Vp)?]
o1(z, k%, k%) = [[(VO)* + p(Vp)*]g1 + 55 (2VOV gL + Abgy) + 1755 Agi]
+2k~3gyVpVe
—k~3[2pVpV g0 + goAp)]
Lorsque v > —%, on déduit de la premiere égalité op ~ go que pVpVl = 0 et que (V)2 +

p(Vp)? = 1. La deuxieme égalité est ainsi vérifiée pour son premier terme. On trouve alors
que VpVO = 0.
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Lorsque —% > 7, c’est de la deuxieme égalité que 'on déduit de la deuxieme égalité o1 ~ g1
que VpV6l = 0. Dans ce cas ci, on en déduit encore I'équation eikonale (V)2 + p(Vp)? = 1.

Enfin, si —2 < v < —1, on trouve de la deuxieme égalité I'équation eikonale (V6)? +
p(Vp)? = 1. Ainsi, en remplacant dans la premiere égalité, on trouve encore pVpVe = 0. On
a interdit dans un voisinage p = 0 car dans ce voisinage on aurait ’équation eikonale sur 6.

On a ainsi obtenu :
2 2 2
(VO)* +p(Vp)* =1, VOVp=0, (= 3"

Il reste oo(z, k™, k7) = go + + (2V0Vgo + Abgo) + ﬁAgo + k3 [2pVpV g1 + g1pAp +
91(Vp)?] et o1(x, k%, k?) = g1 + 7 (2VOVg1 + Abg1) + = Ag1 — k™5 [2pVpV g0 + goAp).

Pour plus de simplifications, on suppose que v = —%. Le terme en k! de oy ~ go donne

1 ) 1 1 1
(2VOV g0 + Abgo) + —-Ago + i[2pVpV (k3 g1) + (k3 g1)pAp + (k391)(Vp)*] = 0
alors que celui de o1 ~ g; aboutit a

1 1 1 1 i
(2VOV (k3 g1) + AbB(k3g1)) + %A(kggl) —i[20VpVgo + goAp]

On note ¢ (z, kﬁ) = # a1 (z, k%) pour obtenir le systéme d’équations couplées
1k 3
(2VOVgo + Abgo) + 7490 + [2pVpV g1 + G1pAp + §1(Vp)?] = 0
2VOV 1 + A0gy + = AG1 + [2pVpVgo + goAp] =0

D’autre part, si p > 0, il vient (VO £ /pVp)? = 1, qui fait apparaitre deux solutions de
I’équation eikonale qui coi ncident pour p = 0. Ces deux solutions sont

et bien str le systeme d’équations de transport ci-dessus correspond au systeme d’équations de

transport classique associé & chacune de ces phases, en considérant les symboles G4 (z, k%) =
1 -~ 1

go(!E, kg) + \/ﬁgl(xv kg)

Ceci se retrouve aisément lorsque la fonction V' (qui est la fonction d’Airy) est développée
pour son argument grand.

On construit maintenant 6 et ¢ au voisinage d’une caustique. Selon Ludwig, chaque point
hors de la caustique vit sur un rayon qui a quitté la caustique aussi bien que sur un rayon
qui va sur la caustique, cette courbe étant tangente au rayon. On parametre, en dimension 2,
la caustique par une abscisse sur la caustique o et par la distance tangente a la caustique 7.
Alors, comme u est solution de ’équation de Helmholtz et que 'on a

up(x, k) = a_(z, k)e®o- @k o (g k)ethor@FkTe (@) — (1 k)e®V- ) pa, (2, k)eFV+ ()

on vérifie que

(V@/Ji)Q =1

Ces phases doivent correspondre & 6+ %p%, ce qui donne 6 = (¢ +1p_) et p = (¢ —op_)]
Alors p est constant si 74 + 7_ 4+ 04 — o_ est constant.

Nous avons terminé I’analyse de la caustique faite par Ludwig. Nous présentons maintenant
ce qui se passe en relation avec le calcul usuel précédent. Nous représentons la caustique a
partir des courbes intégrales sous la forme du théoreme 10.3.

2
3
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10.4.4 Calcul au voisinage de la caustique

Nous savons que, si Yo est donnée, surface sur laquelle ¢, solution de ’équation eikonale,
est constante égale & ¢g, alors on peut définir les courbes caractéristiques x(t) = x + t7i(x)
pour z € Xg. La variété lagrangienne de R?® x R, associée est

A = {(z +ti(x),t,7(x), —1),x € Ep}.

La projection canonique est propre si Uapplication (x,t) — (z +t7i(z),t) est une bijection.
Ceci impose que son gradient doit non dégénéré, donc que Idrs, + tW soit de déterminant
non nul.

On voit ainsi que les points de la caustique tels que nous les avions défini ci-dessus sont
des points qui correspondent a la définition de la caustique de ce présent chapitre. Nous
supposons que les deux rayons de courbure de la matrice de Weingarten sont distincts. La
variété lagrangienne A* est une solution lagrangienne maximale au voisinage de tout point
qui n’est pas sur la caustique. Il existe donc une solution lagrangienne maximale A telle que
A* C A. La singularité de la projection canonique 7 est de type pli, puisque 0 est, au temps

t= —nfl, valeur propre simple. On peut donc appliquer le théoreme de représentation 10.3,
et il existe une phase ¢(z,0) égale a 0y(z) + fa(z) — % — ¢ représentant A. La variété A est
alors

A = {(x,t,VOy(x) + Viab), —1,a(z) — 62 = 0}.

Les points de A qui ne sont pas propres sont les points ou 6 = 0, c’est-a-dire a(xz) = 0 (le
Jacobien en 6 de la phase est 26 qui est égal, au point critique, & 2 /a lorsque a(x) > 0).
Comme A = A* au voisinage des points qui n’appartiennent pas a la caustique, on voit que
les points de la forme (z,t, Vo (x) £ a(x)a(z), —1) sont des points de la partie lisse de A,
donc dans A*.

Ceci permet l'introduction de 6 et p de la section précédente, qui sont évidemment 6, et
a. L’interprétation géométrique est alors celle du paragraphe précédent.

Nous avons ainsi relié la définition intuitive de la caustique (points ou le développement
asymptotique classique explose) et la définition géométrique de ce chapitre.



Chapitre 11

Propagation et réflexion
transverse des singularités.

Nous démontrons dans ce chapitre la généralisation des lois de l'optique géométrique,
encore appelées lois de Snell-Descartes. Nous voulons comprendre la notion de propagation le
long des rayons dans le cas des deux rayons dessinés ci-dessous; le rayon 1 est le rayon qui se
propage et le rayon 2 est le rayon qui se réfléchit.

Rayon réfléchi 2

Figure 4

Rayon se propageant 1

Les deux résultats que nous généralisons sont les suivants : une onde lumineuse se propage
le long de droites, appelées les rayons (exemple le rayon 1), et lorsqu’un rayon rencontre un
bord réfléchissant, le rayon se réfléchit (exemple le rayon 2) et 'angle d’incidence est égal a
I'angle de réflexion. Le premier résultat fait I’objet du théoréeme 11.1, alors que le deuxieme
est démontré dans le théoreme 11.2. Nous utilisons ici les opérateurs intégraux de Fourier
pour démontrer ces résultats; il existe d’autres preuves. L’avantage de la démarche employée
ici, outre qu’elle permet de donner une autre application des opérateurs intégraux de Fourier
et d’utiliser leurs propriétés géométriques, est qu’elle permet de construire une parametrix
sortante pour les problemes hyperboliques d’ordre 2 avec condition au bord. Nous pouvons
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ainsi généraliser les lois de Descartes pour n’importe quelle onde incidente et tout bord régulier.

Dans une premiere partie, nous considérons la propagation d’une onde dans le vide (ou dans
un matériau) hors de tout point de caustique. On peut alors démontrer que le probléme type
considéré est un probleme de Cauchy strictement hyperbolique, c’est-a-dire que I'opérateur
est non dégénéré sur la variété caractéristique. Notons que ceci n’empéche pas qu’il y ait
une caustique; la caustique dépend de la forme de I'onde incidente et est un phénomeéne non
microlocal. D’ailleurs il y a propagation le long des rayons méme en présence d’une caustique,
comme nous l'avons vu dans la section 4.8.

Nous démontrons le théoreme de propagation des singularités (nom traditionnel donné
a la propagation le long d’un rayon) dans le cas de lopérateur de dérivation le long d’une
coordonnée (Section 11.2). Nous utilisons ensuite le lemme de Darboux pour ramener tout
probleme d’ordre 1 & ce probléme particulier, utilisant une transformation canonique dans
le fibré cotangent (Section 11.3). Nous démontrons enfin le théoreme 11.1. Nous utilisons les
opérateurs intégraux de Fourier introduits dans le chapitre 9 pour calculer la phase d’une
onde réfléchie et le coefficient de réflexion dans le cas de différentes conditions aux limites.
L’obtention des coefficients est simplifiée par 'introduction des deux opérateurs intégraux de
Fourier parametrix sortantes du probleme.

Nous généralisons ici le résultat obtenu pour I’équation des ondes a coefficients constants
dans le chapitre 3, oli nous avons calculé la solution de I’équation de Helmholtz connaissant
sa valeur sur une surface Xy. Nous avions montré que la solution était connue sur des courbes
particulieres, appelées courbes caractéristiques de ’opérateur de Helmholtz.

Nous avons démontré dans la section 9.3 que les “bons” objets a considérer pour étudier
les opérateurs pseudo-différentiels n’étaient pas les courbes caractéristiques mais les courbes
bicaractéristiques, flot du champ de Hamilton-Jacobi associé au symbole de I'opérateur pseudo-
différentiel. Nous avons vérifié que ces courbes se projetaient sur les courbes caractéristiques
pour l'opérateur des ondes.

Nous voulons donc généraliser les résultats de propagation pour un opérateur pseudo-
différentiel. Ces résultats de propagation sont vrais dans le cas ot l'opérateur différentiel
étudié est de Cauchy strictement hyperbolique, ce que nous allons définir. Les opérateurs
étudiés dans ce chapitre sont dits de type principal réel :

Définition 11.1 On dit que p est de type principal réel si p(y,n) € R pour (y,n) € R* et
dp et ndy sont deux formes linéaires indépendantes.

11.1 Définition d’un opérateur hyperbolique

Nous avons défini, dans le chapitre 2, un opérateur hyperbolique matriciel dans la définition
2.1, que nous rappelons :

L=A00i+ Y Ao,
J
ol les matrices A; sont symétriques, et, en plus, Ay est définie positive.

Dans le cas d = 1, on trouve que L = ag(,t)0; +a1(x,t)0,. Il est équivalent a 0y + = 4 i 3690,

ainsi son symbole est I(z,t,&,7) = iT+ Z; = 3 i€. On vérifie que I(z,¢,&,74+7) =0 a umquement
. . ai(z,t)
comme racine en 7y le réel —7 — ao(z t)f

Dans le cas d = 2 a coefficients constants, on obtient
Oru1 + 01,110z, U1 + a1,120z, U2 + 62,110z, U1 + a2,120z,u2 =0
Opu + @1,120z, U1 + a1,2204, U2 + a2,1205,u1 + a2,220,,u2 =0

Apres inversion formelle de 0;+a1,110, +a2,1105,, si besoin par la méthode des caractéristiques,
on trouve
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_ —1 .
up = —(0r + 61,1103, + a2.110z,) (01,1205, U2 + a2,120,u2) d’ol
~1
Ot — a1,1205, (0r + a1,110, + a2.1105,) ™ (@1,1203, U2 + a2,120z,u2)
_1 —
+a1,220, U2 — 02,1205, (0 + 01,1105, + @2,110z,) ~(a1,1205, U2 + a2,1205,U2) + G2 220z, uz = 0.

On obtient ainsi sur us :

92%u 92%u 9%u 2y 8%u 2\ 9%u
i +(ann +ar22)5p2 + (a2 + a222) 552 + (a11101,22 — (a1,12)7) 57 + (az1102,22 — (a2,12)7) 57
1 2
82u2 _
+(a1,22a2,11 — 2a1,1202,12 + a2,22a1,11)312311 =0.

Le symbole de cet opérateur d’ordre 2 est alors (en changeant le signe)

p(1,61,&) = 724 (a1,11 + a1,22)7&1 + (a2,11 + a2,22)7& + (a1,1101,22 — (a1,12)?)E}
+(a1,22a2,11 — 2a1,12a2,12 + az2,22a1,11)E1€2 + (az,11a2,22 — (a2,12)?)E3.

Il s’écrit

p(1,61,&2) = (T4 a1,116&1 + a2,118) (T + a1,2281 + a2,2262)
—((a1,12)%€% + 2a1,12a2,1261&2 + (a2,12)%€3)
= (T4 a1,11&1 + a2116) (T + a1,2281 + a2,2062) — (a1,12&1 + a2,1262).

On reconnait ainsi le déterminant de 71d + A1&; + Az&s.
Ceci n’est pas suffisant pour étudier les racines de p(T + s,&1,&2). 1l faut différencier la
forme quadratique en 7 et celle en &1, &, par exemple. On a donc

1 1
p(7,61,&2) = (T + 5( Tr Aiér + Tr As&))? + det (6141 + &249) — Z( Tr A1& + Tr Agés)?
La matrice 147 + £ A2 est symétrique donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont

A1(&1,&2) et A2(&1,&2). 11 vient alors

P 6, 6) = (7 + 5 0(606) + del6,8)) — §(4(6,6) — Ma(61, €)%

On vérifie alors que les racines de p(7 + s,£1,&2) = 0 sont de la forme

S = —7 — Al(&laf?)vs = —T—/\2(517§2)'

On note qu’elles ne sont pas automatiquement simples, car on peut avoir par exemple A =
Ay = Id, auquel cas Ay = Ay = &1 + &. On remarque alors que dans ce cas, les problémes sur
u1 et sur ug sont découplés.

En introduisant une nouvelle variable temps, qui suit en quelque sorte la partie diagonale
de Aq et de As, soit

=7+ %O\l(fla@) +A2(61,62))

l'opérateur associé se met sous la forme p(7/,&1,&) = (7/)% — A(€1, &), ot A(&1, &) est le
symbole d'un opérateur différentiel elliptique (les coefficients dépendent en effet de a; j, uni-
quement et c’est un polynéme; seule la positivité s’exprime plus facilement avec A1 et \a)
dans le sens o1 on a A(&1,&2) > C(€2 + £2), avec C > 0.

Les valeurs propres de la matrice 71d+ &1 A1 + &2 A sont alors 7+ A1 (€1, &2), T+ A2 (&1, &2).
L’hypothese d’hyperbolicité de la définition 2.1 n’exclut pas les valeurs propres multiples.
En revanche, on constate que Lax [58] impose que &1 A4; + {242 a deux valeurs propres
distinctes réelles (p 628).

La définition 2.1 d’un opérateur hyperbolique matriciel impliquait, dans le cas a co-
efficients constants, que l'opérateur P d’ordre m scalaire déduit de 'opérateur matriciel
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TAg + Zgzn & A; vérifie o(P)(z,t,&, 7+ s) = 0 n’a que des solutions réelles. Si, de plus, le
probleme matriciel associé a T Ay + ;Zn jA; vérifie la condition restrictive supplémentaire
de Lax, alors o(P)(x,t,&, 7+ s) = 0 n’a que des solutions réelles de multiplicité 1. Dans tous
les cas ci-dessus, on dira que les opérateurs sont hyperboliques par rapport aux surfaces de

type temps. Ceci implique deux définitions distinctes :

Définition 11.2 On dit que P, opérateur différentiel d’ordre m sur RY, est un opérateur
hyperbolique par rapport a N € T,R? lorsque son symbole principal o(P) vérifie

o(P)(z,€ + sN) =0 n’a que des racines réelles .

Cette définition provient du chapitre 12.3 de [47]. En particulier un opérateur P(D) est hy-
perbolique selon Hérmander lorsque

P+ iTN) £ 0 pour £ € R? et pour 7 < 79

Ceci est équivalent, pour un polynéme homogene, a o(P)(z,€ + 7N) = 0 n’a que des racines
réelles. (Theorem 12.4.3 et Theorem 12.4.6 de [47], tome IT)
On définit aussi une notion d’hyperbolicité stricte :

Définition 11.3 On dit que P, opérateur différentiel d’ordre m sur RY, est un opérateur
strictement hyperbolique par rapport a N € T,R? lorsque son symbole principal o(P) vérifie

o(P)(z,€ + sN) =0 na que des racines réelles de multiplicité 1.

qui est la définition 12.4.11 de [47], Tome II.

Dans le cas que nous avons étudié précédemment, les coordonnées sont (z,t), les coor-
données duales sont (£,7) et le vecteur N est (colinéaire &) (0,1). Les opérateurs hyperbo-
liques de la définition 2.1 sont les opérateurs hyperboliques par rapport & N = (0,1), vecteur
conormal & toute surface t = ¢.

Les opérateurs hyperboliques sont extrémement importants. En effet, d’apres le théoréme
12.5.1 de [47] Tome II, un opérateur hyperbolique admet une seule solution fondamentale
supportée dans I’hyper-demi-espace z.N > 0.

11.2 Equation eikonale et probleme de Cauchy stricte-
ment hyperbolique

Dans ce qui suit, on étudie un opérateur P de type principal réel qui soit strictement
hyperbolique par rapport a (0,§,) (on dit aussi par rapport a z, = 0). On veut étudier
les solutions asymptotiques associées a P, par la méme méthode que celle employée dans le
chapitre 2 et le chapitre 3. Cette section s’inspire du livre de F. Treves [95].

L’opérateur est strictement hyperbolique, ce qui implique (comme les racines sont simples)
que O¢p(z, &) # 0 sur une feuille de la variété caractéristique p(z, &) = 0. On peut ainsi écrire
un changement de coordonnées dans X tel que J¢, p(z,§) # 0 sur la feuille considérée. Cette
feuille a pour équation &, = q(z,£’), et il existe un symbole e(z,£) (d’ordre m — 1 lorsque p
est d’ordre m) tel que

p(x,8) = e(2,8)(&n — q(x,¢")),

Le symbole p (et 'opérateur associé) est de Cauchy strictement hyperbolique pour la feuille
& = q(r, &) quand il existe c telle que e(x, &', q(x, &) > c[¢'|™ ! pour ¢ grand.

Nous étudions les bicaractéristiques de e(x, &) (&, — g(,&’)). Nous notons py(z,£) = &, —
q(z,£’). Le point courant sur la bicaractéristique est noté p(s) = (x(s),£(s)) et on suppose
que p(0) appartient & &, — q(z,&') =0,&" # 0.

Le systeme dans T*R"™ de courbes bicaractéristiques est
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o — c(p(s) 2 (0(5)./(5) — £ (o0, £ 0(5)
a5 = e(p(s)) + g (p(s))p1 (p(s))
e )28 (2(5),€/(5)) — 25 (()p1 (0(5)) (2

On vérifie que

e(p(s))p1(p(s)) =0

De plus, comme p(0) € {&, — q(z,&') = 0}, e(p(0)) # 0. Il existe alors sg > 0 vérifiant
e(p(s)) # 0 pour s € [0, so]. Ceci indique donc que, pour s € [0, s0], p(s) est dans la variété

pi(p(s)) = 0.
Pour s € [0, so], le systéme de courbes bicaractéristiques (11.2.1) est équivalent &

e o(p(5), a(x(5). €15)
d%—; =e(p(s)) (11.2.2)

En utilisant le changement de variable S(s) (qui est un difféomorphisme de [0, so] sur [0, S(so)]
et dont le difféomorphisme inverse est noté s(.5)) tel que

on vérifie que (11.2.2) équivaut a

Zi% = 0,, q(x(s(9)), €' (s(3)))
ddg_éz =1 / (11.2.3)
& = 0,q(x(s), € (s))

d !
G = —0gq(x(s), ' (s)).
Il s’agit du systeme donnant les courbes bicaractéristiques de I'opérateur pseudo-différentiel

de symbole p;. Une courbe bicaractéristique de p; est une courbe bicaractéristique de p tant
que &'(s) # 0. Nous considérons désormais 'opérateur pseudo-différentiel P de symbole :

p(ﬂi,ﬁ) =& — q(xvgl)

ol ¢ est un symbole homogene de degré 1. Son flot bicaractéristique est donné par (11.2.3).
L’équation eikonale associée a cet opérateur pseudodifférentiel est

O, (2 20) = q(Tn, 7, Opr P(Tp, 1)).

On impose aussi la condition initiale sur z, = 0 9,/ ¢(0,2") = &y(').

Lemme 11.1 Soit ¢ la phase solution de l'équation eikonale 0., ¢(x) = q1(x, Dp@(x)). On
donne ¢(2',a) et Oy (2, a) (c’est-a-dire on impose ¢ sur Uhypersurface x, = a et sa dérivée
normale sur cette hypersurface). Il existe une fonction ¥, déterminée dans un voisinage du
point (z(,a) grice aux courbes intégrales par

Tn

(b(x/a xn) = ¢($/7 CL) + / q1 (:E/, u, 5/(% 55/7 \Ij(x/v u, aﬂc’¢($/7 CL)), aw‘(b(x/v a)))du'

a
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Preuve On considere la bicaractéristique issue du point
2'(0) = 2’,2,(0) = 0,¢'(0) = &,£.(0) = q(2’, 0,&(2"))

Le parametre s sur la bicaractéristique est égal a x,. On choisit ce nouveau parametre
comme variable. Le point courant sur la bicaractéristique est noté

(@'(s,2",&0), 5, € (5,27, &), (2" (s, 2, &), 5,6 (s, 2, £)))-

Le résultat de la proposition 10.1 (inclusion d’une bicaractéristique dans une solution lagran-
gienne si un point de cette bicaractéristique y est) permet d’écrire

0
(5,0, 60),) = €/(5. ', ).
On en déduit ainsi
a(b A ! ! ! ! ! / ! /
ox,, ({E (87$ aé-o)as) = Q(l“ (S,(E 750)7 816 (S,(E ,50)) (1124)

qui est une équation sur le comportement en z,, de la phase. On suppose que le voisinage du
point considéré est totalement caractéristique, c’est-a-dire que tout point (y',z,) est attei-
gnable de maniere unique dans ce voisinage.

Il existe donc une fonction ¥(z,,y’, &) telle que Péquation (our z¢ est 'inconnue)

yl = $/(xn,$6,§6)

admette pour solution (localement)

xé) — \Ij(l'naylaé-{))

La bicaractéristique issue de (¥ (2, y’,&)), 0,80, ¢(¥(zn, v, &), 0,&)) passe alors par le point
(Y xn, & (xn, Y(@n, ¥, €0),80), (Vs ny & (X0, O (zn, ¥, &), &) L'équation (11.2.4) est équivalente

N

a

0
S 0) = 00008 o W, €5),5))

On en déduit la solution & partir de ¢(y’,0). Ce dernier terme se calcule en remarquant que

aw’¢(yla 0) = 51(07 \IJ(O7y',§6),§6) = fé)

11 suffit alors d’exprimer la relation donnant &) en fonction de z’ pour en déduire ¢(y’,0). On
obtient la relation du lemme 11.1.

11.3 Théoreme de propagation des singularités

On considére 'opérateur de dérivation dans R™ par rapport & la derniere coordonnée.
Les coordonnées dans R"™ sont notées (y',y,) et les coordonnées dans T*(IR"™) sont notées
(v, Yn, €', €n), et on se donne y° € R. Soit ig(y’) une fonction de classe C*°(IR™ ). On note
de maniere traditionnelle D, 'opérateur %%, de sorte que le symbole de 'opérateur D,
soit &,. On étudie le probleme modele dans R"™ suivant :

{ Dy, u(y) = o(y

o(y)
ay',yp) = to(y')

dont la solution est ”
iy) = anly') + 1 [ ol
v
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Soit H la fonction de Heaviside, fonction indicatrice de R.+. On introduit la distribution
w(y',yn) = i0(y") ® H(y,) et Popérateur a noyau E tel que F¢ = w x ¢, plus précisément
E¢(x) =< w,p(x —.) >. On a I'égalité

o=t + Eb.
On vérifie aussi que 'opérateur E est une parametrix de Dy, . Le front d’onde de w est

WEF(w) ={(0,yn,£",0),yn > 0} U {(0,8)}.

On peut vérifier ce fait aisément, en effectuant la transformée de Fourier de cette distribution,
au voisinage d’un point tel que y' = 0 (en effet, les points ¢y’ # 0 ne contribuent pas au front).
Cherchons maintenant le front d’onde du noyau K associé a l'opérateur wx. Comme w *
u(z) = [w(z —yuy)dy, on a K(z,y) = w(z —y).
On considere une fonction x qui localise en ¢ au voisinage de tg, et on se donne zg, yy tels
que xg — Yo = tp. On localise y au voisinage de yo par l'intermediaire de ¢g, x et ¢g sont a
support compact. On en déduit WF(K) grace a 'égalité :

F(poxK)(&;n) = //x(t)w(t)e*itﬁdt/dy%(y)eﬂ‘y(&n),

Comme x est a support compact, la distribution xw est d’ordre fini, donc sa transformée
de Fourier est a croissance polynoémiale au plus.

Tout d’abord, comme ¢ est & support compact et C*°, si (£,7) appartient & un cone
voisinage de (£o,10), avec & + no # 0, alors l'intégrale en y est & décroissance rapide en
(I€]2 4 |n|2)=. Ainsi, avec la croissance polynémiale de autre terme, on a décroissance rapide.
Les points de la forme (xg, yo, &0, 70) avec & + 1o # 0 ne sont pas dans le front d’onde de K.

On se préoccupe maintenant de & + 1o = 0. Alors, si (o — yo, &) nest pas dans le front
d’onde de w, le point (z, yo, o, 7o) n’est pas dans le front d’onde de K. On a obtenu

WF(K) C {(2,§,y,-¢), (x —y,§) € WF(w)}.
On en déduit

WF(EK) C {(2,£4.8), (x —y,§) € WF(w)}.

D’autre part, les bicaractéristiques de 'opérateur D,, , notées v(s) = expsHg,(mo), sont
données, pour mg = (yo, &), 0), par v(s) = (v, yS + 5, &), 0).

On utilise la remarque de la section 8.2.4, pour obtenir le front d’onde de Eo. La re-
lation WF(w *u) = WF(Ku) C WF/(K)(WF(u)) UWFL(K) et le fait que WF(K) =
{(z,8), 3y, (z,£,y,0) € WF'(K)} = 0 donne, reprenant les notations de ’égalité donnant @ :

WF(Ev) C WE®) U{(Y,€),3(y,€) € WF(®), (Y —y,&) € WF(w)}.

On démontre le théoréeme de propagation des singularités dans le cas de 'opérateur 9, .

Soit v une bicaractéristique de &,. On suppose que v N WF(?) = (. L’étude précédente
démontre que y N WF(E®) = . 1l reste a étudier le terme (z’,0). Le front d’onde de i
est inclus dans T*(R™ ™). Pour caractériser le front d’onde dans R™ de (2, 0), on évalue la
transformée de Fourier de x(z,)¢o(2’)(z’,0). On trouve

F(x@otle,=0) (&', &n) = X(&n) F (T0g0)(£)-

Soit €9 # 0 et (€2)2 4 ((£')?)? = 1. On considére (&,,¢") dans un (petit) cone autour de
(€9, (€N9). Alors il existe € > 0 tel que |£, — A2| < e pour tout ), et comme Y est de classe
C®°, sa transformée de Fourier est a décroissance rapide en &, donc en A. On en déduit que
(@', &, 2n,&n), & # 0 n'est pas dans le front d’onde de @(z’,0). On en tire

WF(a(x',0)) € {(2, £, 2, 0)}.
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De plus, si (z(, (¢')°) € WF(io), on obtient facilement (x(,z,, (¢)°,0) € WF(ia(z',0))
pour tout x,,. On suppose alors qu’une bicaractéristique rencontre le front d’onde de % solution
de D,,@ = v mais ne rencontre pas le front d’onde de ©. Ce point d’intersection est noté
(40> Y9510, 0) (1 = 0 car la bicaractéristique est incluse dans la variété caractéristique). Ainsi,
comme E¥ est régulier, on en déduit que (y{,n,) est dans le front d’onde de g, et le front
d’onde de @(z’,0) contient alors tous les points de la forme (y(, yn, 76, 0). La bicaractéristique
issue de (yf, y2,m4,0) est {(yf,y2 + s,10,0), s € R}, donc elle est entierement contenue dans
le front d’onde de @. La démonstration est terminée et on a donc, soit vy N WF (@) = 0, soit
v C WF(a).

On considere désormais le point y(s0) = (4, Yn(50), £, 0) et on étudie U(y) = —i(y
Yn). Alors Dy, U(y) = 9(y',2yn(50) — yn) = V(y). On vérifie que y N WF(V) = 0 et que
v(s0) € WF(U). Donc 7(s),s > so est contenue dans WF(U), ce qui équivaut a v(s), s < so
contenue dans W F(@).

Nous avons donc montré le résultat :

/

Lemme 11.2 Soit v une bicaractéristique de D,

YNWF(Dy,0) =0=~yNWF(@u)=0 ou ~C WF(a).

On considere, plus généralement, un opérateur pseudo-différentiel classique d’ordre 1 (€
L!)). La généralisation du lemme 11.2 est le théoreme :

Théoréme 11.1 Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique de degré 1, dont le symbole
principal p est de type principal réel. Alors

7(p0) MW E(Pu) = 0 — 7,(p0) N WE(w) =B ou 3,(po) C WE(u).

Par abus de langage, et par similitude avec le probleme de Cauchy strictement hyperbo-
lique, j’appelle ce théoreme le théoréme de propagation des singularités hyperboliques. En effet,
Popérateur &, — e(z,£’), olt e est homogene en ¢’ de degré 1, vérifie dp = d€,, — 3¢dx — g—gydg’,
et le coefficient 1 devant d§, implique que p est de type principal réel. Ce résultat est le
théoreme 6.1.4 de article de Duistermaat et Hormander [31]. Lorsque (xg,&p) est un point
de la variété caractéristique de p, opérateur de type principal réel, les auteurs construisent un
opérateur intégral de Fourier A tel que le point (z¢, £o; Xo, Xo) ne soit pas dans le front d’onde
d’opérateur de PA — ADx .

Nous reprenons une démonstration explicite pour un opérateur homogene de degré 1. Pour
cela, considérons n,, = p(z, ). Comme l'opérateur est de type principal réel, dp est non nul et
dp est indépendant de £dz. On peut alors compléter la seule coordonnée 7,, en un systeme de
coordonnées symplectique sur 7% X, soit (y,7), ceci grace au lemme de Darboux 9.3 démontré
dans la section 9.3. Ce systeme de coordonnées symplectiques est associé a une transformation
canonique x permettant de passer de (y,n) & (z,£). Il existe alors deux opérateurs de Fourier
intégraux A et B quantifiant la transformation canonique tels que BA = Id + Ry, AB =
Id + Ry, Ri2 € 57 tels que le symbole principal de l'opérateur Q = BPA soit 7,. Ce
symbole principal est le symbole de I'opérateur %8— traditionnellement noté D, . Il existe
donc un opérateur R d’ordre 0 tel que @ = D,,, + R. A partir de R, on construit un opérateur
pseudo-différentiel elliptique d’ordre 0 (|C(y, 77)| > ¢ > 0 pour (y,n) dans un voisinage du
point x(xo,&o)) tel que (D, + R)C = CD,,,. Le symbole de cet opérateur est solution des
équations

Co(y m, yn) =1
Co(y',m,y%) =0
9y, Cp(y,m) = i(
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équivalentes & C' = 1 sur y,, = y9 et [D,,,C] + RC = 0.
Comme C est elliptique, il admet un inverse C~! tel que CC~' = Id+Rs3, C~'C = Id+Rj.
Alors il existe un opérateur R5 de L~° tel que

C~'BPAC = D, + Rs. (11.3.5)

On a construit une parametrix E de D, , telle que

Id=ED,, = EC"'BPAC + Ry

ce qui implique ~
(AC)™' + R, = EC™'BP

Oou encore R
ACEC™'BP = Id + Rsg

Une parametrix de P est alors ACEC !B, et on peut aussi, modulo des termes S~°°,
écrire
P =ACD,,C'B.
Soit v, (po) la bicaractéristique de P issue de po. On suppose que la bicaractéristique n’est
pas dans le front d’onde de Pu

Yp(po) VW F(Pu) =0 = v,(po) NWF(ACD,, C~'Bu) = (.

Les bicaractéristiques sont transportées par transformation canonique. Ce résultat dans le

cas d’une transformation symplectique associée a un changement de variable dans l’espace

des x provient de la Proposition 9.3. La généralisation a une transformation générale est une
conséquence du théoreme 9.1 et de 'invariance du symbole principal apres transformation ca-
nonique : py, (Y, Vy¢) = pim(Vod, 0) (relation (9.4.9)). On obtient x(v,(po))"W F(CD,,, C~!(Bu)) =
0. Or x(7p(p0)) = Ve, (X(po)), et, comme C est elliptique ainsi que C~, WF(CD,, C~*(Bu)) =
WF(D,, (Bu)) (application de la proposition 8.7).

On a donc ¢, (x(p)) N WF(D,, Bu) = (). Par application du lemme 11.2, v, (x(p)) N
WF(Bu) =0 ou e, (x(p) C WF(Bu).

La transformation canonique transporte le front d’onde (dans la cas d’une transformation
symplectique, il s’agit d’un résultat de la Proposition 9.3). Si B est une quantification de cette
transformation canonique, W F(Bu) = x(W F(u)). En effet, de la relation du paragraphe 9.4.1
WF(Au) C {(z,V9), (Vy¢,n) € WF(u)). On a donc l'inclusion WF(Au) C T, (WF(u)) et
on en déduit WF(BAu) C Ty, '(WF(Au)). D’autre part, BA = I + Ry donc WF(BAu) =
W F(u), et on a 1'égalité cherchée. On en déduit

w(po) CWF(u) ou ~p(po) N WF(u)=0.

Nous avons achevé la démonstration pour l'opérateur de symbole p(z, ) homogene de degré
1.

Lorsque p, d’ordre m, est de type principal réel, au voisinage d’un point p strictement
hyperbolique, il existe un opérateur E elliptique (au voisinage du point p) tel que P = EP;+R,
E elliptique et P; d’ordre 1. Le front d’onde de Pu au voisinage de p, WF(Pu) est égal a
WF(Pyu) dans ce voisinage (conséquence de la proposition 8.7). Les bicaractéristiques de P
sont les mémes que les bicaractéristiques de P; (voir la section 11.2), donc

7 (p0) A WE(Pu) = 0 = 5, (po) N WF(Pru) = 0.
On utilise alors
Vi (P0) YW E(Pru) =0 = v, (po) "NWF(u) =0 ou 7p(po) C WE(u).

On a ainsi prouvé le théoréme 11.1. Duistermaat et Hormander 1’énoncent (Théoreme 6.1.1
de [31]) de la maniere suivante : Si P € L(X) est proprement supporté, de type principal réel
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et siu € D'(X) et Pu= f, alors WF(u) —WF(f) Cp~1(0) et cet ensemble est invariant par
Hp.

Le but des sections suivantes est de généraliser ce théoreme de propagation des singularités
par le flot hamiltonien au cas avec bord, c’est-a-dire au cas ou la bicaractéristique considérée
rencontre le bord du domaine (le probleme Pu = 0 est résolu dans M, typiquement x,, > 0).
On se restreint au cas de 'application qui nous intéresse : I’équation des ondes.

11.4 Problemes au bord pour I’équation des ondes.

Nous étudions dans cette section des problemes au bord. Le probleme type que nous allons
étudier est le suivant :

Soit P un opérateur d’ordre 2 défini sur R" et soit 2 un ouvert de R". On veut résoudre,
localement au voisinage du bord, le probléme (P—92% )u = 0 dans le complémentaire de Qx Ry,
et une condition aux limites sur le bord 092 x Ry, qui peut étre soit

e la condition de Dirichlet (D) u|ooxr, =0,

e la condition de Neumann (N) 9,u|paxr, = 0 (ceci dans le cas ot u € HL ((R* — Q) x
R;) N {Pu € L?}, puisque 1'on peut alors définir la dérivée normale),

e la condition mixte (M) O ulsaxr, + 2(z,t)0u|aaxr, = 0.

On donne aussi les deux conditions de Cauchy, qui peuvent s’écrire u|t<o = u;|t<o qui,
lorsque u € CY([-T,T], H'), conduisent & u|i—¢ et dpuli—o.

On suppose que, localement au voisinage de yg, ce bord peut étre redressé, c’est a dire
qu’il existe un systeme de coordonnées (x) dans lequel le bord est x,, = 0. Nous nous y
ramenerons pour le probleme de la diffraction par un ouvert convexe pour l'opérateur des
ondes. Nous commencons par montrer la formule des sauts, qui permet de connaitre la solution
d’un probleme dans un ouvert extérieur en fonction des traces sur le bord. Il s’agit d’une
généralisation de la formule de Green et des potentiels de simple et double couche. Nous
appliquons ce résultat, énoncé pour un opérateur différentiel d’ordre m, a 'opérateur Laplacien,
d’ordre 2. Notons tout de suite, sans démonstration, qu’il n’y a pas redondance entre la
condition de Cauchy et la condition au bord.

11.4.1 Formule des sauts et front d’onde au bord

On se donne un opérateur différentiel d’ordre m, sous la forme P = ijgn Pj(xp,2', Dy )(Dy,. ).
On définit une distribution prolongeable, et une solution prolongeable.

Définition 11.4 e Soit V. C R", et S une hypersurface lisse d’équation s = 0. On définit,
au voisinage d’un point tel que Vs # 0, les deuz owverts Vo = {x € V, £s(x) > 0}. On peut
aussi définir V, = {z € V,s(z) > 0}. L’ensemble V. est la variété o bord considérée ici. On
dit que u est une distribution prolongeable de Vi, et on note u € ’D’(f&r), lorsque il existe
u € D'(R"™) telle que

Vo € C(V4), < u, ¢ >=< 0,0 > .
L’espace des distributions prolongeables est ainsi l’espace dual de C§°(V.), espace des

fonctions test C'*° & support compact s’annulant a tout ordre sur OV, (voir Melrose [74]).
Comme Vs # 0, on choisit une coordonnée z; telle que ;Tsj(xo) # 0. On réordonne les

coordonnées de sorte que j devienne n. Soit V' un voisinage de ¢ ol | 88; ()| > 1] 88; (x0)]-
n n
Par le théoreéme des fonctions implicites, s = 0 équivaut & x,, = ¥(z’), ¢ étant une fonction

de classe C* dans V, et s > 0 équivaut a ai_i($0)(xn —(2’)) > 0. On choisit alors X,, =

aajn (zo)(xy, — ¥(x")). Vapplication (z’,z,) — (2',X,) est un difféomorphisme de V sur son

image, et Vi = {£X,, > 0}.
On s’est donc ramené & s(x) = x,. On se place désormais dans cette situation.
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Proposition 11.1 Soit u une distribution prolongeable de D'(V,.) telle que Pu =0 dans V.
On suppose

p(0,0,0,..1) £ 0.

1l existe une unique distribution u, prolongeant u par 0 dans V_, telle que x]"' Pu = 0.

Remarque Le fait de prolonger u par 0 ne définit pas de maniére unique une prolongée. En
effet, soit u1 et us deux distributions telles que

uw =1y = ug dans D'(V),0 = u; = up dans D'(V_).

Alors uy —uq est supportée par x,, = 0, donc sur un compact de z,, = 0, il existe M € N et M+1
distributions a; de &’ (]R"_l) telles que uy — ug = ij\/io a; ® 6992 . Cette idée est utilisée dans
la preuve de la proposition 11.1. En particulier, si D = §,,—¢ est la distribution de Dirac sur
&y, = 0, définie par < D, ¢ >= [.—1 ¢(2/,0)d2’, on voit que pour ¢ € C§°(V,), < D, ¢ >=<
0,¢ > pourtant D # 0. En revanche, on définit I’espace C("g’)(VJr) comme étant ’espace des
restrictions & V; de fonctions de C§°(IR"), alors, pour @rest(z', 2n) = x(zn)x(21)...X(Tn-1),
X étant une fonction positive d’intégrale 1, on a < D, ¢t >= X(0) #< 0, Prest > .

Soit z¢ un point de 9V et U un compact contenant un ouvert W contenant xy. On restreint
maintenant toutes les distributions & W. Ainsi @, prolongeant u, est & support compact donc
d’ordre fini. On prend dans cette analyse un prolongement quelconque de u. Il existe ainsi
M > 0 tel que

—M ~ _ -n ix. ﬁ’(g)
(1= 8) Vi) = (2m) " [ e e

est continue sur R". On définit alors

(@) = (1= A) MLy, >0(1 — A)"Ma(2))

Cette distribution vérifie u(x) = 0,z, < 0, @(z) = u(x),z, > 0. De plus, P = 0 pour
2y # 0, car u est solution de p. La distribution Pu est d’ordre fini, ainsi il existe des aj,
0 <j < Jjo, a;(a’) € Dj (|a’| <) telles que

Jo
Pi = Zaj & 5in:0.
=0

Soit Dy l'espace des distributions & support dans S = 0V} = {z, = 0}, Dy, le sous
espace des distributions de [—couche a coefficients sur S, de la forme a; ® 6. _, (distribution
définie, pour ¢ € C§°(R"), la restriction 0% ¢(a',0) = ¥y(2'), ¢ € C3(R™1), par < a; ®
8L 5,0 >= (—1)! < a, ¢ >, dualité des distributions dans D'(R"")). Comme P est un
opérateur différentiel

b— P(b)
définit une application T' de DY%. Cette application est injective. De plus on vérifie que, pour
tout a € Dy, il existe un b € Dy tel que T'(b) —a € Dy, ;.

On le prouve de maniére explicite. Soit P = pja(2)05 9%, . On écrit b = Z;;)D bi(z') @65 o,
ainsi

<P®),6> =3 aicmacsy DT < b @0k, —o, 0801, [pja(2)d(z)] >

j+\a|§m,l§j0(1_‘a‘+j+l < by, ﬁ/aitl[pj,a(x)qﬁ(x)ﬂzn:o >

Apres application de la formule de Leibniz pour le terme de dérivée en x,, il reste

p=m-+jo
T)= Y > (=1)TTCT 0 (e 0)05 b @ 67 .

p=0 j+i>p
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On vérifie que, pour p = m + jo, le coefficient est obtenu en prenant j = m,l = jo, ce qui donne
Pm.o(z',0)bj, (z). Le coefficient pm,o est égal & 1, donc le terme d’ordre m + jo de T'(b) est égal au
terme d’ordre jo de b. De méme, le terme d’ordre m + jo — 1 est bj,—1 + Z\alzl Pm—1,a057bj +
Pm—1,0(2",0)bjy — Oz, Pm.o(z’,0)C}, 1 bjo- Ainsi le terme d’ordre m + jo — ¢ comprendra le terme
bj,—q avec pour coefficient 1, et tous les termes b;, _,» pour qd <q.

Lorsque a est donné, d’ordre r > m, on peut construire une suite de distributions b;, j < r —m,

telles que T'(b) = a. En effet, by—m = ar, et on construit bg—m avec les by _,, pour ¢’ > q.

On revient a P (). Il existe b telle que T'(b) — P(u) € D, _,, et b est unique. On en déduit
alors que z*[T'(b) — P(@)] = 0 en comparant les ordres.

On note u = @ — b. C’est une réponse au probleme. Si il y a deux réponses, on vérifie
U —uy € Dy et T(b) € Dy,,_;. Ceci implique b = 0 par étude de l'ordre de T'(b). Le
prolongement est donc unique. Lorsque P est un opérateur différentiel d’ordre 2, on a le
résultat suivant

Lemme 11.3 Soit u est une distribution prolongeable solution de Pu =0 dans V.. Soit u sa
prolongée unique au sens de la proposition 11.1. Il existe deuz distributions go(u) et g1(u) de
Dy, telles que

Pu = go(u) @ dz,=0 + g1(u) ® &, .

Cette formule s’appelle la formule des sauts a l'ordre 2.

Pour cela, on rappelle qu’il existe un unique u, prolongement canonique de u, u € D'(V),
uly, =u, uly. =0, 22Pu = 0. En écrivant Pu = ;igl b; ® 87, puisque Pu est supportée
par z, = 0 et est & support compact, on vérifie que, pour j > 2, 22b; ®61 = j(j—1)b; ® 72,
ainsi b; = 0 pour j > 2. On note la distribution b, go(u) et la distribution by, g1 (u).

On définit enfin le front d’onde jusqu’au bord, que 'on note W F},(u) pour une distribution
prolongeable w. Il y a plusieurs définitions équivalentes, voir Hérmander [47], [74], Melrose-
Sjostrand [76]. Pour cela, on considére l'injection canonique i de C§°(V;) dans C’&j’)(VJr), as-
sociée & la surjection duale i* de D’/ (V,) sur D’'(V,.). Les distributions régulieres jusqu’au bord
D} (V) sont les distributions u telles que u € C°([0,¢], D'(R™™1)). 1l est équivalent de dire
qu'il existe A(z, D,) € LO(R™ ') & support compact tel que A(x’, Dy )u(x’, z,) € C([0, €] x
R™1). Le fibré conormal & 9V, noté N(OV, ), est par définition {(2/,0,0,&,),&, # 0}. On
note alors B VJr = T*VJr /N (0V4), qui est un espace topologique dont la section nulle est bien
définie et notée {0}. Cet espace se projette naturellement sur 7*(Vy) x T*(0V4) (Uintérieur
se projette sur l'intérieur et un point de T*(9Vy) s’écrit (a/,&’), auquel on associe la classe
déquivalence de (2',0,&’,0) dans BV, ). La projection canonique de T*V, dans T*V, /N (0V,.)
est notée b.

La définition du front d’onde au bord donnée par R. Melrose dans [74] est la suivante

Définition 11.5 Soit u une distribution prolongeable. Le front d’onde au bord W Fy(u) C BV,
est

WEy(u) = {peT*(Vi),p € WF(i*u) = WF(uly,)}U
{ po € T*(OV;){0}, pour tout voisinage T conique de po, il existe }
p=(a',0,¢,&,) tel que (/&) €T et p € WF(u) '

La deuxiéme partie (partie de WEp(u) contenue dans T*(0V,)) s’obtient de la maniere
suivante, comme indiqué par Melrose et Sjostrand [76] :

Définition 11.6 Si p € T*OV, — {0}, alors p ¢ WFy(u) si et seulement si u est réguliére
Jjusqu’au bord comme défini ci-dessus.
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Il existe aussi une définition faisant appel aux variétés caracéristiques d’opérateurs, ana-
logue a la définition du front d’onde usuel :

WF(u) =NCarB, Bu € C*. (11.4.6)

Cette définition est plus technique et fait intervenir les distributions conormales par rapport au bord 90X de
la variété X. Le lecteur qui veut plus de détails se reportera utilement & Hormander [47], Tome III, Definition
18.2.6 pour I (X,8X, T*X), (183.328) pour définir A(X), distributions conormales par rapport & X, Defi-
nition 18.3.18 pour définir \Ilg(X), opérateurs localement de symbole a(z, &/, xnén), 0X étant z, = 0, et dans
ces notations W Fy(u) = NCharB, B € ¥?(X), Bu € A(X).

Pour un opérateur différentiel d’ordre 2 & coefficients de classe C'*°, on démontre (voir par
exemple G. Lebeau [66] dans le cas analytique) :

Proposition 11.2 Soit u une solution de Pu = 0 dans x,, > 0. On note U sa prolongée
canonique, comme obtenue dans la proposition 11.1. On a ’égalité W Fy(u) = bW F(U)).

On donne deux résultats permettant de comprendre un peu mieux le front d’onde au bord.
Le premier concerne le front d’onde au bord d’une distribution de couche (Lemme 11.4, di &
Hoérmander). Le deuxiéme permet de relier en partie le front d’onde au bord de u et le front
d’onde des traces de u sur x,, = 0 (quand on peut les définir, par exemple pour v € H %+5(a:n >
0)) lorsque u est solution dans z, > 0 de Pu = 0 [47])

Lemme 11.4
j=m—1

WF( Y aj(a') @8], ) = UWF(a;) x T*S.
j=0

Preuve On consideére un point (xf, 2%, &), £%). Au voisinage d'un point ot 29 # 0, la distri-
bution est nulle, donc le front est inclus dans & 20 = 0. D’autre part, on considere (x,0, &), £9)
et on localise en 2’ au voisinage de x{. Apres transformée de Fourier, on trouve

XAaj (f/)(ign)j-
Si le point (zp,&;) nest pas dans le front d’onde de aj, alors Xa;({') est & décroissance
rapide dans un voisinage conique de ). On multiplie par un polynéme, donc le résultat est &
décroissance rapide, grace a I'égalité (A = (€2 +|¢/]2)2)

£ n
1 1
(1&P+&)2" (1€ +&)2
m(f{), £%). Alors on sait que, pour (£',£,) dans un voisinage conique
n 0

de (&, 52), % est dans un voisinage conique de £; (puisqu’un voisinage conique de 7; est un
(g1 +¢€3)2
voisinage conique de &) et donc a;(\

a;(€)€), = Naj(A ).

)

On note (5, 75) =

711) est a décroissance rapide en A, ce qui fait que
(1¢/12+¢2)2

Maj )\57/1) est & décroissance rapide en .

(1&'12+€2)2 _

Ceci démontre que WF(a; ® 59(51)) C WF(aj) x {0} x R".

Réciproquement, soit (zf,0,£),£°) ¢ WF(a; ® 59(632) Alors a;(€)&) est a décroissance
rapide dans le cone donné par (£, £2). On en déduit que, pour tout N, il existe Cn4; tel que
Pon ait 'inégalité de décroissance rapide pour la puissance N + j. On utilise 'homogénéité de
&) pour obtenir

la; (A )l | < Cn AN

Lorsque 12 # 0, on voit que cela implique la décroissance rapide de a; dans le cone engendré
par 7, donc &), et donc le point (z(),&;) n’est pas dans le front d’onde de a;.
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Lorsque 79 = 0, on choisit un point fixe 7, = 5, et on a (2, &)) hors du front d’onde de
Qj.

Ainsi WF(a; ® 6Y)) = WF(a;) x ({0} x R) .

On étudie enfin le front d’onde de la somme, en utilisant les ordres successifs de d,,,. En
effet, on a (par exemple)

xn(;in: ]51 1)

pour 7 > 1.
On utilise WF(fT) C WF(T) si f est une fonction de classe C* et T' une distribution
tempérée. On en déduit ainsi que, pour T = aMéé?f)

WE(@MT) = (—)MWE(M - 1)lards,) = WF(ay) x ({0} x R).

Ceci démontre que WF(apr) x ({0} x R) C WF(T). Pour simplifier la preuve, on se restreint
a M = 1. On vérifie que

T = —a1 ® 0y,
1+ 57— o0x,)T = ap ® by,

ce qui donne, utilisant le fait que (1 + % o x,) est un opérateur différentiel, 'inclusion
W F(ag) UWF(ay) x ({0} x R) € WF(T). L’inclusion inverse est immédiate. On a montré le
résultat du lemme 11.4. Un opérateur différentiel d’ordre 2 se met sous la forme

0? 0 0
P = anpy( b(x)=— + C(z, =—).
“ g+ 2 b axjaxn t 2 ) g W) g+ Ol )
1<j<n—1 k,i<n—1
Introduisant 1 by()  be)
i b(x
A(xnax/aDw’) = - Z Py D, +
<o 2 ann(2) 5 2 apn(2)
on trouve 92
1 2
a,mP pre) + A(;vn,x Dy )83:” (X, @', Dyr)

olt 'opérateur B est un opérateur différentiel d’ordre 1 dans les coordonnées x’ dont les
coeflicients dépendent de z. Alors on a le

Lemme 11.5 On considére u une distribution prolongeable telle que Pu soit une distribution
prolongeable.

Soit U la prolongée de u par 0 dans x, < 0 et (Pu)* la prolongée de Pu par 0 dans
Zp < 0.(Pu=0 dans x, > 0)

1. Lorsque u est une fonction de classe C'*,

PU = (Pu)* + 8‘1—1:(0,95’)(5%:0 + u(2’,0)0, _o+ 2A(0,2', Dy )u(z’,0)8,, 0.

2. Siu est une solution prolongeable, il existe deux distributions go(u) et g1(u) telles que
PU = go(u) ®0z,=0+91(u) @0, _q. Lorsque u est un peu plus réguliere, par exemple u €
H(z, > 0), Pu€ L*(z, > 0), alors PU = (2% (2/,0) + 2A(0,2', Do )u(2’,0))85,—0 +

u(xz’,0)0,, _. La régularité de Pu permet de prolonger Pu par zéro et le résultat est

dans L2. La régularité de u permet de définir la trace de u, yu € Hloc(]R"_l), ainst que
la dérivée normale, donnée dans ce cas par

2 d 9
<PU¢>+- < yu, A0, 2", D) > + < u, aT(b >=< 5—u,¢>

Le premier item est la forme particuliere des expressions (20.1.4) et (20.1.5) de [47].
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Preuve Nous démontrons la formule des sauts pour les opérateurs % et pour A(zy, 2, D) 52—
Soit ¢ € C°(R™). Alors

2

Pu) (2)p(x)de = [ da’ 0°° g;g (z)dx,
= [dz'[- (@', 0)¢(a’,0) — fooo aaxu aaci dxy]
= [da'[-£2~( x’,0)¢(x’,0) + u(z’,0) 22 B ¢ (2',0) + fu(x)%ﬂx)dwn]

/(3

Q>

ﬁ

De méme, en notant A+ I’adjoint de 'opérateur A (en variables z'), x,, étant un parametre

I(A(fmxlva’)aii é(x)

Vo(x)de = fooo day, [da' Az, 2’ Dy )

=/ d;vnfdx’ Ou AL (g, 2/, D ()
= [da' fo naazu AJ-(xn,x D,)é(x)
= [da'[—u(a’ O)AL(O z', Dy )p(0,2)
— [57 danu( )azn (xn,x ,Dyr)

= — [da’A(0,2', D, ) (2',0)p(’,0)

— I day [ dz'u(z) T o A(xp,2', Dyr)p

On veriﬁe ainsi, en regardant les égalités et en remarquant que 'adjoint dans D(R™) de
A(w, Dyr) 52 est —52%= 0 At (xy, 2/, Dyr) Iégalité du lemme puisque

/0 o da, / de'uPt¢ = / deUPL¢ / PU¢.

Ceci acheve la démonstration du premier point du lemme 11.5. Le deuxiéme point provient
du fait que si u est une solution, Pu = 0 dans x,, > 0 donc le prolongement unique de 0 étant
0 dans L?, (Pu)* = 0 comme distribution dans R".

On a alors des informations supplémentaires sur le front d’onde au bord de u, distribution
prolongeable solution de Pu = 0 dans x, > 0 :

Proposition 11.3 Le front d’onde au bord d’une distribution u prolongeable solution de Pu =
0 pour x, >0

WEy(t)|a, —0 = WF(uls, —0) x T*S UWF(0,, s, —0) x T*S.

Lorsque u est assez réguliere (H' par exemple), les notations employées sont bonnes. Lorsque u
n’est pas assez réguliére, on remplace uly, =0 par g1(u) et Oy, uly, =0 par go(u), les distributions
go(u) et gi(u) de D'(R™') étant définies dans le lemme 11.3.

Preuve Comme, pour tout opérateur différentiel B, on a W F(Bu) C W F(u), on déduit que
WF(Pu) C WF(u), donc comme W F(go(u) ® 6z,—0 + g1(u) ® 0, _q) = WF(go(u)) x T*SU
WF(g1(u)) x T*S, on a 'inclusion

W F(go(u)) UWF(g1(u)) C WEy(u).

11.4.2 Reéduction de 'opérateur des ondes

Nous démontrons la proposition de représentation du laplacien suivante, dans le cas ou €2
est totalement géodésique au voisinage de xg, ¢’est-a-dire que tout point de R™ peut se mettre
sous la forme M = N 4+ X,,n(N), N € 9 et n(N) normale extérieure & 9 en N.

Proposition 11.4 I existe un systéme de coordonnées locales (X, X) au voisinage de xo €
0N (xg est caractérisé par X, = 0,X = 0 et 0N est localement X,, = 0) et il existe une
fonction K identiquement égale a 1 sur OS2 tels que

o f 0

K 'AKf = f.
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Loopérateur Q est différentiel et sa restriction sur 0S) est le Laplacien associé a la métrique
du bord.

Figure 5

Preuve Nous considérons o € 02 et on associe au bord 0f) une carte locale au voisinage
de z(. Cette carte locale est constituée des coordonnées (X1,...X,_1) = X’ et chaque point
de 09 peut s’écrire M (X;...X,,—1), chaque coordonnée étant z;(X1,..X,—1), 1 < j <n.

A chaque point M € 9 on associe le vecteur normal unitaire extérieur n(M), de coor-
données n;(X;...X,—1), 1 < j < n. Dans le systéme de coordonnées cartésiennes usuel, on

écrit donc
xj(Xl, Xn) =y (Xl, ~an1) + Xnnj(Xl, ~~Xn71)~

Ce changement de variable définit un difféomorphisme d’un voisinage de xg € R" qui trans-
forme un voisinage de xg dans 92 en un voisinage de (X, = 0, X = 0) dans X,, = 0. On note
que X € R"™!. L’égalité

of of
df = ; %jd 3¢ o dX,

se traduit en, utilisant dz; = Ek>n—1(% + Xng%)ka +nj(X1,..Xp_1)dX,, en

Vxf="B(Xn X)V.f (11.4.7)
le systeme de coordonnées X1, ...X,,_1 étant appelé X. Les composantes de B sont données

par

Oz on;
Bij(Xn, X) = 55 + Xngxs
Bin(Xn;X) = nz(X)
Soit C' =*B~!. On a, de (11.4.7)

Vof =C(X,,X)Vx /.

L’opérateur laplacien est donné par les relations

82
= 3 Gt (3 o, )
v J P

ac;
AF =2 1D CuCulgzox aX aX + Z ZO” 8Xp aX

2
Le coefficient de % dans cette somme est alors (*CC),; = (* BB) . La matrice
obtenue est symétrique. La matrice ' BB vérifie les égalités suivantes :

(tBB)nn = Z’L(nl(X7 Xn))2 = 5 5
(‘BB)n; = Zp(tB)anpi = Zp BpnBpi = Zp np(X)[ e s+ Xn a?(i]
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Comme z(X) € 09, le vecteur Ox;, (x(X)) est tangent & 9Q en 2(X ). Comme (n,) est le vecteur

normal au méme point du bord, la somme Zp np(X) gfgﬁ est nulle. Le reste du coefficient est

nul car il s’agit de Xn% g;‘i . La matrice ! BB est donc de la forme

(T80

(5 0)

Il existe donc une matrice G symétrique telle que

dont 'inverse est alors la matrice

Of O f of of
Af = j Xn;X av av. XnaX 'Xan av
Jk<n—1 i<n—1
Soit K la fonction solution de
K|Xn:0 =1
20x, K + a(X,,, X)K = 0.

Alors il existe un opérateur différentiel Q d’ordre 2 dans les variables X, a coefficients dépendant
de X, tel que
K 'AKf = il +Q(Xn, X 0
- 8X1% ns 3 aX
Le symbole principal de @ est la forme quadratique associée & la matrice G(X,,, X). On peut
alors écrire

)f-

2

0 0 0
Q(Xn, X, 5_X) = jz];gj,k(xnax)m =+ XJ:VJ(XMX)@—X] + S(Xn, X), (11.4.8)

ou les indices j, k varient de 1 & n — 1, construit & partir des b;(X,,X) et de K. On a
S(Xn,X)=(AK/K) et KV;(X,,, X) = A(X,;K)— X;AK. Ceci acheve la preuve de la propo-
sition 11.4. Nous abandonnerons dans la suite les notations (X,,, X) que nous avions employé
ici pour faire la différence entre les coordonnées cartésiennes usuelles de R"™, notées (z), et
les coordonnées semi-géodésiques ici introduites (X,,X). On considérera donc maintenant,
dans les coordonnées (z’,x,,), le bord redressé x,, = 0 et le laplacien & coefficients variables

82
axz T Q-

11.4.3 Régions elliptique, hyperbolique et glancing

Soit P un opérateur d’ordre 2, différentiel, défini sur R"™ x R;. Nous I’étudions dans le
demi espace = {(2/, zp, t), z, > 0} au voisinage de 'hypersurface z,, = 0. Ici, on se restreint
tout de suite aux coordonnées adaptées au bord.

L’espace cotangent au bord T*(9Q) = T*(R"* x R;) peut étre divisé en trois régions,
définies de la manitre suivante : Soit 7 la projection canonique de T*R™™* sur R""! et soit
IT la projection canonique de 7= (9Q) NT*(R" ™) sur T*(99) qui associe & (x}, 0, to, &, T0) €
T*R™ le point (x,to, &, o). L'équation p(x}, 0, to, &), £n, 7o) = 0 est une équation de degré
2 en &,, qui admet 0, 1, ou 2 racines réelles. On introduit la classification

Définition 11.7 La région elliptique £ est I’ensemble des points py € T*(0N) tels que

T~ *(po) N Car(p) = 0.
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La région hyperbolique H est ’ensemble des points pg € T*(0N2) tels que
Card(TT ! (pg) N Car(p)) = 2.
Enfin, la région glancing G est T*0Q — E UH.

Ce mot glancing provient de la premiere étude de Friedlander. Je cite la phrase de Friedlander
p 148 de [41]” The front of disturbance in the shadow is orthogonal to diffracted rays which
are glancing rays emerging from the boundary”

Interprétation. Pour I'opérateur des ondes A—(“)fz et le bord 02 défini par x,, = 0, les points
de T* (99 x R;) sont alors de la forme (2/,¢,£’, 7). La variété caractéristique du d’Alembertien
est €2 4 (¢)% — 72 = 0. Alors

E={@"t,&,7),lg'l > I}
H={@"t,¢ )¢ <|rl}

G={( t,& ), =7}

Une onde plane incidente vérifie nécessairement (puisque c’est une solution de I’équation
des ondes) |k| = 1. Alors, nécessairement, |k’| < 1, et 'onde est tangente quand k,, = 0.
Une onde plane incidente n’est donc jamais associée a un point elliptique, en revanche, les
points hyperboliques sont ceux ou la réflexion est transverse, et les points glancing sont ceux
ou l'onde arrive tangentiellement. Nous explicitons et précisons ces remarques dans la section
suivante.

Figure 6

('iOa k) € g

11.5 Réflexion des singularités

Dans cette partie, nous voulons démontrer le résultat de réflexion des singularités hyperbo-
liques, qui est la généralisation du résultat de propagation des singularités dans le vide pour des
rayons généralisés, c’est a dire en admettant pour les rayons des courbes se propageant dans
Pextérieur de € se réfléchissant sur 2. Pour cela, il est possible de passer par la construction
de deux opérateurs intégraux de Fourier qui sont les deux parametrix, sortante et rentrante
par rapport a 0f), de l'opérateur d’ordre 2 considéré. Ces opérateurs de Fourier intégraux
sont notés A4 et A_. Ils sont solution de P et peuvent étre considérés respectivement comme
sortant et entrant (par rapport a x,, > 0)
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11.5.1 Parametrix pour la réflexion

On se place dans le cas ou P = % + R(zp, 2, %, 0t), R étant un opérateur différentiel
dans les variables (2/,t) & parametre x:; Lorsque I'on étudie I’équation des ondes, ceci revient
A considérer un systeme de coordonnées =’ € R™ ! adapté sur 9Q, la variable normale au
bord z,, et le temps t. L'opérateur R dans cette égalité est obtenu, pour I’équation des ondes,
a partir de 'opérateur Q(z,,,z’,d,/) de la proposition 11.4 en considérant

R(mnaxla 8I/; 815) = Q(.Tn, Z'/, 81?') - 81522)

puisque le bord 0f) est supposé de la forme OC x Ry, indépendant du temps et K commute
alors avec 0.

On veut prouver la proposition, qui décrit la solution d’un probleme de Cauchy avec
données sur x,, =0 :

Proposition 11.5 Soit f € §'({zy, = 0}) et po € WF(f) N H. On note py et p_ les deux
points de Carp qui se projettent sur pg.

Soit Ay et A_ les opérateurs intégraux de Fourier qui décrivent la parametrix sortante et
entrante de P au voisinage de p4 et de p_.

La solution du probléme

Pu=0,z, >0
u|zn:0 =0
D), o = f(a',1)

est décrite au voisinage de py par

u(x’,xn,t) = (A4 - A*)(g)(xlﬂxnvt)

ot g(x',t) est solution du probléme au bord, elliptique au voisinage de pg

(02, 0 Ay = 0z, 0 Az, =0(9)(2, t) = f(2',1)

Les deuz opérateurs Ty = 0Oy, o Ail|s,—0 sont des opérateurs pseudo-différentiels sur
T*(R" " x Ry).

Preuve constructive Selon les notations de la section précédente, on écrit 'opérateur P
sous la forme
82 /92 2 / /
P = 922 +G(xpn,2',052) — 0pp + V(an,2"). Vg + S(zpn, 2").
n
Cette représentation est celle de 'opérateur des ondes en coordonnées adaptées, et est moins
générale que la représentation d'un opérateur hyperbolique. L’opérateur G(a,, x’,922) s’écrit

82
r a2\ _ - /
G(xp,x',05n) = Z Gij (Tn, )8xi<9xj'

ij=l.n—1
Le symbole principal de P, est égal a
p(@n, ' &, & T) = _5721 +77 - Z gij(xnvx/)fifj- (11.5.9)
ij=l.n—1

Si ¢(an,x’,t,&,7) est une phase homogene de degré 1 en &', 7 et si o(z,t,&,7) est un
symbole de C*= (R, S°(R™ ! x R;)), 'application du Lemme 1.2 conduit & I’équation eikonale,
qui exprime la nullité du premier ordre d’homogénéité en 7, & de e ¢ P(0e'?) :

P(xn, @', Ve, ¢, Ve d, Vi) =0 (11.5.10)
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(on a omis les variables pour simplifier). Nous écrivons les opérateurs du lemme 1.2 qui inter-
viendront dans les équations de transport :

¢ 3 ¢ ¢ 3 3¢
b . /
P ( z, d)) o 2 + 9ik (mna z )6xj3xk 3752 + ‘/J Tn,T 8$J

Jk=1l.n—1 j=1l.n—1

ainsi que

_ 900 0 000 022y 9 L p
Ly (2, 0y, 8;) e T 222 k)(9 + P(z, )

L’équation eikonale (11.5.10) se réécrit

(8t¢) + Zgl,j $n, w1¢8wj¢

On veut que la phase ¢ soit la phase identité sur le bord z,, = 0. Ceci correspond a ’écriture

¢(0,2",t,&,7) = 2’ +tr. (11.5.11)

Les dérivées tangentielles de cette phase sont alors connues sur le bord par

8t¢ =T, azj¢ = {Ja
ce qui donne
72 = (e, 0le,=0)" + Y _ i, (0,2)&¢;. (11.5.12)
,J

Le systeme des bicaractéristiques pour I'opérateur P est ( f désigne la dérivée par rapport
au parametre sur les bicaractéristiques de la fonction f(s))

t=2r
=0
= _2§n
=3 Do g (@ G
=235 905 (@n, )&
5 =23 5 On, 95k (n, )&
On en déduit en particulier que 7(s) = 7(0) et t(s) = t(0) + 27(0)s.
On applique la proposition 10.1 sur l'identité entre une variété lagrangienne et la variété
générée par les bicaractéristiques. Ce théoreme indique que si

(2(0), 24, (0),1(0),£(0),£n(0), 7(0)) € Ay,

ou la phase ¢ est une solution de ’équation eikonale (11.5.12) associée au symbole p, alors la
courbe bicaractéristique

{(@'(s),2n(s),1(5), £'(5),6n(5), 7(s)), s € [—a,b]}

est contenue dans la variété lagrangienne Ag.
On choisit le point initial

(07 iC/, ta 8$n ¢7 aw’¢7 8t¢)

dans la variété lagrangienne associée a la phase ¢ introduite ci-dessus par (11.5.12), (11.5.11).
Ce point initial s’écrit

(0,£C/,t, awn¢7€/77—)'
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On vérifie alors que le point situé sur la courbe bicaractéristique issue de ce point initial est
(xn(s),2'(s),t — 27s8,£'(s), 7). En particulier, on vérifie que, identiquement

Orp(zn(s), 2’ (s),t(s),€',7) = .
11 existe donc une phase ¥ (z,,2’,¢&’, 7), indépendante de t telle que
o xn, t, 7)) = Y@ wp, £, T) + T
Cette phase 1 est solution de I’équation eikonale (remarquons que ce n’est pas la méme

que (11.5.12)) :
72 = (00, 0)° + > 9ij (@, &) D, 100u 0.
i,J

Considérons un point du bord dQ x R ¢ R™ "' qui soit hyperbolique : (5, to, &, 70) € H.
Ceci signifie que

5 — Zgij(O, z0)(&)o(&5)o > 0.

4,
Il existe deux valeurs §ff telles que (x, 0, to, &), f, 7o) sont dans I’ensemble Carp. De tels
points sont stables, donc dans un voisinage de (x, &), to, 70) et de z, = 0 on peut écrire

—E2 477 = gii(@)&E = — (& — & (@, €, 7)) (& — & (1,8, 7))
i

Dans le cas étudié sur le symbole p, £, = —&F et &8 (2,&,7) = (72 = 32, 9i;(2)€:&;)2. La
phase 9 est donc solution de ’équation eikonale (11.5.12) qui s’écrit

(8ﬂcn¢)2 = (f:[(x, Oz, 7'))2-

Il existe deux phases ¢ et ¥_, solutions dans le voisinage du point hyperbolique (z{, 0, to, &), 70)
de T*(0Q2 x R) de

aw"wi = :l:é-:z,r (xv 8w’¢, 7')
{ Yr(a',0,8,7) =a".¢ (11.5.13)

Ces deux phases sont homogenes par rapport a (£, 7). Elles existent au voisinage du point
(25,0, &), 70) car &£ (z0,&),70) # 0. Ces deux phases étant supposées connues, nous noterons
Lli(a:, &', 1,0, 0;) Popérateur de transport associé & la phase ¢+ +t7 et cx(x, £, 7) la fonction
PY(14+1t7). Nous obtenons, pour toute fonction o (z,,, 2, t, £, 7) admettant un développement
asymptotique homogene :

ca(w,8,7) = 0%t + Y gin(2)03 1 s + > V(@) ¢
Jik J

do do oYy do
£ _ + , E : ,
Lio=-21 5 + 26 (x, 0prths, T) Dz, +2 2 gik(x) Bz, Dor +cy.0o

Maintenant, supposons que

0(0,2',t,&,7) =1

(cette condition est le pendant de la condition sur la phase qui permet d’obtenir la transformée
de Fourier sur z,, = 0).

Nous écrivons o(z,t,&',7) comme une somme de symboles homogenes o; de degré —j en
(&', 7). On vérifie

0j (07 irla ta 5/7 T) = 050
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et ’équation de transport homogene sur oq est Lliao = 0. Comme Lli commute avec 0y et
que Oroo(0,2',t,&",7) = 0, le probleme de Cauchy sur 90 admet une solution unique, qui est
0. On en déduit que oo(x,t,&’,7) ne dépend pas de t. Pour chaque symbole o, on procéde
par récurrence, le terme source ne dépendant pas de t et les coefficients ne dépendant pas
de ¢ dans Lliaj = {P(0j_1), donc Oio; = 0. On omet la dépendance en ¢ et on peut écrire
Popérateur de transport

9 oYy 0
+ _ + / — j a9 A
Ry = :|:2£n (x78$ djiﬂ—)axn +2jzkg‘7k(x) aitj 8xk e

Comme £ est non nul dans un voisinage du point hyperbolique considéré, les équations de
transport

Ry (0% (x,€',7)) = iP(0* (2., 7))
avec condition initiale o* (0,2,&,7) = 1 admettent une unique solution. On a la

Proposition 11.6 Soit (x(,to, &}, 70) € T%,tD]Rnfl x T*Ry N'H. Il existe deux symboles et
deuz phases ¥y (x,&',7) et Y_(x,&, 1) tels que

Vil|z,=0 = 2".&'
gv = ig:(maaﬂwiaT)

ox .,

o (0,2',¢' 1) =1

RE(o%) —iPo* =0.
Alors

Uer 7 (x,t) = o* (z,¢, T)eitrﬂ'wi(z,&’ﬂ') — Ui(m’€’7T)eif(t+wi(z,%/71))

sont deuz solutions de (P—02%)u = 0 vérifiant u(z’,0,t) = eiTt+ 52 On les définit microloca-
lement dans un voisinage conique de pg = (z(, 0, to, &, £&F (20, &0, 70), T0) dans T(z’o,mto)]RnH
A partir de ces deux solutions, on introduit les opérateurs intégraux de Fourier définis sur

les fonctions f € S'(R"~! x R,) dont le front d’onde est localisé au voisinage du point pi
Ay (f)(fu t) _ (271’)7” / ei¢i(w,t7£/7r)ai (SE, 5/7 T)f(f)(gl, T)dﬁldT (11.5.14)

qui s’écrivent encore

As(f)(xt) = (2m)" / it ) mins i€ ok (o ¢! 1) (o 2)de drdy ds.

Nous reconnaissons ici la notation des opérateurs de Fourier intégraux de la Section 7, et
en particulier la Définition 7.4. On vérifie que les opérateurs A4 construisent des solutions de
P. Dans z,, > 0, si nous introduisons deux éléments de S'(R™ ™" x R), notés f, et f_ :

P(AL(f+))=0,2, >0

Nous remarquons aussi que, lorsque f € D’ (]R"*1 x R), alors les opérateurs de Fourier
intégraux A4 construisent des distributions qui sont tres régulieres en x,, dans un voisinage
du bord :

AL (f) € C>=([0,e],D'(R"* x R).

Ceci permet alors de vérifier que les distributions go(u) et g1 (u) de la formule des sauts (Lemme
11.5) sont donc la trace et la dérivée normale, qui sont les opérateurs pseudo-différentiels

g1 (AL (f)) = A (f)(@',0,¢) =

Ty [ S 0.6 F(E e ar
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90(A+(f)) = Oz, (A+(£))(2',0,8) = (Qi)n / e T 0,, 61 (2,0, )0 0z, 04)(a', 0,6, T)F(f)(E 7)dE dr.

On en déduit, grace a la formule des sauts

PAL(f+)+A-(f-)) = (A+(f+)+A—(f—))|zn:05;n:o+(a%(A+(f+)+A—(f—)))|mn:05xn:o-

On définit alors les opérateurs

T. =

0
Ailz —o.
oz, ° +]z,=0

On vérifie que

Ou, 0 AL (f)(w,t) = / 0G0, o (2,8 (@, T)+0n, 04 (2,8, T)F(F)E 7)dE dr.

(27.‘-)77,

L’opérateur A, a été construit de telle sorte que sa restriction a x,, = 0 soit l'identité, la phase
¢+ se restreignant en x,, = 0 & 2'.£' +t7 et le symbole o |, —0 étant identiquement 1. Il vient

T f('t) = /6”,'5“7 [i&y (2, 00t (2',€)) + O, 0 (27,0, 8,6, T F(f)(E, T)dEdT.

1
(2m)™
Les opérateurs 7, et T_ sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques de
symbole principal respectif +i&}(z, 0,9 (2,€)). Nous remarquons que ce sont des
opérateurs d’ordre 1, elliptiques aux points hyperboliques.

On introduit V = A4 (f+) + A_(f-). D’aprés Hormander, U est dans C°°([0,¢], D’) (avec
lordre pour les variables x,,, (z/,t)). Il est solution de

ou

P =
v Oxy,

((El, 0, t)(swn:().

L’égalité PU = PV se traduit par

{ A+(f+)($/,0,t) + A,(f,)(x/,o,t) =0
T (f+)(@,0,8) + T_(f-)(2',0,¢) = Oz, u(2’,0,1)

Apres transformation de Fourier, le coefficient de ¢, —¢ est

& (@, 0,&, TIF(f)(€) = F(f-)(E)).
Il reste donc le systéme, équivalent & P(U — V) =0:

o=
{ (o o Ay — 5 0 AJ(f4) = £24,0,0) (11.5.15)

Le symbole principal de Uopérateur T4 — T est elliptique (il est homogene en & d’ordre
1, et nous sommes au voisinage d’un point hyperbolique). En effet, on peut affirmer que
r2(0,2',&") > ¢ > 0 pour |[¢/| = 1 dans un voisinage de (z(,&,/|€5]), la propriété d’hyper-
boliticité étant stable, et le caractére homogene d’ordre 1 de /7, implique Dellipticité de
Vro(0,27,&") dans un voisinage du point (z(, &) € H.

La seconde équation de (11.5.15) est une équation elliptique au voisinage des points hyper-
boliques de P. En supposant que ;E—“n(m’ ,0) a son front d’onde inclus dans un petit voisinage
conique de (z(, &), il existe une solution f4 (') dont le front d’onde est inclus dans un petit
voisinage conique de (z(, £()). On a ainsi déterminé f4 (z') = (T4 — T,)*l(a‘zn—i(x', 0)) modulo
.
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Il reste a démontrer que si u et v sont deux distributions solution prolongeables nulles
sur x, < 0 et que PU = PV, alors u et v coincident microlocalement au voisinage des
points hyperboliques. Il est équivalent de démontrer que si w est une distribution solution
prolongeable nulle sur x,, < 0, PW = 0 implique w = 0 au voisinage des points hyperboliques.

Le front d’onde de W ne rencontre pas la zone x,, < 0 car w est nulle sur z,, < 0. Comme
le point pg = (x(), to, &), T0) est hyperbolique, les deux bicaractéristiques 4 et y_ qui passent
par un point de la forme (), 0, to, &), ££9, 79) rencontrent toutes les deux la zone z,, < 0 (on
dit qu’elles rentrent dans la zone z, < 0) . Elles ne rencontrent donc pas le front d’onde de
W. Ainsi W est microlocalement nulle dans un voisinage du bord.

On a ainsi obtenu U = A (f1) — A_(fy)+ W, ot WF(W) N (y4 Uy-) = 0.

La proposition 11.5 est donc démontrée. Cette proposition, rappelons le, permet de connaitre
la solution d’un probléme de Dirichlet ou la dérivée normale est connue sur le bord, microlo-
calement, et que son front d’onde ne contient que des points hyperboliques.

On souhaite maintenant résoudre le probleme de Dirichlet avec données de Cauchy ug et
uyent=0:

Pu=0,2,>0
u|zn:0 = O
u(x,0) = uo(x)
Opu(z,0) = uq(x).

(11.5.16)

Ce probléme est un probléme localement bien posé. On rappelle que K 'AK = 88% +

Q(X,, X, a%) et P=A— g—;. On introduit donc Q(XH,X, %, aix) = % +Q(X,, X, aix)'
Pour se reporter a des notations plus traditionnelles, on change X,, et z, et X en 2’. Les
coordonnées (2', x,) sont notées z.

Soit po € W F(ug)UW F(uy) C T*(R" ~ R™ ™ N{t = 0}). On construit la bicaractéristique
de p passant par (po, t = 0,7 = (7(Q)(po)).

Commencgons par la solution du probleme de Cauchy. Aux données de Cauchy sont associés
deux opérateurs intégraux de Fourier, notés B, dont la construction est similaire de celle des
opérateurs intégraux de Fourier A} et A_. On introduit

Big(xa t) =

1 i »
o+ (2,6,t)—iy.§
e s¢(x, &t dyd
ou ¢L et si sont solution des équation eikonale et de transport engendrées par la variable
temps, soit

{ 8% = +(0(Q)(, Vot (2, £,1)) 3
¢+ (2,6,0) =L

Les deux problemes pour ¢4 sont des problemes de Hamilton-Jacobi. Pour simplifier les no-

tations, on introduit ¢(z, &) = o(Q)(z,§).
On écrit, au voisinage de po, la solution u de (11.5.16) sous la forme

u=DByg +B_g-.

Il s’agit de déterminer g, et g_ en fonction de uy et de wy, toujours microlocalement. Le
systeme obtenu est alors

U = g+ t+9g- .
ur = g [1i(3(@, €))% + Oy (2, €,0)]g4(§)d¢ (11.5.17)
cf~ 1 ~
e [, €)% + Dhs— (€, 0)]g— (€)de
Comme 7 est constant sur la bicaractéristique, égal a —(Q(po))%, on en déduit que sur la

bicaractéristique G(z(s),£(s)) est aussi constant, donc dans un voisinage de celle-ci (tubu-
laire par exemple), ce symbole reste borné inférieurement, ce qui entraine lellipticité du
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systéme (11.5.17). Plus précisément, soit R l'inverse de l'opérateur pseudodifférentiel de sym-
bole 2i(p(x, €))% + Orsy (,&,0) + dps_(z,€,0), et T Iopérateur pseudodifférentiel de symbole
. 1

i(p(x, )2z — 0s—(2,£,0). On a

g+ = R(Ul + TUQ),Q, = (I — RT)UO — Rul.
On obtient la solution du probleme (11.5.16)

u= (B4R~ B_R)uy + (B4+RT + B_(I — RT))u. (11.5.18)

Cette solution est valable uniquement dans un voisinage de t = 0, ou, plus précisément,
tant que les bicaractéristiques v et 4 (la deuxieme passant par le point (po,O0, ((j(po))%) ne
rencontrent pas le bord.

On reprend alors ’égalité (11.5.18) pour calculer la solution du probléeme de Dirichlet. En
effet, on sait que 'opérateur B, propage sur la bicaractéristique incluse dans 7 = (G(=, 5))%
et Vopérateur B_ propage sur la bicaractéristique incluse dans 7 = —((j(xf))%. Ces deux
bicaractéristiques se projettent sur le méme rayon sur R}, la différence essentielle vient du
sens du parcours du rayon. Pour calculer la solution de (11.5.16), on reprend les notations
précédentes, en considérant pg € WF(ug) N WF(u1), up et u; étant les données au bord du
probleme (11.5.16). La bicaractéristique «y, correspondant & B_, rencontre le bord en jo, si
il existe. La projection de gy sur T*(9€ x R;) est notée py. En écrivant en coordonnées, on
a po = (w0,&), on lui associe Py = (x0,&0,0,70 = [((&0)n)? + U(Q)(aco,é{))]%), alors pgyg =
(z(s0),&(s0), 27050, To) avec x,(s0) = 0, et po = (' (s0), 27050, &' (50), 70).1 On supppose que le
point pg est un élément de H. Microlocalement au voisinage de pg, on sait que les deux traces
générées u|,, —q et 19890_11|rn:0 sont connues. Pour ¢ > ¢y, u n’est pas la solution du probleme de
Dirichlet, car la trace sur le bord existe et est non nulle. En revanche, tant que le rayon n’a
pas rencontré le bord, microlocalement u est solution du probleme de Dirichlet puisque u est
C*° au voisinage du bord, le rayon n’a pas encore touché le bord. La solution du probleme de
Dirichlet s’écrit

i= A (h)— A_(h) (11.5.19)

qui vérifie la condition de Dirichlet. D’autre part, on vérifie que la contribution microlocale
rentrante est donnée par A_(h), et on sait que hly,—0 = u|s,—0 et T_(h) = %|xn:0, en
regardant microlocalement au voisinage de pg?. Comme h est connue, la contribution micro-
locale de u, au voisinage d’un rayon réfléchi par le bord x,, = 0 au voisinage de pg, est donnée
par 'égalité (11.5.19). On a ainsi résolu le probléme de Dirichlet avec données de Cauchy en
t = 0, dans I’hypothese ou les rayons intersectent transversalement le bord (traduction de
la condition (x,to, &), (G(po))2) € H). On remarque que I'écriture totale de la solution est
plutét compliquée, et dépend du fait que les rayons rencontrent le bord ou non. Une traduction
simple et intrinseque de ces idées est présentée dans la section qui suit, et porte le nom de
théoreme de propagation des singularités réfléchies.

Remarque On sait que P(A4(f)) ~ 0. En revanche, on vérifie que P = 82, —(—R(zy, 2’, 0y, Ot)).
Le symbole principal de R est noté ro(z,,, 2", £, 7). Traditionnellement on introduit les opérateurs
strictement hyperboliques d’ordre 1 égaux & Py = 9,, FOp(—ra(zn, ', &, 7'))%. Les opérateurs

A, et A_ ne résolvent pas Py et P_ respectivement. En effet, il existe deux opérateurs S4
d’ordre 1 tels que

1On note que ’on note parfois les coordonnées dans T* (X x Y') sous les deux formes équivalentes T* X x T*Y
et X XY x Ty X xTyY.

2En effet, on a supposé que le point est hyperbolique, donc le rayon associé & B_ “provient de =, < 07, ce
qui implique que B_ (I — RT)uo — B_Ru; n’est pas une partie de la solution induite par la réflexion totale sur
le bord. Cette raison est heuristique; il faudrait plutét dire que la solution u du probléme de Cauchy dans le
vide ne comprend pas de terme en B_ si le rayon associé a déja parcouru, en temps, une partie de I'intérieur
de I'objet réfléchissant.
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P+OP_:P+S+,P_OP+:P+S_.

Ainsi il en découle Py [P_(A_)] = S1(A_) et P_[P+(A4)] = S_(A4), ce qui prouve que
A4 ne résout pas Py car A résout P. La démarche que nous avons utilisé ici n’est pas celle
utilisée habituellement pour le probleme de Cauchy (comme dans Taylor [93]).

11.5.2 Théoreme de propagation des singularités réfléchies

On veut montrer le théoreme suivant, qui est le théoreme de propagation des singularités
sur les rayons réfléchis.

Théoréme 11.2 Soit u une solution, quand elle existe du probléme (11.5.16). Soit v une
bicaractéristique de p, passant par un point de Car pN {t = 0} se projetant sur po élément de
W F(up) UWF(u1). Soit po la projection sur T*({x, = 0}) d’un point d’intersection de ~y et
de T*X N{x, =0} .

Si pg € H, on construit les deux bicaractéristiques vy et y_ passant par les deux points de
(=Y (po) N Car(p)). L équivalence suivante est vraie

po € WFy(u) & v CWF(u) ouyv- CWF(u) & vy CWF(u) et v— C WF(u).

v_ Figure 7 o

Preuve On considere les deux points de Carp qui se projettent sur pg (I'un est d’ailleurs po).
Ces deux points sont alors pt = (2,0, 27980&), [0(R) (2,0, &, 70)]2) et p~ = (24,0, &, —[o(R)(xh, 0, &, 70)]2).
On note v, la bicaractéristique pour ¢ (z,€) = &, — [o(R)(z, &), 70)]2 issue de py et v_ la
bicaractéristique de q_(z, &) = &, + [o(R)(x, &), 70)] % issue de p~.
Gréce & I’étude sur le probleme de Cauchy strictement hyperbolique (Section 11.2), vy et
~_ sont les bicaractéristiques de P issues de p* et de p~ (il serait plus juste de dire ”passant
par” car il y a probablement & étudier le signe du coeflicient elliptique pour étre stir du signe du
parametre de la bicaractéristique). De plus, A et A_ permettent de construire respectivement
deux solutions de P, associées respectivement & ¢4 et & g— (sans que cela soit des solutions

de g4 ou de q_).Lorsque u € H'(z, > 0), % est bien défini. Comme u vérifie la condition

de Dirichlet, on en déduit V'égalité PU = 2|, —¢6z,=0-
On suppose 7+ C WF(A4(f4+)) (il suffit, d’apres le théoreme de propagation sans bord,
de supposer que vy NWF (A4 (fy)) # 0). Alors

e N {zn =0} x T,R™ ¢ WF(AL(f+)) N {x, = 0}.

On vérifie que (7 est la projection d'un élément de T*(R"™ x R) N {x,, = 0} sur T*(R"))
WF(fy) C n(WF(Ay(f+)N{x, = 0})cecicar Ay (f4 )|z, =0 = f+. D’autre part, par décroissance
rapide dans un cone autour de (xy, &), & # 0, si (z,&)) € WF(f+), alors par développement
limité au voisinage de x, = 0, F[0(zn) (") Ay (f1) (@', 2,)](£, &) est & décroissance rapide
dans tout cone (petit) construit autour de (zf,0,&),£0) car & # 0 et donc |¢')? + |&,]2
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équivalent & |¢'|? dans ce cone. Ainsi T(WF(A4(f+) N {z, = 0}) = WF(f;). Comme
v+ N{z, = 0} = {p*}, le point py est dans WF(f). Tout point (po,0,&,) est alors dans
WEF(PU), et de WF(PU) C WF(U), on en déduit que pg € WFEy(u) = b(WF(U)). On en
déduit aussi que pg € WF(f_) donc v C WF(A_(f-)), et donc v C WF(U).

Réciproquement, soit pg ¢ WF(%|zn:0). Alors, pour tout &,, (po,0,&,) ¢ WF(%—“J%:()@
8z,—0). En particulier, si (po,0,&E) sont les deux antécédents par II de pg, on sait que ces
deux points ne sont pas dans WF(PU) ni dans W F(ul,,=o). Par théoréme de propagation
des singularités hyperboliques sur U, les deux bicaractéristiques v, et y_ ne rencontrent pas
WEF(U) car elles ne sont pas incluses dans WF(U), puisque 'intersection est vide sur une
demi-bicaractéristique (Ulz, >0 = |y, >0). Ainsi, microlocalement au voisinage de v, et de
v_, U est réguliere.

On considere un point pt ¢ WF(A(f4)). Soit p1 le point d’intersection entre la bica-
ractéristique de P passant par pﬂ_ et {x, = 0}. Par application du théoréme de propagation
des singularités pour un opérateur de Cauchy strictement hyperbolique, la projection p; de p;
dans T*(R"™! x R¢) n’est pas dans WF(f.).

Comme

e = (g 0 Al +
on trouve py ¢ WF(%|wn:0).

D’autre part, on considere p ¢ WF( (%—11). On étudie la possibilité qu’il existe &, tel que
(p,0,&,) €e WF(U). Comme WF(U) C WEF(PU) U Car p, il vient (p,0,&,) € Car p. On note
p+ et p_ les deux points (en supposant que p est hyperbolique. Alors W F(U) contient soit p4
soit p_. Dans les deux cas, on en déduit que la bicaractéristique y4 ou y_ est contenue dans le
front d’onde de U, et donc que v+ C WF(AL(f+)) ouy— C WF(A_(f-), donc p € WF(f4),
ce qui est contradictoire car p ¢ WF(%) et que aaw_qi = (Ty —T-)(f+), et T+ —T— est un
opérateur elliptique au voisinage des points hyperboliques. On a ainsi prouvé le théoreme de
propagation des singularités transverses (Théoréeme 11.2).

Enoncons enfin un théoréme plus puissant que le théoreme 11.2, puisqu’il permet de tenir
compte du cas glancing en partie. Soit w une distribution prolongeable solution de Pu = 0
dans x,, > 0, de prolongée U, et soit go(u) et gi(u) les deux distributions de DY obtenues par
le lemme 11.5 telles que

0 Az, =0)(f+)

PU = go(u) ® bz, =0 + g1(u) @ 0, —-

Théoréme 11.3 (Hérmander [47]) Soit p dans la variété caractéristique, telle que exp(sHp(p))
rencontre x, < 0. On note po le point d’intersection de exp(sHy(p)) et de {z, = 0}. On a
l’équivalence

po € WFy(u) < po € WF(go(u)) UWF(g1(u))

Le lecteur intéressé par de tels résultats peut se reporter, pour une généralisation de ce
théoréme, au résultat de Melrose et Sjostrand [76] qui est un résultat de propagation des
singularités : Soit X la projection sur 7*9) de Car (832 — A), et soit 3p° I'ensemble des
points ol 6; LT(O,I/ ,t,&',7) = 0 pour tout ! lorsque l'opérateur des ondes en coordonnées

redressées est écrit sous la forme 852 + R(zp,2’, Dy, Dt). On a le théoreme de propagation
des singularités le long du flot généralisé :

Théoréme 11.4 Siu € D'(Q°), (9% — A)u € C=(Q°) et uloq € C®(02), WE,(u) C Iy et

W Fy(u) est invariant suivant le flot généralisé hamiltonien (défini dans [76]).

11.5.3 Construction de la solution du probleme de Dirichlet

Nous nous inspirons de Taylor [93] pour la construction de la solution
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Tout d’abord, on considere une solution du probleme de Cauchy associé a ug et uq, notée
. Cette solution est définie microlocalement au voisinage des bicaractéristiques v passant
par un point de WF(ug) U WF(u1). On la suppose définie pour z, €] — ¢,¢[ dans un voi-
sinage des rayons issus des points de WF (ug) U WF(u1). On la note @. On considere le
point o = (z},0,t0,&,£2,70) d’intersection de v et de z,, = 0, en remarquant que le point
(), t0, &, T0) est hyperbolique, que £) < 0 et que I'autre point de la variété caractéristique
est po = (20,0, to, &), —€2,79). On définit la bicaractéristique réfléchie qui est 7 issue du point
po- On considere alors le probleme mixte

Pv=20
U|$n:0 = _ﬂlwn:O

ou v est défini dans un voisinage conique des bicaractéristiques 4. Ce probléme mixte a une
solution (modulo C*) notée v. Alors le front d’onde de v est concentré dans un voisinage
des rayons 4 rayons réfléchis issus des rayons incidents provenant de 7 issu d’un point de
W F(up)UW F(uy). La solution v est microlocalement nulle au voisinage de W F (ug) UW F(u1)
at=0.

La distribution @+ v est une solution, modulo C*° de P(a+v) = 0 dans x,, > 0, 4+v|i=¢ =
ug, O¢( +v) = uy (modulo C*), vérifiant (& + v)|z, =0 = 0.

11.5.4 Analyse du probleme mixte

Nous appelons ici (contrairement & la terminologie classique de la littérature de ’analyse
microlocale) la condition mixte une condition mélant dyu(z’,0,t) et 9., u(x’,0,t). On veut
résoudre le probleme

Pu=0,2(z")0u(z’,0,t) + 0y, u(z',0,t) = 0.

En employant la représentation avec les opérateurs Ay et A_, on étudie une solution sous la
forme Ay (f4+)+ A_(f-) = u. Ainsi, I'égalité sur le bord conduit &

Ty (f+) + T-(f=) + 2(2") [0 0 At |w,=0(f4) + 0t 0 A4, =0(f-)] = 0. (11.5.20)

On remarque que le symbole de 'opérateur 0y o A |, —o, qui est un opérateur pseudo-
différentiel, est égal & i7, car la phase et le symbole ne dépendent pas du temps. L’égalité
(11.5.20) devient

Op(i&; (2", 0p 4 (', €)) + O, 04 +i72(2"))(f4) = —[T-(f-) + 2(2")Op(iT)(f-)]

Si la condition mixte vérifie la condition de Lopatinskii, par exemple si Rez > 0, on a une
égalité elliptique et f est connue en fonction de f_, ce qui permet d’identifier les deux traces u
et 0y, u en fonction de f_. Le résultat de propagation des singularités s’applique alors comme
précédemment.

Dans la section suivante, nous présentons des applications des parametrix de 1’équation
des ondes. Nous nous focaliserons en particulier sur la démonstration rigoureuse, en terme
de propagation des singularités, des lois de Snell-Descartes (réflexion transverse d’une onde
scalaire incidente).

Nous analysons en premier la notion de front d’onde, et nous introduisons des fonctions
adaptées a cette notion : les ondes conormales. Nous utilisons cette représentation pour
construire de maniere explicite le front d’onde de 'onde réfléchie, en utilisant les opérateurs
A4 et A_, pour une condition de Dirichlet.

11.6 Le coefficient de réflexion

Nous voulons ici calculer le coefficient de réflexion induit par ’écriture de la condition
aux limites. Pour le calculer plus facilement, nous introduisons une représentation de ’onde



11.6. LE COEFFICIENT DE REFLEXION 213

incidente qui généralise la notion d’onde plane incidente. Il s’agit de 'onde conormale. Elle
est caractérisée par un symbole et une phase ¢t — 6;(2’, z,,). Cette phase est nulle sur le front
étudié (généralisation de 'hyperplan dans le cas d’une onde plane).

11.6.1 Onde conormale

Le bon outil pour étudier la propagation d’une onde associée & un front d’onde mis sous
la forme ¢t = 6;(x) est une onde conormale. Nous en donnons la définition et nous en étudions
les propriétés :

Définition 11.8 Une onde u(z,t) est une distribution conormale par rapport d la surface
Y ={t=0(x)} quand il existe un symbole o(x,T) € Ser"T_l(]R” x R, C) tel que

u(a:,t)z/ =0 @) o (2, 7)dr.
0
avec

o(x,7) ~ 7% Z ol (x)r .

Cette définition est une application de la définition 18.2.6 et du théoreme 18.2.8 de [47].
Remarque : on dit que l'onde est conormale analytique lorsque le symbole o(z,7) est
holomorphe dans 37 < 0 et qu’il vérifie

supszo/ 1+ |T|2)_ﬂ/2|0'(33, T —is)|2dT < c0.
0

Nous pouvons les représenter de maniere imagée dans la figure suivante, la fonction 6;(x)
pouvant alors se calculer et elle est égale & —5 + ((z +5)% + yQ)% (on vérifie que son gradient
est de norme 1) : Sn{t=3}

LN{t=-1}

u(—1,z) =u;(—1,z) u(-1,2) =0 u(3,z) =0

u(3,x) = u;(3,x)

Nous vérifions que les ondes conormales sont C'* hors du front 3.

En effet, nous divisons I'intégrale en 7 en un voisinage fixe de 7 = 0 et en son complémentaire.
Dans son complémentaire, la seule majoration |o(7)| < 7717¢ conduit & une intégrale absolu-
ment convergente.

On se donne un ordre de troncature N de la série asymptotique tel que a — N < —1. Alors
on peut écrire, sur tout compact K en x, la majoration



214 CHAPITRE 11. PROPAGATION ET REFLEXION

jo(,7) — 0" (z,7)| < Cy .7

qui conduit &

/ e (o (z,7) — o (2, 7))dr

absolument convergente.

Si on considere une dérivée d’ordre m de [ " (*=9@) (g (z,7)—oNFT™ (2, 7))dr, cette dérivée
est aussi associée a une intégrale absolument convergente.

On se fixe un ordre de dérivation m. On vérifie alors par intégrations par parties la relation,
valable hors de t = 0(x) :

1

uN T (2, t) = /eiT(t_e(f”))aN+m(a:,T)dT = (7(96) )p/eiT(t_e(I))afp(UN+m(S,T))dT.

t—0

N+m

Cette relation indique, en choisissant p > a+1, que I'intégrale définissant u est absolument

convergente hors de ¢ = #(x). On remarque aussi que

8ézaﬁ‘uN+m(x,t) = /e”(t_e(x))TlHﬁ'Sa,ﬁ(aN’Lm)(x,T)dT,
et le choix p > [+a+|3]+1 permet de conclure & 'existence dans C¥ de I'intégrale définissant la
dérivée de uNt™. La fonction u est somme de deux fonctions élément de C™ hors de t = 0(x).

De plus, le caractere holomorphe de o(x,7) permet d’écrire 'intégrale en déformant le
contour dans le plan complexe, sur {T —is,s > 0}. On vérifie alors que

u(z,t) = es(tfei(w))/ e”(t*e'i(””))a(x, T —is)dr.
0

La majoration uniforme de o(z,7 — is) et le fait que e *(?:(®)=) tende vers 0 lorsque s tend
vers 400 pour 0;(z) —t > 0 permet d’obtenir que u(z,t) est nulle pour ¢ < §;(x). La fonction
u(x,tg) est supportée dans le demi espace caractérisé par la frontiere tg = 6;(x) ne contenant
pas vwai(ﬁo), el(ﬁo) = to.

Nous donnons deux exemples

Somme de Dirac On suppose que « est un entier positif Ny. On vérifie que, pour ¢ a
support compact dans R? x R

[ [ [em 0@ rldrg(z,t)dadt = i~ [dx [dr [ dtd), (e =0@))g(x, 1)
= i [dx [dr [dtem 0@ ¢, t)
= 2mit [ dzdl ¢(x,6())

La distribution [ e"(*=9@)7l est donc la distribution 27Til5t(20(x) lorsque [ est positif ou nul.
Le cas [ = 0 donne ce que I'on appelle un potentiel de simple couche, le cas I = 1 donne un
potentiel de double couche.

Pour fixer les idées et simplifier les notations, on suppose que 6;(0) = 0 et que le point
(0, V4:0;(0), —1) est un point hyperbolique de R4™* x R,.

Front d’onde On décompose o; en 0¥ et rV. La m-ieme dérivée en ¢ (ou en z) de ul
correspond & un symbole en 77", On effectue alors suffisamment d’intégrations par parties
(licites sur t # 6;(x)) pour que 'intégrale en 7 soit absolument convergente en 7 = +o00. Le
terme 7V se traite de la méme fagon. On en déduit que u;(x,t) est C* hors de t = 6;(z).

%
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Le front d’onde de la distribution u; est alors concentré sur ¢t = 6;(x). On localise u; grace
a x(z,t) au voisinage d'un point (xg, to) tel que to = 6;(xg). La transformée de Fourier de xu;

est :
a(& k) = //ei(T(tfai(w))fktfgw)ai(x,T)x(xj)dacdth

On vérifie que la dérivée en (x,t, 7) de la phase dans cette intégrale est —€ — 7V 0;(x) = 0,
77—k =0,t—6;(x) = 0. La phase présente un point critique en t = 0;(z), £ = —kV,0;(x).
Ceci implique que

WF(u;) C {(z,0;(x), —kV.0;(x), k), k € R*).

Solution On considere 'opérateur P étudié précédemment

9? 0 0 9?

P:PO_azg = g 2 —|—R2(xn, . /)+R1($n, ’8x’>+R0(x"’xl) ~5E

La premiere égalité que nous vérifions est

P( / e gy (2, 7)dr) = / dre’™ (P + 72) (e Wy (x, 7).

Ceci correspond a 'application de la transformée de Fourier en temps a v = Pu.
On utilise alors la section 1.5. On trouve explicitement (R est une forme bilinéaire sur le
fibré tangent T, IR" ™' & parameétre z,, et R; est un vecteur de ce méme fibré tangent) :

z'r9 (z )PO( 179¢(w)a.i(x7 7_))

—2[(82) + Ry(V 0,V 0oz, 7) (11.6.21)
—iT[25%- 89 4+ 2Ry (Va0 Vo) + (Po — Ro)(0:)0]
—|—P00'1'.

On vérifie qu’il existe #; solution de I’équation eikonale

99, .00 00,
(g, Relon )50 507) =

et o; solution des équations de transport

39 60

l 1
8% pr +Z&m]R8I]a + 0, ROl + (Py — Ro)(6;)0! = iPy(al™h)

11.6.2 La phase et I'amplitude apres réflexion

On se donne une onde u;(x,t), conormale analytique par rapport & la surface d’équation
t = 0,;(z), supportée pour t = —T dans la partie de R? ne contenant pas 'ouvert . Dans ces
conditions, par propagation a vitesse finie pour I’équation des ondes, il existe un point de 012,
noté xo, tel que (zq, 0 (z0), V8;(x0), —1) soit dans le front d’onde de u; et que W F (u;)UOQ xR?
soit vide pour ¢t < 6;(zp). Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition :

Proposition 11.7 Soit

™

1 )
ul(x7t) = 2_ AGZT(t—Gi(I))Ji(x’T)dT

une solution de (Py — 0%)u; = 0.
e [l existe une fonction 0,.(x', x,,), telle que
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90, 00,
oz’ Oz’

(52=)2 + Ra(n, ')(
07’(3:/) 0) = 91'(33/, 0)

gwi;(x/v 0) = _8879;(3:/) 0)

)=1

Cette fonction 0,(x) vaut

0r(x) = 0:(y., 0) + yenl — by (x,7;)
Y. = Vetby (z,m.)

ot Y., nl. sont solution du systéme
{ Me = =0y 0i(ye, 0).

La solution u(z,t) = u;(x, t) + u.(x,t) de

(P() — 832)1,1, =0
ult<o = slt<o
(D), (N), (M)
(ot la condition (D), (N), ou (M) est écrite sur u) est de la forme

1

up(z,t) = o

/ eir(t70r(w))ar(x’ 7_)’
R
ot

Ug(xl, 0) = R(D)y(N%(M)G?(CC/, 0).

Dans cette égalité

Bp) = -1
Ry =1 -

P2 0)-2(a) &0 2 (' 0)—2())
R x/ — CETS — n Ox .
() (@) k(@ 0)—2(x) & (2, ek (a7,0)— ()

Nous représentons dans I’ensemble de figures qui suivent la réflexion d’un front par une
ellipse. Ces dessins proviennent de I'application des lois de 'optique géométrique.
Figure 8

front a t=-3 front a t=-2




11.6. LE COEFFICIENT DE REFLEXION 217

front a t=I front at=2

On effectue un changement de coordonnées semi-géodésiques, qui correspond & ce point xg
et on effectue une translation en temps, pour que le temps ¢’ soit ¢ =t — 6;(x¢). Le point xq
sera alors associé au point (0,0) en coordonnées semi-géodésiques.

On suppose donc que le front d’onde de u; contient le point

pa = (Oa 07 vz’91(0)7 vznGZ(O)a _1)

et que, pour fixer les idées, ce point est le premier du bord atteint par w;. On cherche la
solution du probleme

Pu=0,z, >0
U|mn:0:O
u—u; € C°t< =T

Nous relions alors ce calcul classique de résolution des équations de Helmholtz au calcul fait
sur Ay et A_ en considérant la trace de la solution u; sur z,, = 0 et en appliquant 'opérateur
A, pour trouver la solution réfléchie et 'opérateur A_ pour obtenir la solution incidente.
En effet, écrivons la solution de ce probleme sous la forme v = wu; + u,. Le probleme

devient :

Pu, =0,2, >0

ur|wn:0 = _ui|wn:0

ur € C*°,t < =T

L’ensemble des points de T* (IR® xR, )N xR xR qui se projettent sur pg = (0, V,6;(0,0), —1)
est caractérisé par £2 = (V,,,0;(0,0))2. Lorsque V,, 0;(0,0) est non nul, py est un point hyper-
bolique pour p. Nous nous placons dans cette hypothese. Remarquons que nous avons utilisé
ici le fait que 7(t — 0;(2’, z,,)) est solution de I’équation eikonale. Notons aussi que W F(u; —
A_(u;|z,=0)) = 0 dans un voisinage de tous les points de v_(py ) = {exp(sHp(py)),s < 0}.

La bicaractéristique pour P de symbole principal

p= T2 - 5727, - R2($n7$/)(§/751)

issue de p, est caractérisée par le systeme d’équations

t=2r

=0

j.:n = _2511

gn = awnRQ(glaé-/)
i = —2Ry(¢))

§' = 0w Ra(£',¢)
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avec condition initiale
t(0) =0,7(0) = —1,2,(0) = 0,£,(0) = V,,6:(0,0),2'(0) = 0,£'(0) = —V,.0,(0,0).

En particulier 7(s) = —1, t(s) = —2s. On vérifie ainsi que la derniere relation du systéme, qui
est u, € C°,t < =T implique

WEF(u,) N{—2s < =T,exp(sH_p(py ))} =0

ou encore
WE(u,) N{s > 0,exp(sHp(py)),s > T/2} = 0.

En termes imagés, u, n’a pas de front d’onde sur la bicaractéristique rentrante de P arrivant
au point pg .

Ceci se traduit par le fait que, microlocalement au voisinage de cette bicaractéristique
rentrante u, est nul. On définit la bicaractéristique sortante associée au point

pf’)_ = (07 vw’ai(o)u _vwnai(0)7 _]-)

Par Panalyse sur les opérateurs A et A_, lorsque le point (0,V,/0;(0),—1) est dans le front
d’onde de f, alors la bicaractéristique 74 est contenue dans le front d’onde de A4 (f).
Microlocalement au voisinage de v, on a prouvé que u, = —Ay (u;y, =0)-
On vérifie que u, est accessible de deux fagons : un théoréeme de phase stationnaire et un
calcul de solution réfléchie pour des équations eikonale et de transport. La deuxieme vision
est immédiate. Pour la premiere, on rappelle I'existence de o et de ¥ tels que

AL(P)a) = [ [ e o, (o6 iy )ay e

On remplace f(y') par —e %" 0g.(3/,0,7). On obtient

up(2,7) ://e“”(w’gl)’iy/g/’T‘)i(y/70)a+(x,§')ai(y’,O,T)dy'dfl.

Un changement de variable permet de se ramener & i’ = £’. Le théoréme de la phase station-
naire en (y’,n') donne
{ =1 — Vybi(y;,0) =0
Vetby(z,m) —ye =0
Il est clair que pour z = 0 ce systéme admet pour solution y., = 7., = 0. Pour z,, petit, on
vérifie Yo (z,n') = 2’0’ + zpg(z,n’) done Vypy(z,7) = 2’ + 2,V g(z,n’). On vérifie donc
que le point critique est de la forme

{ yé =1z’ + fnvn’g(%??é)
Me = —Vy0i(yc, 0)

Pour z,, = 0, on retrouve y, = &’ et 1), = —V,,6;(2’,0). La valeur critique de la phase ainsi
obtenue est z’.n' — 'y’ — 0;(2',0) = —6;(2',0).

Pour z,, > 0, ’équation donnant ., est

yé — iC/ + xnvn/g($7 —Vy’al(yé))

Cette équation implicite en y’, est résoluble dans un voisinage de x,, = 0 puisque sa différentielle
est de la forme Id+ x,Hess,s gHess,0;, inversible si x,, est assez petit. Ce systeme admet donc
une solution unique (y.(z),n.(z)). La valeur critique est notée —6(x) avec

0(x) = 0:(ye(x), 0) + ye(@)-ne(z) — Y (z,7.(2))

On controle que le Hessien est non nul et que

[V (6:(y,0)) + nl )] 22 + () — Vb (2,1l ()] S = Vit (2, ()
_vr"r/)+ (33, 772(33))

V.0(x)
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La phase 6(z) est, on le voit, solution de I’équation eikonale associée a A. Nous avons
donc construit la phase 6, attendue pour ’onde réfiéchie par x,, = 0. Nous résumons dans

Lemme 11.6 Soit 0;(x’, z,,) la fonction caractérisant le front de I'onde incidente. Soit 4 (z,n)
la phase caractéristique de lopérateur intégral de Fourier sortant Ay . On désigne par (y.,n.)
la solution de

{ —772 '0 (yc7 ) =0
V§/¢+(x ) = Ye =0
Alors
Or(x) = 03y, 0) + yeme — ¥ (x, 7).
Il s’agit maintenant d’identifier le coefficient de réflexion. Pour ce faire, on écrit

wi(z,t) = A_(Uile, =0), ur = —A4(h(2',1)).

La condition aux limites de Dirichlet donne u; + u,, = 0. On obtient ainsi

A_(tilz,=0)|z,=0 — A4 (h(z", 1)) |z, =0 = 0.
Les opérateurs A_ et A, sont l'identité sur x,, = 0, donc h(z’,t) = u;(2’,t). On en déduit
immédiatement
R(D)(JZ/,T) =—1.
La condition aux limites de Neumann est 9, (u; + )|z, 0. Elle se traduit donc par

0 0

o0 A_(Uglz, = —0— =0 Ay (h)|e,=0-
o, ( Z|zn 0)|zn 0 oz, +( )|zn 0
On utilise alors 0, ¢+ = —0,, ¢—. Comme nous sommes au voisinage d’un point hyperbolique,
cette quantité est non nulle. Il vient alors, en regardant 'asymptotique en 7, que
8¢+ /
x',0 2',0)+h 0.
oz, (', 0)[o7 (2",0) + h(z")] =
Comme o, est obtenu en calculant A (he =700 et que A, est I'identité sur z,, = 0, on

trouve
Ry =1

Enfin, la condition aux limites mixte s’écrit
8zn (uz + ur)|rn:() + Z(I/)at (uz + ur)|zn:0-

On remplace alors 0; par @7, O;, At|s, =0 par —zr%ﬁ* (2',0) et 0., A_ par ”6¢>+ (z',0). On
obtient

¢4
Oy,
On obtient ainsi

0p
3xn

—T

(z',0)0Y(2',0) — (2, 0)h(z") + itz (2")[os(2',0) — h(z")] =0

(') + 52 (a7,0)
2(a) — 52 (2, 0)

Le coefficient de réflexion s’en déduit immédiatement

op(a!,0) =

h(z").

Oxy,
R (@) = 55t

Nous résumons dans
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Lemme 11.7 Le coefficient de réflexion en fonction de la condition aux limites est

By =—1

R(N) =1

S (a,0) — 2()
g (@,0) = 2(a)

On reconnai t les cas limites z = 0 (qui permet de trouver (N)) et z = oo (qui permet de
trowver (D)).

R(M) (ﬁl) =




Chapitre 12

Les valeurs propres du Laplacien
(C. Bardos)

La détermination des valeurs propres du Laplacien, ou plus généralement d’un opérateur
elliptique sur une variété compacte avec ou sans bord est un probleme de mathématiques
“pures” qui trouve de nombreuses applications aussi bien en mathématiques fondamentales,
théorie des nombres ou géométrie, qu’en physique (comme cela est expliqué dans I'introduction
de 'article de Balian et Bloch (1970) [7]), physique nucléaire et électromagnétisme, et enfin
dans les sciences de 'ingénieur (acoustique d’une salle de concert par exemple).

Les premiers résultats datent de 1911 et sont dis & Hermann Weyl, ils donnent un équivalent
du comportement asymptotique de ces valeurs propres.

Plusieurs idées sont apparues par la suite ; le noyau de la chaleur s’est révélé étre un outil
commode (Minakshisundaram et Pleijel (1949) [78]) et le lien avec la géométrie riemannienne
s’est imposé (Mac Kean et Singer (1967) [71]).

Mais comme 'ont observé Keller et Rubinow (1960) [53] ainsi que Balian et Bloch [7],
la distribution des valeurs propres présente des oscillations dont le noyau de la chaleur ne
peut pas rendre compte. Ces oscillations sont dues a la contribution des géodésiques fermées.
Il s’agit donc d’effets globaux. Ainsi les opérateurs intégraux de Fourier se sont avérés étre
I'outil le plus adapté a la mise en forme rigoureuse de ces observations.

Sans prétendre a la nouveauté, on se propose dans le présent chapitre d’illustrer ces idées et
de montrer comment la sophistication des outils va de pair avec la précision des résultats. Si-
multanément, on essaie de faire preuve “d’économie” dans cette présentation et de n’introduire
les outils que lorsqu’ils deviennent indispensables a ’amélioration des résultats.

12.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’évaluation des valeurs propres d’un opérateur elliptique du
second ordre, soit dans un domaine borné de R™, avec pour fixer les idées la condition de
Dirichlet :

u =0 sur 0.

soit sur une variété compacte sans bord.

Les informations les plus élémentaires sur ce comportement peuvent s’obtenir par un calcul
direct (principe du maximum) puis grace & une série de Lévy (qui s’interpréte comme un calcul
pseudo-différentiel). Pour accéder aux résultats “optimaux” il est nécessaire de tenir compte
de la géométrie globale du probleme et donc d’utiliser des Opérateurs Intégraux de Fourier.
C’est cette démarche que 'on se propose d’illustrer dans le présent chapitre.

On désigne donc par L un opérateur du second ordre qui s’écrit sous la forme :

221
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Lu= =Y 8i(a" (2)0u) + Y _b'0; +c =~V (A(2)Vyu) + B(2)Vou + c(z)u  (12.1.1)

ol A désigne une matrice symétrique réelle définie positive , B.V, un champ de vecteurs et ¢
une fonction scalaire.

On suppose qu'il existe sur 2 une densité 0 < Y (z) € C*°(Q) qui symétrise L c’est-a-dire
que pour tout couple de fonctions (u,v) € D(L) x D(L) on a :

/ Lu(z)v(z)Y (z)dx = / u(x)Lv(z)Y (z)dz, / Lu(z)u(z)Y (z)dx > 0 (12.1.2)
Q Q Q

Dans ce cas il existe des bases Hilbertiennes de L?(Q2) formées de fonctions propres wy,(z) de
Popérateurs L :

Lwy(z) = Mwi(x) dans Q,wi(z) = 0 sur 9 si Q n’est pas une variété sans bord

On désigne donc par
0< <A <A< < Ak

la suite de ces valeurs propres comptées avec leur multiplicité. Cette suite tend bien str vers
I'infini avec k et on veut obtenir des informations sur son comportement asymptotique lorsque
k tend vers I'infini.

Il s’agit donc d’une analyse & hautes fréquences (ce qui rentre bien dans la théorie asymp-
totique). De plus dans de nombreuses applications physiques on sera amené & considérer des
valeurs “pas trop grandes” et ainsi la précision du comportement asymptotique devient une
issue importante.

Pour simplifier I'exposé et pour mettre encore plus en évidence le role de la géométrie, on
se limite au cas ou L s’identifie au Laplacien sur 2 muni de la structure Riemannienne ad hoc.
En fait, a cause de ’aspect haute fréquence, seule la partie principale de ’opérateur intervient.
On peut donc toujours se ramener au cas du laplacien qui contient les aspects géométriques de
la théorie des OIF, ainsi on suppose que dans un systeme de coordonnées locales cet opérateur
s’écrit sous la forme (invariante par changement de coordonnées riemannien) :

v/ detg

Dans (12.1.3) intervient la matrice symétrique définie positive : A(z) = {a%(x)} associée
au symbole principal de lopérateur (A(z)E,€), g(x) est la matrice qui définit la structure
riemannienne, elle est reliée & A(z) par la formule (déduite du calcul variationnel via la trans-
formation de Legendre) g(z) = (A(x))~ 2. L’élément de volume (cf (12.1.2) ) est donc

dv(z) = Y(x)dx = +/ detg(x)dx
formule qui identifie les densités d’ordre % et les fonctions selon I'isomorphisme :

[ fy/ detg(z)dx

Pour évaluer le comportement asymptotique des valeurs propres il est commode d’intro-
duire plusieurs objets :

Lu=—-Au=— ! Z&'(a”(x)\/ detgd;u) (12.1.3)
j

1. La fonction de dénombrement :

N(A) = Card{\; < A}

2. La trace de 'opérateur de la chaleur

Trace e~ 'L = Z et (12.1.4)
k
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3. La fonction de dénombrement des fréquences :

4. La trace de 'opérateur des ondes

Trace costVL = Z itV Ak (12.1.5)
k

Le terme 1 dans le second membre de (12.1.5) correspond & la valeur propre 0 qui est présente
(et simple) dans le cas d’un ouvert sans bord, elle disparait dans le cas d’un ouvert & bord et
bien str n’influe pas sur le comportement asymptotique des valeurs propres. La fonction de
dénombrement est 'inverse de la fonction k — A ; il n’est pas évident et cela sera prouvé ci
dessous que les expressions figurant au membre de droite de (12.1.4) et (12.1.5) soient bien
définies mais il convient d’observer que, au moins formellement, la trace de 'opérateur de la
chaleur est la transformée de Laplace de la distribution

3500 M) = SN
k

tandis que la trace de I'opérateur des ondes est la transformée de Fourier de la distribution

Z GER2YD)
k
et que 'on a enfin :
]\7(7-) = %/ dT/ e { Trace cos t\/z}dt.
™ Jo —00

L’objet le plus facile a étudier est le noyau de la chaleur et on prouvera ci dessous on a pour
t > 0 et voisin de zéro un développement asymptotique de la forme suivante

ST e = (drt) ™2 3 aptt 4+ 0(1). (12.1.6)
k

0<k<n

Les termes de ce développement ont une interprétation géométrique intrinseque. En particulier
dans le cas du Laplacien “plat” sur un ouvert borné de R", le premier coefficient n’est autre
que le volume de €2, le second est proportionnel a la surface du bord etc... De plus pour une
variété sans bord seuls sont présents dans (12.1.6) les puissances paires de k.

Le formule (12.1.6) s’obtient par des calculs treés directs (cf MacKean et Singer [71]) qui
peuvent aussi s’interpréter comme le recours aux opérateurs pseudo-différentiels (cf Taylor [T
paragraphe 8.3 ).

Le théoréme Tauberien de Karamata, [87], [52] (Théoréme 12.2) permet alors de d’obtenir

lestimation de Weyl
ag

D% +1)(4m)/2

Si la fonction de dénombrement N (\) admettait pour A — oo un développement en puissance :

N(A) ~

N(A) = boA® 4+ by A" o+ bpA + AP (1 +0(N)), s9> 81> ... >0 (12.1.7)

alors il en serait de méme de sa transformée de Laplace, (c’est 'objet d’un théoreme tres simple
dit théoréme abélien (Théoréme 12.1) dont la preuve est rappelée ci dessous), pour ¢ — 04
et les coefficients b; se déduisent des coefficients a; du développement de la transformée de
Laplace par une simple identification selon la formule :

Y= M (s —1) oLy, (12.1.8)

{1
k>0 0<I<(p-1)



224 CHAPITRE 12. COMPTAGE DES VALEURS PROPRES

Les pathologies de I’asymptotique proviennent du fait que la fonction N(\) n’est en général
pas, jusqu’a un ordre convenable, somme de puissances, elle contient des termes oscillants qui
sont dus a des effets géométriques non locaux. C’est pour cela que le recours a la trace de
Popérateur des ondes s’impose.

Pour terminer cette introduction on prouve le théoréeme abélien et le théoreme tauberien
de Karamata et on donne deux résultats permettant d’utiliser la transformée de Fourier de la

distribution
Z 5(7’ + \/Xk) .
k

Il convient de remarquer que le dernier de ces énoncés contient des informations plus précises
que ceux qui n’utilisent que la transformée de Laplace.

Théoréme 12.1 (Théoréme Abélien) Soit du une mesure de Borel sur [0,00) ayant le com-
portement asymptotique sutvant :

lim A™7ul0,\) =C, avecy>0. (12.1.9)

A—0o0

Alors on a -
lim ﬂ/ e Mu(\) = CT(y+1).
0

t—0t

Démonstration. On introduit la fonction
A
GO =+ 17 [du= (k) TFQ)
0

Par hypothese G()) est une fonction uniformément bornée sur [0, 00) qui tend vers C' lorsque
A tend vers l'infini. Une intégration par parties au sens de Stieltjes donne alors

O[T e du(N) =t [T e AR (A)dA
=17+ [ e (A 4+ 1)TG(N)dA
= [ ety +1)G(Y)dy.

Pourt <1,
ey +1)7G(5)

est uniformément borné dans L'(IR;) et pour ¢ tendant vers zéro, (y + t)7G(%) converge
simplement vers C'y”. Ainsi (12.1.9) se déduit ainsi du théoréme de convergence dominée.

On remarque que le théoréme 12.1 peut s’appliquer au second membre de (12.1.7) et qu'il
conduit alors a l'identification des termes de ce second membre en fonction du comportement
en puissance de la transformée de Laplace. Mais comme la transformée de Laplace lisse les
fonctions, le théoreme réciproque est bien moins précis, en I’absence de I’hypothese concernant
le développement en puissances. Il est un peu moins trivial et c’est le célebre

Théoréme 12.2 (Théoréme Taubérien). Pour toute mesure p positive sur [0,00) la relation
/ e Mdu(\) ~t7%, >0, — 04 (12.1.10)
0

implique pour X\ — oo la relation :

A S
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Démonstration.
On utilise la transformation qui, & toute mesure o, associe la mesure o; définie par la
formule
oi(A) =too(t 1 A).

Cette transformation laisse invariante la mesure dv = k*~1ldk et la conclusion (12.1.11) se
reformule selon la relation :

. 1
fim [0,1) = e v(0.1)).

11 suffit donc de prouver la relation plus forte :

tim [ f@u(e) = 775 [ f@hivta) vF e CFl.00).

t—04

L’hypothese (12.1.10) (la positivité joue un role important) implique que la famille de mesures
e~ tdpy est uniformément bornée. Ainsi il suffit de prouver (12.1.8) pour f appartenant & un
sous espace dense de fonctions continues tendant vers zéro a I'infini. On utilise enfin la densité
des polynomes en e~* (Stone Weierstrass!) pour lesquels un calcul exact est immédiat.

Voici enfin les deux énoncés impliquant non pas la transformée de Laplace mais une analyse
de Fourier.

Proposition 12.1 Soit S(t) une distribution uniformément d’ordre fini sur Ry. On suppose
que zéro est un point isolé de son support singulier et qu’apres localisation (par une fonction
0 égale a 1 au voisinage de zéro et ne rencontrant pas le support singulier de S(t) en dehors
de zéro) on a :

(65)() = ()" 71" 37 el

k>0
Alors pourt — 0 on a
> 1 n k
—tT ~ n k
<eTTS(n) > (5)F Y art® +0(1). (12.1.12)
avec )
ar = (5-)*T(n— k)pi (12.1.13)

Démonstration. On introduit donc la fonction 8(¢) et on décompose S(t) en la somme de deux
distributions Sy (¢) = 0(t)S(t) et Sa(t) = (1 — 6(¢))S(¢), la premiere est localisée au voisinage
de zéro, sa transformée de Fourier est donc une fonction réguliere qui, pour 7 tendant vers
I'infini, a un comportement asymptotique donné par

(65)(r) = (o)™ S el

k>0

Sa contribution :

1 o0
G [ e

k>0

fournit par un calcul évident (du type théoréme abélien) la relation (12.1.12) pourvu que soit
établi que la contribution de Sa(t) dans le premier membre de (12.1.12) est négligeable; et en
effet on a d’apres Plancherel

o0 2 ~ ]. s2
/ e TSy (T)dT = V21 < Eefﬂ,Sg(s) > .
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Maintenant, comme S3(s) est uniformément d’ordre fini (dérivée au plus m fois d’une fonction
continue bornée) et comme son support ne rencontre pas 0, on a

M)

c

1 32
< EQ_E,SQ(t) ><e t,

ce qui termine la démonstration du théoreme 12.1.

L’énoncé suivant permet de préciser le comportement asymptotique d’'une mesure du dont
la transformée de Fourier est connue dans un voisinage I de zéro. Pour filtrer on introduit
une fonction de troncature (en Fourier) ¢ construite de la maniere suivante. On choisit 1) €

C°(—3, %) de norme L? égale & 1 et on pose

b= WP x i, dalr) = ~0(0).

Bien entendu le support de ¢ est contenu dans l'intervalle | —1, 1] et celui de $q dans intervalle

—]L, 1. Enfin ¢ est une fonction strictement positive sur tout R. On a le théoréme (Lemme

a’a

17.5.6 volume III. p 50 de Hormander [47])

Théoréme 12.3 Soit u une fonction a croissance tempérée vérifiant u(0) = 0. Soit d’autre
part v une fonction localement & variation bornée avec v(0) = 0.
On suppose que ces deux fonctions vérifient les estimations suivantes

|dv(7)] < Mo(|7| + ag)"~'dr
[(dp = dv) x da(T)] < Mi(|7| + a1)"

(12.1.14)
avec k € [0,n—1] et a < ag, a < ay. Alors
|u(7) = v(7)| < C(aMo(|7| + ag)" ™" + My (|7] + a1)")

ot C est une constante qui ne dépend que de k et n.

Démonstration. Comme ¢(7) est strictement positive sur IR, il existe une constante
¢o > 0 telle que, sur lintervalle | — %, %[ on ait ¢ > c¢g et ainsi il vient :

T+%a
cocfl/ dp < dp* ¢a(1) < CaMo(|T] + ag)" ' + Mi(|7| + a1)") (12.1.15)
T*%a

en effet il suffit de majorer convenablement |du * ¢4 (7)| ce qui, avec (12.1.14), résulte des
relations :

| % da(7)] < [(dp — dv) * $a(7)| + |dv * ¢a(7)| < C(aMo(|7] + ag)" " + Mi(l7| +a1)") .

En divisant l'intervalle (0,s) en |s| + 1 intervalles de longueur inférieure & 1 on déduit de
(12.1.15) la relation

lu(r) — p(r — as)| < C(al|s| + 1) Mo(|7| + ao + als|)" " + My (|7| + a1 +a|s|)") (12.1.16)
En multipliant (12.1.16) par ¢(s) et en intégrant on obtient la relation essentielle :
|u(T) = px @a ()| < C(aMo(|7| + ao)" ™" + Mi(I7] + a1)")

et la démonstration se termine en utilisant & nouveau la seconde relation de (12.1.14).

12.2 Trace du noyau de la chaleur.

L’opérateur L est (avec une définition convenable de son domaine) le générateur d’un semi
groupe fortement continu dans L?(Q) et par le théoréme des noyaux on a :

e f(x) = / K(t,2,9)f (5)dy
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Il résulte aussi de la régularité des solutions de I’équation de la chaleur que, pour tout ¢t > 0,
ce noyau est une fonction bornée. D’autre part la décomposition spectrale de L (avec les
conditions aux limites s’il s’agit d’'un domaine borné avec frontiere) conduit & la formule :

(e f)(x) = / Kt ) 0)io(y) = e~ une) / wi () () do(y)

Des théoremes classiques sur la régularité des solutions des problemes elliptiques, il résulte
que les séries

Ze_t)"“|wk(x)|2, r€Q
k

Ze*”"“ = Ze*”"“/ lwg (z)|2dv(x) = / K(t,z,z)dx = Trace e 'F (12.2.17)
. . Q Q

sont (pour tout ¢ > 0, sont mais pas pour ¢ = 0) convergentes et en particulier le noyau de
Popérateur de la chaleur est un opérateur a trace.
On commence par traiter un cas élémentaire.

12.2.1 L’asymptotique de Weyl pour le probleme de Dirichlet a co-
efficients constants

On considere les fonctions propres et les valeurs propres du Laplacien “plat” A dans un
ouvert 2 borné avec conditions de Dirichlet :

—Awy, = Mwy, , wi(T)ag = 0.

On introduit le noyau de la chaleur dans ’espace entier :

1 _le—y|?

Eg(t,ﬂf,y): (47Tt)%e 4

Pour t > 0, x et y dans Q cette distribution est (par rapport aux variables x,t) solution de
I’équation de la chaleur ; elle vérifie les mémes conditions initiales mais de plus sur le bord elle
est strictement positive ainsi, d’apres le principe du maximum, elle majore le noyau du semi
groupe de la chaleur avec condition de Dirichlet selon la formule

0< K(t,z,y) < Eo(t,z,y), V(t,z,y) €e Ry x QA x Q.
De cette équation on déduit tout de suite la relation :
/ K(t,z,z)dr < % vol(Q2) .
Q (4mt)=
Ensuite pour tout € > 0 fixé on introduit un ouvert O qui approxime 2 a € > 0 pres par

l'intérieur :

0cOcCQ, vol (Q\0)<e.

On note d(y) la distance d’un point y & 9Q et § = 6O la distance de O a 2 et on observe que
Pon a (toujours d’apres le principe du maximum) :

0< Eo(t,z,y) — K(t,x,y) < e A, (12.2.18)

En étudiant le comportement de la fonction
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et en choisissant ¢ > 0 assez petit (O et § fixés, t < ) on en déduit la formule :

1 2
0</ Eo(t,x,x)dx—/ K(t,z,z)dr < e %
o o

Ceci donne
hm (4mt)® K t,x,z)dr = h%l 47rt)%/ Eo(t,x,x)dx
t—04 o

En réutilisant (12.2.18) on en conclut que l'on a :

Vol(Q) > (4nt) % Jim [ K (t, 2, )dz > Vol(Q) —
Avec la relation (12.2.17) et le Théoréeme 12.2 (Théoréme taubérien) on obtient I’estimation
de Weyl :

Théoréme 12.4 (Estimation de Weyl) Le comportement asymptotique de la fonction de
dénombrement des wvaleurs propres du Laplacien “plat 7 dans un ouvert borné est “au pre-
mier ordre” donné par les formules :

Vol($2 4

VoY) g o AT g2 (12.2.19)
(5 +1)(4m)2 (Vol(2)) =

Remarque 1 Le volume de la boule unité dans R™ est donné par la formule (cf. Schwartz
Méthodes Mathématiques de la Physique page 350)

w3

N = #{h <A} ~

0
C, = —
I(z7)
ainsi 'asymptotique de Weyl sécrit aussi sous la forme :
Cn
N ~ Vol(Q) -2 \3 / / dude (12.2.20)
(27‘()" 27‘1’ (€12<N)

formule qui sera généralisée dans les paragraphes suivants.

12.2.2 La méthode des coefficients gelés et les sommes de Lévy

Pour systématiser les résultats sur la trace du noyau de la chaleur on procede en deux
étapes.

e on généralise d’abord a un probleme a coefficients variables sur une variété sans bord,

e ensuite on traite I'influence du bord.

Les calculs faits dans Mac Kean et Singer [71] et que I'on reproduit ici sont sont essentiel-
lement explicites. Ils peuvent bien sur s’interpréter en termes de calcul d’opérateurs pseudo
différentiels ce que le lecteur trouvera dans Taylor [93](volume 2 page 55). On remarque que
comme le noyau de la chaleur est régularisant I’analyse est locale et donc le recours aux
opérateurs intégraux de Fourier n’est pas contrairement a ce qui sera exposé dans la section
12.3 nécessaire.

Suivant les notations de 'introduction on considere donc le noyau de l'opérateur de la
chaleur pour une variété compacte sans bord. En coordonnées locales celui ci s’écrit sous la
forme

= [ Kt i) (12.2.21)
Q

Bien str le noyau K (¢, z,y) est symétrique en (z,y) et positif.
Enfin comme c’est & la fois une étape de la démonstration et un outil pour la suite (grace
au Théoreme 12.3) on étudie la série :

Ze_)"‘thuk K(t,z,x), x€ (12.2.22)
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en gardant a I’esprit qu’il s’agit d’une série convergente et que 1’on a :

Akt — x,x)dv(x). 2.
Zk:e —/QK(t, ,x)dv(x) (12.2.23)

Pour = # y, K(t,x,y) est & décroissance exponentielle en % pour t tendant vers zéro. Ainsi
pour 'asymptotique du second membre de (12.2.22) on utilise des coordonnées locales et la
formule (12.1.3) :

V detyg

On peut étendre opérateur & R™ en supposant qu’en dehors d’une boule de taille convenable
il col ncide avec le laplacien usuel, puis on “gele” alors les coefficients au point y ce qui conduit
a I’équation parabolique & coefficients constants :

Lu=—Au=— ! Z@i(aij (x)y/ detgOju)
etg 7

O = V- (A(y)Vou) = Lyu, u(z,0) = f(z)

dont la solution élémentaire est donnée (faire un changement de variables) par

u(t, ) = (dmt)~"/? / e~ U fetg(y) £ (2)dx

On pose donc

_71/26_ (g(y)<I—4zt)~<z—Z))

K, (t,z, z) = (4nt) (12.2.24)

Jjlai essayé de refaire le calcul, je ne comprends pas car il me semble que K(0,z,y) =

K,(0,2z,y) =0 D’une part on a :

[ K(t,x, 2)\/detg(z) Ky (0, z,y)\/detg(y)dz
= K(t,z,y)\/detg(y) [ Ky(t,z, 2z)\/detg(y)K(0, z,y)+/detg(z)dz
= Ky(t, 2, y)\/detg(y)

et d’autre part on a aussi :

K(t;xyy) detg(y) — Ky(t, x,y)\/ detg(y) (12.2.25)
= /5 ds% Jrn K (5,3, 2)/detg(2) Ky ((t — 5), 2,y)+/ detg(y)dz

En simplifiant (12.2.25) par y/detg(y) et en utilisant les propriétés des solutions élémentaires
il vient enfin

K(t,z,y) — K, (t,z,y) :fgtdsznL(K(s,x,z)) detg(z) K, ((t
t

—S),z,y)dz
s Jo K (5,2, 2) QgL Ly Koy (¢ — ), 2 )

(12.2.26)
—Jo

L’opérateur de Laplace Beltrami étant autoadjoint pour la forme de volume /detg(z)dz on
peut réécrire I’équation 12.2.26 sous la forme :

K(t,x,y)—Ky(t,a:,y)z/O ds - K(s,z,2z))(L — Ly)(K,((t — s),z,y))\/detg(z)dz .

(12.2.27)
On introduit les notations suivantes :

et .
g#)t0) = [ [ gl it~ s, Aoty dzds
nJo
qui permettent de réécrire (12.2.25) sous la forme suivante
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On désigne par f##(t,z,y) la suite de fonction définie par la récurrence :
FHE = f D = K

Dans la suite de cette construction on désigne par c et d différentes constantes indépendantes
de (t,z,y) et on observe que f vérifie 'estimation :

_ 3 _ )
()] < e(E2E 4 BV e g0 (12:2.28)

et on en déduit la majoration :

c k_n |x—y|2)

#k (¢ <  ¢7 —d
|f (7w7y)|,r(%+1) 7 exp ( -

La série (appelée Somme de Lévy)

S(ty,y) = ¥t 2, y) (12.2.29)
E>1

converge uniformément sur tout compact de R;" x R®" et Sy (t), sa somme & Pordre N vérifie
la relation :
K =K, + Sy + K f#N+1),

soit en faisant tendre N vers I'infini, on obtient I'unicité du noyau pour la solution de I’équation
de la chaleur. On a enfin la relation :

K(t,x,y) = K,(t,z,y) + Y K, #f#f#..4f k fois
E>1

On résume le calcul ci dessus dans la

Proposition 12.2 Soit L l'opérateur de Laplace Beltrami associé a une variété sans bord 2

alors le noyaux de la solution élémentaire est en coordonnées locales donné par la série :

n (@) (@—2),(z—2)) :

e (1 +t2pi(t,a,y) + tpa(t, @, y) + o + t3py(t, 2, y)...)
(12.2.30)

K(t,z,y) = (4nt)~

avec

Ck

ta z, é rrn . 47
En explicitant le développement asymptotique du second membre de (12.2.30) on obtient (cf.
Minakshisundaram et Pleijel [78] pour une démonstration complete) la formule

Ze Mty () K(t,z,x) = (4mt)~ Zak % (12.2.31)

k>0 k>0

Les étapes suivantes de ’analyse sont alors d’une part le calcul des coefficients

ak:/ﬂak(x)dv(ac)

intervenant dans le développement de la trace du Laplacien et d’autre part la généralisation
de cette formule & un ouvert sans bord.

Une remarque essentielle due a Mac Kean et Singer est que ces coefficients ne dépendent
que d’objets géométriques intrinseques et donc que 1’on dispose de moyens de calcul également
intrinseques. Plus précisément, par(g) est un polynéome homogene en la métrique g et en ses
dérivées covariantes, associée a une 2k—forme différentielle. Comme le calcul est local il se fait
au voisinage d’un point x choisi pour simplifier égal & zéro. Avec des coordonnées géodésiques,
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on voit que la matrice g(x) se développe en fonction polynomiale du tenseur de courbure R et
de ses dérivées covariantes. Ce tenseur est défini par le développement au premier ordre selon
la formule de Taylor :

9ij(x) = 0y + 3 R’“ apry + O(|zf?) (12.2.32)

On observe ensuite que aj est un polynome homogene de degré k en R et en ses dérivées
covariantes, il en résulte, avec les symétries du laplacien que les coefficients d’ordre impair
sont nuls.

On introduit ensuite les fonctions (qui sont intrinseéques sur €2 c’est a dire invariantes par
changement de coordonnées riemannien) :

K=—Y"RY

et
A =(X,.; R =K?
B =3, (R (12.2.33)
¢ = Zz]kl (Rkl)

On note, pour une variété avec ou sans bord (dans le cadre d’une variété sans bord on ne
définit pas S et J) :

V = [,dv(z) le volume riemannien de {2

S = /s da la burface riemannienne de 99

K = f BQ (z) la courbure intégrale de Q

T = Jo0) da la courbure moyenne intégrée deds?

et on a le

Théoréme 12.5 Soit Q@ une variété Riemannienne compacte sans bord, de dimension n et L
lopérateur de Laplace Beltrami correspondant alors on a la formule de trace suivante :

Spe M= [ KUtz x)dv(x)

(nt) 3 {Y + 5K + 15 [o(10A — B+ 2C)dv(x) +0(°}} (12:2.34)

Corollaire 12.1 Si Q est une variété compacte de dimension 2 la formule (12.2.34) se
réécrit :

L
S [ Kinaivye) = = T o [ K@) 223)
k Q

ou E désigne la caractéristique d’Euler [25], égale d 5 [,, K

Commentaires et Démonstration. La formule (12.2.35) se déduit de la formule (12.2.34)
avec des changements de notations et des arguments de géométrie. D’abord on parle de surface
au lieu de volume, ensuite on utilise la formule de Gauss Bonnet :

1
- 55 [ Kavy(@)

et la relation (propre a la dimension 2) :
10A— B+2C = 12K?

Le terme d’ordre zéro se calcule directement a partir du premier terme de la série de Lévy
(12.2.30). On va indiquer le calcul du terme en t et pour le terme en 2 on renvoie & [71]. Si
on change g en C?, Popérateur L est changé en I'opérateur C 2L, donc la série

Z e*Akt|wk(x) 2

k>0
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est changée en la série

3 e fwy ()

k>0

Ainsi les coefficients as; (les seuls non nuls) sont multipliés par C?*. D’autre part toute
dérivée covariante d’ordre [ de R(C?)g est un multiple de C22 + [. En conséquence, asy est un
polynome homogene de degré 2k en R et ses dérivées covariantes, si on convient d’attribuer
a une dérivée covariante d’ordre [ le degré 2 4+ [ . En particulier as est une forme de degré 1
en R tandis que a4 est une forme de degré 2 en R plus une forme de degré 1 en les dérivées
covariantes d’ordre 2 de R. Les coefficients de ces expressions ne dépendent de {2 que par
I'intermédiaire de la dimension.

Ensuite on utilise le fait que le laplacien commute avec les transformations orthogonales.
Il en est donc de méme des coefficients des formule de trace et il en résulte que as forme
invariante de degré 1 est proportionnelle (H. Weyl [98]) &

K(z) = — Z RY(x).

Le calcul des coefficients se fait en regardant la sphere Q = S? et des variétés produit.

12.2.3 Le calcul des premiers termes dans le probleme de Dirichlet

Théoréme 12.6 Soit ) une variété Riemannienne compacte & bord, de dimension n et L
Uopérateur de Laplace Beltrami correspondant avec condition de Dirichlet w = O sur 0.
Alors on a la formule de trace suivante :

St = [ Kt ww)dule) = (4nt) HY - YIRS + LK - 1T +o(th))
% Q

Remarque 2 Comme en dimension 2 on a :

/ Jdo =2(1 - h)
o0

avec h désignant le nombre de “trous ” de l'ouvert (connexe mais éventuellement pas simple-
ment connexe) ). Ainsi le comportement asymptotique des valeurs propres Ay pour k — 0o
contient-il toute I'information (utiliser le théoréme Abélien) sur le comportement asympto-
tique pour ¢ — 0 de > e~ et donc permet de connai tre la taille du domaine, la surface de
sa frontiere et en dimension 2 le nombre de “trous”.

Remarque 3 Dans tous les cas on trouve pour le premier terme 1’expression

(4nt)" 2V
Ce qui avec le théoréeme taubérien donne :

)\77,/2
((4m)"/2T(n/2 + 1))V

N(A) ~ (12.2.36)

ou encore, en introduisant dans le calcul le volume C,,_1 de la boule unité de ]l:{"_l7

1
N ~ (=) / dude (12.2.37)
217 J(A@)e.)<A

formule qui sera retrouvée dans la section 12.3. La structure sera ainsi expliquée.

Schéma de la preuve du Théoréme 12.6

On commence par calculer K4(t,z,z) pour z € Q' (' C Q. L’influence du bord est pour ¢
tendant vers zéro en exp(—c/t) et ainsi les méthodes du théoreme 12.5 s’appliquent et on a :

(4rnt) | K(t,z,x)\/ det g(x)dx = / 1+ %/C] +O(t?)
o o
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Ensuite on utilise aux voisinage des points de 02 un systéme de cartes locales qui transforme
Pouvert Q en I'ouvert z, > 0 et on introduit un recouvrement de 92 par des ouverts U; de
R" et on se propose d’estimer :

(4rt) K(t,z,x)y/ det g(x) .dx

QnU
Sur U on introduit une involution I : U — U qui conserve la structure riemannienne et laisse
invariant 9. On observe que le noyau de la chaleur avec conditions de Dirichlet sur 0Q N U
est donné par
K(t,z,y) = K(t,z,y) — K(t,z, Iy)

ol f((t, x,y) désigne la restriction & U x U du noyau de la chaleur. On a au voisinage du bord :
Kt z,2) = K(t,z,x) — K(t,z, [1) (12.2.38)

Les deux termes du second membre de (12.2.38) sont calculés par somme de Lévy (12.2.30)
en puissance de 3. On utilise & nouveau le développement de Taylor de g(z) en terme du
tenseur de Ricci et de ses dérivées covariantes, cela permet d’améliorer 'estimation (12.2.28)
et de prouver que 'on a :

3 2
T —Yy I —Y “n =y
£t 2, y)] Sc(l I " Ll - |+1)t mexp(—d'%)
et on en déduit la majoration :
[K#> 5tz y)| < ct?73 (12.2.39)
k>2

Ainsi pour avoir le comportement asymptotique jusqu’a 'ordre 1 inclus, il suffit de considérer
les termes suivants extraits de (12.2.39) par sommes de Lévy :

(4mt)™/2 [y €0 (t, @, Tx)dv(x)
et
(4rt)™/? fQﬁU eV f(t,x, Ix)dVy(z)

On utilise bien str le changement de variable semi-géodésique en notant 0,, la dérivée selon
la normale extérieure a ). Les calculs se font de maniére difficile mais completement explicite
en remplacant g par son développement de Taylor en terme du tenseur de Ricci R.

% {gnn det g}

dx’ + o(t)volume de U
Unan det g ®)

(4mt)"™/? / eO(t, x, Iz)dv(z) = L im
UunQ 4

(471'1?)”/2/ O(t, x, I2)dV,(z) = —E/ ngm + o(t x volU)
unQ 6 Juna det g

et
(4mt)™/? / 4 f(t, x, Ix)dVy(z) + o(t x volU).
UunQ

Remarque 4 Pour conclure cette section on peut rappeler a nouveau le “sens” des résultats
obtenus; les informations sur les valeurs propres fournissent par la transformée de Laplace
de leur fonction de dénombrement, des renseignement précis sur la géométrie du domaine :
volume, surface, nombre de trous, courbure géodésique, mais inversement le comportement
asymptotique de la trace de I'opérateur de la chaleur permet de connai tre le premier terme
du développement asymptotique de la fonction N(A); il permettrait de connai tre d’autres
termes si on savait que cette fonction a un développement en puissance de A mais comme cela
va étre illustrée ci dessous ce n’est en général pas le cas et ainsi les résultats les plus précis
que 'on puisse espérer dans le cas général pour cette fonction de dénombrement se limitent
au premier ou au mieux au deux premiers termes comme selon les énoncés des corollaire 12.2,
théoreme 12.8, corollaire 12.3 et Théoreme 12.9 qui suivent.
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12.3 Influence des géodésiques fermées et opérateurs intégraux
de Fourier.

12.3.1 Formule de Poisson et pathologies du cercle et de la sphere

L’existence d’un développement de la forme (12.1.7) méme jusqu’au second terme est
nullement évidente, et méme fausse dans des cas simples. Sa non existence est liée a ’accu-
mulation de géodésiques fermées qui comme on le verra ci dessous contribuent & son caractére
non rationnel (en )\n%k). Le premier exemple se construit en dimension 1 et n’est autre que
I'interprétation dans ce cadre de la formule de Poisson.

D et =2my o(t—2nk). (12.3.40)
keZ keZ

En effet avec Q@ =T = R /(27 Z), les fonctions propres du laplacien sont les exponentielles com-
plexes e*™** et les valeurs propres correspondantes sont les nombres A\ = k2, (de multiplicité
2 pour k # 0). On retrouve bien la relation :

N(A) ~ 2)2

en parfait accord avec (12.1.9). Mais, comme au passage de chaque valeur propre, N () aug-
mente de 2, cette fonction ne peut admettre un développement de la forme :

N(A) = 2A% +a; 4 o(1).
D’autre part pour la fonction N(7) = N(72) dont la dérivée est la distribution :
= Z o(r — \/Xk)
on a une formule encore plus explicite (en désignant par N(z) = N(z?)) :
N(t)=21+2(E(T) — 7). (12.3.41)

Ainsi on observe que le second membre de (12.3.41) est la somme d’une fonction linéaire et
d'une fonction périodique (E(7) désignant bien siir la partie entiere de 7). La présence de cette
fonction périodique se traduit par des singularités dans N(7) ou de sa dérivée :

i]\f —5+225k

k>0

En prolongeant par parité, pour utiliser la transformation de Fourier, on a, d’apres la “Formule
de Poisson” (12.3.40) :

+oo +oo +oo
F(Y 6rw)=>_e* =21 6. om (12.3.42)

Il est alors important de remarquer que le deuxiéme terme de (12.3.42) col ncide avec la
distribution
Trace costv—A. (12.3.43)

Et la formule (12.3.43) dit en particulier que le support singulier de la transformée de Fourier

de la distribution J

dr

col ncide avec les longueurs des géodésiques fermées tracées sur le cercle (dans le cas présent
il n’'y a qu'une que 'on parcourt bien sur plusieurs fois soit dans le sens positif soit dans le

——N(7)
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sens rétrograde). Ce support singulier traduit la présence d’oscillations dans le comportement
asymptotique de la fonction N(7).

Le second exemple est la sphere, pour fixer les idées on la considere en dimension 3,
(Pobservation étant cependant valable en toute dimension) l'opérateur de Laplace Beltrami
est alors

1 1
Lu=—-[— in 0 ——0?
b [sinﬂae(sm Oou) + sin? 96¢u]
dont les fonctions propres sont les harmoniques sphériques :
Yii(0, ¢) = e=* PF(cosf), 0<1<k.

correspondant aux valeurs propres
A =k(k+1)

ainsi chaque valeur propre est ainsi de multiplicité 2k 41 . A cause de cette multiplicité on a :

=k
NOW) => @ +1)=k(k+1)+k=(k+1)
=1

Ici aussi on retrouve la relation
N() ~ A

qui n’est autre que (12.2.36) en dimension 2.
Par contre au passage de chaque valeur propre N(\;) saute de (2k 4 1)

Ny 0)—k(k+1)=k+1, N(A;_0) —k(k+1) = —k,
et il est impossible d’avoir un développement de la forme :

N =) +ary/ () +o(v/(V)

Remarque 5 Le cercle est bien siir la sphere de R?, le calcul fait ci dessus s’étend & la sphere
de R" pour tout n. Néanmoins on a préféré ici séparer les deux cas car c¢’est la dimension 2
qui redonne la formule originale de Poisson. La sphere de R™ est une variété ou toutes les
géodésiques fermées ont la méme longueur primitive. On dit alors que le flot Hamiltonien est
périodique et dans ce cadre on peut exhiber des comportements de méme nature. Ceci dépasse
cependant le cadre de cet exposé et le lecteur pourra se référer a I'article de Duistermaat et
Guillemin [32] ou au tome III de Hérmander [47)].

12.3.2 Géodésiques fermées et singularités de la trace de opérateur
des ondes.

Généraliser ces observations est une application importante des opérateurs intégraux de
Fourier en particulier parce que les contributions des géodésiques fermées nécessitent le re-
cours a des parametrix globales. Ceci est ’objet du présent paragraphe ou, pour simplifier on
considere toujours le spectre de 'opérateur de Laplace Beltrami, écrit en coordonnées locales
sous la forme suivante :

1 / _

sur une variété compacte en général sans bord €.
Comme le symbole principal de 'opérateur est (A(z)&,¢), la variété caractéristique de
Popérateur des ondes
u > Ofu — Lu
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est définie par la relation : C = {72 = (A(2)¢,€)} € T*(R x Q)\0, la métrique riemannienne
est définie par la matrice A~! et les bicaractéristiques sont les applications

s (t(s),7(s);y(s),m(s)) €C
solutions du systeme différentiel

t=2r, 7=0
(t7 Y, 77)\.9:0 = (Oa 705 T, f) ecC

On a bien entendu

=1 =+ (A(y)n,n) = £V (A()E, )

et on dit qu'une bicaractéristique est périodique si sa projection s — (z(s), y(s)) est une ap-
plication périodique. Les temps de parcours d’une ou plusieurs boucles s’appellent les périodes
de la bicaractéristique. On note £ ’ensemble des périodes positives et on pose

L=LTU—-LTUD.

Avec le paramétrage par s et la métrique donnée par A1, la longueur d’une géodésique fermée
de période ¢t > 0 est donnée par :

g 7 e
l= / (A7 i (s),d(s))ds = / 4(A(z(s)€(s),&(s))ds =1 = / 4rids =t.
0 0 0
Comme dans le cas du noyau de la chaleur il est naturel de considérer a la fois les sommes
1.1 +iV/Art 2
S(t.z) =1+ 3N eEVM () (12.3.44)
k k>0
et
S(t) = / S(t, 2)dv(x). (12.3.45)
Q
Proposition 12.3 Les formules (12.3.44) et (12.3.45) ot les valeurs propres sont comptées
avec leur multiplicité définissent bien des distributions uniformément d’ordre fini.

Démonstration : On utilise la relation,

dv 1 i T :
G @) = e )P

le fait que la norme dans L>(f2) de |wg ()| est majorée par CAM avec M convenable résulte
du théoreme de Sobolev et de la relation :

—Lwg(z) = Apwg(x).
La convergence (uniforme en t et x ), pour p assez grand de la série
VARt
A (ivV k)P
est donc conséquence de Pestimation de Weyl (12.2.19) obtenue précédemment.
Pour prendre en compte 'influence des longueurs des géodésiques fermées on aura besoin
des opérateurs Fourier intégraux et d’une généralisation du théoreme de la phase stationnaire

adaptée a ’évaluation d’intégrales dont la phase oscille sur des sous variétés. Ainsi on introduit
la :
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Proposition 12.4 Théoréme de la Phase stationnant sur une sous variété (Colin de Verdiére
[26]). Soit Z une variété riemannienne de dimension d, soit a € C§°(Z) et soit une phase d
valeurs réelles ® € C°°(Z). On suppose que les points critiques de ® situés dans le support de
a constituent une sous variété connexe W de Z dont on note v la dimension. On suppose de
plus que W' est une variété critique non dégénérée pour ®, c’est a dire que le Hessien ®”(z)

induit sur ’espace normal
N=T.Z/T.W

une forme quadratique non dégénérée ®”(z)|n dont on note o la signature.
Alors on a un comportement asymptotique de la forme suivante :

a 2 —v x .
J(r) = /Ze”é(z)a(Z)dz = (Tﬂ)%elz”(me”@(mp(r) (12.3.46)
avec
p(r) ~ Y axm ™ pour T — oo (12.3.47)

k>0

Enfin dans (12.3.47) le coefficient principal est donné par
ap = / a(z)|det®” (2) 5|~ 2 v, (2) (12.3.48)
w

avec dans (12.8.48) dv,(z) désignant I’élément de volume défini par la métrique induite par
celle de Z sur W.

La démonstration de la proposition 12.4 est donnée a la fin de ce paragraphe et on observera
dans le cours de cette démonstration que la valeur de ®(z) et la signature de la matrice ®”(z)
sont constants sur W.

12.3.3 Le support non singulier de la trace de opérateur des ondes
et sa singularité en 0.

Pour introduire les outils et bien que I'extension au cas d’un ouvert a bord soit une issue
fondamentale, on se concentre dans ce paragraphe au cas d’un ouvert sans bord.

Théoreme 12.7 i) Pour x € Q le support singulier de S(t,x) est contenu dans L(x) ensemble
des longueurs des géodésiques fermées passant par z et celui de S(t) dans L.

it) Le point 0 est isolé dans L et en son wvoisinage (avec lintroduction d’une fonction
0 qui localise autour de zéro, la transformée de Fourier de S(t,x) admet un développement
asymptotique de la forme suivante :

(08)(r, 7)) ~ (%)”‘WTI > pF@)r (12.3.49)
k>0

et de méme on a : .
08)(r) = ()"l > @)
k>0
iii) Les coefficients p*(x) apparaissant dans la formule (12.8.46) sont (pour k < n) liés

auzx coefficients ay du développement asymptotique de Minakshisundaram et Pleijel (formule
(12.2.31)) par la relation
n —k
a(z) = (27r)1_5F(nT)pk(x) (12.3.50)
La relation (12.3.50) s’integre pour donner, avec les notations de la section 12.2,

n—=k

ax = (2m)' " ET( )Pk

Ceci implique en particulier que ces coefficients sont nuls pour k£ impair.
Démonstration On utilise 'asymptotique par opérateurs de Fourier intégraux et plus
précisément la
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Proposition 12.5 (Théoréme de représentation) Il existe un opérateur intégral de Fourier
F:Q— R xQ appartenant a la classe I*%(]R x ,Q;C) qui résout le probléme de Cauchy :

O}F —LF =0, Fl—g = Identité de Q, 0, F,—o =0 (12.3.51)

ot C est la relation canonique : (t,7;y,n) est sur la bicaractéristique qui passe par l'un des

points (0,70 = £/ (A(x)E,§); z,§).

La variété canonique exhibée est donc, si on note ®* le flot bicaractéristique de I'opérateur

étudié =19, + /(A(2)€.6),
{(t77—); (I7£); (%77)’7' + Q(Iaf) =0, (33,{) = ‘bt(yﬂ?)} (12352)

On désigne par F(t,z,y) € D(R x Q x O) le noyau distribution de F'. Son front d’onde est
donc contenu dans

{@tm5y,ma,8) € CxC\(t,m5y,m;2, ) € C}.

En introduisant la décomposition spectrale de 'opérateur L on a bien str

I, ®1, + Z cos(v Apt)wy(x) @ wi(y) = F(t,x,y) modulo C*.
k

De plus on peut définir la restriction de cette distribution a la variété R x D C R x  x 2 ou
D désigne la diagonale de €2 x € et on obtient :

3 wi(x)]? — €T, T R
5 cos(y Autu ) /QF(t, a)ec

Par conséquent le support singulier de S(t,x) vérifie la relation :
supp. sing S(t,x) C {t\3(£,0,7) € C, (¢, 7,2;¢,2,§) € C}

ce qui prouve le point i).

Pour prouver que le point 0 est isolé dans £ (donc dans £(z) pour tout x € ) on utilise
I’équation hamiltonienne et le fait €2 est compacte.

La singularité de S(¢,z) au voisinage de zéro est donc caractérisée par le comportement
asymptotique pour 7 — oo de I'expression

I(r,z) = (6S)(r,z) = /R Qe*”te(t)F(t,x,x)dt.

Comme S est réelle et paire il suffit d’étudier le cas 7 > 0
Au voisinage de t = 0 on peut résoudre de maniére classique (il n’y a pas de caustique)
I’équation eikonale

et les équations de transport. Le noyau F(t, z,y) s’écrit sous la forme :
F(t,z,y) = 2m)" /R exp{i(8(t,z,m) — y - M }alt, 2,9, m)dn (12.3.54)

ou a(t,x,y,n) est un symbole d’ordre zéro.
On utilise I’homogénéité de degré 1 de la phase ¢ et de degré 0 du symbole pour réécrire,
en changeant 7 en 77, (12.3.54) sous la forme

1) = (L) / 3 /OO T 0t explir(o(t,v.m) — - — Oalt 2 n)dndt . (12.3.55)
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La phase stationne au plus pour ¢ =0 ot on a :

o0, z,n) =x-n, et alt,z,z,n) =1 (12.3.56)
et
¢t(t7$7n) - ]-7
A =, (12.3.57)
" =x.

Ainsi la sous variété de R; x ]RZ ou la phase stationne est caractérisée par les relations :
t=0, (Ax)§,¢&) =1 (12.3.58)

11 s’agit donc d’une sous variété de dimension (n — 1) dans un espace de dimension (n + 1)
elle est donc de codimension 2. De plus au voisinage de zéro la phase correspondante s’écrit
(utiliser I’équation eikonale du (12.3.53) ) sous la forme :

o(t,x,m) = x-n+ty/(Alz)n,n) + O(t?) (12.3.59)

On déduit de (12.3.59) que la sous variété définie par (12.3.58) est bien non dégénérée au sens
du théoreme de la phase stationnant sur une sous variété. L’existence d'un développement
du type (12.3.49) est donc conséquence de ce dernier théoreme. Pour finir la démonstration
du point (ii) il suffit d’observer que 0 est un point isolé du spectre singulier de S(t,z) et
d’appliquer la proposition 12.1 en conjonction avec les résultats de la section 12.2.

Corollaire 12.2 Soit N()\) la fonction de dénombrement des valeurs propres du Laplacien
sur une variété compacte 0 de dimension n (avec condition de Dirichlet s’il y a un bord) alors
on a:

N(A) = (27) "C Vol (A + O((N)" )

Démonstration : D’apres les points i) et ii) du théoreme 12.7, la distribution S(¢, x) est
réguliere sur Pouvert 0 < ¢ < I(z) = %w) (avec I(z) désignant la longueur de la plus petite
géodésique fermée de longueur non nulle passant par x, de plus toujours d’apres le théoreme

12.7 (point iii)), pour ¢ = 0 elle admet un développement asymptotique de la forme suivante :
0(1)S(t, z,2) (1) = A(x)|r|"D + O(|7|"=2). (12.3.60)

Ainsi on peut appliquer le théoréme de localisation (Théoreme 12.3) avec les notations sui-
vantes :

dv(r,z) = A(x)r" !

et

du(r,z) =& [eF(tz, ).

On obtient : )
p(7,) = —A(@)r" + Ca(w)(r" )

La relation (12.3.60) s’en déduit par intégration.

En fait il est possible d’améliorer sensiblement ce théoreme en microlocalisant ’opérateur
F(t,x,x) et en particulier ce qui conduit au résultat pertinent d’Ivrii pour le probleme au
bord.

Pour ce faire on introduit deux objets.

D’une part pour tout couple (z,£) € T*(X)\0 on désigne par I(z, ) la longueur de la plus
petite géodésique fermée passant par ce point puis on pose (comme ci dessus)

l(z) = inf1(x,£)

bien entendu s’il n’existe pas de géodésique fermée passant par ce point (z) est pris égal a
~+o0. Ainsi définie {(z,£) est une fonction semi continue inférieurement et infimum dans la
définition de [(x) peut étre pris sur la sphere unité.
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D’autre part on introduit un recouvrement de 7%(X)\0 par un nombre arbitraire mais fini
de cones ouverts I'; et une famille B; d’opérateurs pseudo différentiels homogenes d’ordre zéro
convenables (cf. Hérmander [47] tome IV page 258 pour les détails) qui réalisent une résolution
(modulo C*°) de l'identité et dont le front d’onde est contenu dans I';. Notons simplement
que ce résultat a été établi pour la premiére fois en 1968 par Hormander [45]. Il s’agit de la
parametrix d’Hadamard.

Avec ces outils on va prouver le

Théoréme 12.8 La fonction de dénombrement de lopérateur de Laplace Beltrami sur la
variété sans bord Q) vérifie l’estimation suivante :

n n—1 1
IN(\) — CoVol(QA%] < ON "7 / __dwde (12.3.61)
(A<t Lz:E)

Avant de faire la démonstration il convient de remarquer que de ce théoréeme on déduit
immédiatement le

Corollaire 12.3 On suppose que ’ensemble des points (x,&) par lesquels passe une géodésique
fermée est de mesure nulle dans T*(X)\O (ce qui est beaucoup moins fort que de supposer que
l’ensemble des points x € € par lesquels passe une géodésique fermée est de mesure nulle
dans Q) alors on a, pour la fonction de dénombrement de l'opérateur de Laplace Beltrami, la

formule :
(n=1)

N(\) = C,Vol(QAZ +o(X =)

Démonstration du Théoréme 12.8 On utilise le recouvrement I'; et les opérateurs B;
introduits ci dessus en posant en particulier

l; = inf I(x,§).
i (m)erj( 3

Avec la fonction N(7) = N(72) la formule (12.3.61) s’écrit

N(r)  =CnVol(QA% +C(7)
ICE| =< CTD [ 4 eer<r g drdE -

N(T)Z/OT/QdM(T’,x)dx.

On introduit la résolution de I'identité :

D’autre part on a

N
I = Z BjB;-‘ = I + R, avec R indéfiniment régularisant
1

o0

et ainsi modulo 77°°, on a :

N(7) :Z/OT/Qduj(T',x)d;v

avec
1 .
dp;(r',z) = = /eﬂ” Trace{cos(tvV—AB; B;)}dt ; (12.3.62)
m

dans (12.3.62) les traces et transformées de Fourier sont comprises au sens des distributions.
On désigne enfin par F;(t,z,y) toute approximation (modulo C*°) du noyau de l'opérateur :

cos(tvV—AB; B;)
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et, comme on a :
Trace{cos(t\/ijB;)} = Trace{B] cos(tvV—AB;)}
on déduit du théoreme de propagation des singularités que la fonction :
Si(t,x) : t— Fj(t,z, )

est réguliere pour 0 < t < I;. On suppose (ce qui est aussi possible) que les symboles principaux
b; des opérateurs B; vérifient la relation :

> oIl =1.
J
Pour appliquer le théoreme de localisation, on introduit les mesures :
1 .
dvj(r) = = € e "70(t) Trace{cos(tv—AB;B;)}dt (12.3.63)
o

Dans (12.3.63) 6(t) désigne une fonction réguliere, & support dans un voisinage assez petit
de 0 (pas de caustiques formées pour ¢ €supportf) et égale & 1 dans un voisinage (encore
plus petit) de zéro. Ainsi comme dans la formule (12.3.54), le terme principal du noyau d’une
parametrix de 'opérateur cos(tv/—AB; B}) s’écrit :
1 .
Fj (tv z, y) = (2_)—11 / ez{(ﬁ(t,z,n)—y-n}a(t’ z, Y, n)lb] (77)|2d77
n R

n
n

Ceci permet d’expliciter les mesures v;(7, ) et v;(7) selon les formules :

dv;(T) = [dvj(r,z)dx
dvj(r,x) = (55)7" [g, €10EED2 D alt, @, 2, m)[b; (n)[Pdn
n

d’ot1 'on déduit comme ci dessus et par le théoreme de la phase stationnant sur une sous
variété que dv; (7, x) admet un développement asymptotique de la forme

dv;(r,x) = Cj(x)7™ ™V 4+ Dj(x)7("2 4 o(r(n=2)) (12.3.64)

avec
Ci(x)| < C |b;(€) [P ddé.
(A(@)€,6)<1
Il reste alors & appliquer le théoréeme de localisation 12.3 et & sommer par rapport a j pour
obtenir la relation :

IN(1) — 7" >0, Jo Cj(@)da— r(n=1) > Jo Dj(@)dx| <

12.3.65
Ot Jameeren 05(€)Pdade. (123.65)

On utilise le point ii) pour lidentification des coefficients, en particulier le terme en r(n=1)

figurant dans le premier membre de (12.3.65) est nul dans le cas, considéré ici, de I'ouvert sans
bord. Enfin pour le second membre de (12.3.65) on a la majoration :

16 (&) 2
2 %I(A(z)f,f)gl 1b; (&) Pdzde < Jiawe.o<1 22 exy dxdé
(A@)e&)<1 TTrg W

ce qui termine la démonstration.

L’inspection de la démonstration ci dessus fait apparai tre les ingrédients suivants :
i) Le fait que S;(t, x) est réguliere sur l'intervalle 0 < t < [},
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ii) Le calcul (il suffit de savoir que I'on a un développement en puissance et que I’on a une
majoration convenable du premier terme) de la singularité en ¢ = 0 de cette distribution.

Ces deux étapes se généralisent bien str pour un probléeme aux limites. En particulier pour
le point i) on parle (cf. Hérmander [47] Tome III) de bicaractéristiques généralisées (incluant
toute interaction “physique” avec le bord) et ainsi on obtient 1’énoncé suivant du a Ivrii que
l’on cite sans démonstration.

Théoréme 12.9 La fonction de dénombrement de l'opérateur de Laplace sur un ouvert )
avec condition de Dirichlet sur la frontiere vérifie ’estimation suivante :

Ch ~ 1 C,h_ (n—1) (n—1) 1
IN(A) — —2PA% 4 = =L _g\"5 | < oA / = dwde
(2m)n 4 (2m)n—1 (A(2)e,6)<1) LT, §)

et en particulier si les géodésiques fermées forment un ensemble de mesure nulle, on a :

Cn n 1 On—l (n—1) (n—1)
B o = +o(ATT )

12.3.4 Contribution des géodésiques au spectre de la trace.

Grace au théoreme de localisation les résultats précédents sont, par rapport a la structure
riemannienne Globale de nature négative : on a prouvé que si on n’a pas trop de géodésiques
fermées on peut améliorer (un peu) 'asymptotique de Weyl. Pour prouver des résultats “po-
sitifs” c’est a dire impliquant des géodésiques fermées il est nécessaire de disposer de parame-
trix globales plus précises. On ne peut plus (& cause du passage des caustiques) représenter
Popérateur Fourier intégral F(z,y,t) de la formule (12.3.51) par une seule intégrale oscillante,
par contre on dispose de I’énoncé suivant :

Au voisinage de tout point | € R; Popérateur 6(¢)F'(t,z,y) s’explicite en une somme finie
d’intégrales oscillantes.

Pour ce faire on définit un recouvrement de la relation canonique C' par des domaines Cy
de cartes T, associées a des fonctions de phase de la forme

(I)Oé(tvman7y) = Ci)a(t,m,'fhy) —977 (12366)

Plus précisément ouvert C,, est difféomorphe & un ouvert conique Z,, de |l—¢,l+€e[xQxT,,
avec ', cone ouvert de R™\0 au moyen de ’application :

Ta
(75;30,77) € ZOZ - (tv(b/atﬂxa¢laz;y = ¢Ianan);

ainsi on représente localement modulo C*°, (pour ¢ dans un voisinage de T') le noyau K (¢, x,y)
comme une somme finie d’intégrales oscillantes :

Fo(t.,y) = Y (2m) 7" / e trm=u g, (¢, m)dn (12.3.67)
acA Pa

ol aq(t, z,n) est un symbole d’ordre zéro dont le support est une partie conique a base com-
pacte incluse dans Z,. Avec cette représentation on a le :

Théoréme 12.10 On suppose que (I > 0) € L est un point isolé dans L et que, hypothése
(H;), Uensemble VVl+ des bicaractéristiques fermées admettant | pour période est une réunion
finie de sous variété compactes connexes non dégénérées W, ; de dimension v; :

W = Nje Wi, (12.3.68)
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alors au voisinage du point I la singularité de S(t) est donnée (au sens du front d’onde c’est
a dire en localisant et en prenant la transformation de Fourier) par un développement asymp-
totique de la forme suivante :

. 2 —v; T
(95)(7') _ Z e—z‘rl(;)(l J)/zezzojp?T_k (12369)
JES

avec 1

0 n 0 5 -1

p; = o / Qo laxan det® o 2d’l}$d?7

; %:(277) T;l(wl,jnca| €,z )l | (x)
Démonstration

Soit maintenant [ € £ et # une fonction indéfiniment dérivable localisant au voisinage
de I. La singularité de S au point [ est caractérisée par le comportement asymptotique pour
T — F00 de 'expression

I(r) = (6S)(r) = /R . e () F(t, x, x)dtdv(x) . (12.3.70)

Comme S est réelle, il suffit d’étudier le cas 7 > 0, autre s’en déduisant par conjugaison, de
méme il suffit de se limiter par parité ale LUO .

Selon la théorie classique des opérateurs Fourier intégraux on explicite F en une somme
finie ('intégrale du second membre de (12.3.70) porte sur un compact en (x,t)) d’intégrales
oscillantes utilisant (12.3.67). Le premier membre de (12.3.70) est donc, modulo un terme &
décroissance rapide en 7, une somme finie d’intégrales oscillantes du type suivant

//G(t) /F exp{i{¢a(t,x,n) —x-n—Tt}} an(t, z,n)dndxrdt; (12.3.71)

on utilise (comme dans le passage de (12.3.54) a (12.3.55) I'homogénéité de degré 1 de la phase
®o et de degré 0 du symbole a,(t, z,n) pour obtenir

I (1) = (%)”//H(t) /Fa exp{it{pa(t,v,n) — 2 -1 —t}} an(t,z,m™n)dndxdt . (12.3.72)

Désormais on omettra 'indice a dans les calculs. Les points critiques de la phase de 'intégrale
(12.3.72) sont donnés par (12.3.57), ce qui implique, compte tenu de la relation canonique C,
que ces points critiques col ncident avec les points de la forme :

(L2, & 2,8), €= ¢y(t,2,€)
De plus la phase ¢ vérifie I’équation “eikonale”
7= (A@) Va0, ) = 1
On désigne par VVl+, la partie de C' constituée par tous les points

(I, 12,8 2,8)

qui sont obtenus comme image par les diverses cartes T, des points critiques des diverses
phases @, et on introduit le fibré en sphere conormale S*€2 de 2 :

On considere maintenant [ € £,, avec pour fixer les idées [ > 0 et un suppose donc que
I'ensemble W;" est une réunion finie de sous variétés compactes connexes selon la formule
(12.3.68) reprise ci dessous :

Wi = e Wi,

On pose v; = dim W ;.
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Par une partition de I'unité Cl,, r, subordonnée aux applications Ty, définies par les phases
¢o (en nombre fini) on se rameéne a évaluer (cf Chazarain [22] pour les détails), modulo des
termes a décroissance rapide en 7

(5)(r) = (520" 323 ialr)

ol I o(7) correspond & une carte C, qui rencontre W ;. L’intégrale oscillante I o(7) s’écrit
sous la forme :

Lo = Z /a exp(iT[da (t, x,n) — x - n — t])agdtdv(z)dn (12.3.73)

Dans (12.3.73) le symbole principal a, est la partie principale du symbole 7,a par la carte
T, la phase stationne sur la variété T_l(v[/l’j N Cy), sur cette variété elle est constante, et
d’apres I’équation eikonale égale & —71; ainsi on a (phase stationnaire avec parametre)

. 2 1—v;
La(r) = e T () T e o0 p; o (1)
T
avec
Pia~ D Plam "
k>0
et )
_1
p%a — 9 "/ ag(lamanﬂdet (cI)”oz\N” 2d’U(I)d7]
21" 17N (Wi ,nCan SUPDP(raa)

Il reste pour terminer la démonstration a prouver que l’on a :
ag (I, ,n) = €% a1, z,n)|

avec o; indépendant de la carte d’ordre v et |al(l,z,n)| > 0. Ceci résulte des deux lemmes
suivants explicités dans Particle de Chazarain [22] et que 'on rappelle ici :

Lemme 12.1 ([22] Lemme 5.2) Il existe un entier n, tel que Uon ait sur T, ' (W ; N Cy)

ao(l,,m) = €% ag,(l,z,n)| #0.
et

Lemme 12.2 ([22] Lemme 5.3) Soit deuz indices o , (3 tels que

(supp 7o) N (supp 1) N (Wi5) # 0

alors on a : » »
e(%"'j,aJFi”a%) — e(%”j,/erin/f%) .

Le premier lemme se prouve en remarquant que le symbole principal est sur C solution de
I’équation de transport
{H,a} =0, (12.3.74)

que les conditions initiales impliquent que la restriction a|{g,1}xp~ est identique a 1 et que
a({1,1}xp*)nc est une section constante de cette restriction.

Le deuxieéme lemme se prouve en microlocalisant 'opérateur Fourier intégral F(¢,z,x)
sur 'intersection des deux cartes et en calculant le comportement asymptotique de ces deux
meémes termes par le théoreme 12.2.

Le cas le plus intuitif de sous variété formée de bicaractéristiques fermées correspond a une
unique bicaractéristique v de longueur primitive 7' passant par le point (z, ). L’application :

(#,8) = (2(s),8(s)) = exp sH(z, )
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est symplectique ainsi sa différentielle D(exp sH ) est une application R*" dans lui méme dont
le spectre est invariant par la transformation A — A1,

Comme la trajectoire est périodique, au point t = s = T le vecteur (2(0), £(0)) est invariant
ainsi 1 est une valeur propre de multiplicité au moins égale a 2 de l’application D(expT H).
Selon la tradition on dit que 7 est non dégénérée si la multiplicité de cette valeur propre
est exactement égale a 2. On désigne par K le sous espace propre correspondant et par P
application définie sur R*™ modulo K, elle s’identifie & une application de R*™~") dans lui
méme dite application de Poincaré et notée P, dont 1 n’est pas valeur propre. Ainsi det(l—P)
est non nul.

On a alors le

Théoréme 12.11 (Duistermaat Guillemin [32])

On suppose que mT est un point isolé dans L qui correspond & une géodésique ~y mon
dégénérée alors au voisinage de t = mT alors la singularité de la distribution trace costy/—A
est décrite, avec 8 une fonction localisant au voisinage de t = mT et T tendant vers Uinfini,
par la formule :

it mﬁke t dt _ ~—mU£ —imT'T I_Pm -1 —1
/e ;e (t) i 5 ¢ | T2 +0(r7 ).

avec o l'indice de Morse de la courbe 7.

Comme le point mT est isolé, la variété W, du théoreme 12.9 est réduite a la bica-
ractéristique y parcourue m fois. De plus le fait que I’application de Poincaré soit non dégénérée
équivaut au fait que cette variété est aussi non dégénérée.

Ainsi d’apres la formule (12.3.69) et avec les notations du théoréme 12.9 on a :

In(r) = €57 e, + O(771) (12.3.75)

Et il reste a observer que o s’identifie a I'indice de Morse de la courbe et que ¢, est donné
par la formule :

T
em = 5| det(I — P™)| 3 (12.3.76)

ce qui fait 'objet de la section 3.5.

En introduisant une fonction 6(t) paire qui localise pres des points £mT et en utilisant
la parité et la réalité de la distribution Tracecosty/—A, on déduit de la formule (12.3.75) et
sous les hypotheses du théoreme 12.10, la relation

/e*”t Trace costv —Af(t)dt = (—1)“/m2£| det(I — Pm)|7% cos(rmT) + O(r™") (12.3.77)
T

A partir de cet énoncé on se rapproche beaucoup d’une généralisation explicite de la formule
de Poisson, comme le montre le

Corollaire 12.4 On désigne par U un intervalle ouvert borné de ]0,00[ et on suppose que
Unct= U{mTj|mTj S E}

est une réunion finie de longueurs de géodésiques isolées non dégénérées, alors pour toute
fonction paire ¢ réguliére et a support dans U U (=U) on a :

< o costy/Ag, p(t) >
=< Tracecostv/—A, (t) > (12.3.78)
=< Zj)m(—l)"im%| det(I — ij)|_%5(t —mT}),o(t) > + < h(t), p(t) >

avec h(t) € L*(R)
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La démonstration se fait simplement en prenant la transformée de Fourier inverse de la formule
(12.3.77) en observant que seul un nombre fini de termes sont impliqués.

Remarque 6 Les énoncés ci dessus ont été décrits dans le cadre d’un ouvert sans bord,
mais comme ils n’utilisent que ’analyse microlocale le long d’une bicaractéristique isolée ils
s’adaptent ici sans trop de difficulté au cas des bicaractéristiques fermées, apres un nombre
fini de réflexions transverses sur le bord, et non dégénérées.

12.3.5 Relation avec application de premier retour de Poincaré

L’objet de cette section est donc le calcul de coeflicient ¢,, et de 'exposant o et leur
interprétation géométrique. Rappelons que, dans la carte locale adaptée, il existe une phase
o(t, z,m) telle que (selon I'égalité (12.3.67))

i(o(t,2,m)—y.n)
e a(t,z,n)dn.
e ()

Nous mettons I'opérateur des ondes sous la forme de son terme de Cauchy strictement hyper-
bolique i ~1d; + q(x,i719,), de symbole principal 7+ ¢(z, 7). Nous sommes amenés & calculer
Paction de @ sur F. Le théoréme de la phase stationnaire en (z, i) sur

F(t,z,y) =

[ dzdceite=rsiottam e, at, 2 mydy

conduit au point critique (z¢, () = (x, 9z ¢(t, 2¢, 1), la jacobienne de la phase étant

— 832(15 -1 /s -1 _ 0 -1
J—< 7 0 ), d'inverse J = 7 —3iz¢ .

Les deux premiers termes du développement asymptotique de Op(q)F sont

(8t¢+Q($7aw¢(taxa77)))(a0+Z a1)+l ata0+ 2Z[qla0+2; 8ZJ8<] +Jzkafyfk¢8<j8<k]ao

Alors la phase ¢ est solution de I’équation eikonale :

Le symbole ag est solution de ’équation de transport :

Oag 5@
Bt 2, (@ am Z e @2, 0:0)0% , d)ao = 0. (12.3.80)

Notons aussi que

1o}
Zaarj (O, 90(, 20)) Z 73 wm‘bJFZ s @

J

ce qui fait que le terme coefficient de ao dans (12.3.80) est étroitement lié au symbole sous-

principal de Op(Q) qui est g1 — j 6%)_,“@, et qui est invariant par changement de coordonnées

symplectiques. Dans le cas d’espece de 'opérateur des ondes, le symbole sous principal est nul!.
La relation canonique associée a la représentation de F' est donc caractérisée par

INotons que ’on retrouve ce qui a été fait précédemment, lorsque Q = £2, ol on retrouve le terme A¢. La
solution est proposée par Nirenberg et Treves [80] p 491-493 par exemple, et on voit que

—1 (! _o_
aolt, 2(8),n) = a0(0, 2(0), n)e~ Jo 22 77 @ry 10O lamaior s

Nous verrons ci-dessous une méthode directe.
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(y,m) < (z,¢)
avec y = Oy¢(t,z,n) et ¢ = d,¢(t, z,n). Alors le graphe de la transformation canonique ®%

associée a l'opérateur eof est égal &
Plo 877¢(t07 Z, 77)
q)to ( 677¢(t07x7n) > _ < z > _ * n
n 8I¢(t07x777) (I)to 877¢(t05m57])
§
n

De cette relation, nous déduisons la matrice jacobienne de ®%, qui est appelée application de
premier retour de Poincaré, grace aux relations obtenues en dérivant par rapport a = et par
rapport a 7 les deux égalités :

(I)tg an¢(t079€777)

n -
Ond(t
q)éo 7]¢( ;)]7%77) _ w(]b(to,x,ﬁ)
soit

VU(I);O 8n¢(t’(r)]7x777) 8§n¢(t07x777) —Id

Ond(to, , O d(to, x,
qu,;o n¢( ?7 x,n) 8§2¢(t0,m,n) _|_vn¢,;o ( n¢( 707 r,n) ) -0
vu¢20 877¢(t$]7x777) 53,7(25(150,%77) —_ 352¢(to,x,77)

9, t’ ’ 0 0 ta )
qu,éo n¢( ?7 x,n) 87272Q5(t0,33,7]) _|_vn(1)2 ( n¢( 707 x, 1) ) _ 3§n¢(to,m,n)-

Omettant le jeu de variables (¢o,z,n), on obtient
(T T ) (e )
V,0l  v,ok (07,0) 0520 07,0 — (05,0) 05200, ¢

Cette égalité est licite puisque I'application de premier retour de Poincaré est bien définie
lorsque cette matrice jacobienne est non singuliere, ce qui implique que 8§n¢ est inversible.
On en déduit que

o 1@ (02,0) " 020 |
—(02,0) a0 T — 020+ (02,0) 0% 00% ¢

Par des manipulations algébriques élémentaires, on trouve que

R2eo 0 2 I R0 1—07,0 2,0 0
_(I_P)( 0 agna;)( i o>__<1—n8§n¢ 8§2¢n )( 0 I)’

d’ou la relation, dans tout systeme de coordonnées symplectiques
—det(I — P)det(@in(b) = det(Hessg,,(¢(to, x,n) — x.0)). (12.3.81)

Nous avons constaté que les points critiques de (12.3.72) étaient les points (., ., 1c) so-
lution de (12.3.57)
at(b(ta T, 770) =1
Oz d(te, Tesne) = 1e (12.3.82)
Ond(te, Te,Ne) = ¢
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La relation 0, (¢(t,z,n) — 2.0)|(t. 2.,n.) = 0 implique que (t,0:¢); (z,0,¢); (v, &) est dans
C, soit, d’apres la définition de C donnée par (12.3.52), la relation (z,d,¢(t, x,n)) = ®'(x, ),
Pautre relation 7 + ¢q(z, 8,¢) = 0 étant déja vérifiée car ¢ est solution de I’équation eikonale.
La troisieme relation de (12.3.82) permet d’avoir

(mC; 8z¢(tcv L, 770)) = (Dtc (xc’ nc)

Des deux premieres relations, on déduit que

Q(l’mfe) =1, (IchC) = (I)tc(xm 770)-

On vérifie ainsi que les points (¢, z.,7.) ou la phase stationne dans (12.3.72) sont les points
t. = T, période du flot caractéristique, et (x.,7.) point fixe de ®’c avec la relation normalisante
q(zc,me) = 1. C’est une variété critique au sens des intégrales avec parametre.

Considérons (z,n) un point du fibré cotangent, et (z(s),&(s)) la solution des équations de
Hamilton associées a qg :

= —0xqo(x(s), 5( ) (12.3.83)

= o (e(5).€(5))
270) = 2.£(0) =

On vérifie que, & partir de (12.3.79)

ay 9 . 06 B
+ Z (z,0:0(t, , ”))8a:p][anj (t,z,m)] =0, (12.3.84)

0 0 ,. 0 5]
+§j D (1, 0,0(t, 2, ) %pn 32 (o)) =~ 00ttnn). (12359

L’équation (12.3.85) est celle permettant d’obtenir £(¢), ce qui est justifié par ce qui suit.
Comme ¢ est solution de I’ equatlon eikonale, la variété lagrangienne Ay est feuilletée par les
bicaractéristiques). Or (z, 5= 9 (4(0,2(0),n))) = (x,n), et on vérifie que

d  0¢

5 i (060 = g+ 3 0 Ot () ) e

oz, B,

Le point initial correspond & s = 0 sur la bicaractéristique (12.3.83), donc 4 e 2(t,x(t),n) = £(t).
On déduit de (12.3.84) que

d  0¢ O 96
ds[anj (5,2(s),m)] = 0= a—m(sw(s), ) a—nj(o (0),7) = x;
Il vient
o ,0¢ s
83:,, (877] (s,2(s),m) = 6jp

et en développant le terme de gauche, il reste

0?2 0
0 (2 2(s),m) e

(xm (5)) = jp-

8xm 877] Oxyp

Les deux matrices ainsi exhibées sont inverses 'une de l'autre, ce qui implique que leurs
déterminants sont inverses 'un de l'autre. Ainsi

00(5755(8%77) — anls. (s i o (s %
(det(@%mmgf)(&x(s)’n)))% - 0( ? ( )’n)|83§‘p( 'm( ))|

Le dernier terme est le jacobien du changement de variable, et on sait que ao(s, #(s),1)|5
te)

( m($)]2

est constant, égal & ap(0,z,7) x 1 = 1. On prend s = . et n = 7., auquel cas z(t.) =
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Pour appliquer le théoréme de la phase stationnaire avec parametre a l'intégrale (12.3.73),
il faut représenter la phase dans un systeme de coordonnées ou la variable sur la variété
caractéristique est isolée. On considére ainsi un point (zo,70) de la bicaractéristique fermée
de longueur T = t.. Alors 'hypersurface H = {(z — z¢).no = 0} de T*R™ est transverse a la
géodésique, et elle est paramétrée par (y,n). On introduit

(@(s,y,m),m(s,y,m) = ®*(y,n).
La phase considérée est alors
U(t, s, y,m) = o(t, (s, y,m),m) — (s,y,m).1m —

Elle stationne en (t., yc,n.) ~ (T, x0,70) pour tout s par les relations de (12.3.82).
Le gradient de cette phase est (¢, s, y;, 7;)

at¢(t7$(8ﬂyv ) )_1

2,100, 0(t, 2 (s, y,m),m) — ;) 52
5, (02, 6(t, (s, y,m),m) — ;) 52
525100, 8(t (s, 9.m),m) = M) G + O, B(E, (s, y,m),m) — w4,y )

Le jacobien en (¢,y,n) est alors

o
f2¢(t ZZ’(S 3/87)) 77) Z atz] ¢a ZJ XB: 8tcc_7¢a +8tn1¢ 5
T T 6 2 z; O T
Z 3tr]¢ ’ Zjl rﬂl%yi ajﬁ Zj,zazm%y] as;i + Z amk 5%] Bur
Z é oz; dz; Z ¢3Iz BI]
N %Il Oy; Ony )0 “”J“”l onyg, On;

O, 052 + 0%, . .
Z tj “7 Z agjnkqb 6]k]_ +[Z 8zjnk 5Jk]a .

Nous utilisons une transformation canonique? dans laquelle 'opérateur s’écrit qo(z,7) = 11.
Alors on obtient, & partir de I’équation eikonale

2¢+ trld)_o

m¢+ 0726 =0
(b—’_ zlz¢_0

77¢+ 1n¢_0

ce qui permet de réécrire, notant que dsx; = ;1 et Oyx; = 0, que le déterminant de cette
matrice hessienne est égal au déterminant de la matrice hessienne de ¢(t, z,n) — x.n dans les
variables (x, 7).

Enfin, la phase ¢ est constante sur la variété critique, et donc on trouve ¢(t¢,xc,n:) —
ZTeMe —te = —t. = —T. Ceci acheve la preuve de la relation

2L’équation eikonale 8y ¢(t, z,n) + qo(z, Oz d(t, x,m)) = 0 implique les relations

dqo Ox; 82¢ Ox; Brl dqo 8%¢ axk 2¢ Oz
bl a(s,ym)m) =) Z =t e 02 6=~ Z ==
— Ox; Os — Ox;0x; Os 9, T Ox; - Oz, 0x; 9s g Oxp0n; Os
J Js
La premieére ligne de la matrice hessienne est
(Z dq0 895] 8%¢  Ox; Oy dqo Oz 262 ¢811 Oz, dqo Oz 262 ¢azj Oz, 262
an Os dz;0x; Os O, Oz Oy i Qy; Ds Oz On; TiTLT 9n; Os i
gt J gl J gl P

La matrice hessienne est égale & (noter les deux termes supplémentaires)

dsx 0 o%¢ 226 _ sz 0
. = = § 7] 7]
t 8y$ 0 823:62 BDxn aT,Q¢ Byw 0 +M1ﬂ + M. (IOI
Oz 1 oy — 1 onZ Oz I Oz * 0z,

Oz,

Js

).
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I(p) ~ (det(]-p))—%(%)—l_n(%r

a(T7 x? x? /’Lg)
—

2n+4+1—1 .
== [ Ao (e 6y~ T A(T)
a1 ) (det(02,0))F

soit

AT 1i8) o1~ py) %e‘“‘Tﬁ(T).

I(p) =~ (det(I — P))_%%e_wTﬁ(T) (det(92,9))>

12.3.6 Démonstration du théoréme de la phase stationnant sur une
sous variété

On désigne par Z une variété de dimension n et par ¢(z) une phase qui stationne sur
W ={z€ZV.6=0}

On suppose que W C Z est une sous variété connexe de dimension d. Il existe donc une
application W : R? — X telle que

W={zeR", z2=W(y), y € R}

ainsi y — W(y) est un difféomorphisme de R? sur W et il existe un jeu de coordonnées
(Zj1s Zjas ---» 241 ) telles que la matrice
(G)
oy
soit inversible. On réordonne alors les coordonnées sur X pour que les d dernieres coordonnées
soient (2j,, 2j,, ---, 2j; ) €t on note = le difféomorphisme inverse de application

Y= (25, (1), 232 (U)o 2 (1) = (Breas1(9), Znmai1(y), - Enmara(y)) = 27 =271 (y)

On vérifie que W s’écrit sous la forme suivante :

W ={(Z(2")2")}, avec 2 =E71(y), Z(2") =Z'(Z(y))

M AN

Ainsi on construit une représentation de Z sous la forme Z = (2/,2”’) dans laquelle on a
W ={(z'(27),2”)}. Bien entendu pour tout p, 1 <p<mnona

9z 6((37),5) = 0 (12.3.86)

ce qui implique que la phase est constante sur W et que 'on a, en dérivant (91) par rapport
al,pourn—d+1<Ii<n

q=n—d ~
0%
2 M~ =~ 2 ~I [~ ~
> B 0(F (@), F) et + 02,5 0(F(27),2) = 0 (12.3.87)
q=1
La hessienne de ¢ est ainsi solution de d équations indépendantes et est au plus de rang n —d.
On dit que la sous variété W est non dégénérée si cette hessienne est exactement de rang n—d.
Il existe alors au moins une sous matrice inversible de taille (n — d) x (n — d). Les équations
(92) montrent aussi que pour I >n —d+1on a:

qg=n—d

0%, 0(2(27),27) =~ Y 0% 0(2(27),%")

q=1

0%
ainsi la matrice inversible (n — d) x (n — d) est extraite de la matrice

(8nggq) 1<p<n,1<qg<n—d’
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On écrit désormais 2”7 = y et 2/(2”) = x(y). La variété critique W est I’ensemble des points
de la forme (z(y),y) et les équations du point critique sont

Ve d(x(y), y) =0, (12.3.88)

En dérivant par rapport a y ces deux égalités il vient :

0“p(x
Hoss,9(2(y), ) - 32 + L2t —,

12.3.89
2092 4 Hessyp(z(y),y) =0 (12:5:59)

Ce qui permet d’écrire que 'on a :

" p < Hess,. ¢ —Hessw¢g—f1 >
eSS(% P = . ox . 9z \ dx
Y tHebSr(]ba—y +t (Hebsnga—y) Dy

Il en résulte que si Hess;¢ est de rang strictement inférieur & n — d il en est de méme de
la matrice Hess(, ,)¢. Donc imposer que la matrice Hess(, )¢ soit de rang n — d (ce qui est
I’hypothese de non dégénérescence est équivalent a imposer que la matrice Hess,¢ soit aussi
de rang n — d ce qui est ’hypothese nécessaire pour pouvoir appliquer le théoréeme de la phase
stationnaire avec parametre. On observe de plus que si W est connexe ¢(z(y), y) et la signature
de Hess; ¢ sont tous deux constants sur W, ces deux nombres sont donc notés ¢p(W) et a(W).
On a donc d’apres le théoreme de la phase stationnaire avec parametre pour a(z) une fonction
indéfiniment dérivable et en utilisant les changements de variables et de notations ci dessus :

feik(p(z)a(z)dz _ (2777)% fRd cikd(@(y),y) i §o(Hess. ¢(x(y), y))(|HeSb o(
, . X{ngok IL(a)(

. . 1

eihe(w) gigo(w) {Ejzo R [Hess.¢(x(y), y)| ™2 L7 (a)(

_1
z(y),y)| 2
z(y),y)}dy
z(y),y)dy .
(12.3.90)
Bien sur dans (12.3.90) les égalités sont & prendre au sens des développements asympto-
tiques par rapport au parametre k et les L7 désignent des opérateurs différentiels d’ordre j
par rapport aux variables “conormales” y € R" . Nous avons achevé la preuve du théoreme
de la phase stationnant sur une sous-variété.

= ()=

12.4 Conclusion

On a essayé de montrer dans ce rapport la nécessité d’utiliser des outils précis et adaptés
pour démontrer des propriétés fines concernant la distribution des valeurs propres du Lapla-
cien.

Le lecteur observera qu'il reste encore un gap assez important entre les résultats intuitifs
fournis par les physiciens (Balian et Bloch [7] par exemple) et ceux rigoureusement démontrés.
Une des raisons essentielles est que, au niveau de ’équation des ondes, on utilise un double
passage a la limite.

Les parametrix (obtenues par opérateurs intégraux de Fourier) ne sont en général valables
que pour un temps fini (la stabilité des géodésiques fermées permet de contourner dans cer-
tains cas ce handicap), tandis que les valeurs propres se manifestent naturellement dans le
comportement a “grand” temps des solutions.

Des situations plus complexes au niveau de la géométrie (trajectoires chaotiques) conduisent
a la théorie du chaos quantique ou des cicatrices.

Inversement, on peut se demander si la connaissance des valeurs propres détermine le
domaine et la géométrie riemannienne. Ceci est d’ailleurs le titre d’une contribution essentielle
de Kac [51] sur le sujet (Can we hear the shape of a drum ?). Lax et Phillips [59] ont ainsi
contribué a étudier la réponse a cette question.
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Comme on I’a vu a la section 2, de nombreuses quantités géométriques sont déja déterminées
par la distribution ou le comportement asymptotique des valeurs propres, néanmoins la réponse
a la question de Kac est négative (méme & une isométrie pres).

Pour connal tre l'objet, il faudrait avoir non seulement les valeurs propres mais la trace
sur le bord des fonctions propres correspondantes (ou ce qui revient au méme l'opérateur de
Dirichlet-Neumann) Belyshev [10], Sylvester and Ulhmann [86]. Ceci est d’ailleurs déja vrai
en dimension 1 pour 'opérateur de Hill (Mc Kean [70]).

A plus d’'une dimension d’espace, un exemple géométrique explicite ou la réponse a la
question de Kac est négative est fourni par Buser et Bérard [19].

Dans le cas d’'un ouvert non borné (par exemple le complémentaire d’'un compact (obs-
tacle)) le spectre de 'opérateur des ondes (avec pour fixer les idées une condition de Dirichlet
sur le bord) :

a=(2 )P = )

devient continu et égal & iR. La résolvante (ul — A)~!, définie pour Reu > 0, peut - pourvu
qu’on la localise (c’est-a-dire on la multiplie & gauche et & droite par des fonctions régulieres a
support compact) - étre prolongée & tout le plan complexe en une fonction méromorphe dont
les poles

Ui = ak + ik, Reay, < 0

sont appelées fréquences de rayonnement. Sous des hypotheses convenables, ces poles per-
mettent de représenter le champ proche (c’est-a-dire la solution au voisinage de ’obstacle)
sous la forme

u(t,z) = > ety (z) + O(e7h). (12.4.91)

Repr>—o,|e|<R

Ainsi la partie imaginaire des poles traduit les oscillations des ondes et leur partie réelle
correspond a la décroissance locale die a la dispersion.

Les résonances jouent pour le probleme extérieur le role des valeurs propres pour le
probléme intérieur. Leur signification “appliquée” est méme bien plus explicite (un avion
éclairé par un radar ne vole pas dans un domaine borné; lorsqu’on écoute de la musique on ne
place pas son oreille & I'intérieur de I'instrument mais a l'extérieur). Sans développer ce sujet
il semble bon de signaler que, au fur et & mesure de leur obtention, les résultats concernant
les valeurs propres ont été transposés aux fréquences de rayonnement.

L’estimation de Weyl trouve son analogue d’abord dans 'estimation des fréquences réelles
(Lax et Phillips [60]) puis dans une premiére estimation du nombre N(R) des fréquences de
module inférieur & R (Melrose [75]). Le calcul d’asymptotiques avec une phase stationnaire
ou une série asymptotique a permis de traiter des exemples “pathologiques” faisant apparail
tre les contributions des géodésiques captives (Ralston [84], Bardos-Guillot-Ralston [8] Tkawa
(48], [49]).

L’introduction du front d’onde analytique et de la régularité Gevrey a permis de systématiser
les premiers résultats de V. B. Filippov [37], V. M. Babic et N.S. Grigoreva [4]. On peut
ainsi évaluer la contribution des géodésiques rampant sur I'obstacle (Bardos-Lebeau-Rauch [9],
Sjostrand-Zworski [89]). Enfin, 'utilisation des inégalités de Carleman ou du calcul h—pseudo-
différentiel conduit a des résultats optimaux sur la maniere dont les fréquences de rayonnement
(qui sont, rappelons le pp = ay 410k, ar < 0) peuvent s’approcher de I’axe imaginaire lorsque
Br — oo (Burq [18]).

Comme cela a été dit en introduction, ’analyse du spectre du laplacien apparal t aussi
en arithmétique et en théorie des groupes. Pour commencer, on peut étendre la formule de
Poisson & n (ou pour simplifier & 2) dimensions d’espace. On désigne par L le réseau des points

L = {(ma,nb), (m,n) € Z*,a,b € R*}
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ainsi que le groupe des translations engendré par le vecteur (a,b). De méme, on désigne par
L' le résean dual des 27(%, ). Comme les translations commutent avec le laplacien, par
passage au quotient celui-ci devient I'opérateur de Laplace-Beltrami sur la variété compacte
sans bord Q = R? /L. Les valeurs propres sont les carrés des modules des éléments du groupe
dual ' = 27 (2, 2), ['|* = 47r2(’(’;—22 + ’g—j), tandis que les longueurs des géodésiques fermées
sont les modules des éléments de L : w = (ma,nb), |w|?> = m2a® + n?b?. On retrouve par la

formule de Poisson une version exacte de (3.80) :

Z et — % Z 5t — |wl).

w'el’ wel

Par Fourier inverse et Laplace elle redonne la célebre formule de Jacobi

7471'2\w\2t _ ab _lel?
e =— et
Z 4mt (Z )
L L
qui correspond au comportement asymptotique de la trace du noyau de la chaleur. Bien en-
tendu, le comportement asymptotique de la fonction de comptage N () s’interpréte comme le

calcul du nombre de points a coordonnées entieres situés dans l’ellipse

22 P A

a2 v 4n?

Selon Lax et Phillips [61], Gauss avait, dans le cas du cercle, donné la formule ”optimale”

N(A) = MA* 4+ O(\).

On remarque immédiatement que la démarche ci-dessus peut étre généralisée au cas ou M

est une variété riemannienne quelconque et ou I' est un sous groupe des transformations de

M qui préservent la structure riemannienne. Alors le spectre du Laplacien va contenir des

informations intrinseques sur la variété M et le sous-groupe I'. Le cas qui a été le plus étudié

est sans doute celui ot M s’identifie au demi plan de Poincaré H = {(z,y),y > 0} muni de

dr2+dy2
y2

la métrique Riemannienne ds? = . Le groupe qui préserve cette métrique s’identifie a

SL(2,R) = G et opérateur de Laplace-Beltrami est yQ(% + giu?j) + Tu.

Pour tout sous groupe I' de GG, on peut donc considérer la variété riemannienne H /T et
étudier le spectre de l'opérateur de Laplace-Beltrami en relation avec I'. Le cas ou H/T est
compacte a été développé entre autres par Mc Kean [73]. Mais le cas le plus fascinant est celui
qui correspond au groupe modulaire donné par

z— M—H,ad—bc: 1,(a,b,c,d) € Z*.
cz+d
Dans cette situation, H/T n’est plus compacte (bien que de volume fini). Le recours & une adap-
tation de la théorie du scattering évoquée ci-dessus s’impose pour contourner cette difficulté
et comme dans le cas de l'obstacle borné, on introduit un semi groupe Z(t) correspondant a
un développement du type (12.4.91). Un calcul explicite de représentation des groupes montre
que le spectre de B correspond aux poles de la fonction

L(—p)¢(=2p)
Lz — w)¢(1 —2p)
ou ( désigne la fonction zeta de Riemann. Ainsi une analyse du comportement asymptotique de

Z(t) donnerait la réponse & la conjecture de Riemann. Plus précisément il suffirait de prouver
I’estimation

1—2u
—( )?
14+2u

Zim% log ||[(B +4)Z(t)|| < —~. (12.4.92)
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Malheureusement les auteurs [60] poursuivant le calcul montrent que la preuve de (12.4.92)
repose en fait sur 'hypothese de Riemann, et ainsi le probleme reste ouvert. Ces dernieres
remarques achevent ce chapitre de présentation d’une application des opérateurs intégraux de
Fourier.



Chapitre 13

Réflexion des ondes
électromagnétiques.

Dans ce chapitre, nous calculons ’expression locale d’une relation au bord entre champ
électrique et champ magnétique (condition d’impédance). Nous introduisons a cet effet une
formulation intrinseque des équations de Maxwell, que nous dériverons de maniere élémentaire
d’identités sur la divergence et le rotationnel. Nous écrivons alors les équations de Maxwell
dans un systeme de coordonnées adapté au bord.

Nous étendons la notion de front d’onde pour une distribution (F, H). Nous considérons
un champ électromagnétique incident conormal analytique par rapport a une surface d’onde.

De cette forme du champ électromagnétique, on en déduira, dans certaines hypothéses
sur l'objet réfléchissant €2, une relation entre les champs électrique et magnétique tangentiels.
Le probleme extérieur obtenu en imposant sur 9 cette condition est alors un probleme de
réflexion de singularités comme celui que nous avons étudié pour les ondes scalaires. Nous
démontrerons le résultat de réflexion dans le cas général.

13.1 Géométrie et équations de Maxwell

13.1.1 Formalisme différentiel

Nous commencons par des formules explicites de calcul différentiel. Nous considérons donc
deux systemes de coordonnées dans R?, le systéme (1, x2,23) et le systeme (X1, Xo, X3).
Nous supposons que les équations de Maxwell sont écrites dans le systeme de coordonnées
cartésien (X).

La matrice jacobienne qui caractérise le changement de variables est
= Wi (q)

Ty
Nous introduisons la matrice N égale & (detM)(*M)~!. Cette matrice est la matrice des
cofacteurs de M. Nous introduisons aussi la matrice g(z) = (M*M)~1L.

L’identité remarquable que nous utilisons est la suivante : soit F1(X), Fo(X), F5(X) trois
fonctions C*°(X). Alors si on introduit

(Mij)  M;;(x)

f1(z) Fi(X(z))
fa(z) =M(z) | F2(X(x)) (13.1.1)
f3(x) F3(X(2))
on obtient
Oy fo(z) — Ou, f3(2) Ix, Fo(X(2)) — Ox, F3(X (2))
O, f3(x) = Ou, f1(z) | = N(2) | Ox, F3(X(2)) — Ox, F1(X(2)) |- (13.1.2)
Oz, fo(x) — Ou, f1(z) Ox, F»(X(2)) — 0x,F1(X (7))

255
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Cette égalité permet d’écrire ’équivalence :

rotze = iwph < rotx E = iwpuH.

D’autre part, nous notons que divx H est transformé facilement par cette opération; en
effet

Jos divx Hu(X)dX = — [ H.V xu(X)dX

— Jgs HM 'V ou(X (x))(det M) (z)da

— [ge H.(detM) V' NV u(X (x))(detM)dx
— Jgra(NH).V udz

= Jge dive(N(2)H (X (2)))u(x)dx

Nous avons donc aussi ’égalité

divy,h =divx H

Les deux équations divx H et rotx F = iwpH sont donc conservées par le changement
simultané de variable et de fonction inconnues. On vérifie que la transformation ME =
e est une transformation qui caractérise les 1—formes différentielles (en écrivant la 1-forme
différentielle associée a e comme e1dxr1 + eadxs + esdxs et celle associée & E comme Ei1dX; +
EydXs+ FE3dX3. De méme, la matrice N étant la matrice des cofacteurs de ‘M, elle caractérise
les 2—formes différentielles (exprimées par exemple sous la forme hidzg Adxs + hodxs Adxy +
hsdxi N dig)

L’opérateur différentielle extérieure d qui permet de passer d’'une 1—forme différentielle
a une 2—forme différentielle (et aussi d’une fonction & une 1—forme différentielle ainsi que
d’'une 2—forme différentielle & un déterminant) est intrinseque. Il peut s’exprimer sur les
bases adaptées aux coordonnées (x1,x2,x3) et (X7, Xa, X3) respectivement en utilisant la
correspondance entre les champs de vecteurs et les formes différentielles :

df = Vaif=MVxf
de — roty,e = Nrotx M~ 'E
dh — divyh = divx (N~1H)

Il nous faut enfin évaluer rotx H et divx E en fonction de E, H et du changement de
variable. Par exemple, dans ’égalité (13.1.2), nous considérons F' = H. Alors on trouve,
définissant f = M H comme en (13.1.1), que

NrotxH =rot, M H,
Comme h = NH, on obtient Nrotx H = rot,(M N~1h). D’apres la définition de N et de g,
ona MN~! = (detM)"*M'M = (detM)~tg~!. Enfin, detg = (det(M*M))~! = (detM)~2,
ce qui donne
rotx H = (detg)?* M [rot,((detg)? g~ 'h)]. (13.1.3)

Enfin, par intégration par parties

/R3 divy Eu(X)dX = — . EVxudX = — /(M’le).M’lku(detM)da:,
ce qui donne
divx E = (detg)? div,((detg) 2 g(e)). (13.1.4)
Les deux équations de Maxwell divx E = 0 et rotx H = —iweF deviennent alors
(detg)? div,((detg) "2 g(e)) = 0 (13.1.5)

(detg)%tM[rotw ((detg)%g_lh)] = —iwekE,
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qui se réécrit ) )
(detg)? g~ *[rot,((detg)2 g~ h)] = —iwee. (13.1.6)
Notons que nous reconnaissons ici 'opérateur d* agissant dans (13.1.4) sur les 1—formes

différentielles et dans (13.1.6) sur les 2—formes différentielles. Ce résultat est bien connu (voir
Bossavit [14], Buldyrev [5]). Nous résumons ceci dans le

Lemme 13.1 Associant ¢ E = (E1, E2, E3) en coordonnées cartésiennes la 1—forme différentielle
E = E1dX; + E2dXs + E3dXs et ¢ H = (Hy,Hs, H3) dans ce méme systéme de coordonnés

la 2—forme différentielle H = H1dXs AN dX3 4+ Hodxs AN dXq, + H3dX1 N dXs, les équations de
Mazwell s’écrivent de maniére intrinséque dans tout systéme de coordonnées indépendant du
temps

d€ = —,uatH
d*H = +e0,&
a*&€=0
dH =0

Nous n’utiliserons pas réellement cette représentation intrinseque ici, mais il est bon de
remarquer que toutes les égalités que nous écrirons sont indépendantes du systeme de coor-
données que nous avons choisi; en particulier, les relations au bord, la définition du champ
tangent et normal au bord s’écrivent de maniere plus simple que dans le systeme de coor-
données cartésiennes.

De plus, la forme des opérateurs d et d* et le changement simultané d’inconnues (en
passant de E' & e = M FE) permet d’écrire plus simplement le systeme différentiel vérifié par
des combinaisons linéaires des F; (comme E,, = E1n;+ Eong+ E3ns si n est le vecteur normal
a une surface). De la sorte, cette représentation permet de simplifier et de réécrire le systeme
associé a la réflexion des singularités électromagnétiques.

13.1.2 Opérateurs de Calderon

Nous considérons donc un objet ©Q (dont, pour plus de commodité nous supposons le
bord assez régulier) et nous supposons que le matériau contenu dans §2 est caractérisé par ses
constantes diélectriques e et . Nous écrivons R = QU UIN. Les champs électromagnétiques
stationnaires, solution des équations de Maxwell dans ) et dans un voisinage du bord 9f2 dans
Y, vérifient les conditions de transmission au bord de €, soit, en désignant par n(z) la normale
extérieure a ) au point x € 9N :

limyﬂmyeﬂn(x) A E(y) = hmy%w,yeﬂ’n(x) A E(y)
limy .o yean(z) A H(y) = limy o yean(z) A H(y).

Traditionnellement, lorsque ’on cherche a étudier la réflexion ou la diffraction par €2, on vou-
drait remplacer le calcul ou 'analyse de la solution dans 2 par une relation liant limyeq,y—zca0
et limyco/ y—zecon. La réponse théorique a été apportée par Michel Cessenat [21], avec les
opérateurs de Calderon. Lorsque 'onde incidente est une onde plane, de fréquence donnée,
et que le vecteur d’onde incident est normal ou proche de la normale, (ou encore lorsque le
matériau contenu dans 2 est a fort indice), Léontovich a introduit en 1948 la notion de coef-
ficient d’impédance Z = \/g et a donné une relation approchée locale entre Ef et H, qui est
nANE =Z(nAnA H). Nous démontrons ici que, modulo certaines hypotheses sur les coeffi-
cients F et H, Uopérateur de Calderon obtenu par M. Cessenat est localement un opérateur
pseudo-différentiel. On donne son symbole principal dans une asymptotique haute fréquence.
Cet opérateur pseudo-différentiel est la généralisation du coefficient d’impédance obtenu par
Léontovich dans le cas du milieu a fort indice.

Les hypotheses que nous considérons sont alors (dans le cas ou la transformée de Fourier
en temps est caractérisée par —iw)

Se > 0,3u > 0,(ep) > 0. (13.1.7)
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Dans ces conditions, le probleme a l'intérieur de §2 est un probleme elliptique. Le résultat
de la Proposition 2.4 permet alors de démontrer I’existence d’un développement asymptotique
de la solution a l'intérieur de €2 lorsque le champ tangentiel n A E est donné sur le bord par
son développement asymptotique. D’autre part, on rappelle le résultat donné par M. Cessenat
de Dexistence et de I'unicité de la solution du probléme harmonique des équations de Maxwell
a lintérieur d’un ouvert Q. Pour cela, introduisons 'espace Hy(rot, 2) des distributions u de
(L2(2))? telles que rotu € (L2(Q))? et que n A u|gg = 0, et espace au bord H~2 (div, Q) =
{ve (H-2(092))%,n.v = 0,divaqu € H~2(8Q)}. Alors :

Théoreme 13.1 e Soit S une fonction de H_%(div7 00N), et soit k* = epw? un nombre com-
plexe qui n’est pas une valeur propre de 'opérateur A autoadjoint tel que

Au = rotrotu-tu, u € Ho(rot, Q), rotrotu € (L*(Q))* (D(A) = {u € Hy(rot,Q), Au € L*(Q)})

Le systeme d’équations

rotE = twuH
rotH = —iweE
nAFElapg =85

(E,H,rotE,rotH) € (L?(Q2))3
admet une solution unique

o Siw e ete oup est complexe, la condition sur k? est toujours vérifiée, ce qui assure
Uezistence et l'unicité de la solution du systéme d’équations.

La preuve en est classique : lorsque on étudie la solution du systéme d’équations (utilisant
div(rot) = 0, divE = divH = 0), on se ramene a I’équation de Helmholtz

(A+k*)E=0,nAE|pq = S,divE = 0,

dont la formulation variationnelle est

/ (-VEV¢+Ek*E¢)dr + [ ¢(nAS)do =0
Q o

La forme sesquilinéaire est coercive, car k est complexe. En effet, on trouve, grace a

|a(E, E)|> = (Rea(E, E))* + (Sa(E, E))?

et aux controles respectifs de chaque terme, 'inégalité

la(E, E)|* > C(IIE||* + IVEI]*).

L’opérateur donnant (nA(nAH)|gq en fonction de S existe et s’appelle opérateur de Calderon
intérieur. Nous étudions dans ce qui suit un développement asymptotique de cet opérateur dans
un systeme de coordonnées adapté au bord.

Dans la fin de ce paragraphe, nous définissons, suivant littéralement Cessenat [21], les
opérateurs de Calderon pour le probleme de Maxwell stationnaire dans le cas de constantes
diélectriques € > 0, > 0. Nous montrons comment cette définition est reliée a la définition
de l'opérateur Dirichlet to Neumann (DTN) employé pour le probleme de Helmholtz. Nous
ne définissons pas les espaces employés; le lecteur se reportera au chapitre 4.2 de [21]. On
s’appuie sur deux théoremes d’existence et d’unicité (respectivement Theorem 5 et Theorem
6 de [21] pp 106-107). Ces théorémes sont valables lorsque € est un ouvert borné régulier de
complémentaire connexe :

Théoréme 13.2 Soit Q ouvert de R®. Il existe un unique u € H}, (A, CQ) vérifiant
(A+EHu=0

uloq = ug € Hz(9Q)
condition de Sommerfeld sortante :Vu. —iku = o(2).
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Théoreme 13.3 Soite, u > 0. Il existe un unique couple (E, H) tel que (le o dans la condition
de Silver-Muller est uniforme en fonction de la direction - sur la sphére unité)

rotH + ikcel = 0, rotE — ikcpH = 0 dans CQ
n A Elog =m € H2 (div, 9Q)
(E,H) € (L7, .(CQ), ( rotE, rotH) € (L} (CQ))°

conditions de Silver-Muller : kceE — kH = o(2), kc,ug ANH+kE =o().

T

L’opérateur Dirichlet to Neumann pour le probleme de Helmholtz est alors I’application
ug — O ulaq, ot u est la solution du probleme du théoréme 13.2.

L’opérateur de Calderon extérieur C¢ est 'application m — n A H|gq, ou (E, H) est la
solution du probleme traité dans le théoreme 13.3.

13.1.3 Ecriture des équations de Maxwell dans un systeme de coor-
données semi-géodésiques

Ce paragraphe donne & nouveau la construction des coordonnées adaptées au bord déja vu
dans la section 11.4.2. Nous reprenons exactement la méme démarche pour que cette partie
puisse se lire indépendamment du reste. Nous considérons un point z¢g € 9. Il existe un
voisinage V' de xg tel que, localement, V puisse étre représenté par un systeme de coordonnées
x1,x9 sur 0f) et par [ la distance le long de n(x1,x2), n vecteur normal unitaire sortant a o<
en (z1,z2). Autrement dit, tout point de V' est caractérisé par le changement de variable

Xi(x1,29,1) = Yi(21, 22) + Ini(21, 22)

ot (n1(x1,x2),n2(x1,x2), n3(x1,22)) est le vecteur normal & 9 au point
(Yi(z1,22), Ya(z1, 72), Y3(21, 72)).
La matrice de changement de variable M (en notant x3 = [) est alors

Mij(z1,22,1) = 0, Yj (21, 22) + 10,15 (71, 22),1 = 1,2
Msj(z1,22,1) = nj(z1,22)

Figure 9

Nous remarquons que, comme n est un vecteur unitaire et que Y (x1,z2) décrit 0Q NV,
le vecteur n est orthogonal & O0,,n aussi bien qu’a 0;,Y, ce deuxieéme vecteur étant tangent a
0. La troisieme ligne de M est donc orthogonale aux deux autres. La matrice M*M est donc
de la forme

g11(r1,w2,1)  gia(x1,22,1) 0
g12(z1,w2,1)  goo(x1,22,1) 0O
0 0 1
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Utilisant la relation N = (detg)’%gM, on constate que la derniere ligne de N est (detg)’%ni.
De plus, cette derniere ligne est orthogonale aux deux autres.

Ceci permet de vérifier que, pour | =0, e = MFE et h = M H vérifient e3 = E.n, hg =
(detg)_%H .n, et ey, ea, hi, hy appartiennent au plan tangent a 9. Ce changement d’inconnues
permet donc d’avoir un systeme d’équations simple (puisque ne dépendant que de la métrique
au bord) ou les composantes tangentielle et normale de e et de h sont décomposées.

Nous nous intéressons a ces composantes. En particulier, il existe quatre fonctions Cjj, 4, j =
1..2 et deux opérateurs A; et un champ de vecteur B, définis par

1

A;f = (detg)? [g1;0s, ((detg)® f) + 9270, ((detg)® f)]
B(hy, hy) = (detg)? [0y, ((detg) 2 (—gi12h1 + gi1ha) + On, ((detg) 2 (—gashy + gr12h2)]

tels que

. . —8lh2 Alhg Oljhj
(detg)® g~ '[rot,((detg) 29~ h)] = O + | —Ahs |+ | Cohy
B(hy, hy) 0 0
Le systeme d’équations
(detg)2 g '[rot, ((detg)2g—1h)] = —iwee (13.1.8)
rotye = iwuh o

est alors équivalent a

—0Otho + Ashs + C11hy + Ciohe = —iweeq
Othy — A1hs + Ca1hy + Coohy = —iwees
—0iea + Oy, e3 = iwphy

oier — Oz, €3 = iwphs

B(hl, hg) = —ineg

Oz, €2 — Og €1 = twphs

En remplagant dans les quatre premieres équations es et h3 par leur expression en fonction
de h1, hs,e1, €3, on obtient le systeme équivalent :

e1 €1
(Py+ LP + Lo Po) (21, 29,0, 05,,05,) | 52 | = (iw)~ta | &
iw (iw) hl hl
ho ho (13.1.9)
—(iw)ilB(hl, hg) = ce3
(iw) "1 (Oyy €2 — Oppe1) = phs.
ou les opérateurs différentiels Py, Py, P, sont :
0 0 0 u 0 0 0 0
10 0 —p O _ 0 0 0 0
=19 < o0 o D7 —cy —0n 00|
e 0 0 0 Ci Ci2 00
13.1.10
0 0 1 —0z, 0B ( )
P _ 0 0 0z, 0 B
2T A1 00y, —A100,, 0 0
Ag o 8g02 _A2 o 8001 0 0

Nous avons ainsi décomposé notre probleme selon les variables normale et tangentes au
bord 0f2.
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Nous remarquons que le probleme étudié peut étre caractérisé comme un probleme h-
pseudo-différentiel, ot les opérateurs utilisés se développent en h = w~!. Par exemple, (iw) 10, =
hD;. Le systéme (13.1.9), avec conditions aux limites en [ = 0 e1(x1,22,0,w) = €{(x1, 72, w)
et ea(w1,22,0,w) = €9(x1, 72, w) et les conditions de décroissance & I'infini (lorsque [ tend vers
—0) e1, ez bornés dans L? est alors un systéme h-pseudo-différentiel, que I'on résout par les
techniques introduites par H'ormander et Levitan. Il faut cependant modifier le raisonnement
précédent sur les conditions aux limites a imposer aux inconnues car 'ouvert est de taille
finie et on ne peut pas faire tendre [ vers +oo. Il faut ajouter des conditions supplémentaires
sur la solution pour que le raisonnement soit possible. En particulier, lorsque I'on regarde en
optique classique une onde incidente de vecteur d’onde k; qui arrive sur l'objet €2, il existe
une onde transmise telle que Etmns est complexe. Ija continuité gles composantes tangentielles
du vecteur d’onde transmis implique I'égalité de kiprgns A et k; An. On en déduit les deux
possibilités pour la partie normale du vecteur d’onde, en utilisant I’équation de dispersion
k|| + k2 = epc®. On obtient donc

ke = £ (epc® — ||k An|[?)?.

L’hypothese classique Ree > 0, Repr > 1 et le fait que les parties imaginaires sont petites devant
les parties réelles permet d’écrire k,, = +(a + ib), a et b étant de méme signe. On remarque
que l'onde transmise (celle qui correspond & —a — ib) est donc caractérisée par la phase

ezwl(—a—zb) — e—mwle—bwm

car [ est négatif. L’onde transmise (qui se propage donc dans le matériau) est ’'onde amortie (ce
qui justifie ’appellation ” dissipatif” donné a ce matériau. Nous allons dans la suite interpréter
ces remarques en utilisant ’analyse microlocale.

13.2 Calcul de Hormander-Levitan

Notons (x1,x2,1,m1,m2,&3) un élément de 7*(€2). On introduit I’élément associé par l'in-
termédiaire de la géométrie &; = g;1(z1, z2, )1 + gia(z1, 22, )12 et sa norme dans la métrique
|77|§ = g110? + 2g12m M2 — +gaans. On vérifie que, dans le calcul w™!—pseudo-différentiel, le
symbole principal du systeme sur ey, es, hy, ho écrit ci-dessus est

< 0 0 ) .
0 0

&3ldy — ) 0 0
cen— it (o o)
ou la matrice M; vaut

_ 2
My = < 7I§€2 ep — |nly + n2a ) '
e—nl; —mé& —1281

Le déterminant de cette matrice est alors

(en—Inly — €)%,
et comme Jep < 0, ce déterminant est minoré par |Jep|?. Dans le calcul w™!-pseudo-
différentiel, 'opérateur est d’ordre 0. On en déduit qu’il est elliptique.

Le calcul de Hérmander-Levitan ([62], [63], [45]) pour la représentation en terme d’opérateurs
de Fourier intégraux de e’ peut s’appliquer dans ce cas, t étant I’équivalent de . L’opérateur
P = Py+(iw) ' Py + (iw) ~2P, admet deux valeurs propres A+ = /(e —[n|2) de multiplicité
2, (£8Ay > |35u|% > 0). Notons que nous ne sommes pas exactement dans le cadre clas-
sique développé par Levitan puis Hérmander, puisque les valeurs propres ne sont pas simples.
Comme 'espace propre est de dimension égale a la multiplicité, les arguments sont identiques.
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On désigne alors par 14 les deux phases définies sur R_ x T%(9€2), nulles sur [ = 0, solutions
respectives de

8l¢ﬁ: (mla T2, lv m, 7]2) = )\:I: (331, Z2, lv M, 7]2)
Introduisant les opérateurs de Fourier intégraux Fy,, de phase w4+ et de symbole 1, on peut
écrire une décomposition de 'opérateur de Fourier intégral matriciel XC solution de (13.2.11) :
(iw) 'K = P o K,K|i=o = Idce(s0) (13.2.11)

comime

K = Op(M) o Op(Fy, )+ Op(M-) o Op(Fy_).

et les symboles M ;; sont elliptiques dans un voisinage de [ = 0.
Notons alors que
|eiww+($17$27n1,772,l)| > ewmcl

et que
|eiww—(rl,r27n1,n2,l)| < e—w|l\C2

Seul 'opérateur de Fourier Intégral Fy_ est borné lorsque wl tend vers —oo.

On vérifie alors que la connaissance de ey, es, h1, ho sur [ = 0 entrai ne la connaissance de
e1,ea, hi, ho partout dans I < 0 (dans un voisinage de I = 0 bien sir). Dans ces conditions, on
trouve

€1 e(1J

0
p | @022,bw) = (0p(M) 0 Op(Fy, ) + Op(M-) 0 Op(Fy )] | 16 | (21,22.0)
hs h3

On en déduit, grace a un calcul de composition d’un opérateur pseudodifférentiel et d’un
opérateur de Fourier intégral, qu’il existe deux opérateurs @+ et Q— tels que

€1 e(1J
. . O
221 (xh o, l7w) = f f ezww+(w17w27l)7uuy'n@+ Z%l) (y’ w)dydn

h h9

2 26(1)

; ) eY

[ fererstmmiovng | R | (v w)dydy.
hO
2

Q+ X (yaw) =0.

Cette relation pseudo-différentielle entre e et hY sur le bord est celle que nous cherchons.
Nous allons donner le symbole principal de 'opérateur obtenu calculant, grace a cette relation
(€9, e9) en fonction de (hY,hY), et plus précisément de (—eJ, e}) en fonction de (hY, hY).
Remarquons que nous avons supposé que +9;14(x1,x2,0,71,72) est de partie imaginaire
positive, donc 91+ (x1,x2,0,71,12) = £, ol v est la racine de partie imaginaire positive de

ep — (g1 (21, m2,0)0F + 2g12(21, B2, 0)m1m2 + g2a (1, 22, 0)n3).
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Nous supposons que le front d’onde conormal analytique de ’onde incidente (sous-jacente dans
notre étude) est contenu dans t—6(x,y,) = 0. Nous savons que [V| = 1, donc Re(ep—|n|2) > 0
(le milieu est d’indice plus grand que 1). Comme Sep > 0, on en déduit que Rev > 0 lorsque
Sv > 0. Lorsque Sv — 0 (pertes faibles), v — /zp.

De I'inégalité Sv > 0 et de larelation Ojt4 ;=0 = v, on en déduit F3Y 4 (1, x2, M1, 12,1) >
c1|l] pour —l; <1 <0 grace a la nullité de ¢4 sur 09 et la continuité de |n|, en fonction de
(la régularité du bord étant suffisante). Comme Re(iwys) = —wS¢4, seule ¢ conduit & une
décroissance exponentielle en w.

La solution retenue est donc sous la forme

e1 a

N a w(Y—(x1,22, — —

| e dw) = / dyrdyadindi 32| (g, ya, w)et V- ntmm) v )
h2 b2

(13.2.12)

Appliquant (iw)~'d, — P & cette solution, on vérifie que nous obtenons le systéme

/dydﬁ[aﬂ/)— (xlv za, l, N, 772)Id4—0p(P)H bf (yl, Y2, w)]eiw('w—(Il,IQ,l,nl7"72)_?!1771_?!2772) =0

ce qui donne la relation sur les symboles principaux des vecteurs propres en considérant cette
égalité a I = 0 (auquel cas la phase 1 se réduit & la phase usuelle de transformée de Fourier) :

—v 6?($1,$2,0,&)) —6_1M h?(ﬁl,xg,O,W) _ 0
ed(x1,2,0,w) . hY(x1,22,0,w) )~ \ 0 )°

On vérifie que

M\ _ 2f m &\ _ &2
()= () (8 )= (%)

Introduisons la matrice Z° telle que

“( )=o)
»(8)-¢(2)

On sait qu’il existe un opérateur pseudo-différentiel Op(Z), local, tel que

( :2 ) li=o = —Op(Z) ( Z; ) lizo.

Alors eq, es, hy, ho solution bornée en w est solution de [(iw)*lal — PJu =0 si et seulement si
le terme principal de 'opérateur pseudo-différentiel Op(Z) est Z°. Nous représentons les deux
vecteurs propres de M7 dans la figure :

N
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Figure 10

L’onde incidente est supposée égale a
E(x,t) = /eik(‘ﬁ(z)_t)E(x, k)dz.

On désigne par (z1,z2,n1,72) Pélément de T*(92) ol nous calculons les opérateurs pseudo-
différentiels tangentiels. La matrice d’impédance Z° est la matrice dont les vecteurs propres

N2 m
sont respectivement m et (M!M)=L| no dans le systeme de coordonnées semi-
0 0

géodésiques et dont les valeurs propres sont v/e et pu/v.
Proposition 13.1 Sous l’hypothése
e > 0,3 > 0,8ev >0

sur les constantes diélectriques, lopérateur de Calderon intérieur, liant les traces tangentielles
de E et de H sur 02 admet un développement asymptotique en k dans le k— calcul pseudo-
différentiel. Le symbole principal de 'opérateur pseudo-différentiel local qui représente C est
Z0.
Soit Q' le complémentaire de €. Soit k = w(ep)?.
Proposition 13.2 Le systéme des équations de Mazwell dans Q'
rotx F = iwpoH,rotx H = —iweoF,

condition de radiation a ['co,
énergie locale finie

qui contient les conditions de divergence sur E et H est équivalent au systéme des équations de
Helmholtz sur chaque composante de E, la condition de radiation, la relation H = (iwpo) ~'rotx E
et la relation divx Elpq = 0.

La preuve de cette proposition est la suivante. On remplace H par sa valeur (iwpg)~‘rotx F
dans I’équation sur E. On obtient

rotxrotx F — CUQEQ/,LOE =0.
Cette équation implique que divxE = 0, et donc (A + (w/c)?)E = 0 et bien str implique
divx E|sqr = 0. La condition de divergence n’est obtenue que sur le bord.
Maintenant, considérons les équations
(A+KHE =0,H = (iwpg) ‘rotx E,divx E|sor = 0, C.R.
La distribution u(X, k) = divx E(X, k) est solution de I’équation de Helmholtz scalaire

(A +EHu(X, k) =0
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avec la condition aux limites u(X, k)|aor = 0 et une condition sortante a l'infini. Le bord
0f) est non caractéristique pour 'opérateur des ondes, donc par application du théoréme de
Holmgren, la solution de ce probleéme est unique, et u(X, k) = 0 dans Q’. Ceci achéve la preuve
de la réciproque. Le méme résultat vaut pour H.

Nous écrivons la condition de divergence sur e en coordonnées semi-géodésiques. En utili-
sant I’expression (13.1.4) nous obtenons

(detg)?dy((detg)~Zes) + (detg)? (s, (grre1 + grzea) + Dy (g21€1 + goez)) = 0

Nous utilisons alors les relations hy = (iwpg) 1 (Op,e3—01e2), ha = (iwpo) = (—0x, e3+0e1)
que nous remplacons dans 1’égalité

—ey = —Op(Z11)h1 — Op(Z12)he
e1 = —Op(Za1)h1 — Op(Za2)ho

ce qui donne, apres avoir noté uoc = Zy, impédance du vide

N Op(Za2) —Op(Z21) Oier — O, e3
O\ e —Op(Z12)  Op(Z11) Orez — Oz,e3
En remarquant que le symbole principal de l'opérateur matriciel écrit dans le second

membre de cette égalité a pour déterminant £ x Z = £, il est donc inversible et on peut
calculer le symbole principal de I'inverse qui est

e[ Z) 7Yy
w\ 28 29, )
1% 21 22

On a donc acces a deux lignes de conditions aux limites, qui sont :

i&lel = 835163 — Z()%(Z?lel + 29262) + Lé(el, 62)
%8[62 = Op,€3 — Z()%(Zglel + 28262) + Lg(el, 62)

les opérateurs Lé’2 (e1, e2) étant des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0. La troisieme ligne
de conditions aux limites est donnée par la relation de divergence restreinte au bord (Propo-
sition 13.2), c’est-a-dire, en application de la relation (13.1.4) rappelée ci-dessus, %8163 +
D(e1,e2), ou D est un opérateur différentiel de symbole principal £1e1 + €2e2. On peut écrire
la condition aux limites obtenue :

gie1 el
8162 - ZkTE €9 =0 (13213)
(9163 €3

ou 'opérateur Ty est un opérateur pseudo-différentiel matriciel tangentiel. On vérifie que

—12 Y 0
Tp | m =—Zy'= | m +1 0
0 H 0 m
&1 (& 0
Tp| & |=-27'=| & |+| 0
0 v 0 2
0 &1
(o |=1 &
1 0

On écrit ensuite la relation e(z1, 2,1, k) = M(x1,22,1)E(X(x,1)). Cette relation est la
relation entre les composantes cartésiennes et semi-géodésiques du champ électrique, relation
exprimée dans le systeme de variables semi-géodésiques.
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On a alors
de(z,0,k) = (A M)(z,0)E(X (z,0)) + M(x,0)0, E(X (2,0))
ce qui donne

(AM)E + M(z,0)0,E — Tg(ME) =0

soit encore

ANE(X (x,0)) — [M~(z,0)T(M(x,0).)) — M~ (z,0)0,M (x,0)]E(z,0) = 0.
On note B I'opérateur pseudodifférentiel égal & M~ (x,0)TgoM (z,0)Id—M ~1(z,0)(d, M (z,0))Id.

Nous avons donc

Proposition 13.3 Il existe un opérateur pseudo-différentiel matriciel tangentiel B tel que le
comportement du champ électromagnétique dans Q) + les équations a lextérieur soit équivalent
a légalité H = (iwpg) " 'rotx E, les trois équations de Helmholtz scalaires munies des condi-
tions de radiation a linfini

(A+KHE; =0

et la condition auzx limites couplant ces trois composantes
OnE — B(Flaqr) =0

A ce systeme d’équations, on pourra appliquer en la généralisant la théorie permettant la
réflexion des singularités transverses. Ceci est ’'objet de la section suivante.

13.3 Le théoréme de réflexion des singularités transverses
pour les équations de Maxwell

Nous prouvons le résultat

Théoréme 13.4 Iy a propagation des singularités transverses pour les équations de Mazwell.

Nous écrivons une version explicite du théoreme dans la proposition qui suit. On suppose
qu'il existe j € {1,2,3} tel que WF(E};) contienne le point p_. Par ce point p_, il passe une
bicaractéristique y_(—s) telle que 7(y_) rencontre 92 en un point zg, le point correspondant
sur y_ étant p; € T*RR™) N 7~1(9Q). On suppose que ce point se projette sur 7%(92) en
un point hyperbolique pg. Pour préciser les notations, p; = (zo0 = 7(pg ), (), ¢ € Ty, R" ~
T,y O R, ce qui fait que ¢ = (', (), et po = (20, ¢’). Onnote pg autre point de Car(A—02)
qui se projette sur py et on désigne par v4 la bicaractéristique qui passe par par .

Proposition 13.4 Il existe p € {1,2,3} tel que v4 NT*(Y) C WF(E,) et ¢ € {1,2,3} tel
que po € WEFy(Ey).

La preuve est une généralisation matricielle de la preuve pour une condition aux limites dans
le cas scalaire. On construit les opérateurs A, et A_ du chapitre 11. La solution des trois
équations de Helmholtz s’écrit

(Bv, Ea, Es) = (A_(fy ), A=(fy ), A-(f3)) + (AL (), AL (FD), A () (13.3.19)

Nous écrivons la formule des sauts générale pour chaque composante (P est 'opérateur
des ondes conjugué en coordonnées (I, z1,x2))
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PE; = 81Ej (2,0,k)0—0 + E; (z,0, k)5l/:0.
Appliquant cette égalité a (13.3.14), on trouve

A7)+ A(F)li=0 = B, To(f7) + T-(£77) = O

En remplagant ces égalités dans la condition aux limites, on trouve (les opérateurs pseudo-
différentiels T+ ont été introduits dans le chapitre 11.5.15 dans la proposition 11.5 et ils sont
elliptiques aux points hyperboliques)

Bft+Bf~ — (TyIdsf* +T Idsf~)=0

On vérifie que B — Ty est un opérateur inversible. On en déduit I’égalité

[t =(B—-TyId3)"(T-Id3 — B)(f")

et I'égalité
Bloa = (B — Ty Idy) ™ (T — T )Ids(f7)

On en conclut alors que, si p— € WF(Ej), alors pg € WF(f;"). L'égalité sur E permet
d’affirmer qu’il y a au moins une coordonnée de E|gn qui contient pg dans son front d’onde.
Il y a aussi une coordonnée de f7, f;r , qui contient pg dans son front d’onde. Les propriétés
de I'opérateur A, permettent d’affirmer que p; est dans le front d’onde de A (f,). Comme
p+ n'est pas dans le front d’onde de A_(f,), alors py est dans le front d’onde de E),. Ceci
acheve la preuve du théoreme.

Remarquons que nous pouvons pas affirmer que toutes les composantes de F contiennent
du front d’onde en p4, car il se pourrait que le coefficient s’annule. En particulier, si il se
trouvait que le vecteur d’onde coi ncide a un instant donné avec un des axes de coordonnées,
la relation divE = 0 (qui est vérifiée partout) impliquerait que la composante suivant cet axe
est nulle, et donc ne contient pas de front d’onde.

Nous pouvons résoudre ce probléme en remarquant que la 1-forme différentielle E associée
a F, qui est

E = E1dX; + E2dXs + E3dXs

est telle que } 3
WF(E)=UWF(E,)

ce qui permet d’obtenir la proposition sur les formes différentielles, exactement identique au
Théoreme 11.2 :

Proposition 13.5 1. Sipg € £ et si E, H est solution de

e F =d*H
dE = ud,H
dH =0
d*E =0

nAE = Z(H"")

(systéeme équivalent a une équation de Helmholtz (—dd* — d*d — 632)E~’ =0 et un systéme
de conditions auz limites incluant d*E|gq = 0) alors po ¢ W Fy(E),

2. Sipo € H, on construit les deux bicaractéristiques v+ et y— passant par les deuzr points
de (IT=Y(po) N Car(p)). L équivalence suivante est vraie

po € WFy(E) &~ CWF(E) ou ~_ C WF(E)
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De la démonstration du théoreme, on déduit la proposition, qui est la généralisation de la
proposition 11.5 pour les ondes avec condition mixte :

Proposition 13.6 La matrice des coefficients de réflexion associée a un point hyperbolique
est un opérateur pseudo-différentiel matriciel R. ,, tel que

By (71,22,0,k) = Re u(Eili=0)(z1, 72, k).
Son symbole principal est la matrice
(6: (xlv 0, 81”‘/)4- (33/, 0, 6/))1d3 - Bo(m/a 5/))_1(61—1’_ (xlv 0, az”‘r/)+ (33/, 0, 6/))1d3 + Bo(m/a 5/))

Cette matrice est diagonalisable dans la transportée par M~ de la base qui diagonalise
Z°. Les deuxz coefficients de réflevion sont Ry(x1,22,m1,m2) sur le vecteur M~ (—n2,m1,0) et
Ro(x1,22,m,12) sur le vecteur M~ (&1, &2,0) :

Ry = (& (2,0,0,¢4(27,0,8)) + Z5 V(ﬁ 7 )HER (0,004 (2,0,€))) — Zg P —1)

Ro = (€1 (',0, 000 (,0,€) + 25 A2 268 00, 0,000, (0,0,€) - 2772,

Nous n’avons que deux coefficients de réflexion pour les composantes qui sont tangentes
au plan car la condition de divergence est naturellement vraie pour E, comme pour E; et
se traduit par le produit scalaire avec le vecteur d’onde (respectivement incident et réfléchi)
permettant de trouver la troisieme composante.



Chapitre 14

La diffraction

14.1 Le probleme modele de Friedlander

Fin de 1’étude du probléeme modele de Friedlander de la section 6.3 Nous pouvons
énoncer le premier résultat de propagation de singularités dans le cas d’un point strictement
diffraction. Il s’agit du résultat obtenu par Friedlander pour son opérateur modele, que nous
avons étudié en détail dans cet ouvrage. Nous énoncons les dernieres étapes sous la forme de
la fin de I’exercice 6.3. Pour plus de lisibilité, nous reprenons ici le texte intégral de ’exercice.

Nous ne donnerons la solution que des questions 9) a 11).
On se donne lopérateur sur Ry x R?

0%u 0?u  0%u
1 2

On résout

Pu=0,u € D'(Ry x R?)
u(0,y) = f(y), f € &' (R?)
u(z,y1,y2) = 0,51 < 0.1

1) Démontrer que la solution de (6.3.7) s’écrit, pour f € S(IR?)

1 N o . .
u(r,y) = = / K. (01,00) f (61, 02)e™ 01 T2 49, dg,
(2m)? Jg2
au sens des intégrales de Fourier, ou K, , solution de

PK,=0
KO(CU) = 5&/:0
Ko (y1,y2) = 0,y1 <0.

est supposée admettant une transformée de Fourier, égale dans 361 < 0, a

A0, 403 — (L 0)0f) _ Ai(9)

K1(01792) = 1 2 - s
Ai(6; 5603 - 67) Ai(&o)

les racines (et donc £ et &) étant obtenues canoniquement grice a la représentation
(3m ™ T
0, = |05 " < < =
1= 10| 2 =772
qui donne

2
3

05

= —|0y|3e3*

269
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075 = |0y Fe ¥

On notera dans toute la suite

0] = (6% + 63)*
= [61]% — (1 +2)63]6,]

Zo = |61]% — 62161] 5.

2) Démontrer que la fonction ® définie par I’égalité
1. 2 3 1
ut Az(u)exp(§u2 ) =u*d(u)

admet, ainsi que son inverse, un développement asymptotique pour u € R4 grand, en puis-
sances inverses de uz, développement valable uniformément dans argu € [—m + ¢, 7 — €.
3) On se donne une fonction C™, notée oo, nulle pourt < 1, identiquement égale a 1 pour

t > 2. On introduit o2(t) = 0¢(dat), 0 < d2 < 1/2. On introduit

a2(x’ 917 92) = 00(|9|)0—2(ZO)§((§£O)) .

a) Démontrer par récurrence lexistence de fonctions C'™ Q?’a(mﬁ), homogeénes en 0 de
degré d’homogénéité 2(j + k) — |a, telles que

j=lal

05.05.1G(2)] = 3 G (2)QE (2, 0)

j=0
b) Démontrer que o2(Zy) € 59/370(115{2).
¢) Utilisant linclusion 59/370 C S?/3)2/3, démontrer que as € S?/3,2/3'
4) a) Démontrer que
Ai(§) o
0 esS™™
(1 —oo(l6])) 5 Aile)

Soit o1 la fonction paire, nulle sur [1 — 81, +00[, égale a 1 sur [0,1—201], par exemple o1 (u) =
1- 00(51|u| +1- 3(51) Soit h la fonction égale & (s +1)72(s2 = 1)% sur[1,(1+z)2], égale
A (s2+1)73[(2—1)% —(s2—1—x)%] sur [(1+ 3:) ,+oo[. Elle est minorée par une fonction
y(x), que l'on pourra exprimer, pour s > (1 — 1)~ !
b) Démontrer que

M)

(8o (g lexp(= (€2~ 6)] < exp(~ ()

¢) Démontrer, quel que soit n, lexistence de C,, telle que

o2 (o8 (521) )] < Cexpl= (o))

0) = Jo(|9|)01(|g—;|)xﬁi(§)) 4 un espace de sym-

d) En conclure sur l’appartenance de a1(x,

bole.
5) On note

&y~ o0Do (i) 2

as(x,0) = [K.(0) — (1 — Uo(l9|))
—as(z, O)QXP(—§(§2 - 50 )lexp(F

A
2i
p(FZ2 Slgnol) >4
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a) Démontrer que le support S de as est donné par les inégalités

16] > 1,102 < (1 —281)" 601, Zo < 265.

b) Déterminer le plus petit cone contenant S.

¢) Démontrer que Z a un minorant strictement positif sur {(x,0),x > §,|61] > (1 —
201)[02(}-

d) Démontrer que as € S?/B 2/3"

6) On se donne un point po = (0,0,0,£% 09, 19) € T*(Ry x R?) N Car(p). Déterminer la
bicaractéristique de Uopérateur P défini par (6.5.6) passant par pg. Pour cela, on définira

q(z,m,m2) = 1+ 2)n; — 03

et on exprimera ces courbes a l'aide de

5(%771,772)2/ (q(u, m1,72)) % du.
0

7) On introduit la fonction, définie sur Ry x R?* x R?, par

O(x,y1,Y2,01,02) = y161 + y202 — S(z,01,02)sign(61).

Démontrer que les bicaractéristiques issues de l'origine dans y1 > 0 forment l’ensemble
6 = aﬂ?d)('xv yv 0)

0

Y= {(1"1/75’77) € T*(R+ X Rz)vx > Oa |01| Z |02|a n= vyd)(xvya

) }
Ve¢(xay79) =0

8) Démontrer que le support singulier de lopérateur de Fourier intégral K® de symbole

az(z,0) et de phase l(x,y,Y,0) = (y — V)0 — %(5% - f(%) est inclus dans la réunion des
bicaractéristiques issues de l'origine dans y1 > 0.

9) Déterminer pour l'opérateur (6.3.6) les zones elliptique, hyperbolique, et glancing.

10) Soit Xs = {(z,y),x > &}. On considére la restriction de opérateur de symbole

3
asexp(—2isign(61)Z3 ) a X5, que l'on note K§3). On considére la phase

- 2, 3
o(x,y,0) =y.0 — gmgn(@l)Z?

Sous la condition
1 _1
61<§(1—(1+5) 2)

§3) est inclus dans

démontrer que le front d’onde de K

As = {(@,y,€m),2 > 8,0 € 53,6 = 006,11 = V0, Voo = 0}
11) Démontrer le théoréme de propagation des singularités pour tout rayon, autrement dit

Théoréme 14.1 o Le front d’onde de la solution fondamentale K est contenu dans ['union
des bicaractéristiques sortantes (dans le sens y; > 0) issues du point (0,0,0).

e Le front d’onde de la solution de (6.3.7) est contenu dans l'ensemble des bicaractéristiques
de P issues d’un point (0,z,0,n) appartenant au front d’onde de f.

9) Nous vérifions que

p(, &, 01,02) = =& + (1 + )07 — 63.

La variété elliptique est £, ensemble des (y, 61, 62) tels que p(0,&,01,602) = 0 n’ait pas de
solution, soit |f2| > |61].
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La variété hyperbolique est 02| < |61].

La variété glancing est |61] = |f2]. On vérifie que, sur la variété glancing, si on écrit P =
68—;2 +R(z,y, 0y), alors le symbole principal r sur la variété G vérifie r = 0 et 9,7(0, 61, 62) > 0.
En effet, la valeur explicite est 6%, qui n’est pas nul car # # 0. On dit que les points de G pour
Popérateur P défini par (6.3.6) sont des points strictement diffractifs.

10) On introduit

2 s
KP(w,0) = as(e, O)erp(~ 564 Loz,

On sait déja que az € 89 , (IR?) par la question 5) de 6.3. De plus, lorsque z > § et

3’3

0<d < %(1—(1+5)—%) (14.1.1)

on sait, par cette méme question, que Z > D > 0, donc

2
K§3) (z,0) = az(x,0)exp(— giZ% signf).
On peut alors vérifier que < KéB), X > peut étre défini par I'intermédiaire d’une intégrale
oscillante

. 3 .
<K x>= /dmdyd@lmaas(w,9)X(ﬁv7y)el(y‘e’%z“‘gnel),

ceci car la fonction

o(z,y,0) =y.0 — %Z%sign% (14.1.2)

est une phase admissible au sens du lemme 7.1.
Son front d’onde est alors contenu dans l'intersection de x > § et de la variété lagrangienne
A > par application immédiate de la proposition 7.2. On note cette intersection As.
11) On vérifie que
Kr(0)1r>6 =(1- UO(|9|))1I>6L® +a1(z,0)1:>6
Ai(&o)

S0 3
+as(x, 9)1x>5exp(:%(§5 -&))
+as(z,0)exp(—3E2) 1oss

Si les réels 01 et d9 vérifient les inégalités

1

1 1
0<dr<=-,0<d <=-(1————
? ! ( V146

: : ), (14.1.3)
on désigne par Lg, s, 5 I'espace de T*(R?) égal &
L51,52,5 =AsN {($7yu§7 9)7 (1 - 251)|92| < |91| < (1 + 5(52)”92'}

Il vient alors, désignant par K la transformée de Fourier inverse de Kw (0)1z>s

WF(K(;) C (E N {ac > (5}) @] L51’5275. (14.1.4)
On sait alors que le front d’onde a gauche est un ensemble ne dépendant par de §; et do
vérifiant (14.1.3). Donc
WF(K(;) cxn {JU > 5} n (0(61762)6(14.1.3)1151,52,5)-

On voit que k(d2) tend vers 0 lorsque d3 tend vers 0, donc cette intersection est incluse

_ 3 1
dans As N {]61]| = |62|}. Comme 8‘%9)1(%202) = 730y 0,220 et que Zy = 0 sur |61] = |62], on
en conclut que
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Asn {01 =16} c =N {x > 6}

On affirme ainsi que WF(Ks) C XN {z > ¢}, dou WF(K) C X. Le premier alinéa du
théoreme 14.1 est démontré.

Pour démontrer le deuxieme alinéa, considérons les bicaractéristiques issues d’un point
(0,2). On peut alors définir de la méme fagon ¥.. Le résultat provient alors de 1’égalité
Uy = Ky* f. On définit I'application de Ry x R? x R? dans R xIR? par pu(z, vy, 2) = (z,y—2).
Onap*F=F(z,y—2z2),etu=p*Kf.

L’opérateur x*K a pour front d’onde d’opérateurs le sous-ensemble de T* (R4 x R? x IR?)
défini par

WF (0 K) = {(2,9,%,&n,0), (2,9, 2,61, —C) € WF(u"K)},

grace aux relations entre le front d’onde de l'opérateur de convolution et le front d’onde de
son noyau. On sait de plus que

Par définition des bicaractéristiques issues de WF(f) N {|01] > |02]}, et par la relation

WF(u) C WF (i*K)WF(f),

(on applique la relation définie par le WFE a WEF(f)), on a le deuxiéme alinéa du théoréme
14.1.

14.2 L’équation des ondes a I’extérieur d’un ouvert convexe

de R?

Nous souhaitons maintenant présenter un calcul qui utilise toutes les notions introduites
dans les chapitres précédents. Il s’agit du calcul de la solution diffractée par une courbe convexe
fermée C dans le plan. L’ouvert intérieur est noté €2, il est borné. L’ouvert extérieur est noté Q°.
Ce calcul a déja été effectué par Filippov [37], [99]. Il s’agit d’une généralisation ardue du cas
modele de Friedlander présenté en Section 6.3. Ce travail a été effectué en collaboration avec
D. Bouche pour la partie explicite en dimension 2 et avec G. Lebeau pour la partie théorique.

Apres transformation de Fourier partielle en temps, le probleme s’écrit

(A+k>)u=0 dans Q°
Lu=0 sur 02 (14.2.5)
u—u; =0 pour Sk <O,

L étant un opérateur différentiel d’ordre 1.

14.2.1 Ecriture en coordonnées d’Euler

Définissons les coordonnées utilisées. Soit A un point de C, fixé. Un point de C est caractérisé
par son abscisse curviligne s, comptée a partir de A. La longueur de C étant L, on aura
s € [0, L], avec condition u|s=r, = u|s=¢. On remplace alors le probléeme par un probléeme dans
R. La courbe C est caractérisée par la donnée de la fonction R(s), rayon de courbure au point
M (s), supposé strictement positif et fini, ce qui indique une courbe strictement convexe.

A partir d’un point M(s) de C, on considere dans Q¢ la distance & M (s) sur la normale,
et on la note n. Ainsi, un point M (s,n) dans un voisinage de C est donné par

AM (s,n) = AM(s) + nii(s).

On suppose le voisinage de C totalement géodésique.
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Si

Figure 11

Le Laplacien en coordonnées (s,n) est noté P, et donné par :

n ;0 n _,0u no_,0 n ou )
R(S)) _(HR(S)) Os )5, mrs),) HEu (14.2.6)

Pu=(1+ 35 R(5)

Dans le calcul k~! —pseudo-différentiel, son symbole principal s’écrit

p(s,n,0,8) =1—€62—(1+ %)—202'

L’espace T*(]0, L[) se décompose en région elliptique, hyperbolique, et glancing comme suit :
E={(s,0),|0] > 1}
H={(s,0),|0] <1}

G ={(s,0), 0] =1}

Remarquons que pour n = & = 0, on retrouve une propagation a vitesse constante sur
le bord, donnée par 02 = 1, et on reconnai t ici I’équation du coéne de lumiere classique en
dimension 1. La relation 02 = 1 entrai ne ¢ = =+1, ce qui induit que la solution contient
un facteur e**s. Nous étudions la solution diffractée autour du point ¢ = 1. Pour cela,
nous ramenons ce point a 0 = 0 par une technique de conjugaison. Nous introduisons ainsi
I'opérateur P; défini par

Py (U)(n,s, k) = e *5P(e*U(n, s, k)). (14.2.7)

Cet opérateur P; est donné par :

(14.2.8)

PU)= 1+ g5)" [ai((l‘F R(s )gg)‘F 83((1+ Ry 1)
HE[(1+ 5y) 7 5 + as((1+ mey) O HRPU(L = (14 585) 7).

Le symbole principal de Py est p;(n,s,&,0) =1—£2 — (1 + %)_2(0 +1)%, qui s’annule
au voisinage de o = 0 pour :
R(s)o

= Goap TR -, (14.2.9)
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Nous remarquons que le calcul du symbole principal peut aussi se faire par I’application du
résultat de lexercice 8.3, en introduisant s(s,n, k) = ks, qui vérifie Vs = k.

Introduisons le changement de variable dual, déduit de (14.2.9) par la restriction a £&2 = 0 de
Péquation de la variété caractéristique, soit 7 = R(s)o. Il correspond formellement & I’égalité
% = R’l(s)%. Nous définissons la fonction 6 par

* du
0(s) = —_—
o R(u)
Cet angle 6 est alors angle entre une direction fixe et la tangente (au signe pres), appelé
angle d’Euler de la courbe C. Le changement de variable s — 6 est un difféomorphisme, ce
qui permet d’écrire l'opérateur P; dans le systéme de variable (6,n). En notant s = s(6), on
obtient :

(14.2.10)
+ik(n + R(s)) 7 (1 + 7)) ' G5 + & (1 + 5i5) ' U))-
Le symbole principal de cet opérateur est :
n T
Pr(n,0,62,7) = 1 — € — (1 + ——)~( + 1) (14.2.11)
? R(s)” "R(s(0))
Nous vérifions que la variété caractéristique a pour équation
n T
1-2 =0+ )7 +1)%, (14.2.12)
? R(s(0))" " R(s(0))
ce qui s’écrit
1
n=1+ 58 (R((0) +7) + O0&). (14.2.13)

Dans une premiere partie, nous écrivons une solution asymptotique sortante uy (dans le
sens ol elle est définie pour Sk < 0) en utilisant les techniques d’analyse de phase construites
dans le chapitre 10, en particulier dans le lemme 10.3. Nous calculons ensuite la trace sur le
bord Luy de cette solution asymptotique sortante.

Dans le probleme modele de Friedlander, la relation ug|,—0 = 1 avait permis aisément
d’obtenir la solution fondamentale (voir 1) p 72). Ici, cette méthode n’est plus utilisable ; en
effet, la trace sur le bord est définie de maniere intégrale par 'intermédiaire d’un opérateur
non local. Lafitte et Lebeau ont développé des techniques permettant d’inverser cette égalité
sur le bord, et de faire le calcul explicite. Cette méthode rejoint la méthode de la couche limite
utilisée par Bouche et Molinet.

14.2.2 Une autre solution asymptotique sortante.

La méthode que nous présentons dans ce paragraphe est directement inspirée des travaux
[64] qui construisent des solutions asymptotiques sortantes d’opérateurs admettant un point
strictement diffractif. Elle est en particulier différente de la construction de la solution exhibée
dans le chapitre 11, qui est donnée par A; ou par A_. Elle se rapporche des calculs de Ludwig
présentés dans le chapitre 10 dans la section 10.4. Soit (n,&2,0,7) € T*(2.), B €]0,0(1)] dans
un voisinage d’un point du bord. Nous nous donnons un symbole a(n,&s,6,3,7,k) et une
phase ¢(60, T,&2) et nous construisons J(f), fonction définie dans un voisinage du bord n = 0
a partir de f définie sur le bord par

J(f)(n,0,k) = / e HO=F)inet o0 llo(n, &5.0,8,7,k) f(8, k)dBdrdsy  (14.2.14)
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Nous prouvons dans cette section I'existence d’une phase et d’un symbole représentant une
solution générale de P;. Nous introduisons les opérateurs Ty, 11, T» d’ordre 0, 1, et 2 égaux
a:

n

n+ R

Oex "
2060+ R)

Ty(n.0.60.7) = —p + 00 T

/ 822¢
R 2\ &5
Wt R A e Al

1o} 0, 0 19] R 0
Tl(n707£277_78n78976§2)2528_+(1_£§)( Z¢) s 0¢+n+

96 ' (n+R? 860’
T = (n—l—R)*?[(l —55)8652 4§2 5 —2] - [— +(n+R)” ;n + (n+R)7l%((n+R)*l%)]_

Proposition 14.1 Soit
J(f)(n,0,k) = / kl(O=B)r4n&ato0me)l(n, &5, 0, 6,7, k) f(3, k)dBdrdes.

Pi(J(f)) = O(k=M) pour tout M si et seulement si ¢ est solution de

p1(— 88? 0 T+a¢7§2)

(équation eikonale) et si le symbole classique a, développé en puissances inverses de ik, vérifie :

2T ag + Toag =0

2T16Lj + T()aj = —TQCLj—l

Nous notons que c’est une représentation intégrale un peu différente de celle utilisée dans
le cas de la réflexion transverse, ou le comportement en variables n, 0 était calculé par une
fonction ¢(0,n,7) telle que ¢(0,0,7) = O7. Ici, nous changeons de comportement en n car
nous voulons tenir compte de la singularité en y/n qui apparal t dans ’équation de la variété
caractéristique.

Preuve : On impose comme condition initiale en &5 sur ¢, ¢(6,7,0) = 0 (qui était un degré
de liberté supplémentaire).

Nous cherchons les conditions sur a et ¢ telles que J(f) soit une solution asymptotique
sortante de P; quelle que soit f définie sur le bord. Plus précisément, on calcule Pi(J(f))
et on réordonne son expression suivant les puissances de k. Cette méthode est courante dans
les développements asymptotiques et 'annulation du terme d’ordre maximum en k conduit
traditionnellement a ’équation eikonale, qui est une équation aux dérivées partielles vérifiée
par la phase de l'onde considérée.

Le terme principal de P;(J(f)), qui est d’ordre k2, s’écrit :

K / (0,0, 60,7+ 2DVa(n, €20, B, 7, k) (B, k) MO e+ 00m )] 47 de,

00
Si on employait la démarche traditionnelle utilisée pour les développements asymptotiques,
on chercherait ¢ solution de
9¢
p1(n,0,&, 7+ —) =0.
p1(n, 0,862, 3 9)

Mais, comme le symbole principal dépend de n, on ne peut pas trouver de phase ¢ indépendante
de n vérifiant cette équation aux dérivées partielles. Pour se débarrasser d’une partie de la
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dépendance en n du symbole principal, on utilisera les deux relations d’intégration par parties
écrites ci-dessus, valables pour toute fonction A(n,&s,0, 8,7, k) :

anezk [(0—=B8).T+nEa+¢(0,7,62)] dpdrdés,

= (14.2.15)
—[[- 852A+Zk 18A] zk[(O B).mHn&a+d(0.7.82)] 3drdE,

[ 2 Aeikl0=B)-m4n&otd(0.7.0)] 4B rde,
2 o 5 Al (14.2.16)
JIGEPA - ik (GEA+ 258 5) — b2 gl D mineat o0 ealldfdrdes.

Remarquons que :

) 99 n
pun, 0,827+ 59) = (L4 ey

06
Nous vérifions, en utilisant dans la premiere relation d’intégration par parties (14.2.15) :

)2[(1 = )1+ 2R (s(0))n + R~2n%) — (R"'r +1)?]

2

Al(”af?a 03/63 T, k) = R(s(ﬂ)) (1 + R(s(ﬂ)) )_2(1 - g%)a(’nﬂg% 03/63 T, k)f(ﬂa k)

pour I'expression du terme en n et

n

As(n, &,0,8,7,k) = R>(s(0))(1 + M)‘Q(l —&)a(n, &, 0, 8,7, k) f(B, k)

dans (14.2.16) pour le terme en n?, que le terme principal en k de Py(J(f)) devient :

3
/ dpBdrdés

La nouvelle équation eikonale (obtenue par annulation du terme principal en k? pour
toute fonction f et pour tout symbole a) revient & remplacer dans I’équation de la variété
caractéristique (14.2.12) n par _W et T par T + gf; :

) -1+ )Q]f(@k)eik[wfﬁ)-T+n§2+¢(9m£2)]

T+ O
R

9 2 O,
ﬁ[(l—fz)(l— §8§2¢+( ;

L9 TG pi b1 14.2.17
i R (14:2.7
Le développement limité (14.2.13) conduit & la relation :
0 0 1
— g =+ G 5 (BEO) + 7+ G + 0L~ ) - 1) (14.2.18)
2

Supposons ¢(6,7,&2) = ¢o(0,7) + 201(0,7) + 563020, 7) + 363(0,7) + O(£3). En rem-
placant ce développement dans la relation (14.2.18), nous vérifions que la phase ¢ admet le
développement suivant au voisinage de & =0 :

80,7, &) = ~162 — S (R(:(6)) + )&} + O(ed) (14:2.19)

Le symbole a, quant a lui, vérifie les équations de transport explicites, obtenues en annu-
lant le terme d’ordre k et le terme constant dans la forme de l'opérateur obtenue apres les
intégrations par parties utilisant A; et A. On trouve ainsi le champ de vecteur 77, le symbole
To et le terme de reste de opérateur T (qui représente en fait 'opérateur P; appliqué au
symbole a).

Ceci acheve la preuve de la proposition 14.1.



278 CHAPITRE 14. LA DIFFRACTION

14.3 Expression de la parametrix a P’aide d’opérateurs
intégraux de Fourier-Airy

14.3.1 Symboles pour la parametrix

La parametrix écrite dans (14.2.14) se représente a I’aide des fonctions d’Airy modifiées :

wi(€) = Ai(e™FE)  wy(€) = Ail (e F¢). (14.3.20)

Proposition 14.2 [ existe deuz fonctions ¢o(n,8,7) et a(n, 8, 1), holomorphes au voisinage
du point strictement diffractif (0,0,0), ainsi que deux symboles classiques sq et s1 tels que

J(f)(n,0,k) = / eR(O=B)r+e0(n0.0) £(3 E)S(n, 0, 8,7, k)dBdr.

ot le symbole S(n, 0,3, T,k) est égal a

S(n,8,5,7,k) = so(n, k3,6, 8,7, k)wi (k¥ a) + k~5s1(n, k¥, 0, 8,7, k) (k3 a) + R.

Cette proposition s’appuie sur le lemme de représentation de la phase ¢ solution de
I’équation eikonale :

Lemme 14.1 I eziste deuz fonctions v(0,7) et p(0,7), holomorphes dans un voisinage de
(0,7) = (0,0), telles que ¢o(0,0,7) = 727(0,7) et a(0,0,7) = —7p(0,7), tel que p(6,0) =

(7)™

wl=

Corollaire 14.1 Notons & = k%k%(%)%T et notons v = k%(m)%n (qui est donc la
variable n étirée en fonction de la fréquence). On vérifie que

kia(n,7,0) = k%(%)%” - k%(ﬁ)% +B(n.0,7,k) (14.3.21)
=v—=§ + B(n, 0,1, k).

Preuve du lemme 14.1 Nous notons que la phase ¢(0,7,&2) + néy admet deux points
critiques (c’est-a-dire deux valeurs de &> telles que Og, (¢(6, 7, &2) +né2) = 0 dans un voisinage
de (7,&2) = (0,0). Ces points critiques, notés &, sont solution de n—7— 1 (R(s(0)) +7)(£5)* +
O((&5)3) = 0. La phase considérée admet donc deux valeurs critiques que 1’on note ¢ (n, 6, 7)
et ¢_(n,0,7). Il existe deux fonctions ¢g(n,0,7) et a(n,,7) et un changement de variable
holomorphe z < & (déja obtenu dans la section 10.4) tels que on ait

#(0,7,82) +n&2 = ¢o(n,0,7) — %,23 —a(n,0,7)z. (14.3.22)

Les deux valeurs critiques de la phase en z écrite en (14.3.22) sont égales & ¢g(n,0,7) £ %a%.

Par invariance des valeurs critiques lors d’'un changement de variable, on trouve :

{ ¢o(n,0,7) = 3(¢4 + o )

win

a(n7977—) = (__(¢+ - ))

En utilisant le résultat déja employé pour I’étude des singularités de type pli pour la variété
lagrangienne (Proposition 10.7), le changement de variable exact {3 < z dans (14.2.14) conduit
a:

d€s

J(f)(n,0,k) = / MO Tt0lbr) =5 e 0D a(n, 6 (2)., 6, 8,7, k)72 F (B, k) dpdrd:

(14.3.23)
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Nous utilisons le lemme de division de Boutet de Monvel [17], et nous obtenons l’existence
de sg, s1, h tels que :

a(”a&?(z)a 93 ﬁa T, k)d 2

d€s
P d 2 14.3.24
so(n,k3a,0,0,7,k) + zs1(n, k3,0, 8,7, k) + [0.h + ikh(—2% — a(n,0,7))]. ( )

Nous remarquons que l'intégrale précédente se scinde en trois termes.

Le dernier terme est exactement nul (on integre une différentielle exacte).

Le premier terme fait intervenir l'intégrale [ dze’ik(%z3+a("7977)z), qui est une fonction
d’Airy car c’est la transformée de Fourier inverse de ¢35’ Le deuxieme terme est la dérivée
par rapport & son argument de la fonction d’Airy précédente. Nous aboutissons & :

J(f)(n,0,k) = [*lO=F)mHeo(n0.m]E=5 s, (n,
%

k%a 0,0,T, k)w1(k3a)
1 ! 14.3.25
—|—k_§51(n,k§0179767 7k)w§.( ] ( )

a)f(B,k)dBdr + R

L’égalité de définition des points critiques entraine £§ = i((m)(n—ﬂ) T +0(n—7),
d'ott g+ = O((n —7)?) + 3 (zrpne) (0 — 7).

On en déduit ¢o(n,0,7) = O((n —7)?) et a(n,0,7) = (%)%(n —7)40(1) + O((n — 7)%).
Nous vérifions que la fonction ¢o(0, 6, 7) s’écrit O(72) et que (0,8, 7) = O(7) . Ceci acheve la
preuve du lemme. Le reste R que nous avons écrit dans la proposition provient du fait que les

intégrales sont calculées sur (—oo, +00) lorsque nous voulons obtenir les fonctions d’Airy, alors
que Pintégrale considérée ici est une intégrale locale en &2, sur un contour reliant —dy — 10392

3
a i0p + 0103 . La proposition 3.1 p 1451 de [64] permet de vérifier que le reste est controlé
lorsque 0 < g < D; et lorsque |01[,d2 sont majorés par Dy.

14.3.2 Opérateur de Fourier-Airy au bord associé a la condition de
Dirichlet

Le symbole de lopérateur de Fourier intégral (14.3.25) s’exprime a l’aide de la fonction
w1, qui est divergente a l'infini. Nous introduisons dans ce paragraphe le domaine du plan
complexe CM complémentaire de

{2,]z = MeF| < &,|S(e~F2)| < e(Re(e™Fz) — M)}

Nous introduisons les fonctions, notées w}! et wl?, bornées dans C M égales a

{ wl(6) = (%0 + M)t de F oA E M2, (g)

20 sin 2 2% (14.3.26)
Wil (6) = (3570 + M)~he= e HE T 0030172 )

»M»—‘ D

2imw

Ces fonctions sont les fonctions A7 et A3 calculées en e 5 6 introduites dans [64].

Variété canonique associée a ’opérateur au bord, espaces de Sjostrand. Les no-
tations et espaces introduits dans ce paragraphe sont écrits en détail dans [88], auquel nous
renvoyons le lecteur. Nous introduisons les fonctions sous-harmoniques sur € suivantes :

{ Po(0) = $(36)?
¢r(9) = 1/)0(0) - %(Sup|R€0| - 0)2

En utilisant la phase ¢y nous définissons une fonction sous-harmonique spéciale [y comme
dans [64]. Par application du théoreme 9.1, nous savons que la variété canonique A;, =
{(8, 24} permettant de la calculer est

i di
{(0-0(0,7,&3),7)},
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les conditions suivantes sur &5 étant réunies :

{ Oe,$(0,7,£5) =0
(0, 7,83) = —0.

Grace au changement de variable, on constate que ceci est équivalent a
22(0,7,&) = —(0,0,7)
7200v(0,7) = 2(0,T,£5)90x(0,0,T) — 6.

La variété canonique s’écrit

{(0-(T%y) — Oraz,7)} = {(0-(7%7) — Ora/Opa[T?Dpy(0,T) + 6], 7)}.

Lebeau a utilisé le développement limité de la phase ¢ pour donner la preuve de 'existence
de ly. Nous nous bornons ici a donner une méthode explicite de construction, mais qui ne peut
pas étre appliquée dans I’état. Cette phase sous-harmonique définit I’espace de Sjostrand sur
lequel opérateur de Fourier intégral donné par 914.3.25) s’étend naturellement.

Nous rappelons donc, suivant [64] p 1439-1440, que H;, (|0] < a) est I’ensemble des fonctions
f(0, k), holomorphes en 8 € C sur |0] < a, telles que

VK C {|0] < a},Ve,3Cc i tel que Vo e K,Vk>1,|f(0,k)] < C.pello@Fe),
De méme, H;)“(|9| < a) est ’ensemble des fonctions f(n, 8, k), holomorphes pour § € X =
{|0] < a} et pour n dans un voisinage U dans CC de [0, k], telles que f soit uniformément
majorée par e sur (n,0) € U x X, k > 1 et dont la p-ieme dérivée en n est majorée sur tout

compact K dans X et sur n € [0, x| par Ca7p7Kek(€+¢0(9)). Le spectre analytique de f dans
T*(]0, k[xAg,) est alors noté S5y’ .

Symbole de I'opérateur non local Introduisons donc le symbole

oM (0,8, k) = (M — k3e2p(, 12)) F 3R @43 (k2006202 (F 200,07 +11/2)

et la phase F(0,t) = t*y(0,1) + 2£3p3 (0,1?).
L’opérateur non local qui définit la parametrix est
I(h)(0,k) = / dg / 2tdteO—BEFEODI M (9 ¢ |Vh(3, k).
On écrit le résultat de la Proposition 3.2 de [64] :

Lemme 14.2 Si X définit le disque de rayon Dar? et si les bornes d’intégration dans I sont
minorées par r/Da, alors h € Hy, (Bq) = I(h) € Hj,(X).

Ce lemme permet de définir la parametrix utilisée J o I. On a alors la Proposition ([64],
propositions 3.1 et 3.2).

Proposition 14.3 Soit h € Hy, (Bg). Alors I(h) € H;,(X), et on peut calculer J(h) pour
Dr2 S do,

i) La distribution J o I(h) appartient & H;ro’”(|6‘| < d2) pour dy et k assez petits.

it) J o I(h) est solution asymptotique de P, c’est-a-dire

SSWE (P(J o 1(h)) = 0.
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Nous obtenons une solution dépendant d’un opérateur de Fourier intégral de symbole borné
dans les variables (v, £p). Ceci impose que l'on se restreigne aux zones ou &g est contrdlé; plus
précisément Panalyse mathématique de [64] impose la majoration S¢y < ¢ + §|Re&yl, cette
majoration sera précisée ci-apres. En revanche, on conserve la variable ¥ comme notation
pour I’étirement de la variable n de la section précédente. Le résultat est une expression
uniforme et bornée en v, ce qui donne la taille de la zone de transition. Les majorations
des fonctions d’Airy permettent de donner une expression uniforme mais oscillante dans le
voisinage V' = {(n, 0, 7), |k%o¢(n, 0,7)] < C}. Le calcul, ¢g et a étant connues, de la solution
J(f)(n,0,k) est exact. C’est I'action d’un opérateur de Fourier intégral classique dont on
connal t le symbole

[SO(na k%aa 97577—7 k)wl (k%a) + kiésl(nv k%aa 97577—7 k)wll (k%a)]

et la phase ¢?[(0=8)-m+o(n,0,7)])

14.3.3 Opérateur intégral de Fourier pour la condition d’impédance

En nous inspirant du chapitre 13.2, nous introduisons 'opérateur L d’impédance. Il s’agit
de
Lu(8,k) = 0,u(0,0,k) + ikZ(0)u(0, 0, k). (14.3.27)

L’application de (14.3.27) & (14.2.14) conduit & :

L(J(f)(n,0,k) = / eklO=0)- 70189 4 + ikéya + ik Zalf (B, k)| n—odBdrdEs (14.3.28)

Cette intégrale se traite de la méme facon que l'intégrale donnant J, en particulier elle
s’exprime avec les mémes changements de variable. Nous devons calculer le symbole

SZ(&Q; 97 ﬂa T, k) = ana(07£27 97677—7 k) + ik€2a(0u§27 97 ﬂa T, k) + ikZa(O,ﬁg, 97 ﬂa T, k)

On effectue le changement de variable &2(z) et on exprime sz(&2(2),0, 3,7, k)d2/dz(z) en
utilisant le théoréme de division de Boutet de Monvel, sous la forme (on omet toutes les
variables non signifiantes) :

o
dz

Les deux termes s et sl associés & ce nouveau symbole peuvent étre évalués griace au
développement limité de £3(z), et nous reprenons ainsi le développement des pages 479-481 de
[565]. Le lemme 16 de [55] indique que, pour n = 0 (qui est la seule condition qui nous intéresse
lorsque nous étudions I'opérateur au bord)

= ik(sy + zs¥ + (0.hY + ikht (=27 — ).

2 3
Z +d%0(z4),

&(z) =al0,7) +bz+c 5

les fonctions a, b, ¢ vérifiant

o(0,7,a) = 1°7(6,7)
b0e,9(8,1,a) = —71p(8,7)
6852 Qb(@, T, d) = _b28§2§¢(97 T, EL)

Notons alors 02(9,77 k) = 8%(52%)(9,7,&/{) et €0 = k3a(0,0,7) = kiTp(h, 7). On peut

exprimer simplement le symbole skw; (€2) + k=3 sFw] (€9), et on obtient

in 1
2me Tk [(boy — k™5 (doY +beo + SbP0%))wi (€0) + ik~ o+ bRak + Ok 36wy (7))
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On vérifie que le terme principal du symbole est

2im

2me F K a(0,0,6, 3,0, k)[p(6,0)n (€°)+h~ 3 e~ F e~ 2(0,0)[Z(0)+ Js0

%p
p

(0,0) |3=0,r=0]w1 (£%)].

N =

Le terme principal du symbole s’annule pour les £° vérifiant wy (%) = 0.

14.4 Calcul 2-microlocal de ’onde diffractée

14.4.1 Les zéros du symbole de 'opérateur aux limites.

Cette section n’est pas, contrairement a ce qui précede, ”self contained”. Il faut en effet
se reporter de maniere importante aux deux articles ayant permis le calcul de 'amplitude
du rayon rampant : Particle de G. Lebeau [64] qui a mis en place ’algeébre des opérateurs
unilatéraux et qui a construit le calcul pseudo-différentiel 2-microlocal permettant le calcul
de l'inverse d’un opérateur unilatéral et article de Pauteur [55] qui a construit explicitement
I'inverse de 'opérateur unilatéral au bord obtenu ici.

On introduit I'ouvert Q(r, 8,1, k) de (C NB(0,1))? des points (6, 7) vérifiant S7—v1k~3 <
| Rer|. Soit

On vérifie que, pour tout M, il existe 1 (M, §,7) tel que les deux fonctions wM et wi! sont
bornés dans Q(r, 8,71 (M, 8, 7), k). Introduisons I'ouvert V. ., , complémentaire de {|S(e 5" 2)| <

—eo(Re(e™ 2) + M)} U {|e* 2 + M| < £0}. Nous avons le lemme :

Lemme 14.3 Il existe deux constantes C et oy tel que si P est le nombre de zéros de wy dans
VM ey, il existe P fonctions analytiques &1, ..., &y vérifiant :

Va! < a, [w(€%)] <o, € Vg = Ip< P tel que [0 ¢, <Cd.

Les zéros de skwy (€°) + k=3 sEw] (£0) sont les zéros de w.
Preuve Il s’agit du résultat du lemme 4 de [55] p 433. Nous énongons les résultats de [55].

Réduction de la phase Nous vérifions par un calcul de phase stationnaire que 1’opérateur
I introduit un terme de phase égal & —ik72y(0,7) + f(M, &), et que I'opérateur J présente
d’ores et déja un terme de la forme ikm2y(8,7) — f(M,k37p(3,7)), ot f est la fonction
2(x+ M)z (x — M/2) + 1/4Log(z + M). Soit W (0, 3,7, k) la fonction définie par

(6= B)yrW = T[y(8,m) = (8. 7)) + (i8) 7 [F (M, ki p(6,7)) — f (M. ki 7p(B,7))].
Le changement de variable n = 7(1 — W) permet d’obtenir dans I'intégrale de définition
de L(J o I(h)) une phase égale a ik(6 — 3)n sans changer de maniere significative le symbole.

Ceci est démontré rigoureusement en dimension quelconque par le Lemme 7 p 448 de [55]. Il
existe alors un symbole E(0, 3,7, k) tel que

L(J o I(£))(0.k) = / SOE (0, ., k) F (8, k)dBdn.
Le symbole FE s’écrit

E(6,8,m,k) = E1(6, 8,7, k)il (k3 (0,6, 7(6, 8,n))) + k™3 Ba(6, 8,m, k)wi’ (k5 a(0,6,7(6, 8,7)))-
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Conjugaison par le terme Gevrey 3 Les zéros du symbole E sont donnés par la relation

- k_§e_ gp(R(;(a)) )% + O(k’_l) (14429)

En effet, résoudre k37p(6, 1) = &p équivaut a trouver T = k=3 g(0, k) et donc (6, k)p(0, k3 g(0, k)) =
&p, d’on, en supposant g borné pour k > 1, p(6, k_%g) = p(0,0) + O(k_%). Heuristiquement,
le facteur de phase obtenu ”ressemble alors a”

ikT0 = ikk~30e™ 5 ¢, ()5 = k3 [e T8, (

Y
Ceci donne l'idée de conjuguer Popérateur L(.J o I) par un opérateur de la forme % H#(9)
pour obtenir une puissance k3. Soit Op(T') I'opérateur

Op(T)(£)(6, k) = Op(e* HO) L[e=#3 1) (5, 1), (14.4.30)

Par application du lemme 8.7 (Astuce de Kuranishi), ceci correspond au changement de
variable dual donné par :

S =n+k SH'H). (14.4.31)

Nous considérons a compter de ce point la fonction H associée au premier zéro

de la fonction w;. Utilisant le premier zéro de la fonction d’Airy w (tel que Ai( w)=0et
Ai(z) # 0 pour & > —w), on voit que & = eFw. Choisissons alors H'(0) = —e¥ & (R(S 9)))

et H(0) = 0. Le symbole E est nul pour nn = —k’%H’(ﬁ). Le symbole principal de 'opérateur

Op(T) s’annule donc pour ¥ = 0? Le changement de variable (14.4.31) correspond & £° =

2im

&+ e ki ( ((0))) ¥, ce qui donne :

Op(T)(f)(6,k) = / / MBS, (9. 5.5 k) £(5, k)dBdS

ou :

S1(0,8,%, k) = 2mk 5 ( )"Sw) (61)[Z(ikD)eT — 14+ k™).

")) 2

14.4.2 Algebre des opérateurs unilatéraux

Rappelons que HOUb avons introduit les ouverts Q(r,d,v1,k) et nous avons rappelé que
les symboles wM et w)! sont bornés sur ces ouverts. Remarquons que le comportement en
¥ est le méme que le comportement de w!(£°%) en 7 pourvu que I'on choisisse au départ M
suffissamment grand par rapport & &, et que 'on modifie le v; tel que le symbole wi (£°)
soit borné dans €(..,v1) dans la variable 7, et soit borné dans Q(...,72), 0 < 72 < 71 dans la
variable Y.

Nous définissons un espace de symboles associé a ces ouverts, qui doit étre muni d’une
structure d’algebre. Cet espace est é',j;, ensemble des suites de symboles p,, (X, 6, k) tels que

SUDG (1 54.4) (5 — 192k~ 5) "D (2,6, k) < AB™nl

muni de la loi de composition associée a la représentation formelle

p(%,0,k) an (2,0, k)(S — ivok~3)""(ik) ™"

2Cette démarche, qui est facilitée par le fait que le bord est de dimension 1, est la méme que celle du Lemme
8 de [55] p 449-450.
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En particulier,

(poq)n(z,e, k) = Z a%pm(z,e, k)agqm’(2797k)'

m+m/+j=n

Nous vérifions qu'un élément elliptique (dont le symbole principal est borné inférieurement
sur §2(r, d,7v2, k)) est inversible dans cet espace (Proposition 4.1.3 de [64] p 1465).
Nous définissons 'opérateur

0 1 _ n—1
D;;LU(H) _ [A 6—72163 (9—[3)%1;(67 k)dﬂ’ (14432)

et 'opérateur associé a un symbole p de ’espace est
Op(p)(w) = Op°(pa) (D3, (w)).

le signe ¢ désignant I’action d’un symbole classique en variable (6, 3).
On a montré que

k 2 im im 1
S51(6,8,%,k) = ik?ﬂ'(TR)*?e?wi(fl)[ikZE —e 6 +k73r(0,8,5, k)]

Le lemme de réduction 8.3 permet d’écrire

Op(S1) = Op(S2)

avec

S2(0,%, k) = ik2w(@)’%e%wi(fl)[ikZE —e T 4 k50,3, k).

Lemme 14.4 Soit

eo 0,k) =k~ tan(ib) (PO -4 7 ) ¥t )
Soit .
r(0,5,k) = Z71(0)[—e 5 + k7 3ry(0, 3, k).
On écrit

S2(0,%, k) = k3 eo(0, %, k)[S1 + (ik) " r(0, 3, k).

Introduisons €)% (0, k) = eo(6, 2, k) (X —i2k~3). Le symbole &2 est elliptique dans E;r,, v <
0. On a la relation

(S — ik 3)(EP) L 0 Gy = T + (ik)'7(6, 2, k),

le symbole 7 vérifiant 70,0, k) — (6,0, k) = O(k~3). On introduit le symbole h(6, o, k) défini
par le systéme (on retrouve une méthode utilisée par exemple pour l'inversion d’un opérateur
elliptique)

Oph(0,X.k) = (ho7)(0,%, k)
h(bo, %, k) = 0.
Il vient

0 . 0
ho (6,5, ) = expl / #u, 3, k)du) = (1 + Ok~ 5))exp( / (S, K)du).  (14.4.33)

6o 0o

Soit RY(0, %, k) le symbole égal a fol Osho(0,uX, k)du.
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Lemme 14.5 o L’inverse de l'opérateur

) 1 76,5, k)
Y —iyok™3 kY — k3

dans 8,;",, ~' <0, s’écrit

(S —iyak 3) o bl o [RY(6, S, k) + ikDy " o ho(6,0, k) + R°(6, 3, k),

ot RY est un symbole d’ordre k3.
o L’égalité Op(Sa)f = g est équivalente a

f= (2 —ink 3)oh o [R)+ikDyt o ho + R 0 Op((e3?) 1) (k~ 3 g).

La preuve de ce lemme est une conséquence de la proposition 6 pp 443 de [55].

14.4.3 Calcul de la trace de la dérivée normale de ’onde diffractée
Nous utilisons la conséquence suivante du lemme précédent :

Corollaire 14.2 On se donne g € Hy, Soit f définie par Op(T)f = g. Alors

L P REB®) vz, [ A
e ez e D e [ mie.bas

Preuve du corollaire 14.2 On vérifie ’égalité, dans Ej,, v <0:

Op((e?) " H(k5 g) = eg 18,0, k) (—iv2k ™) "1 (1 + O(k~5))g(8, k)

soit

i

Op((E) g = [2r(ik)PZ(0)e F ) (61) (—inah~ )] (EECEO)

)i g0 (0. k)(1 + O(k™F)).

Appliquant (14.4.32), on trouve

win

(Z(ﬁ))_lgo(ﬂ, k)hO(ﬂa k)dﬁ

_% 0 s
(1+O(k~3)) / (kR( (ﬂ)))

ikDg 'ho(e?) "ty = . .
0 hol&’)™e 2m(ik)2e’s wi (1) (—iv2k™5) J-a 2

La deuxiéme relation du lemme 14.5 donne

(1+O0(k™3)) / kR(s(9))

£(6,k) = Op(S — i’mki%)[gw(ik)%%w’ ) (ir k’%) ( )% 90(8, k) ho(?::)

A 2 Z(ﬂ) h0(7 )dﬁ]

Le symbole ¥ — iygk_% est un symbole classique, que I'on calcule en ¥ = 0. On remplace hg
. . 2 . .
par Uexpression (14.4.33) et les termes —iy2k ™3 se simplifient :

1+ 0k 3 ok ) [P w0 k)du

F(0,k) = (1+ O(M 3)) / R(s(p)) )3 90(B. k) [7r(u0.k)d a5,
om(ik)2e T w)(&) Joa® 2 Z(B)

Le terme 72, qui indique dans quel espace de symbole 'opérateur Sy est elliptique, s’est simplifié

dans l'expression. Ceci est naturel puisque le résultat ne doit pas dépendre de I’espace dans
lequel on effectue le calcul. La définition de r dans le lemme 14.4 permet d’obtenir

7 _ix (% du 1
exp(/e r(u, 0, k)du) = exp(e /ﬁ Z(u))(l—i-O(k ).
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Ceci acheve la preuve du corollaire.
Pour continuer le calcul, nous Temarquons que Op(T) et L(J o I) sont liés par (14.4.30).

On définit F(0,k) = [(Op(e ik H D))= £1(0, k). Alors

£(0,%) = [Op(e=* HO) F)(0, k).

L’équation (14.3.27) équivaut a

Op(e™* HO)[L(J o 1)[Op(e=* HE) F) = —[Op(e™* 1) Lu)(6, k).

La fonction u; est une solution de I’équation des ondes dans le vide. On sait que son front
d’onde rencontre le bord C en un point strictement diffractif, caractérisé par son angle d’Euler
fo. Tous les points du bord atteints par un rayon tangent sont strictement diffractifs car le
bord est strictement convexe.

On écrit alors

ui(0,n, k) = e**m g, (n, 0, k).

La phase ¢, solution de I’équation eikonale, vérifie 9,,¢(0,60y) = 0.
Il vient ainsi (Y désigne la fonction de Heaviside 1g, )

Lui(0, k) = ik[Z(0)ai(0, 0, k) + 0,6(0,0)a; (0,0, k) + %?(o, 0, k)]e**C (1 — v (0 - 6y)).
ik On
L’application du corollaire 14.2 permet d’obtenir
—k * R(s(8).2 [ s ig0.0 - nes) 0n9(0, 8)
F(0,k) = ——— Seds 20 (0, B, k) 1+ (1-Y (8—60))d.

Remarquant que, par la relation permettant de calculer ¢ dans le lemme 10 p 463 de [55]

80, 5) = 6(0,00) + ZR(s(60))(5 — 0)° + O(5 — bo)’

et que

R(s(60))
2

H(B) = H(fp) — e T &1 ( )3 (8 — o) + O((8 — 60)?)

il reste, avec m = k3 (8 — 9@(@)%
o ikd(0.0)+ik3 H(B) _ ,ik(0,00)+ik3 H(B0) yim> —eF exm+h™ 3 (mb~ %)

Nous notons que lintégration en (3 permettra, pour tout 6 > 6y, d’assigner une valeur
a F(0,k). En effet, I'intégrale de —A a 6 contiendra alors 6. Eﬁectuant le Changement de

(90)))l

variable 3 — m, on vérifie que les nouvelles bornes de I'intégrale sont k3 (6 — 6) (2 3 et

k3(—A—6 )(M) Lorsque k tend vers 400, ces bornes respectives tendent vers oo, ce
qui implique que le terme d’écart entre I'intégrale sur IR et I'intégrale étudiée est uniformément
décroissant en k, de la forme e~°* pour 6 — g borne Apres utilisation du changement de
variable, des approximations [(3,k) = (1 4+ O(k~3))I(fg, k) pour les termes du symbole, on
trouve

L O du wi(emFE)
) az(Oveo)eXP(/eo e%Z(u)) w’1(§1) :

F(0,k) — O(e~*) = —k3 2

2
R(s(60))

g

Utilisant alors 2r Ai(we™F ) = A?T et & = eFw, on en déduit

i (—w)
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wi(eTF ) _ 1 )2
ey am

On a alors

_ (kR(s(0)) |1 i —in 7 du ik (0,00)+ik 3 H(0o) (1+O(k™3%))
F(8,8) = (U000 5% 0,0, o )expe /0 e g

1
On en déduit aisément, f(0, k) = e~ *>HO (9, k)(1 4 O(k~%)). Enfin, on peut calculer la
solution en tout point par la relation

(J o I)(f) = ua(n,0,k).
On a ainsi démontré le

Théoréme 14.2 La solution explicite, dans un voisinage de la zone d’ombre, définie pour
0 >0y et 0 <n<g(l), g strictement croissante, est donnée par

a; etk®(0,0 )ei_7r i —B)T n,0, il -
ug(n, 0, k) = ‘(0’32’&/(_@)3 5 [ eiklO=A)m+d0(n,6,7)]+ik3 (H(80)—H(8))

B du
1

x (RUs(60)) )aef 200 50, B,n, 7, k)drdp.

ou S est donné ‘da,ns la proposition 14.2. L’obtention de la solution de P se fait en multipliant
par le facteur e™(s=5(0)) " ['onde obtenue se propage ¢ la vitesse 1 sur le bord.

On voit, dans 'expression de cette solution dans la zone d’ombre, que la courbe n = g(6)
est I’expression en coordonnées (n, ) de la demi-droite issue du point M (s(f)) dirigée par le
vecteur #(s(6p)) = V¢(0, 8p). En effet, les bicaractéristiques de 'opérateur des ondes classique
sont des droites, et le changement de variable ne transforme pas ces objets géométriques.

Ensuite, on peut noter que Re(—iH(#)) = (Reie’s" w)(@)%. Comme Re(ie™s) =
—Ree® = —cos &> on peut vérifier que, pour € + 209 > 6 > 6p + do, il existe une constante
C(dp), que l'on peut prendre égale a

. R(s(0)). 1 T
Sominge (6, +60,00-+260] ( (2( )))éwcosg

telle que, pour n > g(6) — ¢4y,

lug(n, 8, k)| < Ce F*C00),

Ceci indique ainsi que, dans la région n > ¢(#), 'onde calculée décroi t plus vite que toute
puissance inverse de k. Elle est donc C* dans cette région. On démontre (voir [64] ou [55])
qu’il y a propagation des singularités analytiques.

Ceci généralise le résultat de Friedlander (Théoréme 14.1) pour la propagation des singula-
rités C'*° pour les rayons glancing a une propagation analytique des singularités sur les rayons
analytiques généralisés, qui sont I'union d’une bicaractéristique de 'opérateur des ondes dans
le vide jusqu’au point M (s(fp)), qui sont ensuite une courbe intégrale de I'opérateur des ondes
réduit sur le bord (sur C) et enfin & nouveau une courbe bicaractéristique de 'opérateur des
ondes dans le vide.

Le rayon généralisé de I'opérateur P — 9%, P = 9%, 4+ R(n, s, 0;) s’écrit

Y- UyUds
ol 7_ est une bicaractéristique de P — 9% dans T*(R* x Ry), v~ N4 = {po} C G, 7 est la
bicaractéristique, dans T*(IR x R;), de l'opérateur R(0, s, d5) — 9%, passant par pg, et v est
la bicaractéristique, dans T*(]R2 x Ry), de Popérateur P — 5)32, passant par le point 7 N y_.
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Il existe donc une infinité de bicaractéristiques généralisées passant par pg. Notons enfin que
nous avons utilisé constamment ’hypothese R # 0, qui est exactement équivalent a la stricte
convexité de C. Les points de G sont alors appelés points strictement diffractifs. Le théoreme
de propagation des singularités s’écrit, dans ce cas :

Théoréme 14.3 Soit P un opérateur différentiel hyperbolique d’ordre 2. Soit 0 un ouvert
régulier. On suppose que la variété glancing de P par rapport a Q°¢, G, ne comporte que des
points strictement diffractifs, c’est-a-dire si ¢ est une équation de 0N tel que Q° = {¢b > 0},
alors

{{v,p},p}
{¢,p}, ¢}

1l y a propagation des singularités analytiques sur les bicaractéristiques généralisées. Le
calcul ci-dessus prouve que l'opérateur de transfert est explicite dans le cas d’un opérateur
différentiel d’ordre 2 n’admettant dans la variété Glancing que des points strictement diffrac-
tifs.

lp=y=0 >0

14.5 Conclusion sur les rayons

Il y a trois types de bicaractéristiques généralisées de I'opérateur Py — 0% étudides dans
cet ouvrage :

e les bicaractéristiques ”elliptiques”, qui coi ncident avec les bicaractéristiques usuelles dans
R? x R; de Py — 8,522. Le calcul de 'onde propagée fait I’objet du chapitre 3, la démonstration
du théoreme de propagation des singularités (Théoréeme 11.1) dans le chapitre 11.

e les bicaractéristiques hyperboliques, qui sont 'union d’un rayon qui intersecte le bord
de maniere transverse et du rayon réfléchi engendré par ce point d’intersection (on considere
'autre solution du probleme &2 = 7(0,2’,¢’)). Le calcul du coefficient de réflexion est 1'objet
de la proposition 11.5, et le théoreme de réflexion des singularités est le théoreme 11.2.

e les bicaractéristiques diffractives, qui sont 'union d’une bicaractéristique rencontrant le
bord en un point diffractif, d’'un segment de longueur quelconque sur le bord en dimension 2,
puis d’une bicaractéristique qui sort de maniere diffractive (autrement dit tangente) du bord a
Pextrémité du segment, ce qui a fait I’'objet de ce chapitre. Nous avons pu voit que toutes les
bicaractéristiques généralisées portent de ’information. C’est ce principe qui s’appelle
la diffraction (ce qui se passe pour 'onde incidente en un point est répercuté sur une infinité
de rayons pour l'onde diffractée). Les segments du bord s’appellent les rayons rampants.
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Terminons par les figures représentant le front qui tiennent compte de la propagation

usuelle, de la réflexion transverse, et de la diffraction :
Figure 12

front a t=-3 front a t=1

front a t=2 front a t=3

front a t=4
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