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Prefacio

A interconexao entre fisica e matemaética se tornou mais proficua apos as teorias
revolucionarias do inicio do século XX, dentre as quais se destacam a relatividade
geral e a mecénica quantica. Com efeito, tais teorias pretendem explicar fendmenos
do mundo astronémico e do mundo subatdémico, os quais se encontram distantes
da experimentacao direta e cujo comportamento se revelou espantosamente contra-
intuitivo (por exemplo, a simulac¢do das condigbes necessérias a verificagdo de previ-
soes das teorias atuais envolve a construcao de aceleradores de particulas imensos,
como o LHC, e observatorios astronémicos de complicada e dispendiosa tecnologia,
como o LIGO). Neste cenério, ndo ha opgao senao a de confiar no modelo matema-
tico subjacente.

Deve-se salientar que o fortalecimento dos vinculos entre a fisica e a matematica
sO tende a alanvancar o avanco de ambas as partes. Com efeito, se sem experimentos
a fisica torna-se cega, neste momento de escuridao, é pelos olhos da matematica que
ela se guia. De outro lado, se por vezes a matemaética se prende a rigidez e ao prag-
matismo de seus métodos, é através dos insights e da criatividade utilizada na fisica
que novas teorias (assim como relagoes entre as teorias e ferramentas ja existes) sao
criadas. Sobre este tltimo ponto, ressaltamos a construcao de invariantes para vari-
edades de dimensao quatro através de métodos inspirados nas teorias quanticas de
campos topologicas, os quais renderam as medalhas Fields de Donaldson, Freedman,
Jones e Witten.

Ainda que os beneficios de uma relagao proxima entre fisica e matemética sejam
bastante claros, deve-se ter em mente que os frutos colhidos em certas ocasioes,
como as medalhas Fields anteriormente citadas, nao refletem a situagao atual entre

estas duas disciplinas (tratam-se apenas de exemplos isolados). Acreditamos que a



razao seja simples: para que fisica e matemdtica se aproximem, € necessdrio, antes
de qualquer coisa, que consigam conversar. Eis que a formacao atual sujeitada aos
fisicos € bastante diferente daquela propiciada aos mateméaticos. Sem uma linguagem
em comum, nao ha como se iniciar uma conversa, ainda que exista um objetivo
comunitario.

Como contornar o problema? Evidentemente, deve-se convencer fisicos de que
estudar matemaética é importante, ao mesmo tempo que se precisa fazer com que
matematicos vejam que a falta de rigor e de pragmatismo presente no pensamento
fisico pode ser utilizada como inspiracao a criacao de diversas ferramentas de tra-
balho. Assim, precisa-se de materiais de estudo que sejam compativeis com ambos
os tipos de pensamento.

No que diz respeito aos fisicos, nao se deve esperar que eles voltem aos fundamen-
tos da matematica e que estudem cada etapa da mesma forma que um matematico
o fez. Afinal, nao se quer que fisicos se tornem efetivos matematicos, mas apenas
que consigam conversar com eles. Por exemplo, ao se apresentar um texto de 500
péaginas sobre topologia a um fisico, dizendo-lhe que o estudo daquela disciplina é
deveras importante, nao se pode culpé-lo caso rejeite a leitura. Da mesma forma,
nao adianta lhe apresentar um material seco, com pouquissimas paginas e que seja
recheado de pré-requisitos e afirmacgoes nas entrelinhas. Precisa-se, portanto, de um
matertal sucinto e intuivo, mas ao mesmo tempo livre de grandes pré-requisitos.

No que se refere aos matemaéticos, ao lhe entregar um texto escrito por um fisico,
é natural que ele logo relute em prosseguir com a leitura. Afinal, os conceitos la
desenvolvidos nao sao precisos o suficiente e, mesmo que o sejam, nem sempre estao
presentes com a devida elegancia. Além disso, os resultados nao sao enunciados
levando-se em conta as hipoteses utilizadas ao longo da demonstragao. Desta forma,
para agradar aos matematicos, precisa-se de um material que esclarega as estruturas
utilizadas, assim como tenha um ar minimamente pragmdtico.

A ideia de escrever o presente livro surgiu da percepcao dos autores de que hé
uma caréncia (especialmente em lingua portugesa) de textos direcionados simulta-
neamente a fisicos e matematicos que tenham o espirito das condi¢oes anteriormente

listadas. Assim, pode-se dizer que ao longo de toda a escrita, teve-se em mente os



seguintes pontos:

1. criar um texto sucinto e, ao mesmo tempo, abrangente. Isto levou a escrita

de capitulos relativamente curtos, procurando ser o mais intuitivo possivel e

evidenciando sempre os fatos fundamentais de cada assunto;

2. manter o minimo de pré-requisitos. Isto fez com que os dois primeiros capi-

tulos fossem escritos. Acreditamos que qualquer pessoa que tenha um co-
nhecimento minimo de algebra (como as estruturas algébricas basicas) e de
diferenciabilidade em R™ possui condi¢oes de acompanhar a leitura desde o

nicio.

3. evidenciar a relagao entre fisica e matemdtica. Neste sentido, manteve-se re-

lacao direta entre os assuntos matematicos desenvolvidos e a forma com que
eles aparecem na fisica (especialmente em teoria da gravitacao relativistica).
Em alguns momentos, também se utilizou de insights fisicos para introduzir

novos conceitos matematicos.

No que diz respeito a escolha dos assuntos desenvolvidos, algumas palavras devem
ser ditas. Em primeiro lugar, h4 uma forte e crescente linha de geometrizacao da
fisica, que remonta aos trabalhos de Einstein. Isto, aliado ao fato de um dos autores
ser especialista em buracos negros, fez com que esta direcao fosse seguida. Por
outro lado, nota-se a existéncia de uma conexao estreita entre geometria e topologia,
especialmente no que diz respeito a construgao de invariantes. Juntando tudo, chega-
se ao apanhado apresentado: Topologia, Geometria e Buracos Negros.

Procurando respeitar essa linha de pensamento, o material foi organizado em
trés partes: uma para cada assunto. As partes I e II sd@o formadas de topicos em
topologia e geometria e tém como objetivo dar ao leitor uma visao global sobre essas
disciplinas, permitindo que uma pessoa com pouco conhecimento prévio (como um
fisico ou alguém de outras dreas da matematica, tomando contato com tais contetidos
pela primeira vez) atinja rapidamente um conhecimento geral sobre o assunto. Por
exemplo, estas duas partes constituem 29 secoes, as quais podem ser apresentadas

numa disciplina de um tnico semestre, com carga horéaria semanal de quatro horas.



A parte III, por sua vez, corresponde ao estudo da teoria de buracos negros. Ela
tem um enfoque mais especifico e esta voltada para um piblico diferente: pessoas
que ja sao proximas a area e querem conhecer mais sobre a teoria geral de buracos
negros. Por isso, fizemos essa parte do livro independente do resto, embora as partes
I e II cubram todos os pré-requisitos para a leitura da parte III.

Esperamos ter construido um texto versatil e convidativo, que chame a atencao
de um publico alvo maior que o usual, despertando a curiosidade pelo estudo da
interface entre a fisica e a matemaética, motivando pessoas a mergulhar na intrincada
teia de mistérios do universo.

Fabio Dadam gostaria de agradecer sua mae, Rumilda Corréa Dadam, e sua
esposa, Andreia Niccioli Figueiredo, pelo companheirismo que sempre demonstra-
ram. O mesmo autor também deseja agradecer Alberto Saa, orientador durante o
mestrado, cuja dissertagao serviu de base para a escrita da parte III desse livro.
Yuri Ximenes Martins gostaria de agradecer o apoio e paciéncia de sua familia e da
Livian, com quem tem dividido nao s6 os momentos de alegria e de felicidade, mas
também aqueles de angistia e de desespero. Ele também é especialmente grato ao

companheirismo da fiel amiga Pp.

Stanford, Estados Unidos
Belo Horizonte, Brasil

2016
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Capitulo 1

Categorias

Assim como a fisica procura uma teoria que sirva para descrever todos os fenéme-
nos da natureza, a matematica busca maneiras de unificar diferentes teorias numa
s linguagem. Neste sentido, a teoria das categorias, assunto que desenvolvemos
brevemente neste capitulo, se mostra bastante interessante.

Grosso modo, uma categoria é simplesmente um ente composto de objetos, ma-
peamentos entre objetos e maneiras de compor tais mapeamentos. Assim, ao se dar
uma categoria, delimita-se uma area da matemética. Ocorre que existe uma cate-
goria cujos objetos sao as proprias categorias! Isto significa que é possivel falar de
mapeamentos entre categorias, os quais sao responsaveis por conectar as diferentes
areas da matematica delimitadas por cada uma delas.

Finalmente, fixadas duas categorias, digamos C e D, constréi-se uma nova cate-
goria tendo como objetos os functores que partem de C e chegam em D. Portanto,
tem-se mapeamentos entre functores, os quais sao usualmente denominados trans-
formacoes naturais. Podemos interpreta-las da seguinte maneira: se por um lado
functores conectam diferentes areas da matemética, entao a existéncia de uma trans-
formagao natural entre dois deles indica que a forma com que realizam tais conexoes
nao ¢ independente, mas esté sujeita a um vinculo natural.

Na primeira se¢ao do capitulo, introduzimos o conceito de categoria e o ilustra-
mos por meio de diversos exemplos. Em seguida, na segunda se¢ao, apresentamos
0s functorese estudamos alguns fendémenos que os envolvem. Por exemplo, ali es-

tudamos as adjungoes, que abstraem o processo de “construcao de objetos livres”



presente na algebra.

Na terceira e tdltima secao, tratamos das transformagoes naturais, introduzimos
uma nogao de equivaléncia entre categorias e justificamos a utilidade destas (assim
como dos functores) no mais importante problema dentro de teoria das categorias:
o de classificagao. Por exemplo, dentro da algebra, tal problema se resume a decidir
quando duas estruturas algébricas dadas sao ou nao equivalentes.

As referéncias que mais utilizamos no momento da escrita deste capitulo foram
as obras classicas [09, 69]. Um texto mais moderno e que também foi utilizado é

I55].

1.1 Estrutura

Grosso modo, definir uma categoria € o mesmo que delimitar uma &area de
trabalho dentro da matematica. Por exemplo, na algebra linear lidamos com espacos
vetoriais e com as transformacoes lineares. Isto significa que ali se olha para uma
classe de objetos que sao particularmente interessantes (que sao os espagos vetoriais)
e fixa-se uma nog¢ao natural de mapeamento entre eles (que sao as transformagoes
lineares). Este feitio ha de definir uma categoria Veck, a qual delimita o &mbito de
estudo da algebra linear.

Da mesma forma, quando estudamos calculo em uma variavel, estamos interes-
sado nos intervalos da reta (que correspondem aos objetos interessantes) e as fungoes
diferenciaveis (que sao mapeamentos entre eles). Mais uma vez, isto define uma ca-
tegoria Calc, responsavel por delimitar a amplitude do célculo em uma variavel
real.

Assim, pode-se dizer que uma categoria C é uma entidade consistida de trés
classes de informacao: objetos, mapeamentos entre objetos (usualmente denotados
por f: X — Y) e maneiras de compor mapeamentos (em geral representadas por
go f). Pede-se, em particular, que as composigoes sejam associativas e que a cada
objeto corresponda um mapeamento ¢dx, com a propriedade de ser a identidade da
composicao de mapas. Isto é, idxo f = f e goidx = g sempre que tais composigoes

fizerem sentido.
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Adverténcia.  Costuma-se utilizar de Ob(C) para representar o conjunto dos
objetos de uma dada categoria C. Além disso, o conjunto dos morfismos entre dois
objetos fixados, digamos X e Y, é usualmente denotado por Morc(X;Y). Ao longo

do texto, seguiremos estas praticas.

Vejamos outros exemplos de categorias:

Exemplo 1.1.1. Dentro da algebra, tem-se as categorias formadas por objetos
algébricos de mesma natureza (grupos, anéis, espagos vetoriais, modulos, etc.), com
morfismos dados pela respectiva no¢cao de homomorfismo inerente a cada classe de
tais objetos. Por exemplo, no que segue guardaremos as notacoes Grp e Modpg
para denotar as categorias dos grupos e dos modulos sobre R. Observamos que,
quando R é um corpo K, saimos do dominio da teoria dos moédulos e caimos em

Vecg, que descreve a algebra linear.

Exemplo 1.1.2. Uma maneira de obter categorias é tomar como objetos conjuntos
dotados de certas estruturas adicionais. Os morfismos sao as fungoes entre os con-
juntos subjacentes que preservam cada uma das estruturas adicionais. Finalmente,
se tais estruturas forem invariantes pela composicao usual de func¢oes, poderemos
tomé-la como a composicao da categoria que estamos a definir. Uma categoria ob-
tida desta maneira ¢ dita concreta. Todos os exemplos discutidos até agora podem
ser obtidos desta forma. De fato, uma estrutura algébrica nada mais é que um
conjuto dotado de operacgoes, enquanto que um homomorfismo entre duas de tais
estruturas é simplesmente uma fungao que preserva as operagoes envolvidas. Como

veremos ao longo do texto, nem toda categoria, no entanto, é concreta.

Exemplo 1.1.3. Diz-se que D é uma subcategoria de C (e escreve-se D C C)
quando quaisquer objetos e morfismos de D também fazem parte de C. Além
disso, pede-se que ambas dividam a mesma composicao. No caso particular em que
todo morfismo de C também é um morfismo de D, fala-se que a subcategoria D ¢é
denominada cheia (tradugao para full). Em suma, uma sucategoria cheia é obtida
simplesmente reduzindo os objetos de uma categoria dada. Observamos que uma
categoria concreta ¢ precisamente uma subcategoria de Set (formada de conjuntos

e fungoes). Estas nem sempre sao cheias: as categorias algébricas constituem bons
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exemplos. No que segue, AbGrp C Grp denotara a subcategoria cheia dos grupos

abelianos.

Dentro da algebra linear, existe uma nogao de equivaléncia entre dois espacos
vetoriais X e Y. Com efeito, diz-se que eles sao linearemente isomorfos quando
existem transformagoes lineares f: X — Y eg:Y — X tais que go f = idy e
fog=1idy. O mesmo se aplica ao contexto do calculo em uma variavel real. No
entanto, ao invés de ter isomorfismos entre espagos vetoriais, ter-se-ia difeomorfismos
entre intervalos.

De maneira analoga, pode-se utilizar de tal defini¢ao para introduzir uma nocgao
de equivaléncia entre objetos de qualquer categoria. Assim, dois objetos X,Y € C
serao tsomorfos precisamente quando existirem morfismos f e g entre eles, cujas
composigoes go f e fog se igualam a identidades. Evidentemente, os isomorfismos de
Vecxk sdo os isomorfismos lineares e os isomorfismos de Calc sdo os difeomorfismos.

Num contexto genérico, se X e Y sao isomorfos, escreve-se X ~ Y.

Construcoes

Existem diversas construgoes que podem ser feitas com categorias e que nos

serao uteis no decorrer do texto. Seguem alguns exemplos.

Exemplo 1.1.4. Associada a toda categoria C existe uma outra, denotada por C
e chamada de oposta de C, obtida simplesmente “invertendo os morfismos de C”.

Mais precisamente, ela se vé caracterizada pelas seguintes propriedades:

1. seus objetos sao os proprios objetos de C;

2. para quaisquer X e Y, tem-se Morcer (X;Y) = Morg(Y; X). Dado um mor-
fismo f de C, utilizaremos de f° para representar seu correspondente em

CP;
3. por definigao, g o fP = (f o g)°P.

Exemplo 1.1.5. Partindo de duas categorias C e D constrbi-se uma terceira: o

produto entre elas, denotado por C x D. Seus objetos s@o os pares (X,Y’), com

12



X € CeY € D. Seus morfismos sao também pares (f,g), em que f é morfismo de

C e g é morfismo de D.

Exemplo 1.1.6. Uma vez fixado um objeto A € C, constroi-se uma categoria C/A,
chamada de over category by A, cujos objetos sao aqueles X € C para os quais hé
um mapa f : X — A, e cujos morfismos sdo os h : X — Y tais que, dado f, existe
ao menos um ¢ : Y — A cumprindo f = ho g. De maneira analoga define-se A/C,

a qual recebe o nome de under category by A.

Exemplo 1.1.7. Seja C uma categoria e suponha a existéncia de uma relagao de
equivaléncia ~ em cada conjunto Mor(X;Y), a qual é compativel com a composigao:
se f~ge f'~¢g,entdo fo f' ~ gog'. Sob estas condigdes, tem-se uma categoria
JCC, cujos objetos sao os mesmos que os de C, cujos morfismos sao as classes de

equivaléncia [f] de morfismos de C, e cuja composicao ¢ dada pela relagao [f]o[g] =

[foygl.

1.2 Functores

Um functor F': C — D é um mapeamento entre duas categorias. De maneira
mais precisa, trata-se de uma regra de C em D que preserva todas as estruturas
envolvidas. Assim, F' deve levar objetos em objetos, morfismos em morfismos, com-
posicoes em composicoes e, finalmente, identidades em identidades.

Observamos que categorias delimitam areas da matemaética, entao functores ser-
vem para conectar dreas distintas. Em verdade, tem-se uma categoria Cat, cujos
objetos sao categorias e cujos mapeamentos sao functores. Assim, o processo de
delimitar dreas da matemdtica delimita, por si so, uma drea da matemdtica! De
fato, se estudar Veck siginifica estudar algebra linear, entao estudar Cat significa
estudar teoria das categorias.

No decorrer do texto, trabalharemos com diversos functores. Vejamos alguns

deles.

Exemplo 1.2.1. Seja AbMon a categoria dos monoides abelianos. Isto é, cujos
objetos sao conjuntos dotados de uma operacao associativa, comutativa e com uni-

dade, e cujos morfismos sao as funcoes que preservam tal operacao. Assim, pode-se
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pensar em tais entidades como sendo simplesmente um “grupo abeliano sem in-
versas’. Existe um procedimento, chamado de construcao de Grothendieck, o qual
nos permite dar inversas aos monoides abelianos, tornando-os verdadeiros grupos

abelianos. Mais precisamente, tem-se um functor Grt : AbMon — AbGrp.

Exemplo 1.2.2. Existe um functor (=) : Cat — Cat, que a cada categoria
associa sua oposta, e que a cada F': C — D associa o correspondente functor FP :

C — D que ¢ a identidade em objetos e que em morfismos é FP(f°P) = F'(f).

Exemplo 1.2.3. Tem-se um functor Iso : Cat — Set, que a cada categoria C
associa o conjunto das classes de isomorfismo de seus objetos, e que a cada functor
F : C — D faz corresponder a fungao Iso(F), tal que Iso(F)([X]) = [F(X)]. Obser-
vamos que tal funcao esta bem definida, uma vez que functores levam equivaléncias

em equivaléncias.

Um fen6meno bastante interessante dentro de teoria das categorias é o da adjun-
cao entre functores. Com efeito, diz-se que dois functores FF: C > D e G: D — C
sao adjuntos, escrevendo-se F' = (G para representar este fato, quando, para todos

X e Y, tem-se bijecoes
Morc(G(X);Y) ~ Morp(X; F(Y)).

O exemplo abaixo nos mostra que o fenémeno da adjun¢ao generaliza o processo

de construcao de objetos livres da algebra.

Exemplo 1.2.4. Tem-se um functor natural : : Modr — Set que esquece todas
as estruturas adicionais e olha um moédulo simplesmente como um conjunto. O
fato de existirem modulos livremente gerados por um conjunto induz um functor
7 : Set — Modpg o qual afirmamos ser adjunto a 2. Com efeito, tal adjuncao

significa que, para cada conjunto S e cada grupo médulo M, existem bijegoes
Morget (S;2(M)) ~ Mormedy ((S); M).

Isto significa que os homomorfismos de j(S) em M estao em bije¢ao com as fungoes
de S em (M) = M. Em outras palavras, j(.5) fica caracterizado por ser o moédulo

tal que cada funcao S — M se estende, de maneira tnica, a um homomorfismo
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J(S) — M. Ora, esta é justamente a condi¢ao que se pede a um modulo livremente

gerado, de modo que tal adjungao realmente existe.

Exemplo 1.2.5. A situagao anterior se estende a outros casos. Por exemplo, diz-se
que uma categoria é um grupoide quando todos os seus morfismos sao isomorfismos.
Seja Gpd C Cat a subcategoria cheia dos grupoides. A inclusao 2 : Gpd —
Cat admite um adjunto natural (—),; : Cat — Gpd, mostrando-nos que Cat
¢ “livremente gerada” pelos grupoides. Com efeito, basta considerar (—),q como
sendo a regra que mantém objetos e que a cada conjunto de morfismos associa o

subconjunto de isomorfismos (possivelmente vazio) ali contido.

Equivaléncia

Uma vez que categorias sao, por si mesmas, objetos de uma categoria Cat,
tem-se uma nogao 6bvia de isomorfismo entre elas. De fato, C e D serao isomorfas
precisamente quando existirem functores F' : C — D e G : D — C tais que
GoF =idc e FFoG = idp. Ocorre que, como veremos na proxima secao, Cat é
uma categoria especial. Afinal, além de possuir objetos e mapeamentos, ela possui
uma nogao de “mapeamentos entre mapeamentos”. Isto significa que, se F' e G sao
functores, entao faz sentido falar de mapeamentos £ : F' = (. Em particular, faz
sentido falar de isomorfismos entre dois functores.

Tendo observado isto, parece-nos que a condicao de igualdade entre dois functores
(e, portanto, de isomorfismo entre categorias) ¢ demasiadamente rigida. Isto nos
leva a considerar uma outra nogao de equivaléncia entre categorias. Isto é feito
substituindo a exigéncia de igualdade em G'o F' = idc e F o G = idp pela existéncia
de isomorfismos G o F' ~ idc e F o G ~ idp. Fala-se, neste caso, que as categorias
C e D sao fracamente isomorfas (ou, simplesmente, que elas sao equivalentes). O
functor F' é entao chamado de isomorfismo fraco entre elas, enquanto que G é dito
ser sua inversa fraca.

Como veremos, para que um functor F' : C — D seja um isomorfismo fraco,
é necessario e suficiente que ele seja “fracamente bijetivo” em objetos e bijetivo

em morfismos. A primeira condic¢do sigifica que F(X) ~ F(Y) implica X ~ Y
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(injetividade fraca), ao mesmo tempo que todo A € D ¢ isomorfo a algum F(X)

(sobrejetividade fraca). A segunda, por sua vez, se traduz na existéncia de bije¢oes
Morp (F(X); F(Y)) ~ Morc(X;Y).

Com isto em mente, torna-se natural olhar para functores que sejam fracamente
injetivos em objetos e injetivos em morfismos. Tratam-se dos mergulhos. Por exem-
plo, para toda subcategoria D C C, a inclusao 2 : D — C é mergulho 6bvio que, em
geral, nao é isomorfismo fraco. Exemplos menos 6bvios de mergulhos sao aqueles

apresentados abaixo.

Exemplo 1.2.6. Existem duas maneiras de mergulhar a categoria Grp dos grupos
em Grpd, denotadas por B e E. A primeira delas consiste em olhar um grupo
como sendo uma categoria que consiste de um tunico objeto. Mais precisamente,
para todo grupo GG, BG ¢é categoria com um s objeto (digamos *) e cujo tnico
conjunto de morfismos Morgg(*; *) coincide com G. O segundo mergulho, por sua
vez, é construido de maneira oposta: o conjunto dos objetos de EG coincide com o
grupo GG, enquanto que cada conjunto de morfismos Morgg(x,y), com z,y € G, é

formado de um s6 ente. A saber, o unico elemento g € G tal que g x x = .

1.3 Transformacoes

Como comentamos ao final secao anterior, a categoria Cat conta com uma
nocao adicional de “morfismos entre morfismos”. Tal no¢ao corresponde ao conceito
de transformacao natural entre dois functores, o qual passamos a discutir.

Uma transformacgao natural entre F, ' : C — D, ambos definidos e assumindo
valores na mesma categoria, consiste de uma regra & : ' = F’ que a cada objeto
X € C associa um morfismo &x : F(X) — F'(X), de tal modo que o primeiro dos

diagramas abaixo fica comutativo.

PO R(y)
w| |
'(X) e V)



Se cada & x é um isomorfismo, diz-se que £ é um isomorfismo natural. Tal nogao é,
em verdade, o conceito de isomorfismo de uma certa categoria. Com efeito, fixadas
categorias C e D, constréi-se uma nova categoria Func(C;D) cujos objetos sao
functores e cujos morfismos sao transformagoes naturais. A composi¢ao é a chamada
composi¢ao vertical, definida como segue: dadas £ : FF = F' e : F' = F” | define-se
geé: F = F"pondo ¢ e{(X)==¢(X)o&(X), o que pode ser representado pelo

seguinte diagrama:

F
/N F
/\
C D C ﬂg.g D
\/
F//

Observamos entao que Cat é composta de objetos (que sao categorias), de morfis-
mos (que sao functores) e de “morfismos entre morfismos” (que sdo as transformagoes
naturais). Além disso, a nogao de “morfismo entre morfismo” introduz uma estru-
tura de categoria em cada conjunto de morfismos de Cat. Isto nos mostra que Cat
é “mais categorica” que as categorias usuais. De fato, ela faz parte de uma classe de
estruturas chamadas de 2-categorias.

O estudo destes entes “mais categoricos” faz parte da teoria das categorias em
altas dimensoes, a qual possui uma estreita conexao com a teoria de homotopia e
com a fisica. Infelizmente nao entraremos em detalhes a respeito de tais conexoes

neste texto. Para desencargo de consciéncia, sugerimos ao leitor as obras [21], [54, [58].

Exemplo 1.3.1. Tem-se um functor A~ : C — Func(C?; Set), que a cada objeto

X € C associa o functor h*, definido por
W (Y) =Morc(X,Y) e I (f)(9)=fouy,

e que a cada o : Y — X devolve uma transformacao natural h% : hX = hY, de-
finida de maneira evidente: h%(f) = f o . Um resultado facilmente demonstrado
garante-nos que h~ é um mergulho sobrejetivo em morfismos. Este, que é conhe-

cido como lema de Yoneda, possui duas grandes utilidades: em primeiro lugar, nos
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ensina que qualquer categoria pode ser vista como uma categoria de functores. Em
segundo lugar, existe grande interesse nos functores isomorfos & hX para algum X,
os quais se denominam representdveis. A razao ¢ a seguinte: os X possuem diversas
propriedades especiais, como a preservacao de limites. Ocorre que, para que exista
um isomorfismo A~* ~ F & preciso, antes de qualquer coisa, que exista uma trans-
formacao natural entre eles. O fato de A~ ser um mergulho sobrejetivo nos permite

concluir que o conjunto de tais transformagoes estd em bijegao com F(X).

Objetos Simpliciais

Certa categoria de functores se mostrara particularmente ttil mais adiante.
Aproveitamos o momento para apresenta-la. Seja A a categoria cujos objetos sdo
os conjuntos [n] = {0,...,n} e cujos morfismos sdo as aplicagoes f : [n] — [m] que
preservam ordenamento. Isto é, tais que f(i) < f(j) sempre que i < j. Existem

duas subcategorias evidentes A, e A_, respectivamente compostas dos morfismos

-
injetivos e sobrejetivos de A. Estes satisfazem certas relacoes de compatibilidade,
as quais nao utilizaremos aqui (veja a quinta segao do capitulo VII de [59)]).

Todo morfismo de A pode ser decomposto em termos de um morfismo de A
seguido de outro de A_. Consequentemente, dar um functor X : A? — C é o
mesmo que dar uma sequéncia de objetos X,, € C e morfismos ¢; : X,, = X,,_1 e
s; + X, = X411, 08 quais satisfazem relagoes de compatibilidade. Tais functores sao
chamados de objetos simpliciais de C. O termo X, recebe o nome de n-simplice,
ao passo que os morfismos d; e o; chamam-se, respectivamente, operadores de face e
operadores de degenerescéncia. H4 uma categoria sC formada de objetos simpliciais
e de transformagoes naturais. Isto ¢, sC = Func(A%; C).

Ha especial interesse nos objetos simplicias de Set, aos quais se d4 o nome de
conjuntos simpliciais. Se X é um deles, fala-se que X, é seu conjunto de n-células. A
nomenclatura se deve ao seguinte: pensa-se num conjunto simplicial como sendo uma
sequéncia de objetos de diversas dimensoes (vértices, arestas, faces, etc.) que podem
ser “realizados geometricamente” e depois “colados”, formando um espago especifico.
Assim, a estrutura do espago como um todo fica determinada pela estrutura de

suas partes, transformando um problema global numa questao combinatéria. Como
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veremos, em topologia, os espacos que podem ser obtidos por tal procedimento
chamam-se complexos celulares. Exemplos sao, evidentemente, os poliedros.

Num conjunto simplicial X, se pensamos em X, como colecao de vértices, em
X, como familia de arestas ligando vértices, em X, como lista faces completando
arestas, e assim sucessivamente, conclui-se que os operadores J; e s; possuem um
papel geométrico bastante claro. Com efeito, §;x nada mais é que a célula obtida
retirando de x o i-ésimo vértice, ao passo que s;x € obtido repetindo o i-ésimo
vértice. Por exemplo, se x é 2-célula (isto ¢, face), entdo 0;x é aresta oposta ao
1-ésimo vértice. Tendo isto em mente, diz-se que x € X é face ou degenerescéncia
de uma outra célula 2’ € X quando z = s;2’ ou x = §;2’. Se inexiste =’ tal que
x = s;2/, fala-se que a célula x é nao-degenerada.

Um dos motivos que remontam o interesse a categoria sSet é a existéncia de
um mergulho natural N; : Cat — sSet, que a cada categoria C associa o seu
nervo simplicial N,C, definido como segue: as 0-células de N,C sao simplesmente
os objetos de C. Por sua vez, o conjunto (N,C),, das n-células é formado de todas
as sequéncias de morfismos de C com n termos. O operador de face ¢; : (N,C),, —
(NsC),,—1 & aquele que retira o i-ésimo termo de cada sequéncia, enquanto que o
operador de degenerescéncia s; : (N;C), — (N;C),11 acrescenta uma identidade

depois do i-ésimo termo.

Exemplo 1.3.2. Dado um grupo G, vejamos quem é o nervo simplicial do grupoide
BG. Como a categoria BG s6 possui um objeto, uma n-célula de NyBG se identifica
com uma sequéncia de n morfismos * — *. Ora, tais morfismos sdo elementos do
grupo G. Portanto, (NsBG), ~ G". O operador de bordo ¢; é simplesmente o
mapa que toma cada lista de n-elementos de GG e esquece o i-ésimo. Por sua vez, o
operador de degenerescéncia s; : G — G™! ¢ a inclusao (isto ¢, o mapa que coloca

o elemento neutro na i-ésima entrada).

Classificagao

Um dos problemas bésicos dentro de uma categoria C é o de classificar os

seus objetos a menos de sua natural nocao de equivaléncia. Em outras palavras,
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procura-se determinar a estrutura do conjunto Iso(C). Em geral, isto é feito através
de bijegoes f : Iso(C) — B, em que B ¢ algum outro conjunto (diz-se que f é uma
classificagao da categoria C em termos de B).

Observamos que, se F' : Iso(C) — Iso(D) cuja imagem por Iso : Cat — Set
¢ um mapa injetivo, entao a categoria C pode ser classificada em termos de um
subconjunto de Iso(D). Um functor satisfaz tal condigao se, e somente se, é fraca-
mente injetivo em objetos. Assim, mergulhos nos permitem transferir o problema
de classificacao de uma categoria para outra.

Ainda que se conte com esta ferramenta, deve-se dizer que a classificacdo com-
pleta de uma categoria ¢, em geral, um problema muito dificil. O conceito de
propriedade invariante assume, portanto, o seu valor. Fala-se que uma propriedade
P é um wnvariante de C quando sua validade num objeto X € C implica na sua
validade em todo objeto equivalente a X. Assim, se P vale em X e encontrarmos
um outro objeto Y no qual P nao ¢ valida, entao estes nao pertencerao a mesma
classe de equivaléncia, o que nos dara alguma informagao sobre Iso(C).

Como obter invariantes? A respeito de tal questao, fagamos trés observagoes:

1. todo functor F' : C — D define um invariante de C. Este consiste da pro-
priedade “ter, a menos de isomorfismos, uma especifica imagem por F em

D

)

2. functores sao maneiras de associar objetos a objetos. Isto nos permitiu associar
um invariante a cada um deles. Por sua vez, transformacoes naturais associam
morfismos a objetos. Assim, dados dois functores F' e G, transformagoes natu-
rais £ : F' = G criam novos invariantes (que agora sdo morfismos) a partir dos
respectivos invariantes associados a F' e G. Por outro lado, a existéncia de tais
transformacoes nos indica que os invariantes de F' e G nao sao independentes,

mas estao vinculados por &;

3. numa categoria C, sejam X um objeto e A C X. Quao diferente A é de X?
Certamente, comparar os invariantes que correspondem a eles traduz infor-
magao sobre esta questao. Seja F' em C, o qual supomos preservar inclusoes.

Desta forma, em algum sentido, o invariante F'(A) é menor que F(X). Quer-
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se capturar a “diferenca” entre eles. Como fazer isso? Esta hi de ser uma
quantidade dependente nao s6 de X, mas também de A. Assim, a ideia é ten-
tar estender F' aos pares (X, A), de modo que o invariante relativo F (X, A)

forneca informacoes a respeito da diferenca em questao.
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Capitulo 2

Abstracao

No presente capitulo, apresentamos construcoes em teorias das categorias que
unificam conceitos inerentes as mais variadas areas da matematica e que, sob um
olhar nao muito cuidadoso, pareceriam totalmente desconectados.

Iniciamos na primeira secao, onde introduzimos as concepgoes duais de limite e
de colimite, as quais se prestam bem a tarefa acima descrita. Com efeito, veremos
que estes conceitos englobam as nogoes de produto cartesiano, de soma direta, de
reuniao disjunta, de estruturas quocientes e também de estruturas construidas por
processos indutivos, de kernels, de cokernels e de imagem de mapeamentos. Po-
deriamos prosseguir com esta lista infinitamente. No entanto, acreditamos que os
exemplos apresentados ja sejam suficientes para deixar o leitor instigado.

A segunda secao é marcada por um problema em certo sentido inverso ao de
classificacao que apresentamos no capitulo anterior. Trata-se do processo de catego-
rificacdo. Este consiste, essencialmente, em “elevar o grau categorico” de conceitos
presentes em teorias dos conjuntos (e, portanto, em toda a matematica cléassica).
Neste processo, trocam-se elementos por objetos, conjuntos por categorias, fungoes
por functores e relagoes entre fungoes por transformagoes naturais.

Por exemplo, a categorifica¢ao do conceito classico de monoide (que é um con-
junto dotado de uma operacao associativa com elemento neutro) nos leva a nogao de
categoria monoidal. Trata-se de uma categoria dotada de um bifunctor associativo
e de um objeto que serve de unidade. Assim as categorias monoidais sao obtidas

categorificando um conceito algébrico. Isto implica na possibilidade de desenvol-
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ver algebra em qualquer categoria monoidal. E isto o que fazemos no restante do
capitulo.
Exposicoes detalhadas dos assuntos aqui desenvolvidos podem ser encontradas,

por exemplo, nas referéncias [59, [3].

2.1 Limites

Dizemos que um functor F': C — D possui limite se ha um cone (X, ), onde
X € D e ¢ é transformagao natural entre o functor constante em X e F, no qual
qualquer outro cone ¢ fatorado. Isto significa que, para qualquer (X', ¢’) é possivel
obter um tnico mapa p : X’ — X, chamado de fatoragdo, tal que os primeiros
diagramas abaixo sao sempre comutativos.

Dualmente, diz-se que F' possui colimite quando admite um cocone universal.
Isto é, com um par (X, ), em que X € D e ¢ é transformagao natural entre F' e o
functor constante em X, o qual fatora em todos os outros (X', ¢'), como representado

no segundo dos diagramas abaixo.

, F(Y") , F(Y") (2.1)
@ ¢
e e
X'Zor X Fp o X S-St X F(p)
; v ; X
’ F(Y) ’ F(Y)

Toda transformacao £ entre F' e F’ induz morfismos lim¢ e colimé entre os
correspondentes limites e colimites, os quais sao isomorfismos se, e s6 se, £ é um
isomorfismo natural.

As distintas classes de limites e colimites ficam caracterizadas pela categoria na
qual o functor esta definido. Por exemplo, como detalharemos em seguida, produtos
nada mais sao que limites de functores com dominio em categorias discretas. De
outro lado, se F' estd definido numa categoria dirigida, entao seus colimites sao,

precisamente, limites indutivos.

23



Produtos

Uma categoria J é dita discreta quando seus tinicos morfismos sao as identidades.
Os objetos de J chamam-se indices. Os functores F' : J — C se identificam com
regras que a cada indice j € J associam um objeto X; € C. Fala-se que a categoria
C possui produtos quando, independente de qual seja a categoria discreta J, todo
F:J — C possui limite.

Desta forma, C possuira produtos quando, dados quaisquer objetos X; (indexa-
dos da maneira como se queira), existam X € C e morfismos 7; : X — X, de tal

forma que, se 7’

7+ X' — Xj ¢ outra familia de morfismos, entao 7; = m; o f para

um tnico f : X’ — X. Diz-se que X é o produto dos X;. Os m; sdo chamados
de projegcoes. Assim, em outras palavras, uma categoria possui produtos quando
admite uma maneira universal de projetar.

Dualmente, fala-se que uma categoria C possui coprodutos quando cada functor
F :J — C possui colimites. Isto significa que, dados X; em C, existem X e 1; :
X; — X tais que, para quaisquer 2} : X; — X’ ha um tnico morfismo f: X — X’
através do qual 1; = 250 f. O objeto X ¢é chamado de coproduto dos X}, ao passo que
os 7; denominam-se inclusoes. Desta forma, uma categoria haverd de ter coprodutos

quando possuir uma maneira universal de incluir.

Exemplo 2.1.1. Tanto Set quanto cada categoria algébrica (grupos, anéis, modu-
los e espagos vetoriais), possuem produtos e coprodutos. Particularmente, quando
Alg C Set ¢é categoria livremente gerada por conjuntos (isto é, quando a inclusao
1 : Alg — Set possui adjunto j & esquerda), entao produtos em Alg sao levados por
1 em produtos de Set, ao passo que coprodutos de Set sao levados nos respectivos
coprodutos de Alg por j. Assim, em tal caso, dada uma familia X; de objetos em
Alg, o produto entre eles é simplesmente o produto cartesiano usual dotado (se for
o caso) de operacoes definidas componente a componente. Por sua vez, 7; : X — X
nada mais é que a projecao na j-ésima entrada. O coproduto em Alg deve ser tal

que, quando mandado por 7 em Set, caia na reuniao disjunta.

Uma categoria C com produtos (resp. coprodutos) finitos ¢ aquela na qual o

limite (resp. colimite) de cada F' : J — C, com J formada apenas de um ntimero
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finito de indices, sempre existe. Ressaltamos que aqui se esté incluindo a situagao em
que J ¢é a categoria que ndo possui objetos nem morfismos. O limite (resp. colimite)
em tal caso é chamado de objeto terminal (resp. inicial) de C. A nomenclatura
se deve ao seguinte: como imediatamente se constata, X é objeto terminal (rep.
inicial) de C se, e somente se, para qualquer outro X’ € C existe um tnico morfismo
f:X"—= X (resp. f:X — X’). Um objeto que é simultaneamente inicial e final

chama-se nulo ou trivial.

Exemplo 2.1.2. Se uma categoria C tem % como objeto terminal, entao este é
um objeto nulo para sua pontuacao C,. Por exemplo, em Set qualquer conjunto
formado de um s6 elemento é objeto terminal, de modo que este serve de objeto
nulo para Set,. Quando a inclusdo 2 : Alg — Set preserva limites (isto é, quando
a categoria algébrica é livremente gerada por conjuntos), entdo os objetos terminais
de Alg sao levados nos objetos terminais de Set. Assim, todo ente com um tnico
elemento é terminal em Alg e, portanto, objeto nulo para Alg,. Ocorre que, se
escolhemos o elemento neutro como ponto base, entao todo morfismo o preserva,
de modo que Alg, ~ Alg. Portanto, estruturas triviais (com um s6 elemento) sao

objetos nulos de Alg.

Exemplo 2.1.3. Em contrapartida ao exemplo anterior, observamos que nem sem-
pre um objeto terminal é nulo. Com efeito, Set possui como terminais qualquer
objeto formado de um s6 elemento (digamos *). Estes, no entanto, ndo sao objetos
iniciais para tais categorias. De fato, inexiste um morfismo * — &. Consequente-
mente, o Gnico objeto inicial em Set ou em qualquer categoria que admita o conjunto

vazio como objeto, é o proprio .
Fagamos algumas observacoes:

1. por argumentos indutivos, vé-se que uma categoria possui produtos finitos se,
e somente se, possui produtos binarios (isto ¢, limites de functores F' : J — C,
com J formada de s6 dois indices) e um objeto terminal. Dualmente, para que
uma categoria tenha coprodutos finitos é necessario e suficiente que ela admita

coprodutos binarios e um objeto inicial;
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2. uma categoria com produtos e coprodutos finitos isomorfos é dita ter bipro-
dutos. Assim, C tém biprodutos se, e s6 se, admite produtos e coprodutos

binarios isomorfos e um objeto nulo. Aqui se enquadram AbGrp, Modg;

3. numa categoria com produtos bindrios X x Y, para todo espago X tem-se um
morfismo Ay : X — X x X, chamado de mapa diagonal de X, tal que m;oAx =
tdx. Ele é obtido diretamente da universalidade das projecoes. Da mesma
forma, se uma categoria tem coprodutos X @ Y, entao, por universalidade,

existem morfismos Vy : X & X — X satisfazendo Vx o1; = idx.

Notagao. No que segue, produtos serao genericamente denotados por [] ou x, ao

passo que coprodutos arbitrarios serdo representados por €p.

Limites Indutivos

Diz-se que uma categoria nao-vazia I é dirigida (ou que esté direcionada) quando:

1. em seu conjunto de objetos (aqui também chamados de indices) esta definida

uma relagao de ordem parcial <;

2. existe um morfismo f : i — j se, e somente se, 1 < j.

Um functor covariante (resp. contravariante) F' : I — C chama-se sistema
dirigido (resp. codirigido) de objetos de C com coeficientes em I. Costuma-se
escrever X; (resp. X') ao invés de F(i), e f;; (resp. f7%) ao invés de F(f), com
f 17— 7. Ao longo do texto, esta pratica serd adotada. Quando existe, o colimite
(resp. limite) de um sistema dirigido (resp. codirigido) é chamado limite indutivo

(resp. de colimite indutivo). Apesar de confusa, tal nomenclatura é canonica.

Exemplo 2.1.4. Para todo conjunto parcialmente ordenado I, a categoria Pos([),
cujos objetos sao elementos de I e para a qual existe um (tinico) morfismo entre
x,y € I se, e s6se, r <y é claramente dirigida. Em particular, a categoria definida
pelo ordenamento natural de N é direcionada. Um sistema dirigido em C com
coeficientes naturais é simplesmente uma sequéncia (no caso codirigido, as setas sdo

invertidas)
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Equalizadores

Seja (=) a categoria que s6 possui dois objetos (digamos 1 e 2) e, além das
identidades, dois tinicos morfismos d,¢" : 1 — 2. Para qualquer que seja a categoria
C, existe uma bije¢ao natural entre o conjunto dos functores F': (=2) — C ¢ o con-
junto dos pares de morfismos C que possuem mesmo dominio e mesmo codominio.
Trata-se da aplicagdo que toma F e devolve os morfismos F'(§) e F'(¢'), de F((1) em
F(2).

Diz-se que dois morfismos f,g : X — X’ de C podem ser equalizados quando
o respectivo functor F' : (=%) — C, correspondendo ao par (f,g) pela identificagao
acima descrita, possui limite. Isto acontece se, e s6 se, existem E € C e um morfismo
eq: E — X, com foeq = goeq, de tal maneira que, se eq’ : E' — X é outro morfismo
cumprindo f o eq = go eq, entao é possivel escrever e’ = eq o1 para um tUnico
1: B — E. Na presente situacdo, o diagrama (2.1) se resume a:

E_t-E x—1ry

Uma categoria dotada de equalizadores é aquela para a qual quaisquer dois mor-
fismos com mesmo dominio e mesmo codominio podem ser equalizados. Dualmente,
define-se de maneira natural o que vem a ser uma categoria dotada de coequalizado-

res.

Exemplo 2.1.5. A categoria Set possui equalizadores. Com efeito, dados f,g :
X — X', basta considerar o conjunto F, formado de todo x € X no qual f(z) =
g(x), bem como a inclusdo + : £ — X. Semelhantemente, as categorias algébricas
abelianas também possuem equalizadores. Com efeito, o kernel da diferenca f — g
equaliza os homomorfismos f,¢g : X — X’ (dai o nome difference kernel, muitas

vezes utilizado na literatura como sinénimo de equalizador).

Pullbacks e Pushouts

Seja (— - <) a categoria que possui somente trés objetos (aqui denotados por

1, 2 e %), e além das identidades, dois inicos morfismos § : 1 — x e ¢’ : 2 — *. Para
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qualquer outra categoria C, o conjunto dos functores de (— - +-) em C esta em
bijegao com a colegao dos pares de morfismos de C que tém igual codominio.
Fala-se que dois morfismos f: X — Y e g : X' — Y possuem pullback quando
existe o limite do functor associado a (f, g) pela referida identificacao. Isto significa
que, dados f: X - Y eg: X' — Y, existem um objeto Pb € C e morfismos
v :Pb— X ey:Pb— X' osquais satisfazem a igualdade go ¢ = po f. Além
disso, para quaisquer outros morfismos ¢’ : Pb’ — X e ¢’ : Pb’ — X’ cumprindo
a condicao g o ¢ = ¢’ o f, existe um tnico j : Pb’ — Pb que torna comutativo o

primeiro dos diagramas abaixo:

L4 1
s ® ¥
Pb—— X’ Ps<— X'

Quando cada par (f, g) de morfismos de C admite pullback, fala-se que a propria
categoria tem pullbacks. A versao dual do pullback, totalmente caracterizada pelo

segundo dos diagramas acima, chama-se pushout.

Exemplo 2.1.6. Se uma categoria C possui produtos binérios e equalizadores, entao
ela também possui pullbacks: o pullback de f: X =Y eg: X' = Y é o equalizador
de fom : X XX —-Yegom: X xX — Y, em que m; sdo as projecoes do
produto X x X’. Nestas circunstancias, ¢ usual escrever X Xy X’ ao invés de Pb.

Assim, dentro de Set, o pullback f,g ¢ o conjunto X Xy X’ de todo (x,z’) tal que

fx) = g(a).

Exemplo 2.1.7. Dualmente, numa categoria com coprodutos binérios e coequali-
zadores, sempre existem pushouts: o pushout de f : X - Y eg: X — Y éo
coequalizador dos morfismos 110 f: X - Y @Y ewog: X =Y @Y’ onde 1; sdo
inclusoes de Y @ Y’'. Desta forma, em Set, o pushout de f,g é a reunido disjunta
YUY’ de seus codominios, quocientada pela relagao que identifica os elementos f(z)

e g(x), para todo = € X. Por exemplo, se 1 : X — Y’ é inclusdo, entdao o pushout
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de f: X — Y com 2 é chamado de colagem (através de f) do conjunto Y em Y’ ao

longo de X.

Uma propriedade fundamental dos pullbacks é que, quando colados, seja de forma
horizontal ou vertical, eles produzem novo pullback. De maneira mais precisa, como
facilmente se verifica, se os dois primeiros diagramas sao pullbacks, entao o terceiro

e o quarto também o sao. Resultado analogo é valido para pushouts.

Pb- - > X'
|
|
|
Pb- - > X' Pb-->Y Pb-————— ~Y | Y
| | | |
S o
Y Y A Y
X——Y Y ——=Z X—sY—>7 Y ——=2Z

De tais propriedades de colagens segue-se que se uma categoria C possui pull-
backs, entao a regra C/ : C — Cat, dada por X — C/X, é functorial. Dualmente,

se C possui pushouts, entdo /C é functorial.

Sequéncias Exatas

Na algebra, o kernel de f : X — Y é o subconjunto ker(f) C X formado de
todo x € X que é mandado no zero. Isto é, tal que f(x) = 0. Como vimos héa
pouco, isto significa que ker(f) é o equalizador entre f e o mapa trivial 0 — Y.
Tal equalizador, por sua vez, é isomorfo ao pullback de (f,0). Semelhantemente,
relembramos que o cokernel de f é o quociente Y/imf. Ou seja, é o coequalizador
entre f e o mapa X — 0, o qual se vé isomorfo ao pushout de (f,0). Tem-se,

também, as identificacoes
im(f) ~ ker(coker(f)) e coim(f) ~ coker(ker(f)).

Através delas pode-se, por exemplo, descrever de maneira elegante os teoremas
de isomorfismo que aparecem em teoria de grupos, de anéis, na algebra linear, etc.
Com efeito, estes traduzem simplesmente a comutatividade entre kernels e cokernels.

Motivados por estes fatos, em qualquer categoria com objeto inicial & (resp.

final %), o pullback (resp. pushout) do par (&, f) (resp. (%, f)) é chamado de kernel

29



(resp. cokernel) de f. Por sua vez, a imagem e a coimagem de f serdo definidas
como sendo ker(coker(f)) e coker(ker(f)). Em tais categorias, também faz sentido
falar de sequéncias exatas de morfismos: uma sequéncia f, diz-se exata quando,
para qualquer que seja o n, o kernel de f, coincide, a menos de isomorfismos, com
a imagem de f, ;. Uma sequéncia exata é dita curta quando possui somente dois
termos nao-nulos, sendo estes consecutivos.

A aplicabilidade das sequéncias exatas se deve ao seguinte: uma vez construidos
invariantes (isto é, uma vez obtidos functores que associam a cada espago uma
estrutura), precisa-se calculd-los. Neste sentido, as sequéncias exatas constituem
poderosas ferramentas. De maneira mais precisa, procura-se, por exemplo, por
functores que associem a cada sequéncia exata curta de espagos uma sequéncia exata
longa na categoria dos correspondentes invariantes. Se tal categoria for adequada,
entao é possivel retirar informacao dos invariantes de um espaco da sequéncia a
partir dos invariantes dos outros. O estudo das sequéncias exatas é concernente a
dlgebra homoldgica (veja, por exemplo, [78], 9], assim como os classicos [17, [60].

O ambiente mais genérico no qual se pode estudar algebra homologica sao as
categorias abelianas. Estas sao construidas de maneira a abstrairem as propriedades
fundamentais da algebra classica. Por exemplo, elas consistem no ambiente genérico
no qual se tem os teoremas do isomorfismo enquanto caracterizados da maneira

acima. Para a teoria em categorias abelianas, veja [36].

Completude

Diz-se que uma categoria é completa (resp. cocompleta) quando todos os func-
tores que nela assumem valores possuem limites (resp. colimites). Na subsecao
anterior, vimos que algumas classes de limites podem ser criados se supomos a exis-
téncia de outros. Por exemplo, mostramos que se uma categoria admite produtos
binarios e equalizadores, entao ela possui pullbacks.

A proposicao abaixo nos indica que, se reforcamos a hipdtese adicionando a
existéncia de todos os produtos (nao s6 dos binérios), ganhamos a existéncia nao s
dos pullbacks, mas de qualquer limite. Ressaltamos que a prova aqui apresentada

foi inteiramente baseada em [59].
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Proposigao 2.1.1. Para que uma categoria D seja completa, € necessdrio e sufici-

ente que ela possua todos os produtos e todos os equalizadores.

Demonstracao. A necessidade é evidente. Para a suficiéncia, fornecido F' : C — D,
mostraremos que as hipoteses asseguram a existéncia de um cone (X, ) para F
tal que, se (X', ¢') é qualquer outro cone de F, entdo hd uma tunica fatoragao
u: X' — X. Escolhido um morfismo f : Y — Y’ em C, escrevamos Y = domf e
Y’ = codf. Uma vez que D possui todos os produtos, seja Hf F(codf) o produto
dos objetos de D indexados pelo contradominio de morfismos de C. Da mesma
forma, seja [[, F'(Y) o produto dos objetos de D indexados por objetos de C.
Como todo objeto de C é dominio e contradominio de ao menos um morfismo (por
exemplo de sua respectiva identidade), segue-se que F'(«t) 0 Tgoms € id 0 Teody definem
outras projegoes para [ | B (codf), de tal modo que, por universalidade, existem as

setas paralelas representadas no diagrama abaixo:

F(domf) £ F(codf)

o'
// Tﬂdomf Tﬂ—f
eq

X7t L pTY T, F(Y) [1; F(codf)

SR

F(codf) F(codf)

i
O par (X, ), em que X é o equalizador das setas paralelas e p(Y) = my o eq,
formam um cone para F. Afirmamos que ele é o limite procurado. Com efeito, se
(X', ¢') é outro cone, a universalidade dos produtos nos garante a existéncia de um
tnico morfismo eq’ : X' — [[,, F/(Y) que preserva as setas paralelas. Desta forma, a
universalidade do equalizador fornece um tnico u : X’ — F, garantindo o afirmado

e concluindo a demonstracao. O

Sobre o resultado anterior, duas observagoes:

1. ele é uma tipica situacao na qual a diferenca entre os conceitos de classe e de
conjunto deve ser levada em consideracao: durante toda a demonstragao, a
classe dos objetos de C foi tratada como sendo um conjunto, algo que, numa
abordagem axiomética, pode nao ser verdade para uma categoria arbitraria.

Mais uma vez, isto ressalta a ingenuidade com a qual temos trabalhado;
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2. tem-se uma versao dual, demonstrada de maneira estritamente analoga: para
que uma categoria seja cocompleta, € necessdrio e suficiente que ela tenha

coprodutos e coequalizadores.

Espacos Pontuados

Nesta subsegao, estudamos os limites e colimites em categorias pontuadas C,.
A ideia é tentar determiné-los a partir dos limites de C. De maneira direta, verifica-
se que o despareamento ¥ : C, — C preserva limites, de modo que, para todo
functor F': C, — D, se seu limite existe, entdo Z(lim F') ~ lim(Z o F'). Assim, por
exemplo, produtos e pullbacks em C, podem ser diretamente calculados a partir de
suas versoes em C, bastando pontua-los de maneira candnica. O exemplo abaixo

nos mostra que a mesma estratégia, no entanto, nao se aplica para colimites.

Exemplo 2.1.8. O coproduto de pares (X;,z;) em Set, é o produto wedge \/, X;,
definido da seguinte maneira: toma-se a reuniao de todos os produtos X; X x; e
passa-se ao quociente pela relagdo que identifica todos os pontos z; num tnico, o

qual ha de ser o ponto base de \/, X .

Observamos que o coproduto de Set, foi obtido a partir de colimites em Set:
primeiro tomamos a reuniao disjunta (que é o coproduto) e depois passamos ao quo-
ciente (que é um cokernel). Argumentacao analoga funciona para obter coprodutos

em qualquer C,, desde que C seja cocompleta.

2.2 Monoides

A matematica classica é construida sob a linguagem da teoria dos conjuntos. A
teoria das categorias, por sua vez, tem a teoria dos conjuntos como um caso particu-
lar. Espera-se, portanto, que a teoria das categorias forneca procedimentos que nos
permitam abstrair qualquer que seja o conceito usual. Um de tais procedimentos é
a categorificagcao, o qual passamos a descrever.

Relembramos que o problema de classificar uma dada categoria C consiste em

obter uma bijegao entre o conjunto das classes de isomorfismo Iso(C) e algum outro
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conjunto S. Dualmente, fornecido um conjunto S, o problema de categorificd-lo
consiste em obter uma categoria C cuja classe de isomorfismos esteja em bijecao
com S. Em outras palavras, categorificar um conjunto S é buscar por uma categoria
C que pode ser classificada em termos de S. Por este motivo, algumas vezes se fala

que classificar é o mesmo que descategorificar.

Exemplo 2.2.1. Sabe-se a categoria dos espacos vetoriais de dimensao finita é
classificada pelo invariante dimensao (isto é, pelo functor dim : FVeckx — N). Desta
forma, pode-se pensar na categoria FVeckg como sendo uma categorificacao dos

naturais.

Observamos que categorias sao entidades mais complicadas que conjuntos: em
uma categoria tem-se duas classes (a dos objetos e a dos morfismos), ao passo que
num conjunto tem-se apenas uma. Posto isso, o problema de categorificacao tende
a ser mais dificil que o de classificagao: para classificar, procura-se um conjunto
(entidade simples) que represente uma categoria (entidade complexa) previamente
conhecida. Para categorificar, precisa-se determinar uma categoria (entidade com-
plicada) que seja representada por um dado conjunto (entidade simples).

Grosso modo, classificar é estudar o functor Iso : Cat — Set, ao passo que
categorificar é encontrar functores Ctgz : Set — Cat que sao “inversas pontuais”
de Iso. Assim, ao se classificar, perde-se “informacao categorica”. com o objetivo de
entender a categoria, ela é substituida por um ente mais simples. Por sua vez, ao
se categorificar, ganha-se tal informacdo. E exatamente este o espirito da categori-
ficacao: partir de uma entidade conhecida e substitui-la por outra mais complexa,
ganhando novas ferramentas. Por exemplo, pode-se partir de um invariante simples
e, ao final do processo, obter outro mais poderoso. Sobre o assunto, remetemos o

leitor a um artigo bastante interessante de John Baez e James Dolan: [5].

Categorias Monoidais

Para categorificar uma estrutura algébrica S, deve-se obter uma categoria C cujo
conjunto das classes de isomorfismo admite uma estrutura isomorfa a S. Assim, por

exemplo, se S for um monoide, C podera categorifica-lo somente se Iso(C) também
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for um monoide. Portanto, se quisermos saber quais categorias classificam uma
determinada estrutura algébrica, deveremos restringir nossa busca as categorias cujo
conjunto das classes de isomorfismo possuem correspondente estrutura. Em outras
palavras, dada uma subcategoria Alg C Set, devemos procurar por subcategorias
Catpjg C Cat restritas as quais o functor Iso assume valores em Alg.

Um insight para determinar Catajg ¢ 0 seguinte: estruturas algébricas sao con-
juntos dotados de elementos distinguidos (elementos neutros) e de operagoes binarias
(que sdo fungbes entre conjuntos), as quais satisfazem certas equagoes. As entidades
primarias sao os elementos, os quais originam os conjuntos e as funcoes, as quais se
relacionam por meio das equacoes. Por sua vez, em Cat as entidades primarias sao
os objetos e os morfismos, os quais originam as categorias e os functores, os quais
se relacionam por meio das transformagoes naturais.

Assim, partindo de Alg, para obter Cat g, a ideia ¢ “elevar em um grau a infor-
magcao categorica” elementos distinguidos tornam-se objetos distinguidos, conjuntos
tornam-se categorias, operagoes binérias tornam-se bifunctores e equagoes sao re-

formuladas por meio de isomorfismos naturais, chamados de condi¢oes de coeréncia.

Exemplo 2.2.2. Na algebra classica, um monoide ¢ um conjunto X dotado de uma
Unica operagao binaria * : X X X — X, e de um elemento distinguido 1 € X, tais

que as seguintes equagoes sao satisfeitas para quaisquer x,y, z € X:
lxz=x=xx1 e (zxy)xz=xx(y=*2). (2.2)
Seguindo o insight anterior, uma categoria em Catyo, seria aquela C na qual se

encontram definidos um bifunctor ® : C x C — C e um objeto distinguido 1 € C,

para os quais se tem os seguintes isomorfismos naturais:
I XX >X®1 e (XQY)®ZxX®(Y®Z). (2.3)

Se C cumpre tais relagoes, entao Iso(C) é realmente um mondide, mostrando-nos
que o insight cumpriu com o seu papel. Com efeito, basta colocar [X]*[Y] = [X®Y].
O elemento neutro havera de ser [1]. Observamos, no entanto, que as relagoes (2:2))
nos permitem retirar os parénteses de qualquer expressao envolvendo um nimero

arbitrario de elementos. Por exemplo,

(xxy)x (@' *y) =ax((yxx)*xy) =2 x (y* (2" xy))).
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Em contrapartida, as relagoes (23] nao sao suficientes para garantir algo anélogo
para a categoria obtida através do insight. Sao necessérias, pois, mais algumas con-
digdes de coeréncia (veja a segunda se¢ao do capitulo VII de [59]). Uma categoria
que cumpre com o insight e também com estas condi¢oes de coeréncia adicionais
chama-se monoidal. Assim, pode-se dizer que as categorias monoidais sao categori-

ficagoes convenientes do conceito cldssico de monoide.

Exemplo 2.2.3. Se uma categoria C possui produtos binarios X x Y e um objeto
terminal *, entao o bifunctor (X,Y) — X x Y esta bem definido e ali introduz uma
estrutura monoidal, cujo objeto neutro nada mais é que o proprio *. Dualmente, se
C tem coprodutos binarios X &Y e um objeto inicial @, entdao (X,Y)— X @Y a

faz monoidal, cujo objeto neutro é &.

Exemplo 2.2.4. Quando C possui estrutura monoidal ®, esta induz uma estrutura
monoidal natural em Func(D;C), seja qual for a categoria D. Particularmente,

induz estrutura monoidal na categoria sC dos objetos simpliciais de C.

Nem sempre a estrutura monoidal provém de produtos e coprodutos. Abaixo

ilustramos este fato por meio de um exemplo.

Exemplo 2.2.5. Na categoria Modpg, com R comutativo, consideremos a regra
®g que a cada par de modulos (X, Y') associa o produto tensorial X ®p Y entre
eles, e que a cada par (f,g) de homomorfismos faz corresponder f ®r g. Ela é
associativa e possui unidade dada pelo proprio anel R, visto enquanto médulo sobre
si mesmo. Assim, ®g torna Modpy uma categoria monoidal sem provir de produtos

ou coprodutos.

Analogamente poder-se-ia aplicar o insight de modo a obter categorificagoes de
outras estruturas algébricas mais complicadas. Por exemplo, a categorificagao dos
monoides abelianos sao as categorias monoidais C, com produto ® : C x C — C,
para as quais existem isomorfismos naturais X ®Y ~ Y ® X, denominados braidings,

satisfazendo certas condigoes de coeréncia. Tais categorias sao ditas simétricas.

Exemplo 2.2.6. Estruturas monoidais provenientes de produtos e coprodutos bi-

néarios sao sempre simétricas. Particularmente, a soma direta em Modpg possui
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inversa X @ (—X) ~ 0, em que —X ¢ o conjunto de todo —z, com = € X. Desta
forma, Modp é categorizagao de grupo abeliano com @. Por sua vez, sabe-se que o
produto tensorial é comutativo a menos de isomorfismos, de modo que a estrutura
definida por ® g em Modpg também é simétrica. Particularmente, ® e ®p sao dis-
tributivos moédulo isomorfismos naturais. Portanto, com tais bifunctores, Modp é

categorizacao de um anel comutativo com unidade.

Monoides

Um monoide numa categoria monoidal C, com produto ® : C x C — C, é
a generalizacao do conceito usual de monoide presente na algebra cléssica. Trata-
se, pois, de um objeto X € C para o qual existem morfismos *x : X ® X — X e
e: 1 — X, obtidos de tal maneira que os diagramas abaixo se tornam comutativos.
O primeiro deles traduz a “associatividade” de *, enquanto que o segundo expressa a
existéncia de um “elemento neutro” em X (compare com os diagramas apresentados

no inicio do primeiro capitulo).

X@X@X)— (X0 X)X 2L x o X Lo X Oy o x 98 y oy

o I \j -

X®X X

*

Tem-se uma categoria Mon(C, ®) formada dos monoides de C segundo ® (quando
nao hé risco de confusdo quanto ao bifunctor fixado, ele é omitido da notagao). Em
tal categoria, um morfismo entre (X, x,¢e) e (X, %, ¢’) é simplesmente um morfismo
f X — X' que preserva * e e. Isto ¢, que satisfaz as igualdades foe = € e
fox=+o(f®f). Un comonoide em C é simplesmente um monoide em C°. Mais
precisamente, estes se tratam dos objetos da categoria Mon(C, ®)°, denotada por
Comon(C; ®).

Numa categoria monoidal simétrica, diz-se que um monoide é comutativo ou
abeliano quando sua multiplicacao comuta com o braiding X ® X ~ X ® X. Inver-

tendo setas obtém-se a correspondente nocao de comonoides cocomutativos. Tais

entidades definem categorias cMon(C, ®) e .Comon(C; ®).

Exemplo 2.2.7. Na categoria x : Set x Set — Set, os monoides coincidem com
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os monoides usuais da algebra classica. Por sua vez, para qualquer que seja o anel
comutativo R, os monoides de Mody sao, relativamente ao produto ®p, as algebras
sobre R. Afinal, dar um morfismo X ® g X — X é o mesmo que dar uma aplicagao
bilinear X x X — X. Assim, em particular, os monoides de AbGrp ~ Mody sao

0s anéis.

Exemplo 2.2.8. Numa categoria monoidal ® : C x C — C definida por produtos
binérios, todo objeto X admite uma estrutura tnica de comonoide, com comultipli-
cagao dada pelo mapa diagonal Ay : X — X ® X. Por sua vez, ji que o objeto
neutro 1 € C é terminal, para cada X existe um tnico morfismo ! : X — 1, o
qual havera de ser a counidade de X. Dualmente, se ® provém de coprodutos bina-
rios, entao todo X possui tnica estrutura de monoide. Sua multiplicacao é o mapa
Vx: X®X — X, ao passo que sua unidade é o morfismo ! : 1 — X, obtido do fato

de 1 ser inicial.

Um functor F': C — C’ entre categorias monoidais pode nao levar monoides em
monoides e nem mesmo comonoides em comonoides. Quando ele preserva monoides
(resp. comonoides), diz-se que ele é monoidal (resp. comonoidal). Se este é o caso,

entao ficam respectivamente induzidos functores
F, : Mon(C,®) — Mon(C',®") e F*:CoMon(C,®) — CoMon(C’, ®").

Observamos que, para F' ser monoidal, basta que mapeie produtos em produtos
e também objeto neutro em objeto neutro. Isto é, basta existirem um morfismo
f 1 — F(1) e transformacoes ¢,, : FI(X) ® F(Y) - F(X ® Y) satisfazendo
certas condigoes de coeréncia, as quais sao descritas em termos da comutatividade
de diagramas semelhantes aqueles satisfeitos por * e e. Um functor monoidal para
o qual f e cada ¢,, sao isomorfismos chama-se fortemente monoidal.

Da mesma forma, para F' ser comonoidal, ¢ suficiente que existam g : 1" — F'(1)
e também transformacoes ¢,, : F(X ®Y) — F(X) ® F(Y) satisfazendo condi¢oes
de compatibilidade. Quando g e ¢,, sao isomorfismos, fala-se que F' é fortemente
comonoidal.

Tem-se subcategorias Mnd, CoMnd, SMnd e SCoMnd de Cat, cujos objetos
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sao categorias monoidais, e cujos morfismos sao, respectivamente, functores monoi-

dais, comonoidais, fortemente monoidais e fortemente comonoidais.

Bimonoides

Toda categoria monoidal simétrica C induz uma estrutura monoidal em Mon(C, ®).

Esta é definida pelo bifunctor
@ - Mon(C, ®) x Mon(C, ®) - Mon(C, ®),

que toma dois monoides (X, x, e) e (X', ', €’) e devolve o respectivo monoide X ® X',
tendo e ® €/ como unidade e cuja multiplicagdo # € obtida compondo as setas do
diagrama abaixo, em que a primeira delas provém de associatividade de ® e de

braidings.
X@X)9(X®X) == (XoX)o (X' ®X) 25X X/

O objeto neutro de Mon(C, ®) é o monoide formado pelo objeto neutro de C,
tendo unidade dada por id; e multiplicacao fornecida pelo isomorfismo 1 ® 1 ~ 1.
Por dualidade, a estrutura monoidal de ® fixa outra em Mon(C?,®). Tem-se

equivaléncias
Mon(Mon(C, ®), @y ) ~ cMon(C,®) e Comon(Comon(C, ®),®y) =~ «Comon(C, ®),

as quais sao usualmente chamadas de principio de Eckmann-Hilton (veja o artigo
original [25] ou a se¢ao 1.2.7 de [3]). Por sua vez, dar um comonoide na categoria
dos monoides ¢ o mesmo que fornecer um monoide na categoria dos comonoides.

Isto reflete a existéncia de isomorfismos

Comon(Mon(C, ®), ®u) ~ Mon(Comon(C, ®), ®).

Os objetos de ambas as categorias (aqui indistinguivelmente denotadas por Bimon(C; ®)),
sao chamados de bimonoides de C. Assim, um bimonoide numa categoria monoidal
C ¢é um objeto que possui simultaneamente estruturas de monoide e de comonoide,
tais que sua multiplicacao e sua unidade sao morfismos de comonoides, ao mesmo

tempo que sua comultiplicacao e counidade sao morfismos de monoides.
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Grupos

Um monoide de Hopf em ® : C x C — C é um bimonoide X, o qual admite
“inversos”. Isto se traduz na existéncia de um morfismo inv : X — X, chamado de
antipoda ou inversao, tal que o diagrama abaixo é comutativo. Nele, * e *’ denotam
a multiplicacdo e a comulitiplicacdo de X, ao passo que e e € representam a sua
unidade e a sua counidade (compare, mais uma vez, com os diagramas da segao

inicial do primeiro capitulo).

X®X X®X

1d®inv

Evidentemente, tem-se uma subcategoria cheia Hopf(C; ®) C Bimon(C; ®).

Exemplo 2.2.9. Os monoides de Hopf da categoria Modg, com estrutura monoidal
fixada pelo produto tensorial, sao usualmente chamados de dlgebras de Hopf sobre
R. Como veremos, exemplos sao os grupos de homologia singular de um H-espago

e a algebra de Steenrod.

Observamos que, se a estrutura monoidal de C provém de produtos binarios,
entao dar um monoide de Hopf em C é o mesmo que dar um monoide X dotado
de uma inversao (afinal, sob tal hipotese, todo monoide é bimonoide). Em outras
palavras, em tal situagao, um monoide de Hopf é simplesmente um objeto no qual
se tem uma multiplicacao associativa e possuidora de unidade, ao mesmo tempo que
se sabe inverter. Por este motivo, costuma-se dizer que X ¢é grupo em C.

Dualmente, quando ® : C x C — C é definido através de coprodutos, entao os
monoides de Hopf em C nada mais sao que os comonoides adicionados de um mapa

antipoda. Isto nos leva a chama-los de cogrupos em C.

Exemplo 2.2.10. Os grupos de Set, com X, sao os grupos usuais da algebra clas-
sica. Por sua vez, o tnico cogrupo de tal categoria é o conjunto vazio. Afinal, este

é seu unico comonoide.
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Capitulo 3
Topologia

Neste capitulo estudamos os espacos topoldgicos. Tratam-se dos conjuntos nos
quais se tem definida uma nocao qualitativa de proximidade entre pontos, obtida por
meio do conceito de wvizinhanga fundamental. Os mapeamentos naturais entre esta
classe de espacos sao as fungoes que preservam a estrutura adicional de proximidade.
Isto nos permite definir uma categoria Top, delimitando uma area da matematica
conhecida como topologia. Construir Top e estudar algumas de suas propriedades
fundamentais (como a completude e a cocompletude) consiste o principal objetivo
da primeira secao.

Na segunda segao, estudamos o problema de classificagao em Top, evidenciando
que ele é extremamente dificil de ser inteiramente solucionado. Iniciamos apre-
sentando invariantes que podem ser obtidos mediante simples imposi¢oes sobre as
vizinhangas de um espago. Em seguida, observando que estes sao fracos (no sentido
de que nem mesmo nos permitem discernir a esfera S? do todo S' x S!), iniciamos
uma busca por outros que sejam mais poderosos. Apresentamos, entao, a topologia
algébrica como sendo a area da topologia que se propoe a realizar tal tarefa via
métodos algébricos. Particularmente, apresentamo-la como o estudo dos functores
de Top em alguma categoria algébrica.

A literatura sobre topologia é bastante vasta. Textos completos, que cobrem

todos os topicos aqui discutidos, incluem [43], [70].
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3.1 Estrutura

A topologia é a parte da matematica que permite discernir o que é local daquilo
que ¢ global. Intuitivamente, uma propriedade é [ocal quando vale nas vizinhangas
de cada ponto. Por sua vez, ela é global quando vale no espaco inteiro. Assim, o
conceito fundamental para discernir local do global é o de vizinhanca.

Um espaco topoldgico é aquele dotado de uma regra que da vizinhangas a pontos,
sendo estas compativeis num certo sentido. De maneira mais precisa, um espaco
topologico ¢ um conjunto X dotado de uma regra 7, denominada base, responsavel
por associar uma familia de subconjuntos 7(p) de X, todos contendo p e sendo tais

que

e dados B, € 7(p) e B, € 7(q) ndo-disjuntos, para todo a € B, N B, existe um

B, € 7(a) inteiramente contido nesta intersegao.

Os elementos de 7(p) chamam-se vizinhangas bdasicas (ou fundamentais) de p
segundo 7. Desta forma, a condi¢ao anterior implica, em particular, que num espaco
topologico cada ponto admite vizinhancas arbitrariamente pequenas.

Um subconjunto U C X que pode ser escrito em termos de vizinhancas bésicas
segundo 7 recebe o nome de T-aberto. Diz-se que o conjunto dos 7-abertos constitui
a topologia gerada por 7 em X. Como logo se convence, diferentes bases podem
gerar a mesma topologia. Isto reforca o fato de que o conceito de aberto é mais

importante que o de vizinhanca.

Exemplo 3.1.1. O R™ é um espago topolégico enquanto dotado da regra 7, que a
cada p € R"™ faz corresponder o conjunto 7(p) das bolas abertas B,(p) de centro p e
raio r. Estas s@o formadas de todo ¢ cumprindo ||g — p|| < r. Com respeito a esta
estrutura, os abertos do R"™ sao simplesmente os conjuntos que se escrevem como

reuniao de bolas abertas.

Exemplo 3.1.2. Toda base num espago topolégico X pode ser restringida a um
subconjunto arbitrario A C X, fazendo deste um outro espago topologico. Mais
precisamente, se T é base em X, entdo a regra 7|4, que a cada p € A associa o
conjunto formado de todas as intersecoes B, N A, com B, € 7(p), é base em A.

Enquanto dotado desta estrutura, diz-se que A é um subespaco topoldgico de X.
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Exemplo 3.1.3. Exemplos importantes de subespagos do R™ incluem: o circulo
S*! e o disco fechado D", respectivamente formados pelos pontos p € R”™ tais
que ||p|]] = 1 ou ||p|| < 1, assim como o semi-espago H", constituido das énuplas

(21, ..., Ty), com x,, > 0.

Categoria

Grosso modo, pode-se dizer que um espago topoldgico é aquele no qual se
sabe dizer qualitativamente quando dois pontos estao proximos. Com efeito, eles o
estarao se um pertencer a uma vizinhanca basica do outro. Assim, de modo ainda
mais sucinto, um espago topologico ¢ um conjunto dotado de uma nocgao adicional
de proximidade.

Posto isto, seguindo a maxima apresentada ao final da primeira secao do capitulo
anterior, os mapeamentos entre espagos topologicos haverao de ser as fungoes (ditas
continuas) que preservam proximidade. Isto é, que levam pontos proximos em pontos
proximos. De maneira mais precisa, f : X — Y ¢é dita continua quando, para
quaisquer p,q € X, para fazer f(q) arbitrariamente prézimo de f(p), basta tomar
q suficientemente provimo de p. Em outras palavras, para que f(q) € By, basta
que q € B,.

Como logo se convence, a identidade idx é sempre continua, ao passo que a
continuidade é preservada por composigoes (isto é, se f e g sdo continuas, entao go f
também o é). Portanto, esta bem definida uma categoria concreta Top, cujos objetos
sd0 espacos topologicos e cujos morfismos sao precisamente as funcoes continuas. E

ela quem delimita o dominio da topologia dentro da matematica.

Completude

Observamos que na topologia se tem maneiras universais de projetar e de incluir.
Mais precisamente, Top possui produtos e coprodutos. Com efeito, dados espacos
X e Y, digamos com bases 7 e 7/, entao o produto X x Y admite uma base natural
T X 7', que a cada par (p,q) faz corresponder o conjunto de todos os produtos

B, x By, com B, € 7(p) e B, € 7'(q). Além disso, as projegoes pr; : X XY — X e

42



pro : X XY — Y sao continuas, ao mesmo tempo que cumprem com propriedades
universais no seguinte sentido: para quaisquer espaco X’ e quaisquer f e g continuas,
existe uma tnica h, também continua, que deixa o primeiro dos diagramas abaixo

comutativo.

X X (3.1)

Dualmente, fornecidos X e Y, a reuniao disjunta X LY também possui estrutura
natural de espaco topologico segundo a qual as inclusoes 7; : X — X UY e : Y —
X UY sao continuas e universais no sentido do segundo dos diagramas acima. Com
efeito, dadas bases 7 em X e 7/ em Y, a regra U7, que a cada a em X LY associa
7(a) ou 7'(a) conforme a € X ou a € Y, serve de base.

Na verdade, a categoria Top é completa e cocompleta. Para ver isso, uma vez que
temos produtos e coprodutos, pelo teorema de existéncia de limites e colimites, basta
construirmos equalizadores e coequalizadores. Para equalizadores, dados mapas
f,g: X — Y tome o equalizador em Set (que é o subconjunto de X no qual f e g
coincidem) e considere-o com a topologia do subespago. Para coequalizadores, mais
uma vez calcule-o em Set, resultando no quociente de Y pela relacao que identifica
f(z) ~ g(x), e entdo considere uma “topologia universal”. Neste caso, a topologia

em questao ¢ a chamada topologia quociente.

3.2 Classificacao

Consideramos aqui o problema de classificar a categoria Top. Em outras pa-
lavras, buscamos determinar se dois espagos topolégicos X e Y sao ou nao homeo-
morfos (isto é, isomorfos em Top). Eles o serdo quando existirem fungoes continuas
f: X —=>Yeg:Y — X cujas composi¢oes produzem identidades. Mais precisa-
mente, quando valem as condigoes go f =idx e fog=1idy.

Intuitivamente, dois espacos serao homeomorfos se, e somente se, um puder ser
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continuamente deformado no outro sem que se tenha que rasgar, furar ou colap-
sar dimensoes. Assim, por exemplo, espera-se que quaisquer duas bolas abertas
sejam homeomorfas. Com efeito, para sair de uma e chegar na outra, basta trans-
ladar /esticar, que sao operagoes continuas. Em contrapartida, por menor que seja
a bola, nao se deve esperar que ela seja homeomorfa a um s6 ponto (pois aqui se
teria que colapsar dimensbes). Da mesma forma, tais bolas ndo haverao de ser ho-
meomorfas ao conjunto obtido retirando-se delas um ponto. Afinal, este processo
consiste exatamente em furar a bola, o que é proibido para os homeomorfismos.

Vejamos outro exemplo: espera-se que o cilindro infinito S! x R seja homeomorfo
ao cilindro finito S! x (—¢, ¢), seja qual for o € > 0. Entretanto, por menor que se
escolha o e, nunca se obtera um espaco homeomorfo ao circulo. De fato, para que
isto acontecesse seria necesséario colapsar a “dimensao altura”.

Como comentamos, a topologia se diferencia da analise pela existéncia de ma-
neiras universais de projetar e incluir. Gostarfamos de evidenciar um fato crucial
que também diferencia esta disciplina da &lgebra.

Iniciamos relembrando que duas estruturas algébricas X e Y sao isomorfas
quando existem mapas f : X — Y e g : Y — X, os quais preservam as ope-
racoes envolvidas e cujas composicoes g o f e f o g coincidem com as respectivas
identidades. O fato fundamental que permeia a algebra é o seguinte: para que um
morfismo f seja isomorfismo, basta ser bijetivo. Pois, neste caso, sua inversa (em
Set) é obrigatoriamente linear. Em suma, na algebra, os isomorfismos sdo precisa-
mente as fungoes inversiveis e lineares.

Esta mesma condi¢ao nao é satisfeita em Top. De fato, existem fungoes que
sao continuas, bijetivas, mas cuja inversa é descontinua. Este é o caso da aplicagao

exp : (0,27] — S!, definida por exp(t) = (cost,sint) = e.

Invariantes

Como ja comentamos, problemas de classificagao sao, em geral, muito dificeis
de se resolver. Neste sentido, a busca por invariantes se torna de suma importancia:
para cada invariante obtido tem-se uma condi¢cao necessdaria para que dois objetos

sejam isomorfos.
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Em topologia, pode-se construir diversos invariantes olhando-se simplesmente
para propriedades adicionais satisfeitas pelos abertos de um espago. Exemplos inte-
ressantes sao a compacidade e a propriedade de Hausdorff. Elas sao restri¢oes sobre
a quantidade de abertos que um espaco possui.

Com efeito, um espago compacto é aquele que, de toda cobertura por abertos,
pode-se encontrar um ntmero finito de abertos que ainda cobrem o espago todo. Por
sua vez, um espaco de Hausdorff é aquele no qual quaisquer dois pontos possuem

vizinhangas basicas disjuntas.

Exemplo 3.2.1. O R™ é um espago de Hausdorff: dados p,q € R", escolhendo
r, s > 0 suficientemente pequenos, as bolas B,.(p) e Bs(q) tornam-se disjuntas. Todo
subespaco de um espago Hausdorff também admite tal propriedade. Isto significa que
o “invariante Hausdorft” é preservado por restricoes. O mesmo nao se passa com a
compacidade. Com efeito, pode-se mostrar que um subespacgo do R™ é compacto se, e
somente se, ele cabe dentro de alguma bola, ao mesmo tempo que seu complementar
é aberto. Disto segue que o R™ inteiro nao é compacto, mas a esfera S™ e o disco D"

o sao. O semi-espaco H" também nao é compacto.

Outros tipos de invariantes estao relacionados com a quantidade de “pedagos” que
um espago possui e com a maneira de contar esta quantidade. Os mais simples sao
conezidade e conexidade por caminhos. Um espaco conezxo é aquele que nao admite
cobertura formada por abertos, sendo todos eles disjuntos. Se admitisse, entao os
abertos da cobertura seriam as componentes conexas do espago e se refeririam aos
“pedacos” que constituem o espaco.

De outro lado, diz-se que X é conexo por caminhos quando existe um caminho
continuo ligando quaisquer dois de seus pontos. Isto ¢, quando para cada p,q € X
existe ao menos um 7 : [0, 1] — X, o qual é continuo e tal que v(0) =p e y(1) = ¢.
Todo espago conexo por caminhos é também conexo, como logo se convence.

Vejamos agora que, assim como conexidade, o invariante “conexidade por cami-
nhos” também esta relacionado com uma medida do niimero de pedagos que um
espago possui. Para tanto, observamos que a relagao que identifica pontos que po-

dem ser ligados por um caminho é de equivaléncia.
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A reflexividade é evidente: para cada ponto, basta tomar o caminho nele cons-
tante. Para a simetria, dado « ligando p em ¢, note que —v, tal que (—v)(t) =
v(t — 1), liga ¢ em p. Finalmente, se v e 7' s@o respectivos caminhos ligando p em
a e a em ¢, entao a concatenagao abaixo ¢ caminho ligando p em ¢:

~(21), 0<t<1/2

vxA'(t) =
Y(1—2t), 1/2<t<]1.

Posto isto, X se escreve como a reuniao disjunta das classes de equivaléncia
segundo tal relacao (chamadas de componentes conexas por caminhos), indicando-
nos (ue um espaco que nao é conexo por caminhos admite certa decomposicao em

partes disjuntas nao triviais.

Exemplo 3.2.2. O R" ¢ conexo por caminhos (e, portanto, também é conexo). Com
efeito, quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um reta. Conexidade por
caminhos (e nem mesmo conexidade) sdo preservadas por restrigoes. Com efeito,
dados p,q € R", sejam U, e U, vizinhangas abertas de p e ¢, as quais supomos
disjuntas (estas existem, pois ja vimos que R™ é de Hausdorff). O subespago obtido

reunindo-se U, e U, é evidentemente desconexo.

Exemplo 3.2.3. A esfera S™ é conexa por caminhos. Com efeito, dados dois pontos
p e ¢, se eles nao sao antipodas, entao, para ligar p em ¢, basta tomar o arco
de circulo (¢)/||v(t)]|, em que r : [0,1] — R"™! ¢ a reta que os conecta. Isto &,
v(t) = tp+(1—t)q. Por outro lado, se p e ¢ sdo antipodas (ou seja, se ¢ = £p), entao
para obter caminho ligando-os, escolhe-se um ponto auxiliar a € S™ e considera-se

a concatenacao entre os arcos de circulo ligando p em a e a em q.

Topologia Algébrica

Retornando ao problema de classificacao em Top, observemos que os invarian-

tes construidos na subsecao anterior nao sao muito poderosos. Por exemplo, eles
. 1 . l . oy . 82 ~ -

nem mesmo nos permitem concluir algo extremamente intuitivo: a esfera nao €
homeomorfa ao toro S* x S'. Afinal, tanto a esfera quanto o toro gozam de todos

estes invariantes. De fato, ambos espagos sao compactos, conexos por caminhos e

de Hausdorfl.
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Diante disso, busquemos, pois, por invariantes mais poderosos. Por onde come-
car? Como vimos, a topologia se diferencia da algebra pelo fato de que nesta tltima
tem-se uma caracterizacao mais simples para os isomorfismos. Isto nos da a méa-
xima de que classificar estruturas algébricas € mais simples que classificar espacos
topoldgicos.

Com isto em mente, a ideia seria transferir o problema de classificacao em Top
para o problema de classificacao em alguma categoria algébrica Alg. Como fazer
isso? Ora, vimos que os functores nada mais sao que os mapeamentos entre cate-
gorias, 0s quais preservam composicoes e identidades, e que, portanto, transferem
informacao classificatoria de uma para a outra. Consequentemente, a ideia é procu-
rar por functores F': Top — Alg.

E os invariantes, onde apareceriam? Neste ponto, relembramos que a cada func-
tor faz-se corresponder um invariante da categoria na qual ele esta definido. Por-
tanto, a busca por functores de Top em categorias algébricas nos permite construir
invariantes topologicos, além de transferir o problema classificatorio para um ambi-

ente mais conveniente de ser analisado.

Exemplo 3.2.4. Tem-se um functor Aut : Top,,; — Grp, que a cada espago
X associa o grupo de seus automorfismos (isto ¢, dos homeomorfismos de X nele
mesmo). Assim, para que dois espagos topologicos sejam homeomorfos, é necessério
que seus grupos de automorfismos sejam isomorfos. Observamos que esta nao € uma
informacao muito util. Afinal, o grupo dos automorfismos de um espaco topologico é
bastante grande, o que dificulta sua identificacdo. Assim, como utilizar do invariante
que correspondente a Aut se em geral nem mesmo conseguimos determinar Aut(X)?
Isto nos da uma importante licao: nao basta obter functores; deve-se, também, saber

calcular o invariante a ele associado.

A area da topologia que tem como objetivo fundamental construir functores F :
Top — Alg e encontrar ferramentas que nos permitam calcular os correspondentes
invariantes é usualmente chamada de topologia algébrica.

As estratégias de calculo mais utilizadas sdo a preservagao de limites/colimites e
a busca por sequéncias exatas. De fato, quanto mais limites/colimites F' preservar,

mais poderemos “dividir o calculo em menores partes”, o que tende a torné-lo mais
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simples. Por sua vez, as sequéncias exatas nos permitem relacionar invariantes de
espacos diferentes. Assim, se soubermos calcular os invariantes de um espaco e
estes estiverem dentro de uma sequéncia exata envolvendo outros termos que nao
conhecemos, entao poderemos tentar utilizar dos primeiros para calcular e tirar
informagoes sobre os outros.

Relembramos que a area da matemaética que lida com a construcao de sequén-
cias exatas é a algebra homolégica. Desta forma, tem-se um especial interesse por

invariantes que sejam obtidos via métodos de tal disciplina.
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Capitulo 4

Homotopia

Neste capitulo, estudamos o problema de classificacao dos espacos topologicos
sob a perspectiva da teoria da homotopia. Isto significa que admitimos a dificuldade
do problema em questao e, ao invés de atacé-lo em Top, buscamos por categoriais
' Top que descrevam Top aproximadamente, a0 mesmo tempo que, em tese, sejam
mais simples de classificar.

Ora, classificar consiste em garantir existéncia de isomorfismos, ao passo que
isomorfismos se baseiam na igualdade entre mapeamentos. Assim, uma ideia de
classificar aproximadamente seria bucar por isomorfismos fracos, os quais corres-
ponderiam na substituicao da exigéncia de igualdade entre mapeamentos por al-
guma outra relacao de equivaléncia mais branda. Isto nos sugere que .7 Top deve
ser construida via quociente.

Na primeira se¢ao, mostramos que Top admite duas construcoes quocientes na-
turais. Estas, no entanto, nao sao geralmente equivalentes. Afim de ganhar unici-
dade, nos focamos numa subcategoria 4 C Top formada de “espagos topologicos
bem comportados”, mas suficientemente abrangentes.

O problema da estratégia anterior é que, ao se passar ao quociente, nao se en-
fraquece somente o problema de classificacao, mas também outras propriedades de
Top. Por exemplo, perde-se a completude e cocompletude. Com efeito, ao invés
de limites e colimites, em 77" Top conta-se com versoes enfraquecidas, chamadas de
limites e colimites homotdpicos. Em principio nao se tem uma maneira natural de

calcula-los. No entanto, mostramos que em % existem classes adicionais e comple-
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mentares de mapeamentos, chamados de fibragoes e cofibragoes, através das quais
tais célculos (e muitas outras coisas) podem ser efetivados. Tudo isto é feito na
segunda secao.

Finalmente, na terceira secao damos destaque aos espacos que podem ser cons-
truidos por um processo ao mesmo tempo indutivo e homotopico. Tratam-se dos
C'W-complezos, os quais constituem os objetos perfeitos para o calculo de invariantes
que sejam minimamente bem comportados. Exemplos de tais espagos sao as esferas
e o toro.

Durante a escrita fomos especialmente influenciados pelas obras [63], 85, 93], [7].

4.1 Aproximacao

Como comentamos, o problema de classificar Top é dificil. Posto isto, apresenta-
mos uma das estratégias de ataque, que consiste simplesmente em buscar invariantes.
Outra, que passamos a discutir, esta focada na construgao de uma nova categoria
' Top, a qual descreve Top aproximadamente, ao mesmo tempo que é mais sim-
ples de ser classificada. Em suma, a posicao é a seguinte: se classificar € dificil,
tentemos classificar aprorimadamente.

Ora, para classificar uma categoria, deve-se determinar quem sao seus objetos
a menos de isomorfismos, de modo que quem dita quao dificil serd o problema de
classificacao é justamente a nocao de isomorfismo 14 empregada. Assim, a ideia é
construir 7 Top enfraquecendo a nogao de isomorfismo de Top (isto ¢, de homeo-
morfismo).

Por sua vez, relembramos que dois espacos X e Y sao homeomorfos quando
existem fungoes continuas f e g entre eles, tais que go f = idx e fog = idy. Assim,
uma maneira de enfraquecer a no¢ao de homeomorfismo é substituir a igualdade
por uma outra relagao de equivaléncia que seja mais branda. Em suma, trata-se de
pedir que ao invés de g o f = idx se tenha go f ~ idx para alguma relagao menos
rigida o~.

Seguindo este ponto de vista, a ideia mais natural é construir s Top como

uma categoria quociente. Mais precisamente, busca-se por regras que associem a
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cada conjunto de morfismos de Top uma relagao ~ e, sendo estas compativeis com
composigoes, toma-se Top/ ~, conforme apresentado no esquema abaixo.

classificar — classificar __, enfraquecer — categoria
é dificil aproxim. isomorfismos quociente

Existem ao menos duas classes de categorias em que tais regras podem ser cons-
truidas de maneira simples e canonica. Nas proximas subsecoes, apresentamo-las e
mostramos que Top esta incluida em cada uma delas. Para detalhes, sugerimos ao

leitor o primeiro capitulo de [7] e também os capitulos 5-8 de [63].

Cilindros

Um cilindro natural numa categoria C consiste de um functor C' : C — C,

04!t ide — O, as quais possuem uma

em conjunto com transformagoes naturais ¢
inversa a esquerda 7 : C' — idc em comum e estao vinculadas por outra transfor-
macao 7 : C' — C, chamada de wnversao. Isto significa que, para qualquer que seja

o X, os diagramas abaixo sao comutativos.

20
X X —=-CX
> | A
7 ZX e
Ux 1x)

Vejamos que, se uma categoria possui cilindro natural C, entao 1a esté definida
uma regra canodnica que associa uma relacao de equivaléncia ~¢ a cada conjunto
de morfismos. Com efeito, dados f,g : X — Y, diz-se que eles sao C'-homotdpicos
(e escreve-se f ~¢ ¢) quando existe algum morfismo H : CX — Y, usualmente

chamado de C-homotopia entre f e g, tal que
Holx =f e Hoi=g.

Afirmamos que a relacdo ~¢ é realmente de equivaléncia. Para a reflexividade,
dado um morfismo f qualquer, tome H = fomy. Para a simetria, observe que, se H
¢ C-homotopia entre f e g, entdo H o7y é C-homotopia entre g e f. A transitividade

é evidente, concluindo o que haviamos afirmado.
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Nota-se que a relacao ~¢ é compativel com composicoes, donde o quociente
C/ ~¢, que aqui serda denotado por - C, estar bem definido. Os isomorfismos 14
presentes sao usualmente chamados de C'-equivaléncias homotdpicas.

Vamos concluir mostrando que a categoria Top se enquadra na classe daquelas
com cilindros naturais, de modo a haver uma maneira canénica de aproximé-la.
De fato, como facilmente se verifica, um cilindro pode ser obtido do functor C, tal
que C(X) = X x I e C(f) = f xid, aliado as transformacoes 1% (p,t) = (p,0) e
1% (p,t) = (p, 1), cuja inversa em comum ¢ a projegao na primeira entrada, estando
vinculadas pela inversao 7x(p,t) = (p, 1 —t).

Por exemplo, com esta estrutura, uma C-homotopia entre duas fungoes continuas
f e g nada mais é do que outra funcdo continua H : X x I — Y que nos pares (p,0)

vale f(p) e nos pares (p, 1) se iguala a g.

Espacgo de Caminhos

A versao dual dos cilindros naturais sao os espacos de caminhos naturais. As-
sim, estes sdo functores P : C — C, dotados de transformacoes naturais 7°, 7! :
P — idc, as quais possuem uma inversa a direita em comum ¢ : i1dc — P e estao
vinculadas por uma certa inversao 7 : P — P. Mais precisamente, os diagramas

abaixo sao comutativos sejam qual for o objeto X.

7'('0 7'('1 ’TI'O
PX X X <X pPX X <—-PX
A e
X PX

Observamos que a presenca de espacos de caminhos naturais também nos fornece
maneiras candnicas de associar relagoes de equivaléncia a conjuntos de morfismos.
Com efeito, diz-se que dois mapas f,g : X — Y sdo P-homotdpicos (e escreve-se
[ ~F g) quando existe uma P-homotopia entre eles. Isto é, quando existe H : X —
PY, tal que

0 _ 1 —
TyoH =f e mpyoH=g.

De maneira analoga ao que vimos valer para cilindros naturais, verifica-se facil-

mente que relacao de P-homotopia é de equivaléncia e compativel com composigoes.
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Assim, para cada P fica bem definida a categoria quociente C/ ~" representada
por 27 C. Os isomorfismos ali presentes chamam-se P-equivaléncias homotdpicas.

Para terminar, mostremos que, além de cilindros naturais, a categoria Top tam-
bém possui espacos de caminhos naturais, permitindo-nos aproximé-la de uma outra
forma. Com efeito, ali se tem o functor P, que a cada espaco X associa o conjunto
dos caminhos 7 : I — X, enquanto dotado da topologia compacto-aberta (sobre tal
topologia, veja, por exemplo, [57]). Também se tem as transformagoes 7% e %, que
a cada caminho associam, respectivamente, seu ponto inicial e seu ponto final. Elas
estao ligadas pela inversao 7x, que toma 7 e devolve outro caminho 7x(7), que em
cada instante vale (1 — t).

Nesta estrutura, uma P-homotopia entre fungoes continuas f e g consiste de

uma outra funcdo continua H, que a cada ponto p € X associa um caminho H(p) :

I — X, o qual parte de f(p) e chega em g(p).

Categoria Homoto6pica

Como vimos, Top tem tantos cilindros naturais quanto espacos de caminhos
naturais. Assim, existem diversas maneiras candnicas de aproxima-la por uma outra
categoria que, em principio, é mais simples de ser classificada.

Gostariamos que ambas as construgoes (via cilindros e via espago de caminhos)
produzissem maneiras de aproximar equivalentes. Em outras palavras, gostariamos
que as categorias 7 Top e ¥ Top fossem equivalentes. Uma vez que o que as dife-
rencia sao seus morfismos (que correspondem as classes de equivaléncia de morfismos
de Top), isto ocorrera se, e somente se, duas fungdes f e g forem C-homotopicas
exatamente quando forem P-homotdpicas. Ou seja, se, e s6 se, houver uma bije¢ao
entre C-homotopias e P-homotopias, o que equivale a pedir uma adjun¢ao entre os
functores C' e P.

Em termos mais explicitos, para quaisquer que sejam os espacos X e Y, devem
haver bijegoes

Morrep(X X I;Y) =~ Mor(X; YT),

em que Y representa o espaco de caminhos em Y com a topologia compacto-aberta.
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Assim, como x é produto em Top, para que exista uma adjuncao entre C' e P (e,
portanto, para que as maneiras de aproximar por eles induzidas sejam equivalentes)
é preciso que Top seja cartesianamente fechada. Esta exigéncia, no entanto, nao é
satisfeita (para discussdo e um contraexemplo, veja a segao 1.7 de [64]).

Uma maneira de contornar o problema é trabalhar com subcategorias de Top
que sejam pequenas a ponto de serem suficientemente comportadas, mas grandes a
ponto de englobarem situagoes corriqueiras e importantes. Em geral se concentra
na subcategoria %, formada dos espagcos Hausdorff e compactamente gerados. Esta
iltima condicao significa que seus abertos sao precisamente os conjuntos que se
mantém abertos ao intersectarem compactos. Aqui se enquadram, por exemplo, os
espagos métricos e os espagos localmente compactos (como as variedades, que serdo

nossos objetos de estudo em grande parte do texto).

Adverténcia. No que segue, trabalharemos sempre na subcategoria €. No en-
tanto, como o leitor notara, nao utilizaremos explicitamente o fato de seus objetos
serem de Hausdorff e compactamente gerados, mas apenas as consequéncias que tais
propriedades acarretam. Por exemplo, ao serem restritos a %, os functores C' e P
tornam-se adjuntos e, portanto, as categorias 4% e J#T¢ mostram-se equivalen-
tes. Neste caso, escreve-se apenas 7% para representar qualquer uma delas e diz-se
ser esta a categoria homotdpica de €. Ao invés de C-homotopias ou P-homotopias,
fala-se em homotopias. Da mesma forma, os isomorfismos de % sao chamados
de equivaléncias homotdépicas. Também se tem o costume de escrever [X, Y| para

denotar o conjunto dos morfismos entre X,Y € €.

Intuicao

Intuitivamente, o papel das homotopias H : f = ¢ é deformar f continuamente,
até que se torne g. Assim, um espago X terd o mesmo tipo de homotopia que outro

espaco Y quando nele pode ser continuamente deformado.

Exemplo 4.1.1. Os espagos que podem ser continuamente deformados (via homo-
topia) a pontos sao ditos contrdteis. Eles possuem todos os invariantes homotopicos

(isto ¢, obtidos de functores definidos em %) triviais. Exemplos evidentes de es-
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pagos contrateis incluem os subespagos convexos de R™ (e, em particular, o proprio
R™). Exemplos um pouco mais elaborados, os quais nos serao fundamentalmente

importantes, consistem dos EG, seja qual for o grupo topolégico G.

Observamos haver uma diferenga entre a deformacao efetivada por um home-
omorfismo e aquela proporcionada por uma equivaléncia homotdpica: enquanto a
primeira “preserva dimensoes”, a segunda nao se submete a tal restricao. Em outras
palavras, equivaléncias homotépicas tém a permissao para “colapsar dimensoes”. O

exemplo abaixo ilustra este fato:

Exemplo 4.1.2. Os subespacos R" —0 e S"~! do R" nao sao homeomorfos: a esfera
¢ compacta, algo nao satisfeito se retiramos um ponto do R™. Em contrapartida, a
aplicagao = + x/[|z||, de R® — 0 em S""!, é equivaléncia homotoépica. Particular-
mente, ainda que o cilindro S! x R nao seja homeomorfo ao circulo S', eles possuem

a mesma homotopia.

Homotopias admitem, ainda, uma outra interpretacao. Com efeito, relembrando

que a categoria % ¢é simétrica e cartesianamente completa, temos
Morg (X x IY) ~ Morg (I x X;Y) ~ Morg(I; Mor(X;Y)),

de modo que uma homotopia entre f, g; X — Y se identifica como um caminho em
Mor(X;Y) que parte de f e chega em g. Assim, duas aplicagoes sdo homotopi-
cas se, e somente se, estdo na mesma componente conexa por caminhos do espago

Mor(X;Y).

Limites Homoto6picos

H4 um problema com a categoria % ela possui poucos limites e colimi-
tes. Por exemplo, abaixo mostramos que ela nao possui pushouts e nem pullbacks.
Ainda assim, pode-se mostrar que ali existem produtos e coprodutos. Estes sao

simplesmente passagens ao quociente segundo o functor 7 : ¢ — JF .

Exemplo 4.1.3. Se tomamos o disco D" e identificamos seu bordo num tnico ponto,

obtemos a esfera S™, a qual nao é contratil, pois tem o mesmo tipo de homotopia que
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R™ — 0 (primeiro dos diagramas abaixo). Por sua vez, sabemos que D™ é contréatil
e, portanto, homotopico a um ponto. No entanto, o segundo dos pushouts abaixo
resulta no proprio D”. Assim, ainda que troquemos objetos de um diagrama por
outros com o mesmo tipo de homotopia, os correspondentes limites podem nao

possuir a mesma homotopia.

Ps~——D" PS/ - %
% <—— Sn1 % <—— Sn1

Exemplo 4.1.4. E se ao invés de considerarmos diagramas com objetos homotopicos
passarmos a olhar para diagramas com morfismos homotépicos? Ainda assim, os
correspondentes limites podem nao ter a mesma homotopia. Com efeito, o primeiro
dos pullbacks abaixo resulta no produto S"~! x S*~!. Como D" é contratil, sua
identidade é homotopica a uma (e, portanto, qualquer) aplicagao constante. Seja ¢
tal aplicagao. Colocando-a no lugar da identidade, vé-se que o pullback resultante

ou é formado de um s6 ponto (se ¢(z) € S*™!), ou entao ¢ vazio.

Pb——D" Ph —— D"
T T
Sn—l - D" Sn—l - D

Os exemplos anteriores nos sugerem que, ao invés de limites e colimites em €,
torna-se mais coerente considerar limites e colimites homotopicos. Grosso modo,
estes sao obtidos substituindo-se a exigéncia de comutatividade e de universalidade
de diagramas por “comutatividade e universalidade a menos de homotopia”’. Estes,
diferente dos limites e colimites, sempre existem em % .

Com o intuito de exemplificar a diferenca entre limites e limites homotopicos,
observamos que a composicao de kernels e cokernels usuais sempre ¢é trivial. De
fato, relembramos que o kernel e o cokernel de um dado f : X — Y correspondem,

respectivamente, aos limites abaixo.

ker(f) — X coker(f) <—Y

S N

Y * X
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Entao, pela lei de colagem de pullbacks e pushouts, a composi¢cao sucessiva de
kernels e cokernels pode ser computada pelos limites dos quadrados externos abaixo

expostos, os quais sao evidentemente triviais.

ker(ker(f)) —=ker(f) — coker(coker)(f) <— coker(f) <=—

N

Por sua vez, se olhamos para a colagem de kernels e cokernels homotopicos,
entao, em geral, o resultado nao ¢é contratil, mas corresponde, exatamente, ao que
se chama de loop e de suspensao de X. Em suma, diferentemente do caso usual, os

limites homotopicos abaixo nao sao necessariamente triviais.

;LQX k <—

No que diz respeito aos limites homotopicos, o problema agora é: como construi-
los e, uma vez construidos, como calculd-los? Com tais questdoes em mente, na
proxima secao veremos que eles sao simplesmente os “limites usuais bem comporta-
dos”.

Mais precisamente, veremos que é sempre possivel trocar os objetos e os morfis-
mos de 7% por outros que tenham melhores propriedades. E, uma vez feito isto
num certo limite homotoépico em 5%, pode-se calculé-lo como um limite usual em
% . Por conseguinte, também mostraremos que todo limite usual de % cujos objetos

e morfismos tenham boas propriedades ¢ homotopico quando visto em % .

4.2 Modelo

Exploramos aqui algumas consequéncias trazidas pela existéncia de adjungoes
entre cilindros naturais e espagos de caminhos naturais. A ideia é a seguinte: uma vez
aproximada uma categoria C por outra 2 C, queremos ferramentas que permitam
realizar célculos em 57C em termos de entes de C.

Por exemplo, como veremos nesta subsegao, se C possui cilindros naturais, entao

ela admite uma certa classe distinguida de morfismos, ao passo que se C tem espagos
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de caminhos naturais, entao admite uma classe dual. Acontece que, se cilindros e
espacos de caminhos coexistem e sao adjuntos, entao as correspondentes classes
distinguidas por eles definidas sao complementares, permitindo-nos, através delas,
descrever qualquer que seja o morfismo de C. E mais: como a construcao de 5C
faz uso apenas de homotopias (e nao destas novas classes distinguidas), entdo o uso
de tais classes nao afeta a estrutura de .7#°C, sendo um bom instrumento de calculo!

As classes as quais temos nos referido chamam-se fibragoes e cofibragoes. As cofi-
bragoes estao definidas em categorias C com cilindros naturais C', sendo constituidas
simplesmente dos morfismos com a propriedade de levantamento de C-homotopias.

Mais precisamente, sao os mapas ¢ : X — Y tais que, para todo morfismo
f:Y — Z e toda C-homotopia h partindo de 2 (isto &, satisfazendo H o5 = 1),
é possivel obter uma outra C-homotopia H : CY — Z, esta partindo de f, a qual
pode ser escolhida de modo que coincida com h quando restrita a C'’X. Em suma,

tratam-se dos mapas para os quais o primeiro dos diagramas abaixo ¢ comutativo.

X X CX X X PX
h y 7
f P ~ H
2 A C() J 7 P()
f AN
/ H™ X
Y . cY Y - PY
y Ty

Dualmente, as fibragoes estao presentes nas categorias C com espagos de ca-
minhos naturais, sendo caracterizadas por terem a propriedade de extensao de P-
homotopias, como representado no segundo dos diagramas acima.

No caso especial em que C' e P coexistem e sao adjuntos, as nogoes de C-
homotopias e de P-homotopias estao em correspondéncia biunivoca, de modo que
C-cofibragoes e P-fibragoes (agora chamadas simplesmente de cofibragées e de fibra-
¢oes) admitem novas caracterizagoes.

Com efeito, uma mapa 1 : X — Y serd uma cofibracao se, e somente se, para
todo f : Y — Z e toda P-homotopia h partindo de f existe uma outra P-homotopia
H, agora partindo de 72, que ao ser restrita a PX coincide com h (veja o primeiro

dos diagramas abaixo). Em outras palavras, um mapa é uma cofibragao se, e so se,
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possui a propriedade de extensdo relativa a 7.

X I pz 7. .x
1 Ii/1 % z%l/ H//1 J

De maneira analoga, a adjungao entre P e C' nos permite caracterizar as fibragoes
como sendo os morfismos que tém a propriedade de levantamento com respeito a 1%
A

conforme o segundo dos diagramas acima.

Exemplo 4.2.1. Como veremos ao longo do texto, as fibragdes mais importantes em
¢ sao as projecoes de fibrados localmente triviais. Por sua vez, a mais importante

cofibragao é a simples inclusao 2 : S*~! — D" da esfera no disco.

Decomposicao

A nova caracterizacao dada as fibracoes e as cofibragoes nao sé simplifica as
suas definicbes como também nos permitem substituir, dentro da categoria quoci-
ente #C, qualquer morfismo por uma versao mais simples. Mais precisamente,
mostraremos que, a menos de equivaléncias homotépicas, qualquer mapa pode ser
substituido por uma fibragao assim como por uma cofibragao.

Dado um mapa f, definimos seu mapping path space (também chamado de map-
ping cocylinder) e seu mapping cylinder como sendo, respectivamente, o pullback e
o pushout abaixo apresentados. Observamos existirem morfismos s : X — ccyl(f)
er: X — cyl(f) tais que ambas as composigoes m o s e 7 01 coincidem com idx.

Isto significa que podemos decompor f tanto na forma r o (3 01°) quanto na forma

(%0 ) os.
ceyl(f) 2 PY eyl(f) <2 —Cx
e T
X Y Y X

f

Yo o é uma cofibracao.

Afirmamos que o 304" é uma fibracao, enquanto que 7
Além disso, 7 e s sdo equivaléncias homotopicas. Como consequéncia, dentro de
7 C podemos realmente substituir qualquer mapa por uma fibragdo ou por uma

cofibracao. A prova de tais afirmacoes segue da nova caracterizacao dada para as

99



fibragoes e cofibragoes. Com efeito, através delas fica facil mostrar que fibragoes
e cofibragoes sao respectivamente invariantes por pullbacks e por pushouts, sendo
ambas invariantes por composigoes.

Também fica facil mostrar que 7° é fibracao, enquanto que ¥ é cofibracao. Posto
isto, pela invariancia por pullbacks, m & fibragao e » é cofibracao. De posse destes
fatos, constroi-se homotopias H : som = id e H : 101 = id, de modo que r e s sao
realmente equivaléncias homotépicas. Finalmente, utilizando de tais homotopias,
sendo 7 fibracao e 1° cofibracao, mostra-se que 3 e o também satisfazem respectivas
propriedades. Pela invaridncia de tais classes por composigoes, segue-se, entao, o
afirmado.

Para detalhes, sugerimos ao leitor os capitulos 6 e 7 de [63].

Limites Homotdépicos

Uma consequéncia da escolha de um modelo em % é a existéncia de uma es-
tratégia de identificacao e de calculo para limites e colimites homotopicos. Nao
entraremos em detalhes aqui, mas, em boas situagoes, numa categoria modelo, todo
limite cujos objetos sao fibrantes e cujos morfismos sao fibragoes ¢ homotopico.
Dualmente, todo colimite formado de cofibracoes entre objetos cofibrantes ¢ homo-
topico.

Por sua vez, se um limite ¢ homotopico, entao pode-se calculé-lo seguindo a
seguinte receita: substitui-se os objetos por resolugoes fibrantes e os morfismos por
seus mapping path spaces (que sao fibragdes). Entao, o limite do diagrama resultante
¢ um modelo para o limite homotépico do diagrama inicial. Situagao dual se aplica
aos colimites homotdpicos.

Para pullbacks ou pushouts homotopicos, a situagao é ainda mais simples: para
calcula-los ndo se precisa trocar os dois morfismos (que constituem o limite a ser
efetuado) por seus mapping path spaces ou mapping cylinders, mas apenas um deles.

Para detalhes a respeito destes fatos, remetemos o leitor a secao A.2.4 de [58] e a
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segao 13.3 de [38]. Veja também o sexto e o sétimo capitulos de [85].

X' cx’ cx’'
; | |
X ——=Y CX ——=CY P(CY) —=CY
CX —~CY

Acima ilustramos os passos concernentes & substituicao dos objetos e de um
dos morfismos por suas versoes fibrantes (nao ha diferen¢a em substituir f ou g,
como logo se convence). E possivel realizar o calculo do diagrama final de duas
maneiras, apresentadas abaixo. Na primeira delas, efetua-se dois pullbacks. Na

segunda, efetua-se trés.

HPb - ceyl(f) - - = CX HPD - ~ceyl(f) - - =CX'

T

v v
P(CY)——CY ceyl(g) - - = P(CY) ——=CY

O T

Y
CX cYy CX CY

Sequéncias Longas

Como consequéncia da discussao anterior, kernels e cokernels homotopicos,
assim como suspensoes e loops, podem todos ser comutados através de pullbacks e
pushouts usuais. Por universalidade, existem entao os mapas —Qf e —Xf abaixo
apresentados. Ali, ccone(f) e cone(f) representam, respectivamente, o kernel e o
cokernel homotopicos de f, os quais sao também chamados de mapping cocone e de

mapping cone.

QY — ccone(f) —= x
]
Y

* X

YY < cone(f) =—x
]
; * Y 7 X

[terando o primeiro diagrama, conclui-se que qualquer morfismo f : X — Y,

definido na pontuacao C, de uma categoria modelo C, a qual supomos ser formada
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somente por objetos fibrantes, origina a seguinte sequéncia:

-« — Qccone(f) ox Loy ccone(f) —= X L.y

A ela se d4 o nome de sequéncia de fibragoes f. De maneira analoga, agora
supondo que a categoria em questao é formada de objetos cofibrantes, ao se iterar o
pushout representado no segundo dos diagramas acima, encontra-se a sequéncia de

cofibragoes de f:

f

X ——Y —— cone(f) nx L

Y Ycone(f) —=---

Como todos os objetos de € sao tanto fibrantes quanto cofibrantes, ambas as
sequéncias ali existem. Observamos que, para qualquer que seja o objeto Z € JE .,
aplicando [Z; —] na sequéncia de fibragoes de um morfismo f : X — Y, obtém-se
uma sequéncia exata em Set. Dualmente, se aplicamos [—; Z] na sequéncia de
cofibragoes, também obtemos uma sequéncia exata de conjuntos. Para detalhes,

veja a segao 6.5 de [39]. Veja também o capitulo 5 de [85].

4.3 Complexos

Por diversas vezes no texto, comentamos que classificar a categoria Top é um
problema muito dificil. Posto isto, elencamos duas estratégias basicas de ataque:
buscar por invariantes topologicos e olhar para uma aproximagao de Top que seja
mais simples de ser classificada, o que nos levou a introducao da categoria homoto-
pica JCEC .

No préximo capitulo, misturaremos ambas as estratégias. Mais precisamente,
construiremos invariantes homotopicos, os quais se verao associados a functores
H¢ — Ab. Em particular, buscaremos por invariantes que sejam simples de
calcular. Ora, comentamos que quanto mais limites e colimites sao preservados
por um dado functor, mais simples se torna calcular o invariante a ele associado.
Ocorre que em 7% nao existem muitos limites (ao invés deles, tem-se suas versoes
homotopicas). Assim, no proximo capitulo focaremos em functores que preservem

certos tipos de limites homotopicos.
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Por exemplo, se olhamos para os espacos que podem ser construidos por um pro-
cesso indutivo homotopico, entao, enquanto restritos a esta classe de espagos, os in-
variantes associados a functores que preservam processos indutivos serao facilmente
calculados. Relembramos que, para calcular um colimite homotoépico, substitui-
mos mapas usuais por cofibragoes (isto é, os trocamos por seus mapping cylinders).
Assim, héa especial interesse nos espacgos que sao obtidos por limites indutivos de
cofibragoes.

As cofibracoes mais simples sao as inclusoes 2 : S*~! — D". Além disso, cofibra-
¢oOes sao invariantes por pushouts, de modo que, do ponto de vista calculacional, uma
boa classe de espagos sao aqueles obtidos por meio de limites indutivos de cofibragoes

resultantes de pushouts de 2. Tais espagos chamam-se complexos celulares.

X——D"

]

n—1
Y -~ S

Quando um espaco é resultado do pushout acima, fala-se que ele foi obtido de
Y colando-se uma célula de dimensao n (também chamada de n-célula) ao longo de
f. Desta forma, pode-se dizer que um complexo celular é um espaco obtido por um
processo indutivo de colagem de células. Os mais importantes complexos sao aqueles
(denominados C'W-complexos) que correspondem a um processo indutivo regular (ou
“organizado”), no qual se colam células de dimensao n somente na n-ésima etapa do
processo indutivo.

Assim, um CW-complexo é simplesmente um espago construido da seguinte
forma: parte-se de um conjunto discreto Xy, no qual se colam células de dimen-
sao 1, fornecendo X;. Neste, entao, colam-se células de dimensao dois, dando-nos
X5. Indutivamente, passa-se de X,,_; para X,, por colagem de células de dimensao
n. Finalmente, toma-se o colimite do sistema dirigido abaixo, onde os mapas f; (que

sao cofibragoes) foram obtidos por universalidade.

Um morfismo entre dois CW-complexos é uma fungao continua entre os espacos

subjacentes que comuta com o limite indutivo. Assim, para que dois CW-complexos
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sejam isomorfos, é preciso que eles possuam mesma quantidade de células em cada di-
mensao. Tem-se uma evidente subcategoria CW C %, formada dos CW-complexos
e dos morfismos assim definidos. O exemplo abaixo nos mostra que um mesmo es-
paco pode admitir duas estruturas celulares distintas. Isto significa, em particular,

que a inclusao 2 : CW — % nao é fracamente injetiva.

Exemplo 4.3.1. Toda esfera S"™ admite uma estrutura celular formada de duas
unicas células: uma em dimensao zero e outra em dimensao n. Por sua vez, a esfera
S™ admite também estrutura celular formada de seis células, a qual pode ser obtida
assim: parte-se de um conjunto X, com dois pontos distintos (digamos *g e *1).
Cola-se, entao, duas células de dimensao 1 entre eles, originando X;. Finalmente,

cola-se duas células de dimensao 2, obtendo X, ~ S2.

Finalizamos comentando (sem grandes detalhes) haver uma maneira natural de
construir CW-complexos partindo-se de qualquer conjunto simplicial. Tal procedi-
mento é conhecido como realizagao geométrica e define um functor |-| : sSet — CW.
Enquanto visto sobre %, tal functor é fortemente monoidal. Isto significa que, para
quaisquer objetos simpliciais X, e Y,, o espaco | X, X Y,| é homeomorfo ao produto
entre os espagos | X,| e |Yi|. A realizagdo geométrica e suas propriedades podem ser

estudadas, por exemplo, no capitulo 16 de [63] ou no quinto capitulo de [3].

Exemplo 4.3.2. Como exemplo, segue-se que toda categoria define um CW-complexo:
trata-se da realizacao geométrica de seu nervo simplicial. Particularmente, todo
grupo G fornece dois diferentes CW-complexos, sendo dados pelas realizagoes dos

nervos de BG e EG. No que segue, eles serao respectivamente denotados por BG e

EG.
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Capitulo 5

Invariantes

O presente capitulo se ocupa essencialmente da construcao de invariantes homo-
topicos por métodos algébricos. Em suma, o que fazemos é mesclar as duas estra-
tégias anteriormente utilizadas na tentativa de classificar Top: buscar invariantes e
olhar para aproximagoes providenciadas pela teoria da homotopia.

Na primeira segao construimos os grupos de homotopia m;(X). Estes sdo os in-
variantes homotopicos e algébricos mais faceis de serem construidos. Mostramos
ser possivel falar de “homotopia relativa” de um par (X, A) e que esta se relaciona
com os invariantes de X e A por meio de uma sequéncia exata. No entanto, discu-
timos como tal sequéncia esta longe de ser suficiente para que consigamos realizar
bons célculos com os ;. Com efeito, estes preservam poucos limites e colimites
homotdpicos.

Exemplos de limites e colimites preservados pelos 7; incluem os produtos e os
processos indutivos. Por este ultimo fato, caso se comportassem bem com cofibra-
¢oes, os 7; seriam facilmente calculados para CW-complexos, mas este nao é o caso.
Ao invés disso, tais invariantes tem melhor comportamento com respeito a fibragoes.

Este fato nos leva a busca de invariantes H* que tenham comportamento determi-
nado ao longo de cofibragoes. Como os grupos de homotopia sao bons para fibragoes,
a ideia é construir os H* via dualizacio dos m;. Na segunda secao mostramos que
isto pode ser feito, fornecendo-nos o conceito de teorias de cohomologia.

Observamos que, durante o processo de dualizacao, a covaridncia dos ; € levada

na contravariancia dos H*. Assim, tem-se invariantes covariantes que conservam
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fibragoes e invariantes contravariantes que conservam cofibra¢oes. Existirao inva-
riantes covariantes que se comportam bem com cofibracoes? Surpreendentemente,
tais invariantes existem e correspondem as chamadas teorias de homologia, as quais
estudamos na terceira secao.

Sobre detalhes dos assuntos aqui discutidos, sugerimos ao leitor as obras [63] 03,

85, &Y.

5.1 Homotopia

Introduzimos aqui nossos primeiros invariantes topolégicos por métodos estrita-
mente algébricos. Tratam-se, pois, daqueles conhecidos como grupos de homotopia.
Em verdade, como veremos, tais invariantes sao homotopicos e estao definidos para
espagos pontuados.

Dado um espago pontuado X € % ., iniciamos considerando a sua suspensao.
Relembrando tratar-se do pushout homotoépico abaixo, denotado por X.X. Em outras

palavras, é o cokernel homotoépico do mapa pt : X — .

YX ~—x%

]

f<——"- X

Para calcula-lo, devemos proceder da maneira padrao: substituindo tal mapa
por seu mapping cylinder e entao efetuando o limite. Existem duas maneiras de
efetué-lo, as quais correspondem aos outros diagramas. A primeira modela >X
como sendo o espago obtido do cilindro X x [ identificando-se os pontos X x 0 (cujo
resultado é o mapping cylinder) e em seguida idenficando X x 1. A segunda, por
sua vez, modela a suspensao em termos do espaco obtido colocando dois mapping

cylinders (que, como dito, sao cilindros com uma das tampas colapsadas) ao longo
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da outra tampa.

DX <eyl(pt) < — —x YX - cyl(pt) - — ==
A A A A
| : |
XxI<——X eyl(pt)<—- - X xI=—X
A
] ]
i X * X

Relembramos que produtos e coprodutos existem em 7% ., sendo modelados
pelos proprios produtos e coprodutos de %, os quais coincidem com os produtos e
coprodutos em Top,. Assim, ha duas estruturas monoidais simétricas naturais em
JCC . Com respeito a estrutura herdada por coprodutos, S ., possui grupos nao
triviais (estes sdo comumente chamados de H-cospaces na literatura). De fato, para
todo X, sua suspensao XX é um cogrupo. Assim, X(XX) = X2X é um cogrupo na
categoria dos cogrupos, sendo um cogrupo abeliano pelo argumento de Eckmann-
Hilton.

Relembramos que, em qualquer que seja a categoria monoidal C, um objeto X
¢ um grupo se, e somente se, cada Morc(X;Y') admite estrutura de grupo natural.
Assim, para todo X € J#€ ., o functor [£"X, —], denotado por 7, assume valores
na categoria dos grupos e, em particular, se n > 2, na categoria dos grupos abelianos.
Portanto, eles definem invariantes algébricos e homotdpicos em €.

Uma vez que a suspensao é descrita por um limite homotopico, dois espagos X e
Y que tenham o mesmo tipo de homotopia terao suspensoes homotdpicas e, portanto,

X Y

X e 1Y isomorfos. Isto retira o interesse dos invariantes m:X

definirao invariantes m .

quando X é contratil, pois X% ~ %, de modo que 75(Y’) ~ 0 para todo Y. O espagco
com tipo de homotopia mais rudimentar depois de um ponto ¢ S°, levando-nos a
langar os olhos sobre os invariantes 7>°, denotados simplesmente por 7,. Eles sdo
chamados de grupos de homotopia. Rapidamente se convence de que XS" ~ S*+!,

de modo que 7, ~ [S", —].

Homotopia Relativa

Nesta subsecao, mostraremos que os functores m, se estendem a categoria dos

pares (X, A) de J€ ., definindo invariantes relativos. Estes haverdo de relacionar
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os grupos de homotopia do subespaco A com os de X através de uma sequéncia
exata.

Relembramos haver uma sequéncia longa de fibragoes associada a inclusao @ :
A — X. Como cada um dos m, é representavel, eles a preservam, induzindo, em

particular, uma sequéncia exata longa em conjuntos
-« —1o(Qccone(1)) — mo(QA) — 1o (LX) — mo(ccone(r)) — mo(A) — mo(X)

Como a suspensao e o loop sao obtidos de limites duais, entao os functores que
os correspondem sao adjuntos. Consequentemente, m,(2X) ~ m,1(X). Assim, a

sequéncia anterior assume o seguinte formato

oo ——> i1 (A) — i1 (X) — m;(ccone(r)) —m;(A) mi(X) cee

mostrando-nos que é o grupo de homotopia do mapping cocone da inclusao 2 o
responsével por conectar os correspondentes grupos de homotopia de X e de A. Isto
nos sugere definir o grupo de homotopia relativa m;(X, A) como sendo simplesmente
mi(ccone(z)).

Observamos, no entanto, que no caso em que A = X, tal definicdo nos levaria
a identificar o grupo m;(X, X) com m;11(X), contradizendo o desejo de que um
invariante relativo recaia no absoluto neste tipo de limite. Este incoveniente pode
ser facilmente contornado redefinindo m;(X, A) por m;_;(ccone(z)). Ao se fazer isto,
estende-se m; aos pares (X, A) e faz-se com que as propriedades desejadas para um

invariante relativo sejam satisfeitas.

Comportamento

Questionemos a cerca da computabilidade de 7;. Em primeiro lugar, observamos
que tais functores sao representaveis de modo que comutam com todos os limites
existentes em % .. Ocorre que tais limites existem em pouca quantidade. Ainda
assim, tal categoria possui produtos, levando-nos a isomorfismos do tipo m;( X xY") ~
mi(X) x m;(Y). Poderiamos pensar em olhar para limites homotopicos. No entanto,

estes nao sao geralmente preservados. Para contraexemplos, confira [28)].
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No que diz respeito a preservacao de colimites, tem-se problemas mais sérios.
Por exemplo, os m; nem mesmo preservam coprodutos. De fato, pode-se mostrar

que, para ¢ > 2, computa-se
7TZ<X V Y) >~ 7TZ<X) D 7TZ<Y) D 7TZ'+1(X X Y, XV Y)

Uma excecao a regra diz respeito aos limites indutivos. Veé-se que estes sao
preservados pelos grupos de homotopia através de um argumento bastante simples
de compacidade das esferas (confira segao 9.4 de [63]). Assim, se os m; fossem
bem comportados relativamente a cofibracoes, entao seriam bons invariantes para
se trabalhar com CW-complexos. Infelizmente, nao se tem uma regra que nos ensine
a calcular os 7; quando fornecida uma cofibracao genérica.

Em contrapartida, os grupos de homotopia sao razoavelmente comportados com
respeito a fibragoes. De fato, pode-se mostrar que associada a toda fibragao 7 : F —
X existe uma sequéncia exata que relaciona a homotopia da fibra F, = 77*(p) com
a homotopia da base X e do espaco total E. Trata-se, pois, de uma sequéncia na
forma abaixo apresentada. Tal sequéncia é simples de ser obtida, mas, ainda assim,
preferimos omitir os detalhes. Ao leitor que se interesse, sugerimos, por exemplo, a

segao 9.3 de [63].
= T () == i (B) ——= 11 (X) ——=mi(F) —mi(E) —- -

Como exemplificacao do uso de tal sequéncia, observamos que o mapa candnico
EG — BG é fibragao com fibra isomorfa a GG. Além disso, como EG é contratil,

todos os seus grupos de homotopia sao triviais, de modo que cada faixa

0—2>7TZ+1(EG) —>7TZ+1(BG) WZ(G) 7TZ<EG) i>O

é exata e, portanto, a seta do meio é um isomorfismo.

5.2 Cohomologia

Na secao anterior, construimos nossos primeiros invariantes homotoépicos por

meio de métodos algébricos: os grupos de homotopia. Estes foram relativamente
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simples de serem definidos. Em contrapartida, sao bastante dificeis de serem com-
putados. Isto se deve a falta de propriedades satisfeitas por eles.

Por exemplo, como vimos, CW-complexos sao limites indutivos de cofibragoes.
Os 7, preservam limites indutivos, mas nao se comportam de maneira clara para
com cofibragoes. Se o fizessem, entao seria simples calcular os grupos de homotopia
desta classe de espagos.

Posto isto, busquemos por invariantes homotépicos que possuam bom compor-
tamento relativamente a cofibracoes. Como os 7, sao bem comportados com res-
peito a fibragoes, a ideia é buscar por entes que, em certo sentido, sejam duais aos
m, = [S", —]. A tentantiva imediata é considerar os [—, S"]. Estes sao evidentemente
invariantes por homotopias e, por serem representaveis, levam sequéncias de cofi-
bragoes em sequéncias exatas. Ocorre que, em geral, [X,S"| ndo possui estrutura
algébrica, de modo que os invariantes obtidos sao fracos.

Onde esté o problema? Relembramos que ¥S" ~ S"*! de modo que a sequéncia
dos , fica representada por correspondente sequéncia de espacos X,,, os quais estao
vinculados pela condi¢ao Y F,, ~ FE, ;. O dual completo de tal construgao héa de
ser uma sequéncia de functores H", representada por uma sequéncia de espagos E",
vinculados por QE"! ~ E™. Tal sequéncia de espacos ¢ dita ser um Q-pré-espectro,
enquanto que os correspondentes invariantes dizem-se constituintes da cohomologia
associada a ela.

Observamos que a cohomologia de um {2-pré-espectro cumprird com todos os

requisitos, especialmente no que tange ao fato de serem algébricos. Com efeito,
(X, 5" ~ [X, Q8" ~ [BX, S" ] ~ [¥2X, S",

de modo que cada H™ assumird valores na categoria dos grupos abelianos. Uma vez
que QS™"! nem sempre ¢ homotoépico a S”, 0s [—,S"| nado sio a dualizagdo completa
dos 7", dai o problema com eles.

Posto isto, a questao é: existirao tais dualizagoes completas? A resposta é afir-
mativa. Damos exemplos. Para tanto, relembramos que a todo grupo topolégico
(G, associa-se um espaco BG. Ocorre que, se G é abeliano, entao BG também é

um grupo topolégico, de modo que podemos iterar o processo. Afirmamos que a

70



sequéncia dos B"G é um ()-pré-espectro. Como cada termo da sequéncia é um
CW-complexo, pelo teorema de Whitehead basta que QB"™G e B"G possuam
grupos de homotopia isomorfos. Isto de fato ocorre. Afinal, através da sequén-
cia de fibragoes associada a FG — BG, vimos que 74 1(BG) ~ m(G), donde
Tre1(BG) ~ me1(QG).

Conclusao. Existem invariantes que sao contravariantes, homotépicos, abelianos e
que se comportam bem com respeito a cofibragoes. Eles sao designados, generica-
mente, de invariantes de cohomologia.

Questionemos: serd toda sequéncia de invariantes satisfazendo tais condigoes
proveniente de algum (2-pré-espectro? Em outras palavras, serd toda cohomologia a
cohomologia de um Q-pré-espectro?

Algumas condigoes sao certamente necessarias. De fato, se os functores advi-
rem de um 2-pré-espectro, entao serao representaveis de modo que deverao levar
colimites de 7€, em limites de AbGrp. Tais colimites existem em pequena quan-
tidade. Coprodutos, no entanto, sao exemplos. Assim, em particular, para que
uma sequéncia H" seja definida por um §2-pré-espectro, é preciso que cada H™ seja
aditivo, no sentido de levar coprodutos de espacos pontuados no produto direto dos
correspondentes grupos.

Deve-se observar ainda que os invariantes definidos por um ()-pré-espectro E"
sao sempre estdveis. Isto é, tem-se isomorfismos naturais H" o ¥ ~ H"*!. Com

efeito, para todo espago X,
H"(LX) = [2X, E"] ~ [X,QF"] ~ [X, E"T] = H"T(X),

de modo que estabilidade é também uma condicao necesséaria para que uma coho-
mologia provenha de 2-pré-espectros. O fato surpreendente é que, em conjunto
com aditividade, tal condicao nao s6 é necessaria como também suficiente! Mais
precisamente, tem-se o seguinte resultado, usualmente conhecido como teorema da

representabilidade de Brown:

e se uma cohomologia é aditiva e estavel, entao ela provém de um 2-pré-espectro.

Ou ainda, em outros termos: os tnicos invariantes homotépicos, abelianos,
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estaveis, aditivos e que se comportam bem com respeito a cofibracoes sao

aqueles provenientes de um ()-pré-espectro.

Finalizamos com a seguinte observagao:

Observagao. Vimos que, se G é abeliano, entdo [—, BG| define uma teoria de
cohomologia. O que acontece com tal functor no caso em que G nao é abeliano?
Lembramos que a comutatividade foi crucial para que as iteradas B"G estivessem
bem definidas, levando-nos & prova de que tal sequéncia define um §2-pré-espectro.
Portanto, nao se deve esperar que no caso nao-abeliano o functor [—, BG| continue
a definir uma teoria de cohomologia no sentido aqui empregado. Ainda assim, ele
define uma cohomologia num sentido mais amplo. Em tal contexto, ela é chamada de
cohomologia nao-abeliana. Como exemplo de sua aplicabilidade, veremos no proximo
capitulo que a primeira cohomologia nao-abeliana de um espago X (isto é, o conjunto
[X, BG|, que neste caso continua a ser um grupo) classifica os fibrados principais que
tem X como base. Em ordem superior, os conjuntos [X, B"G] podem nao admitir
mais estruturas de grupo, mas continuam a ser tteis na tarefa de classificar “fibrados

mais categoricos”.

Cocadeias

Ha uma boa estratégia para se obter teorias de cohomologia. Com efeito, ao
invés de se buscar por uma sequéncia de functores H" : ¢ Y — AbGrp, procura-
se apenas um: C', definido em % e assumindo valores numa determinada categoria
dAb, cujos objetos sao sequéncias de grupos abelianos.

Esta categoria deve ser tal que objeto X* € dAb induza uma correspondente
sequéncia de functores F" : dAb®? — Ab. Posto isto, considera-se H" = F" o C' e
olha-se para C, cujas propriedades haverao de refletir as propriedades que se quer
para H™ (como ser homotopico, preservar produtos, etc.).

Costumeiramente define-se dAb por ser a categoria dos complexos de cocadeia.
Isto é, das sequéncias crescentes de homomorfismos de grupos abelianos d" : X" —
X" chamados de operadores de cobordo, cuja composicao consecutiva é sempre

nula: d"*! o d" = 0 seja qual for o natural n. Os morfismos de tal categoria sao as
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aplicagoes de cocadeia. Tratam-se, pois, das sequéncias de homomorfismos de grupo
que comutam com os operadores de cobordo. A condi¢dao d o d = 0 faz com que os

functores
H":dAb — Ab, tais que H"(X*) = ker(d"™")/img(d")

estejam todos bem definidos, concluindo a construgao.

Diversas teorias de cohomologia podem realmente ser construidas seguindo tal
estratégia. Com efeito, como veremos na proxima secao, para todo grupo G, a
cohomologia [—, B¥G] admite uma construgao nesta perspectiva. Outro exemplo
com o qual nos depararemos ¢ a cohomologia de De Rham, a qual surge de maneira

natural no contexto das variedades diferenciaveis.

5.3 Homologia

Uma teoria de homologia é uma sequéncia de invariantes H, que satisfazem
todas as boas propriedades das cohomologias, mas que ao invés de serem contra-
variantes, sao covariantes como os grupos de homotopia. De maneira mais precisa,
tratam-se dos invariantes H, : % . — AbGrp que sao aditivos (preservam pro-
dutos), estaveis (no sentido de existirem isomorfismos naturais H,,; 0o X ~ H,) e
que preservam a exatidao de sequéncias de cofibragoes.

Observamos que os invariantes de homologia sao bem menos naturais que os
invariantes de cohomologia. De fato, pede-se que um ente covariante preserve cofi-
bracoes ao invés de fibragoes. Assim, espera-se que eles tenham menos propriedades
e que sejam mais dificeis de serem encontrados. Por exemplo, como veremos adi-
ante, a cohomologia em geral possui uma estrutura adicional de anel, enquanto que
a homologia define apenas grupos abelianos.

Apesar de tudo, tais invariantes existem. A ideia é a seguinte: pensamos em
homologia como sendo “homotopia adicionada das boas propriedades da cohomolo-
gia”. Com isto em mente, partindo dos 7, tenta-se modificé-los de modo a incluir
propriedades. Eles ja sao aditivos e homotopicos, entao neste quesitos nao precisa-
mos mexer (apenas devemos cuidar para que as mudangas a serem realizadas nao

os invalidem).
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Para introduzir estabilidade, observemos o seguinte: dado um espaco X nem
sempre é verdade que ¥ X ~ X. Em contrapartida, se tomamos o limite lim %X,

entao o espaco resultante ha de cumprir tal condi¢ao. Isto nos leva a definir
H,(X) = lim 7, ,(XFX).

Assim, a estabilidade dos H,, provém da estabilidade assintotica dos grupos de
homotopia, garantida por um resultado conhecido como teorema da suspensao de
Freudenthal (veja, por exemplo, a secao 11.2 de [63] ou entdo a se¢ao 17.4 de [85]).
Certamente as mudancas realizadas para sair de m, e chegar em H, preservam
homotopias e produtos, de modo que os H, nao s6 sao estaveis, como também
homotopicos e aditivos. Além disso, sao claramente abelianos.

Tais invariantes sao chamados de grupos de homotopia estdvel e constituem um
exemplo (ndo muito amigavel) de teoria de homologia. Por exemplo, determiné-los
para as esferas constitui um dos grandes problemas em aberto da topologia algébrica.
Isto reforca quao dificil € calcular os m,: mesmo depois de agregar propriedades a
eles (tornando-os estaveis e bons relativamente a cofibragoes), eles ainda fornecem

resisténcia ao célculo.

Cadeias

Assim como vimos valer para cohomologias, tem-se uma boa estratégia para
obter teorias de homologia. Com efeito, ao invés de buscar por uma sequéncia de
functores H,, : 7€, — AbGrp, procura-se por um so functor C, definido em % e
assumindo valores numa determinada categoria dAb, cujos objetos sao sequéncias
de grupos abelianos.

Esta categoria deve ser tal que cada parte da sequéncia de um dado X, € 0Ab
defina um correspondente F,, : 9Ab — Ab. A ideia é entao colocar H, como sendo
a composicao F, o C' e traduzir as propriedades desejadas em termos de condigoes
sobre C'.

Assim, o procedimento é analogo aquele aplicado para as cohomologias, a nao
ser pelo fato de que o functor resultante H,, deve ser covariante e nao mais contra-

variante. Ambos os functores F}, e C' precisam entao ser covariantes. Construiremos
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os F}, de forma idéntica aos F™. A ideia é simples: se os F" eram contravariantes e
estavam definidos numa categoria de sequéncias crescentes, invertemos a direcao das
setas e obtemos um functor F), covariante e definido numa categoria de sequéncias
decrescentes.

De maneira mais precisa, definimos JAb por ser a categoria dos complexos de
cadeia — isto é, das sequéncias X, de homomorfismos de grupos abelianos (chama-
dos de operadores de bordo e denotados por 9, : X,, — X,_1), cuja composi¢ao
consecutiva é nula (isto é, 9, 09,1 = 0 para todo n). Os morfismos de tal categoria
sao as sequéncias de mapas h, : X, — X/ que comutam com os correspondentes
operadores de bordo 0, e 0!,. Sob tais colocagoes, fica evidentemente estabelecida

uma sequéncia de functores covariantes
F,:0Ab — Ab, tais que F,(X,) = ker(d,)/img(0n+1)-

Assim, como vimos ocorrer em dAb, tem-se uma nocao de homotopia algébrica
entre morfismos de dAb, de modo que, para H, = F, oC ser homotdpico, basta que

C' leve mapas homotopicos em morfismos de cadeia algebricamente homotdpicos.

Dold-Kan

No que diz respeito a construgao de teorias de homologias via complexos de
cadeia, o processo pode ser ainda mais fragmentado, tornando-o versatil. Vejamos
como isto acontece.

Iniciamos relembrando que um objeto simplicial numa categoria C ¢é simples-
mente um functor contravariante A”” — C, o qual se identifica com uma sequéncia
de objetos X,, € C, os quais estao ligados por operadores de face 9; : X,, = X,,_1
e por operadores de degenerescéncia o; : X,, — X, 11, com i = 0, ..., n, satisfazendo
certas identidades simpliciais.

Seja sAb a categoria dos grupos abelianos simpliciais. O fato fundamental que
gostarfamos de destacar aqui é a existéncia de uma equivaléncia entre sAb e 0Ab.
Ela é introduzida por meio de uma adjungao N = I', em que N : sAb — 0Ab é o
functor que a cada grupo simplicial abeliano X associa o complexo N X, chamado

de complexo de Moore de X, cujo n-ésimo termo da cadeia consiste da interse¢ao
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dos nucleos dos §; : X, = X,_1, com ¢ = 0,....n — 1, e cujo operador de bordo
Op : (NX),, = (NX),_1 é simplesmente a restri¢ao de (—1)d,, a tal intersegao. Para
detalhes, veja, por exemplo, a segdo 8.4 de [91] e as segoes 5-8 do capitulo VIII do
classico [60].

De posse deste fato, segue-se que dar functores de ¥ em Ab, a partir dos quais
obtemos possiveis teorias de homologia, consiste no mesmo que dar functores de &
em sAb. Ora, tem-se um functor natural Sing : ¥ — sAb, que a cada espaco
X associa o objeto simplicial Sing X, cujas n-células sao as fungoes continuas f :
A" — X. Questionemos: que teoria de homologia ele define? A fim de responder
tal questao, observamos que Sing é adjunto da realizacao geométrica, de modo que
|- | oI é adjunto a N o Sing (este passa ao quociente e fica definido em .

Observemos ainda que para todo natural £ ha um functor
(—)[k] : AbGrp — 0Ab,

responsével por associar a cada grupo abeliano GG o seu complexo de cadeias concen-
trado em ordem k (isto ¢, todos os termos da cadeia sao triviais, sendo o de ordem
k, que coincide com o grupo G). Finalmente, notamos que as adjungoes anteriores

induzem adjuncgoes entre
mroNoSing e |-|oTo(=)[k]~ B,

em que 7, : 0Ab — Ab ¢é o functor que projeta o k-ésimo termo. Portanto, para

todo X e todo grupo abeliano G, tem-se
[X; B*G] ~ Hom(Sing, X; G) ~ H*(Sing X, G).

Ora, o lado esquerdo é a cohomologia definida por G, enquanto que o lado
direito é a cohomologia definida pelo complexo N o Sing com coeficientes no grupo
G. Assim, a homologia definida por Sing € precisamente aquela cuja correspondente
cohomologia com coeficientes em G coincide com a cohomologia de G. Isto nos
mostra, em particular, que a cohomologia gerada por um grupo abeliano provém de

uma homologia.

Sing N Tk
/N — T
¢ __sAb__ "0Ab___ AbGrp
X r ]
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Produtos

Mostramos aqui que as teorias de cohomologia possuem uma estrutura de anel
que, em geral, nao esta presente nas teorias de homologia. Isto ressalta o fato de que
os invariantes de cohomologia sao mais naturais que aqueles definidos via homologia.

Fixado espago X € %, olhemos, pois, para o diagrama abaixo. Nele, I' é o
adjunto do functor de Moore N na correspondéncia de Dold-Kan, 2 é a inclusao da
categoria dos grupos abelianos simpliciais na categoria dos grupos simpliciais, ao

mesmo tempo que |- | é a realizagdo geométrica e K é a composigao indicada.

[Xv_]

OAb —L+ sAb —'~ sSet —'= ¥ "~ % Set
= sAb St —> ¢ 73

K

Se em JAb consideramos a estrutura monoidal definida pelo produto tensorial
de complexos, em sAb a estrutura monoidal herdada de Ab, em sSet a herdada de
Set e, finalmente, em % e em Set aquelas vindas de produtos, entao cada um de tais
functores torna-se monoidal. Desta forma, toda aplicagao de cadeia h : G, ® G, —

G’ induz uma correspondente fungao
U [X, K(GL)] x [X, K(G))] = [X, K(GY)].

Observamos que, para qualquer que seja o grupo abeliano G, na notagao da
subsegao anterior, tem-se G[k+1] ~ G[k]®G[l]. Dai, para h igual a tal identifica¢ao,

obtém-se mapas em cohomologia
U: H*X;G) x HY(X;G) — H*(X; @),

usualmente chamados de produto cup, os quais introduzem a estrutura de anel gra-

duado que haviamos comentado.

Adverténcia. No caso em que G fizer parte de um anel R, escreveremos Hj, :

JCC « — Rng para denotar o functor de cohomologia por ele definido.
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Capitulo 6

Fibrados

Se, por um lado, CW-complexos sao espagos importantes pois teorias de homo-
logia e cohomologia podem ser mais facilmente calculadas enquanto a eles restritas,
por outro, os fibrados (espagos estudados nesse capitulo) sdo importantes pois a
partir de cada um deles se sabe construir novos invariantes, chamados de classes
caracteristicas.

Grosso modo, um fibrado é um mapa sobrejetivo 7 : £ — X. Isto significa
que seu dominio admite uma decomposi¢ao em termos de conjuntos nao-vazios [,
associados a cada ponto do contradominio X. Estes sao chamados de fibras de
E e correspondem simplesmente as imagens inversas m!(p). Neste contexto de
generalidade, fibrados nao sao muito tteis. No entanto, é na medida em que se
adicionam propriedades a eles (como, por exemplo, estruturas algébricas as fibras,
agoes de grupos, etc.) que tal utilidade se evidencia.

Na primeira se¢ao do capitulo, introduzimos propriedades pouco a pouco, de
modo a definir as diferentes classes de fibrados nas quais se tem interesse. Num
certo ponto, mostramos, por exemplo, que tais propriedades sao suficientes para que
consigamos classificar certos fibrados, chamados de G-fibrados principais. O invari-
ante que realiza a classificacao é exatamente a cohomologia nao-abeliana associada
ao grupo G.

Na segunda se¢ao damos um enfoque especial aos fibrados vetoriais. Estes pos-
suem a propriedade adicional de terem fibras dotadas de estruturas de espacgo veto-

rial. Ali mostramos que toda operacao “continua” realizada nas fibras de um fibrado
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vetorial pode ser estendida ao ente inteiro. Mais precisamente, provamos um te-
orema que nos permite levantar todo functor continuo da categoria Vecg para a
categoria dos fibrados vetoriais. Isso significa, por exemplo, que faz sentido falar da
soma direta ou do produto tensorial de fibrados vetoriais.

A terceira secao é marcada pela introducao das classes caracteristicas, que sao os
invariantes associados aos fibrados. Estas consistem de regras que a cada classe de
isomorfismo de fibrados associa uma classe de cohomologia no espago base do fibrado
em questao. Ali discutimos como a teoria para fibrados vetoriais é mais interessante.
Por exemplo, mostramos que, neste contexto, as classes caracteristicas associadas a
cohomologia com coeficientes em Z, podem ser totalmente classificadas.

As referéncias classicas sobre a teoria de fibrados, as quais consistiram nas prin-
cipais fontes de consulta no momento da escrita deste capitulo, sdo os textos [83] 40].

Informacao adicional também pode ser encontrada nos tltimos capitulos de [63] 185].

6.1 Estrutura

Em muitas ocasioes sabe-se associar, de maneira continua e disjunta, um con-
junto X, a cada ponto de um espago X. Fala-se que X, ¢ uma fibra em p de X. A
reuniao das fibras chama-se fibrado em X e é uma entidade que nos permite descre-
ver simultaneamente o comportamento nas vizinhancas de pontos de X e das fibras
a eles associados.

Para todo fibrado FF = U, X, em X, tem-se uma fungao continua e sobrejetiva
m: E — X, chamada de projecao candnica, que toma um elemento x na reuniao
U, X, das fibras e devolve o ponto p que corresponde a fibra na qual = se encontra.
Observagao: Costuma-se identificar X, com p x X,,. Nao ha perda de generalidade
em se fazer isso, pois as fibras sao supostas disjuntas. Por outro lado, isto facilita
descobrir em que fibra um determinado elemento da reuniao U, X, esta. Por exemplo,
nesta identificagdo, o mapa 7 fica caracterizado por m(p,x) = p. No que segue,
adotaremos esta convencao.

Reciprocamente, vejamos que toda fungao continua e sobrejetiva 7 : F — X

determina um fibrado em X. Isto se resume & observacao de que cada uma desta
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fungoes determina uma decomposicao do espaco E em termos de conjuntos para-
metrizados por X. Mais precisamente, cada f decompoe E como a reuniao das
imagens inversas f~!(p). Sob tal decomposigao, f se torna a projegao candnica de
um fibrado em X cujas fibras sao as referidas imagens inversas.

Trés observagoes:

1. ao se olhar para um fibrado enquanto fun¢ao continua f : £ — X, fala-se que

E é o espago total, enquanto que X é chamado de espago base;

2. tem-se uma subcategoria cheia & C Arr(%), formada dos fibrados e tendo
quadrados comutativos como morfismos. Estes tltimos assumem aqui uma
interpretagdo bastante natural. Com efeito, se f e g sado fibrados e (h,h') é
um morfismo entre eles, a comutatividade h’ om = 7’ o h nos diz simplesmente

que elementos da fibra em p sdo levados por h em elementos da fibra em h'(p);

3. uma vez fixado um espago X, é também possivel falar da categoria #Bx dos fi-
brados com base em X. Esta é simplesmente a subcategoria de 4 formada dos
fibrados que possuem X como espago base e dos morfismos do tipo (h,idy).
Pela observacao anterior, estes tultimos se identificam com os mapas que pre-
servam fibras de um mesmo ponto. Em outras palavras, se Z C Arr(%) é
subcategoria cheia dos mapas sobrejetivos, entao Ay é a correspondente sub-

categoria cheia de ¢’/ X. De maneira anéloga define-se % C X/ .

Existem diversas classes de fibrados. Uns se caracterizam por terem fibras dota-
das de estruturas adicionais, enquanto que outros sao, em certo sentido, modelados
por um fibrado mais simples. Existem ainda aqueles que, além de gozarem das duas
condicoes anteriores, estao sujeitos a agao de um grupo em suas fibras. No restante

da secao, apresentaremos algumas de tais classes.

Trivializagoes

Os mais simples de todos os fibrados num espago X sao os fibrados triviais
padroes. Estes nada mais sao que as projecoes pr; : X x F — X na primeira

entrada. Neles, I’ recebe o nome de fibra tipica. Isto porque a fibra em cada ponto
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p € X coincide com p x F, que se identifica com F. Assim, o fibrado trivial padrao
com base num espago X ¢é construido associando a todos pontos de X um mesmo
conjunto: a fibra tipica.

Um fibrado trivial é aquele isomorfo a algum fibrado trivial padrao. A menos
de conjugagoes, estes também sao simplesmente projecoes na primeira entrada. Por
sua vez, um fibrado localmente trivial com base em X é aquele modelado (em Ay)
por algum fibrado trivial padrao de X.

Mais precisamente, diz-se que m : £ — X é localmente trivial quando cada
p € X admite uma vizinhanca aberta U, restrita a qual 7 é trivial. Isto significa
que existe um espago F),, chamado de fibra tipica em p, tal que 7|y é conjugado a
projecao pry : U x F,, = U. Os homeomorfismos apresentados no diagrama abaixo

sao chamados de trivializagoes locais.

~

7Y (U) U x F,

x pri

U

Quando F, ¢ o mesmo para cada p (o que acontece, por exemplo, quando X &
conexo), fala-se que ele é a fibra tipica de m. Assim, pode-se dizer que um fibrado
localmente trivial com fibra tipica F' é um fibrado localmente isomorfo ao trivial que
tem F' como fibra tipica. Tem-se uma subcategoria cheia % C % dos fibrados
localmente triviais que possuem alguma fibra tipica (ndo fixada). Por sua vez,
também se tem subcategoria LAy C Hx, formada dos fibrados com fibra tipica
nao fixada, mas com base em X.

A propriedade mais importante dos fibrados localmente triviais é que sua pro-
jecao é uma fibragao. Ilustramos a relevancia deste fato mostrando que o pullback
de tais fibrados por mapas homotdpicos produz resultados isomorfos. Feito isto,
o functor [—] : ¥ — Set, que a cada espa¢o X associa o conjunto das classes de
isomorfismo dos fibrados que o tem como base, e que a cada mapa f : X — X' faz
corresponder a regra f* : [X'] — [X], que toma um fibrado 7 : E — X’ e devolve
seu pullback f*Y, passara ao quociente e ficara definido em 7% .

Pois bem, provemos que, se 7 : E — X ¢ localmente trivial e f,g : X' — X

sao fungoes continuas homotopicas, entao os correspondentes pullbacks de w por
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elas sao isomorfos. Dada homotopia H entre f e g, consideremos o mapa h, obtido
compondo pr x id com H (veja o primeiro dos diagramas). Sendo 7 fibragao, ela
tem a propriedade de levantamento de homotopias, de modo que existe o mapa h’
do segundo diagrama. Por universalidade obtém-se o u do terceiro diagrama, que é
isomorfismo. Dai, fazendo o mesmo para o mapa ¢ e utilizando de transversalidade,

conclui-se o desejado.

ffEx1T

Grupo Estrutural

Intuitivamente, um fibrado 7 : £ — X é estruturado por um grupo topolégico
G quando este age, de maneira continua e compativel, na fibra tipica F' de w. De
maneira mais precisa, quando as transigoes entre trivializagoes locais sao totalmente
determinadas pela acao de G em F'.

Com isto queremos dizer que existe uma agao continua (g, v) — ¢-v tal que, para
quaisquer trivializacoes locais ¢; e @, estabelecidas em vizinhancas suficientemente

pequenas U; e U; de um mesmo p € X, tem-se

(pj 00 )P, v) = (p, ui(p) - v)

para certas funcoes continuas u;; : U; NU; — G, usualmente chamadas de coordena-
das de m nas trivializacoes ¢; e ;. Quando a acao ¢ efetiva, tais fungoes satisfazem

as condigoes de cociclo: u;; = 1, onde 1 é a identidade de G, e
Uij - Ujp = Uy, em Uy NU; N U. (6.1)

Assim como fibrados localmente triviais possuem a propriedade especial de te-
rem uma fibracao como projecao, os fibrados com grupos estruturais admitem uma
particularidade: podem ser reconstruidos por meio de suas coordenadas.

Sejamos mais precisos. Dada uma acgao efetiva de um grupo G num espago F,

assim como uma cobertura de um espago X por abertos U;, nos quais estao definidas
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fungoes u;; : U; N U; — G satisfazendo as condigoes anteriores, afirmamos existir
um fibrado 7 : E — X, estruturado pelo grupo G, tendo fibra tipica F' e cujas
coordenadas sao as u;;. A ideia é simples: consideramos o coproduto dos U; x F
e entdo o quocientamos pela relacdo que identifica cada um dos pares (p;,q) de
U;NU; x F com o correspondente (p;, u;;(p;) - ¢). O espago resultante serd E e a
aplicacao quociente seréd a projecao 7 : E — X.

Vale mais: pode-se mostrar que, se mantemos o espaco base, a cobertura por
abertos, a fibra tipica, o grupo estrutural e a acao, mas trocamos as funcoes u;; por
outras uj; que também satisfazem as condigoes de cociclo, entdo o fibrado £’ por ela
definido seré isomorfo a E se, e somente se, existirem funcoes u; : U; — G tais que
/ —1

ij = ui~uij~uj

u . Em particular, isto significa que se dois fibrados localmente triviais
que possuam mesma base, mesma fibra tipica, mesmas coordenadas e que estejam
estruturados sobre o mesmo grupo que age de igual maneira em ambos, entdo estes
sao necessariamente isomorfos.

Em suma, tem-se a equacao abaixo. Para detalhes sobre o assunto, remetemos

o leitor aos textos classicos [40), [83].

fibrado

localmente = base + fibra + grupo + acao + coordenadas

trivial

Classificacao

Um caso particularmente interessante de fibrados com grupo estrutural sao os
fibrados principais. Estes consistem simplesmente de fibrados localmente triviais
m : P — X, cuja fibra tipica é um grupo topologico G que age em si mesmo
por translagdo. Tem-se respectivas categorias 2 e P, formadas dos fibrados
principais estruturados por G e daqueles que tem X como espago base.

O interesse neste tipo de objeto é devido a dois motivos. Em primeiro lugar,
eles fazem jus ao nome. Mais precisamente, pelo procedimento de reconstrugao
através de coordenadas, a todo fibrado com grupo estrutural G faz-se corresponder
um G-fibrado principal. Reciprocamente, a partir de qualquer G-fibrado principal

e de qualquer acao de GG num espaco F', constréi-se um fibrado com fibra tipica F' e
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estruturado por G.

Em segundo lugar, como veremos agora, eles admitem uma classificacao com-
pleta. Mais precisamente, mostraremos que o functor [—]g, que a cada espago X
associa a classe de isomorfismo de G-fibrados que o tem como base é representavel.

A ideia é a seguinte: todo G-fibrado 7 : P — X define uma transformacao
¢: |-, X] — [-]g, dada por {p(f) = f*P. Ela esta bem definida, o que se deve ao
fato da parcela “f” no pullback abaixo ser homotdpica. A regra & serd um isomor-
fismo precisamente quando a parcela que corresponde a “7” (e, portanto, o pullback
como um todo) também for homotopica. Neste caso, como a 7 ja é fibragao, o pull-
back podera ser calculado tanto como um pullback ordinario quanto via substituicao
fibrante de f. Portanto, o fibrado classificado por f sera precisamente o seu mapping
path space.

Observemos que, como todo objeto em % é cofibrante, uma condigao suficiente
para que o pullback em questao seja homotopico é a contratibilidade do espaco
total P (para um argumento mais concreto, veja, por exemplo, [83]). Assim, para

classificar os fibrados principais, basta construirmos um tendo espaco total contratil.
P
X

Para tanto, relembramos existirem duas maneiras de mergulhar Grp em Grp,

Y —

f

dadas pelos functores E e B. Estas estao ligadas por uma transformagao natural,
de modo que had um mapa candénico EG — B(G. Passando ao nervo simplicial e
depois tomando a realizagao geométrica, obtém-se exatamente um G-fibrado princi-
pal EG — BG, cujo espago total ja comentamos ser contratil. Consequentemente,
[—, BG] ~ [—]a.

Conclusao. Primeira cohomologia nao-abeliana é invariante e sozinha classifica

todos os fibrados principais.

Em algumas situagoes, é facil exibir modelos para BG. Por exemplo, no que
tange os grupos ortogonais, as inclusoes 2 : R¥ — R**! definem um sistema dirigido

nas grassmanianas G,(R*) — G, (R¥1), cujo colimite, usualmente denotado por

84



Gn(R*), modela BO(n). No caso particular em que n = 1, escreve-se RP™, ja que

G1(R*) coincide com o espaco projetivo RP* !,

Adjuncao

Um fibrado vetorial é um fibrado localmente trivial que possui fibras e fibra
tipica dotadas de estruturas de espaco vetorial, ao mesmo tempo que é estruturado
pelo grupo linear geral. Se a fibra tipica é o R", costuma-se dizer que o fibrado é n-
plano. Também é comum pedir que os morfismos entre fibrados vetoriais preservem
a estrutura linear das fibras.

De forma mais precisa, tem-se o costume de definir uma subcategoria Vec C 4,
formada dos fibrados vetoriais e dos morfismos (h,h') entre 7: E — X en’ : B/ —
X', tais que h|g, ¢ mapa linear de £, em E;L,(p). Escreve-se Vec" ou Vecy no caso
de se restringir aos fibrados n-planos ou aqueles com base em X.

Existem diversas razoes para se estudar fibrados vetoriais. Por exemplo, como
veremos na proxima se¢ao, veremos que operacoes nas fibras de um fibrado vetorial
podem ser estendidas ao fibrado todo. Na tultima secao, por sua vez, mostrare-
mos que existem novos invariantes que podem ser construidos para esta classe de
entidades, realcando ainda mais sua importancia.

Na presente subsecao apenas agugamos o interesse por eles mostrando que, assim
como os fibrados principais, estes admitem uma classificacao homotdpica completa.
Iniciamos relembrando a equacao que descreve a estrutura de um fibrado localmente

trivial:

fibrado
localmente = base + fibra + grupo + acao + coordenadas
trivial
Dela, observamos que, se temos um fibrado n-plano 7 : £ — X em maos, a ele
podemos associar um G L(n)-fibrado principal. Isto é feito mantendo o espago base
X e o grupo GL(n), trocando a fibra R™ pelo proprio grupo GL(n), o qual passara
a agir por translacao. As coordenadas sao modificadas de maneira evidente.

Por outro lado, se tomamos em maos um GL(n)-fibrado principal 7 : P — X,
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podemos construir um fibrado n-plano como segue: mantemos o espaco base e o
grupo estrutural, trocamos a fibra para R", a qual estard sob a acao natural do
grupo linear.

Assim para passar de fibrados n-planos para GL(n)-fibrados princiais E e (vice-
versa), nao € preciso mezer na base e no grupo estrutural. Isto nos fornece uma
adjuncao Vec’y = g@gL(n). Como consequéncia, fibrados n-planos podem ser classi-
ficados pelos fibrados principais a eles associados. Mais precisamente, tal adjungao
induz um isomorfismo natural entre os functores [—], : € — Set, que a cada
X associa o conjunto das classes de isomorfismo (em Vec") dos fibrados que o tem
como base, e [—|gr(n). Assim, =], ~ [-, BGL(n)].

Observacao. Como veremos adiante, os fibrados principais associados aos fibrados
verticiais sempre admitem uma reducdo a O(n), de modo que a adjungao anterior
pode ser melhorada, dando-nos [—|, ~ [—, BO(n)]. O fibrado que corresponde a
EO(n) — BO(n) pela adjunc¢ao em questao é chamado de fibrado n-plano canénico,

sendo denotado por 7.

6.2 Levantamento

Nesta se¢ao, mostraremos que os fibrados vetoriais possuem uma propriedade
particularmente interessante: todo functor continuo na categoria Vecg pode ser le-
vantado a Vecy, seja qual for o espaco base X fizxado. Isto significa, essencialmente,
que qualquer operacao continua realizada nas fibras de um fibrado vetorial se estende
ao fibrado como um todo.

Mais precisamente, mostraremos que certa classe de functores F' em Vecg, os
quais denominaremos continuos, induzem outros functores em Vecy, denotados por
Z , tals que

F(E),=F(E,) © F0)|sw, = Fhls,). (6.2

Ou ainda, de maneira precisa e sucinta, demonstraremos que, se F' for continuo,
entao o digrama abaixo pode ser completado com a seta pontilhada para qualquer
p € X. Nele, 2, ¢ o functor que a cada fibrado associa sua fibra em p e que a cada

morfismo faz corresponder sua restricao a fibra em p. Assim, provaremos que, para
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todo functor continuo e todo p, a composigao Fj, = F' o1, possui a propriedade de

levantamento (em Cat) segundo a 1,.

Vecy - - = Vecy Vecy
p p - p
Ve
Ve
Vecp — Vecr Vecr — Vecy
P

Uma vez feito isto, poderemos falar dos fibrados descendentes de um dado fi-
brado vetorial 7 : E — X. Estes serao todos aqueles que podem ser obtidos de
E via levantamentos canonicos de functores continuos. Assim, por exemplo, como
consequéncia da functoriedade da construcao, todo fibrado que descender de um

trivial também seré trivial.

Resultado

Diremos que um functor F' : Vecg — Vecg ¢é continuo se, para toda fungao
continua f, definida num aberto U do R™ e assumindo valores em Iso(X) ~ GL(n)
para algum espaco vetorial X, a correspondente fun¢ao p — F(f(p)) também é
continua.

De maneira estritamente anéloga fala-se de functores contravariantes continuos,
de bifunctores continuos, e assim por diante. Exemplos de bifunctores continuos
incluem os produtos e coprodutos binarios x e @, assim como o produto tensorial
®. Um exemplo de functor contravariante continuo é aquele que a cada espago X
associa o seu dual X* e que a cada f : X — Y faz corresponder f* :Y* — X*,
tal que f*(g) = go f. Por sua vez, a tomada do bidual (e, portanto, a identidade)
define um functor continuo.

Abaixo apresentamos uma versao do resultado prometido para functores con-
tinuos. Observamos, no entanto, que demonstragao analoga se aplica a functores

contravariantes, bifunctores, assim como para outras classes de mapas em Cat.

Proposicao 6.2.1. Se um functor F' € continuo, entao F, possui a propriedade de

levantamento com respeito a 1,, sejam quais forem o espago X e o ponto p.

Demonstracao. Provaremos que a continuidade de F' faz com que a regra % :

Vecxy — 9, responsavel por associar a cada fibrado 7 sobre X a reunido (co-
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produto em Top) dos espagos vetoriais F'(E,) e a cada morfismo h o coproduto das
fungoes F'(h|g,), assuma valores em Vecy. Neste caso, as condicoes (6.2)) estarao,
por construgao, imediatamente satisfeitas. Comegamos verificando que, se um fi-
brado vetorial m tem E como fibra tipica, entao .#(m) é localmente trivial e possui
F(FE) como fibra tipica. A ideia é mostrar que .# preserva trivializagoes locais. A
prova deste fato segue das duas seguintes observagoes. Primeiramente, como % é
functorial, ele leva fibrados isomorfos em fibrados isomorfos. Assim, se 7|y é con-
jugado a pry : U x E — U por ¢, entao Z(w|y) é conjugado a ZF (pry) por .Z ().
Em segundo lugar, diretamente da definigdo de .%, vé-se que % (pr1) é a projegao

do produto U x F(E) em U. O diagrama abaixo esclarece a situacao.

Z (o)

= 1(U) ¢ UxE F (m)"Y(U) U x F(E)
F
\ o 7 %)
U U

Por fim, mostremos que % (m) é estruturado pelo grupo linear geral. Com efeito, se

u;; sao as coordenadas de 7 em trivializacoes locais ¢; e ¢;, entao

(Z () 0 FZ(p; ) (p,v) = Z(gj 00" )(p.v) = Floj09; |B,) (v) = Flui;(p))(v),

de modo que as fungbes F' o u;; sdo continuas (pela continuidade de F') e servem de
coordenadas para % (m) nas correspondentes trivializagoes locais. Como consequén-
cia, . realmente assume valores em Vecy, o que ¢ suficiente para o que haviamos

proposto. 0

Teoria K

Como consequéncia do resultado anterior observamos que, se um bifunctor conti-
nuo ® define estrutura monoidal em Vecg, entao seu levantamento induz estrutura
monoidal em Vecy, seja qual for X. Por exemplo, se 1 € Vecr é unidade para
o produto ®, entao a correspondente unidade para seu levantamento ha de ser o
fibrado trivial canonico com fibra tipica F' ~ 1.

Ora, existem diversas estruturas monoidais naturais em Vecg: tem aquelas de-

finidas por produtos e por coprodutos, assim como aquela definida pelo produto
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tensorial. Uma vez que Vecg possui biprodutos, segue-se que as estruturais monoi-
dais definidas por produtos e por coprodutos sao isomorfas, de modo que precisamos
olhar somente para uma delas. Escolheremos a induzida por coprodutos.

Da observacao anterior, obtém-se duas estruturas monoidais em Vecy: uma
proveniente do levantamento da soma direta @ e outra associada ao levantamento
do produto tensorial ®. Costuma-se dizer que tais levantentos sao a soma e o produto
de Whitney. Em particular, como & e ® sao compativeis em Vecg, também o sao
em Vecy, fazendo de tal categoria uma categorificacao dos semi-anéis.

Consequentemente, o functor [—] : 7% — Set, que a cada espago X associa o
conjunto das classes de isomorfismo de fibrados com base em X, em verdade assume
valores na categoria dos semi-anéis. Compondo-o com a construcao de Grothendieck
(veja o exemplo do capitulo um), obtém-se um functor K : ¢ — Rng, o qual
nos fornece um novo invariante algébrico e homotopico. Na verdade, ele define uma
teoria de cohomologia conhecida como teoria K. Para detalhes, veja, por exemplo,

o capitulo 24 de [63] e a segunda parte do livro [40].

6.3 Invariantes

Relembramos haver um functor Iso, responséavel por associar a cada categoria o
conjunto das classes de isomorfismo de seus objetos. Se 2 : C — Cat é um mergulho,
entao a composicao Iso o2, denotada por Iso,, é functor de C em Set, o qual se vé
covariante ou contravariante na medida em que tais condicoes sao satisfeitas pelo
mergulho 2. Fornecido um functor F': C — Set, uma classe caracteristica de v com
valores em F é simplesmente uma transformacgao natural de Iso, em F. Assim, a
partir de um invariante, classes caracteristicas nos fornecem outros.

No que diz respeito ao poderio e a calculabilidade destes novos invariantes, duas

situagoes tornam-se particularmente interessantes:

1. quando cada 2(X) possui estrutura monoidal ou alguma outra estrutura algé-
brica interna a Cat. Neste caso, Iso, assume valores nao s6 em Set, mas na

categoria dos monoides ou mesmo em outra categoria algébrica;

2. quando o functor Iso, é representavel, pois assim o lema de Yoneda nos diz
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exatamente quantas classes caracteristicas com valores num dado F' existem:

se C' é o objeto classificatorio, entao estas estdo em bijecao com F'(C').

Procuremos por mergulhos que se enquadrem nas situagoes anteriores. Iniciamos
observando que, se uma categoria C possui pullbacks ou pushouts, entao existem
maneiras naturais de mergulha-la em Cat: tratam-se, pois, dos functores C/ e /C.
Em particular, para Top tem-se as regras X — By e X +— %X, as quais denotamos
por B/ e /A . Desta forma, para um dado X, as respectivas categorias Z/X e
X/ A sao aquelas formadas dos fibrados que o tem como espago base ou como espago
total. Por sua vez, se f: X’ — X é uma fun¢do continua, entdo %A/ f é o functor
que a cada fibrado 7 : Y — X sobre X associa seu pullback f*Y — X' por f, ao
passo que f/Z é caracterizado por condigao dual.

Em seguida, notamos que, como as diversas classes de fibrados sao invariantes
por pullbacks, podemos olhar o functor 4/ enquanto assume valores em cada uma
delas, de modo a trabalhar com mergulhos de Top em Cat que possuam maiores
propriedades e, em particular, que satisfacam as condigoes requeridas.

Por exemplo, como mapas homotépicos induzem pullbacks isomorfos de fibrados
localmente triviais, o mergulho .Z %/, obtido restringindo-se a tal classe de fibrados,
passa ao quociente e fica definido em 77 Top. Por sua vez, se olhamos para os G-
fibrados principais, entao Isozc, ¢ exatamente [—|¢, de modo que, pelo teorema de
classificacao, é representavel.

Finalmente, se nos restringimos aos fibrados vetoriais, entao a composi¢ao [soyecr
corresponde a [—], e, portanto, também é representavel. Além disso, a soma de
Whitney e o produto tensorial introduzem estruturas monoidais compativeis em
Vecy, fazendo com que [—] assuma valores na categoria dos semi-anéis. Assim, a
categoria dos fibrados vetoriais parece ser o ambiente natural para se estudar classes
caracteristicas.

Posto isto, observamos que as classes caracteristicas legitimam-se na construcao
de novos invariantes a partir de um outro previamente fixado. Qual escolher? Como
[—]. esté definido em .7 Top, o invariante escolhido deve ser homotopico, o que
nos leva a pensar nos functores de homotopia ou homologia. Por sua vez, sendo

[—]. contravariante, ha um direcionamento natural as cohomologias. Por fim, como
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[—] assume valores em Rng e o produto cup introduz estrutura de anél graduado
nos grupos de cohomologia, é bastante razoavel estudar as classes caracteristicas

associadas aos functores HF,. Ao longo de todo o capitulo, seguiremos esta estratégia.

Propriedades

Nos propomos a estudar as transformacgoes naturais £ : [—] — Hj. Quais
propriedades se deve esperar de tais entidades? Notamos, em primeiro lugar, que
elas associam homomorfismos de anéis £x a cada X. Ora, a estrutura de semianel de
[X] ¢ dada pelas classes de isomorfismo da soma de Whitney e do produto tensorial,
enquanto que a estrutura de Hj(X) é obtida da soma direta e do produto cup.
Assim, para fibrados m e 7’ sobre X, deve-se ter

Ex(m@n’) = &x(m) @éx(n) e Ex(m@n’) = Ex(m) Uéx(n).

Além disso, tal aplicagdo deve estar bem definida: se dois fibrados 7 e 7’ sao
isomorfos, entdo as correspondentes classes £x(m) e {x(n') devem ser iguais. Isto
ressalta o uso de classes caracteristicas como fontes de invariantes para fibrados
vetoriais.

Das condicoes anteriores seguem ainda outras propriedades importantes. Por
exemplo, como é homomorfismo de semianéis, {x deve preservar unidades aditivas
e multiplicativas. Observamos que, como a unidade da soma direta e do produto
tensorial sao, respectivamente, 0 e R, segue-se que a unidade da soma e do produto
de Whitney sao o fibrado 0-plano trivial e o fibrado 1-plano trivial. Portanto, ao
passar ao quociente, como todo espago vetorial é contratil, qualquer fibrado trivial e
com base em X serve de modelo para a classe aditiva de [X]. Por sua vez, na classe
multiplicativa tem-se o fibrado canénico +!, o qual nos parece um bom modelo.

Assim, toda classe caracteristica ha de satisfazer

Ex(e)=0 e &x(v')#0.

Stiefel-Whitney

Como o functor [—], ¢é representavel, a determinacao das classes caracteristi-

cas com valores em H7}, se resume, pelo lema de Yoneda, ao conhecimendo do anel
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H},(BO(n)). O caso nao-trivial mais simples se da quando R = Z,. Nesta subsecao,
determinaremos o anel H*(BO(n); Zs), para qualquer n. Mais precisamente, mostra-
remos ser ele um anel de polindmios em certas varidveis wy, ..., w,, com coeficientes
no corpo Zs.

Iniciamos observando que a regra G — BG, que a cada grupo topologico associa
o espaco classificatorio a ele associado, preserva produtos a menos de homotopia. De
fato, como cada parcela preserva produtos, o functor obtido da composicao abaixo

também os preserva.

TGrp —— Grp —2~ Gpd = sSeti>Top—>,%”Top
——=Grp = Gpd —=sSet —- Top ——

B

H& um mergulho natural de Z; ~ O(1)" em O(n), o qual associa a cada lista de
n numeros pares uma matriz diagonal formada por eles. Desta forma, aplicando B,
como ele preserva produtos, obtém-se um mapa de n copias de BO(1) em BO(n).
Via féormula de Kiinnet (lembre-se de que Zy é um corpo), chega-se a um homomor-

fismo injetivo de anéis
H(BO(n); ) —= H*(BO()": Z) ==~ @, H*(BO(1):Zz),  (6.3)

o qual nos permite identificar as classes caracteristicas com valores em Hj simples-
mente calculando o anel de cohomologia de BO(1).

Para fazer isto, lembramos que o espago classificatério BO(n) é modelado pelo
limite indutivo das grassmannianas G, (R¥). Pode-se introduzir uma estrutura de
CW-complexo finito em cada uma delas, de modo que a correspondente G,,(R¥+1)
tenha G,,(R*) como subcomplexo (veja a sexta se¢ao de [67]). Desta forma, o limite
indutivo que computa BO(n) é homotopico e, portanto, comuta com Hz,, o que nos

d& um isomorfismo
H*(BO(1); Zy) ~ lim H*(G1(R*); Zy) ~ lim H*(RPF: Z,). (6.4)

Ora, o anel de cohomologia dos espagos projetivos ja nos é conhecido: trata-se
de um anel polinomial em uma variavel o, dotado de um truncamento. Isto é, cada

a, € Hy (RP") corresponde a uma soma do tipo

oz*:1+a1-a+a2-a2+...+an-a", com a'=aU..Ua e a; € Lo,
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mostrando-nos que a tomada de limite em (6.4 simplesmente retira o truncamento.
Assim, o anel Hj; (BO(1)) ¢ polinomial em uma variavel a, enquanto que o pro-
duto tensorial de n copias é polinominal nas n variaveis aq, ..., a,. Retornando a

construcao, vé-se a existéncia de um mergulho
J: H*<BO(7’L>, Z2) — Z?[alu e an]7

permitido-nos realmente colocar as classes caracteristicas com valores em Hy, em
correspondéncia biunivoca com uma subdlgebra de Zs|ay, ..., o).

Pode-se mostrar que os polindémios associados a tal mergulho sao simétricos em
todas as suas variaveis e, portanto, sao gerados por outras variaveis sy, ..., s, al-
gebricamente independentes (veja, por exemplo, [51]). Posto isto, dar uma classe
caracteristica {x : [~], — Hj, torna-se o mesmo que dar uma regra que a cada
fibrado 7 associa um polindmio w*(7) em n variaveis wy (), ..., wy(7) € H*(X; Zs)
algebricamente independentes. As classes fundamentais w;(7) sdo chamadas de clas-

ses de Stiefel-Whitney do fibrado .
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Parte 11

(zeometria
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Capitulo 7
Analise

No presente capitulo, ainda com o problema de classificacao em mente, olhare-
mos para classes bastante restritas de espagos topologicos. A ideia serd a seguinte:
focaremos nos espagos com estrutura local previamente determinada (isto é, nos
espagos localmente classificados). Entdo, tentaremos utilizar do conhecimento local
(onde a estrutura é supostamente simples) para determinar resultados globais (onde
a estrutura € complicada). Em outras palavras, utilizaremos um espago fixado para
modelar outro.

Observamos, desde ja, que esta ideia também pode ser utilizada para estender o
dominio de validade de conceitos. Com efeito, se estes fizerem sentido num objeto
X, entao, em principio, também o fardao em qualquer espaco modelado sobre X.

Também chamamos a atengao para a importancia da escolha do ente que servira
de modelo. Afinal, diferentes escolhas de modelos haverao de produzir diferentes
classes de espacos, as quais podem ser mais amplas ou mais restritas, assim como
podem ter mais ou menos propriedades interessantes.

Na primeira secao do capitulo, definimos variedades como sendo espagos mode-
lados pelo R” e, refor¢cando a observacao acima, mostramos que a classe de objetos
abrangidos por tal construgao é pequena. Substituimos, entao, R" pelo semi-espago
H". Este fato nos leva a definicao de variedade com bordo que generaliza as varie-
dade usuais, mas ainda produz uma categoria com poucas propriedades.

Como espagos euclidianos sao o ambiente natural para se falar de diferencia-

bilidade, espera-se poder estender o conceito de diferenciabilidade ao dominio das
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variedades. Isto é feito na segunda secao, onde estudamos as chamadas variedades
diferencidveis. Ali construimos um functor 7' : Diff, — Vecg, que a cada ponto
p € M associa seu espago tangente T'M, e que a cada funcao f faz corresponder
uma transformagao linear Df,, a qual interpretamos como sendo a derivada de f
em p.

Finalmente, na dltima sec¢ao estudamos as propriedades inerentes ao fibrado veto-
rial 7'M, obtido reunindo-se todos os espagos tangentes, assim como as propriedades
inerentes ao seu G L(n)-fibrado principal associado. Damos uma interpretacao inte-
ressante para este tltimo, a qual nos fornece um insight sobre o funcionamento da
geometria.

Textos classicos sobre o assunto incluem [52] 37].

7.1 Variedades

Uma variedade de dimensao n é um espago topolégico M modelado pelo R™. Isto
significa que cada p € M admite um aberto U no qual esta definida uma aplicagao
x: U — R", chamada de sistema de coordenadas (ou carta local) em p, tal que z(U)
¢ aberto e a fun¢do x : U — x(U) é um homeomorfismo. Assim, a escolha de uma
carta em p nos permite identificar tal ponto como uma lista (z1, ...., z,,) de ntumeros
reais, chamados de coordenadas de p.

Numa variedade, os sistemas de coordenadas assumem o mesmo papel que as
bases dos espacos vetoriais possuem no contexto da algebra linear: para demonstrar
um teorema, escolhe-se o sistema de coordenadas que lhe parece mais conveniente,
resolve-se o problema fazendo uso explicito dele e, ao final, verifica-se que o resultado
obtido ¢é independente de tal escolha. Por sua vez, quando se consegue demonstrar
um teorema (ou mesmo definir um conceito) sem fazer uso de cartas locais, diz-se
que ele é intrinseco.

Observamos que, se x : U — R" ey : V — R" sao cartas locais nas vizinhangas de
um mesmo ponto p, entdo as coordenadas (1, ..., Z,) € (Y1, ..., Yn) estdo relacionadas

1

pela fungao de transi¢ao yoxr~', a qual mapeia homeomorficamente o aberto z(UNV)

em y(U NV). Assim, enquanto sistemas de coordenadas possuem papel semelhante
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as bases de um espaco vetorial, fungoes de transicao sao anédlogas as matrizes de
mudanca de base. Em outras palavras, tem-se o pareamento apresentado abaixo.
Logo mais vamos levéi-lo adiante e veremos que, em certo sentido, ele é mais que

uma simples analogia.

cartas locais = bases

funcoes transicao =—> matriz mudanca base.

A ideia é essencialmente a seguinte: o lado esquerdo descreve o comportamento
de variedades nas vizinhancas de pontos, enquanto que o direito ¢ parte da algebra
linear. A passagem de uma area para outra é feita através de functores. Assim, o
que faremos é obter um functor 7', que a cada par (M, p) associa um espago vetorial
T(M,p), usualmente denotado por T'M, e chamado de espago tangente a M em p,
de modo que para cada carta local em p faz-se corresponder uma base de T'M,,. Ao

1

mesmo tempo, T" mapeara func¢oes de transicao y o ™" nas respectivas matrizes de

mudanca entre as bases que correspondem a x e y.

Redefinindo

Realcamos que, da maneira como apresentada, a nog¢ao de variedade nao engloba
alguns espacos naturais, nos quais intuitivamente o conceito de diferenciabilidade
também deveria fazer sentido. Por exemplo, esperar-se-ia ser possivel falar de di-
ferenciabilidade no disco D™ C R™. Afirmamos, no entanto, que ele nao é uma
variedade.

Iniciamos observando que o disco se decompoe como reuniao disjunta da esfera
S™! com a bola aberta B;(0) C R" de centro na origem e raio unitario. Assim,
seus abertos se dividem em duas classes: aqueles que estao inteiramente contidos
em Bi(0) (e que, portanto, também sao abertos do R™), e aqueles que intersectam
S™! (e que nao sao abertos do R™).

Pois bem, se o disco fosse uma variedade, entao cada um de seus pontos admitiria
uma carta em suas vizinhancas. Tais pontos estao na bola ou na esfera. Se z € D"
estd na bola, entdo a identidade id : B;(0) — R™ é carta local. No entanto, se

tal ponto estd sobre a esfera S*~!, para que admitisse um sistema de coordenadas,
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deveria existir aberto U C D", contendo = e homeomorfo a um aberto do R™. Ocorre
que este nao existe.

Com efeito, por conter z, ele intersectaria S"~! e, portanto, nao seria aberto do
R™. Por outro lado, como consequéncia do teorema da invariancia do dominio (veja
[82]), sendo homeomorfo a um aberto do R™, tal conjunto também deveria ser um

aberto de tal espaco, o que é uma contradicao.

Conclusao: O disco nao é modelado pelo R". Afinal, D" possui duas classes de
abertos, enquanto que os espacos euclidianos possuem apenas uma.

A fim de contornar esta inconveniéncia, o que geralmente se faz é ampliar a
definicao de variedade, de modo que exemplos como o disco sejam incluidos. Assim,
a ideia é defini-la ndo como um espaco modelado por R™, mas modelada por outros
espagos (geralmente nao compactos) que possuam mais de uma classe de abertos.

Exemplo de entidade nao compacta possuindo exatamente duas classes de abertos
é o semi-espago H" C R". Com efeito, ou um aberto de H" é formado somente de
pontos com z, > 0, ou intersecta a reta x, = 0. No primeiro caso, ele também é
um aberto do R", algo que nao acontece no segundo.

Assim, poderiamos definir uma variedade de dimensao n como sendo um espago
topologico modelado por H". Neste caso, da mesma forma que D", tal conjunto se
decomporia em duas partes disjuntas. A primeira seria int M, chamada de interior de
M e formada dos pontos que admitem uma carta tendo como imagem um verdadeiro
aberto do R"™. A segunda seria 0M, chamada de bordo de M, e constituida dos
pontos nas vizinhangas dos quais estao definidas cartas que assumem valores em
abertos de H", mas que nao sao abertos de R".

Observamos que, com esta definigao, tanto o interior quanto o bordo seriam
variedades no sentido inicialmente apresentado, de respectivas dimensoes n e n — 1.
Em suma, o estudo de uma “variedade com duas classes de abertos” se resume ao
estudo de duas “variedades com uma tnica classe de abertos”.

Adverténcia: No que segue, adotaremos a seguinte convenc¢ao: chamaremos de
variedade com bordo as entidades modeladas pelo H" cujo bordo nao é vazio. As
restantes (com bordo vazio) serdo chamadas de variedades sem bordo ou simples-

mente de variedades. Assim, por exemplo, o R" e as esferas sao variedades (sem
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bordo), enquanto que o disco e os semi-espagos sao variedades com bordo.

Exemplos

Variedades aparecem bastante na fisica. Vejamos exemplos:

Exemplo 7.1.1. No eletromagnetismo, correntes circulam no bordo de superficies
abertas (tratam-se, pois, de variedades compactas com bordo), enquanto que densi-
dades de carga se distribuem ao longo de superficies fechadas (variedades compactas

sem bordo).

Exemplo 7.1.2. Na mecénica classica, um sistema sujeito a vinculos tem seu movi-
mento restrito a uma variedade de dimensao igual ao niumero de graus de liberdade
do sistema em questao. Em outras palavras, de um modo geral, o espaco de con-
figuracoes (conjunto de todas as posi¢oes permitidas) de um sistema mecanico é
uma variedade S. Por exemplo, o espago de configuragoes do péndulo duplo é o
toro S! x S! (um circulo para cada parte do péndulo), enquanto que o do péndulo

esférico nada mais ¢ que a esfera S2.

Exemplo 7.1.3. O espago de fase de um sistema mecénico (conjunto de todos
as posigoes e velocidades permitidas) corresponde a uma construgdo que se chama

fibrado tangente de S (e que discutiremos mais adiante), sendo denotado por T'S.

Exemplo 7.1.4. Nas teorias relativisticas de gravitagao (assunto futuro neste livro),
os sistemas sao geralmente modelados por variedades de dimensao quatro (trés para
espago e uma para tempo), dotadas de uma métrica Lorentziana. Isto é, de uma
regra que permite associar, de maneira diferenciavel, formas bilineares e simétricas

a cada ponto, as quais satisfazem certas propriedades.

Limites

Se de um lado as variedades sao entidade bastante intuitivas e geométricas, algo
que fica enfatizado por sua presenca nas mais diversas areas da fisica, de outro a

subcategoria cheia Man C % ¢é bastante pobre de propriedades. Com efeito, ainda
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que possua limites e colimites (dados pelos produtos e coprodutos em % adicionados
de atlas naturais), ela nao ¢ completa e cocompleta.

Por exemplo, se realizamos a colagem (isto é, o pushout) de duas retas (que sao
variedades) ao longo de um ponto em comum, o resultado ndo é uma variedade.
Tal pushout foi feito em % (e ndo em Man). No entanto, pode-se mostrar que,
se pushouts existissem em Man, entao deveriam ser obtidos de pushouts de €
adicionados de um atlas adequado, da mesma forma como acontece com coprodutos.
Portanto, segue deste fato que Man realmente nao possui pushouts. Argumento
analogo serve para mostrar que, em geral, a categoria das variedades nao possui
pullbacks.

Como contornar o problema? Isto é, como aliar a intuicao das variedades com a
existéncia de limites e colimites? Uma maneira de fazer isso é redefinir o que se en-
tende por variedades, enfraquecendo as exigéncias sobre o espago modelo, conforme
ilustrado abaixo.

Por exemplo, comegamos o capitulo definindo variedades como sendo entes mo-
delados pelo espago euclidiano. Vimos, no entanto, que isto nao engloba situagoes
corriqueiras. Entao, redefinimos de modo que passa-se a inclui-las. Observemos que
a colagem de duas retas ao longo de um ponto pode ser descrito como a orbita da
acao de um grupo topologico. Assim, para incluir tal limite no contexto das vari-
edade, basta que as consideremos como entes modelados por acoes de grupos. Ao

fazer isto, chegariamos no conceito de orbifolds, e assim sucessivamente.

modelagem por categoria resultante
uma classe de =~ com poucas
espagos propriedades

enfraque-
cimento

classe que modela
é rigida

Adverténcia. Ainda que Man nao possua muitos limites/colimites, continuaremos

a trabalhar com ela. Isto por diversos motivos. Em primeiro lugar, tal classe de

espacos nos permite abstrair o conceito de diferenciabilidade, como sera feito na
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proxima secao. Além disso, no que diz respeito ao problema de classificacao, ela é
suficientemente restrita a ponto de (ja no contexto de diferenciabilidade) poder ser
classificada. Finalmente, deve-se dizer que existem teorias de cohomologia naturais a
ela associadas. Para um estudo mais geral de espagos modelados, incluindo orbifolds
e diffeological spaces (que sao abstragoes completas e cocompletas das variedades),

sugerimos o texto [95].

7.2 Diferenciabilidade

As variedades M sao espagos espagos modelados por algum espago euclidiano
(ou, mais geralmente, por semi-espagos destes). Posto isto, espera-se que nelas o
conceito de diferenciabilidade faca sentido. A ideia é a seguinte: cada ponto de
M admite uma vizinhanga equivalente a um aberto do R™. Nele, sabe-se falar
de diferenciabilidade. Por meio da equivaléncia, tal conceito pode ser estendido a
referida vizinhanca. Em suma: cada carta local num ponto p induz uma nocao de
diferenciabilidade nas vizinhangas de p.

Ocorre que um mesmo ponto pode admitir diferentes cartas, as quais, em tese,
podem induzir distintas nocoes de diferenciabilidade. Neste espirito, uma variedade
diferencidvel seria aquela na qual diferentes cartas induzem nogoes de diferenciabi-
lidade compativeis. Ora, a passagem de uma carta para outra é feita através das
fungoes de transicao. Assim, a compatibilidade de sistemas de coordenadas hé de
se traduzir na diferenciabilidade das fungoes que fazem a transicao entre eles. Isto
é, uma variedade diferencidvel ha de ser aquela na qual as fungoes de transicao sao
diferenciaveis. Da mesma forma, uma variedade C* seria aquela cujas mudancas de
coordenadas possuem tal regularidade.

Numa variedade M dada, pode ser que nem todas as fungoes de transicao sejam
diferenciaveis, mas existam uma quantidade suficiente de cartas, capazes de cobrir
todo o espaco subjacente, para as quais as mudancas de coordenadas tenham certa
regularidade. Diz-se que tal conjunto de cartas define uma estrutura diferencidvel

(ou um atlas diferencidvel) em M.

Observacao: Suponha obtida uma estrutura diferenciavel /. Em tese, podem
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existir outras cartas cujas mudancas de coordenadas entre elas e elementos de &7
sejam diferenciaveis. Neste caso, adota-se a pratica de redefinir ./ incluindo-as. Isto
significa, em termos mais precisos, que sempre se toma o atlas mazimal (segundo
o ordenamento parcial gerado pela relacdo de continéncia) associado a um atlas
diferenciavel dado.

Segundo as colocagoes anteriores, pode-se pensar numa variedade diferenciavel
como sendo um espago topologico dotado de uma estrutura adicional, a qual nos
permite falar de diferenciabilidade. Neste espirito, os mapeamentos entre variedades
diferenciaveis haverao de ser as funcoes diferencidveis. Isto é, correspondéncias entre
os espagos subjacentes que preservam tal estrutura adicional (ou seja, que preservam
o conceito de diferenciabilidade).

De maneira mais precisa, um mapa f : M — N ¢é dito diferencidvel quando,
escolhido p € M ao acaso, existem cartas = e y, respectivamente definidas nas

1 chamada de expressdo

vizinhangas de p e de f(p), tais que a aplicagdo y o f oz~
de f em tais cartas, é diferencidvel. Definicao analoga no que diz respeito a fungoes
com maior regularidade.

Duas observagoes:

1. o conceito de regularidade de fungoes entre variedades nao € intrinseco (pois
faz-se uso explicito de cartas locais em sua definigao), mas estd bem definido.
Isto significa que, se a expressao de f tem certa regularidade com respeito
a certas cartas definidas nas vizinhancas de p e de f(p), entdo também a
tera relativamente a quaisquer outras cartas nas proximidades destes mesmos

pontos;

2. os sistemas de coordenadas tem reqularidade mdzima. Mais precisamente, se
uma variedade possui classe C*, entdo todas as suas cartas locais também sao
de classe C*. Isto faz com que a classe de diferenciabilidade de um mapa

qualquer f: M — N nunca exceda a menor entre as classes de M e de N.

Juntando variedades diferenciaveis com os correspondentes mapeamentos entre
elas, obtém-se uma categoria Diff, a qual delimita uma parte da analise. Nela, dois

objetos sao isomorfos (também ditos difeomorfos) quando existem fungoes diferen-
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ciaveis f e g entre eles, chamadas de difeomorfismos, cujas composigoes go f e fog
coincidem com identidades. Por exemplo, as cartas locais x : U — R” sao sempre
difeomorfismos entre U e z(U), como rapidamente se constata.

Com estas definigbes em mente, questoes naturais sao as seguintes:

1. existéncia: admitira, toda variedade, uma estrutura de classe C*? Em outras
palavras, admitira a inclusao ¢ : Diff — Man um adjunto? A resposta é ne-
gativa. Veja [45, [66]. Em contrapartida, por uma resultado devido a Whitney,
se uma variedade admite estrutura C', entdo também admite estrutura C*

(confira o segundo capitulo de [37], ou mesmo [2]);

2. unicidade: se uma mesma variedade admite duas estruturas diferenciaveis
maximais distintas, serao elas difeomorfas? A resposta também é negativa.
Um contraexemplo, obtido por Milnor em [66], se refere a existéncia de esferas
exoticas. Estas sao espacos homeomorfos a S”, mas que admitem estruturas
diferenciaveis nao difeomorfas a S™ com sua estrutura usual. Sabe-se que o
espago obtido colando-se dois discos D™ ao longo de seus bordos é homeomorfo
a esfera S”. O que Milnor fez foi mostrar que, para n = 7, tal espaco é uma

esfera exotica.

Derivada

Tem-se uma maneira natural de aproximar uma fungao diferenciavel f : U — R™
nas vizinhangas de p € U por uma transformacao mais simples: basta tomar sua
deriwada. No ambito das variedades, isto também pode ser feito: escolhidos sistemas
de coordenadas, basta tomar a derivada da expressao yo fox '

Ainda que este processo esteja bem definido (no sentido de independer da escolha
das cartas), ele ndo é intrinseco. Nesta segdo, obteremos uma maneira intrinseca
de aproximar uma funcao diferencidavel f : M — N nas vizinhan¢as de um dado
p € M por uma transformacao linear, a qual coincide com a derivada de yo fox™*
quando tomadas cartas locais.

Mais precisamente, construiremos um functor 71" : Diff — Vecg, que a cada par

(M, p) associa aquilo que chamaremos de espacgo tangente a M em p e denotaremos
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por T'M,, e que a cada par (f,p) faz corresponder uma transformacao linear entre
TM, e TNy, a qual representard a derivada de f em p e serd denotada por D f,.

Observamos que a functoriedade de 7" se traduzira nas condigoes
D(idn)p, = idra, € D(go f)p = Dgse) o Dy,

as quais abstraem a regra da cadeia e o fato da derivada levar identidade em iden-
tidade.

Existem diversos caminhos que podem ser tomamos no sentido de realizar tal
construcao, sendo todos eles equivalentes. No que segue, utilizaremos daquele que
futuramente nos fornecera praticidade.

Construamos, primeiro, os espagos 1'M,,. Iniciamos observando que o conjunto
D(M) das aplicagoes diferenciaveis reais f : M — R é uma algebra associativa
enquanto dotado das operagoes usuais de soma de fungoes, de multiplicacao de
fungoes por escalares e de produto de fungoes.

Como trabalharemos localmente, s6 nos interessarda o comportamento local das
fungoes que compoem D(M). Para cada p, isto nos leva a considerar o quociente
D,(M), obtido de D(M) identificando-se as aplicagdes que coincidem numa vizi-
nhanga de p. Tal conjunto, usualmente chamado de germe em p de D(M), herda a
estrutura de algebra.

Finalmente, definimos 7'M, como sendo simplesmente o espago das derivagoes
pontuais em p de D,(M), dotado das operagoes usuais. Isto é, como sendo o espago
de todos os funcionais lineares v : D,(M) — R que satisfazem a regra de Leibnitz
no ponto p:

v(g- f)=f(p)-v(g) +v(f) g(p)

Concluindo a construcao de T : Diff — Vecg, fornecida uma funcao diferenciavel
f M — N e um ponto p € M, definimos a derivada de f em p como sendo a
transformagao D f,, tal que [Df,(v)](g) = v(g o f). Como facilmente se constata, a

regra T assim construida é realmente functorial. Por exemplo,

[D(idr)p(v)](g) = v(g 0 id) = v(g) = [idra, (v)](9),

de modo que T realmente preserva identidades. A verificagdo de que T preserva

composicgoes ¢ feita de forma similar.
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Exemplo 7.2.1. Se U C M ¢é aberto, entao, para todo p € U, os germes D,(U)
e D,(M) coincidem, de modo que se tem TU, = T'M,. Assim, o espaco tangente
a um aberto se identifica com o espago tangente ao espaco todo. Além disso, para
todo ponto p, TR} ¢ naturalmente isomorfo ao R™: um isomorfismo ¢ aquele que

toma cada a € R" e associa a derivada direcional v, na direcao de a, caracterizada
por vu(f) = D fy(a).

No comecgo do capitulo, fizemos um paralelo entre sistemas de coordenadas e
bases de um espaco vetorial. Agora podemos mostrar que tal pareamento vai além de
uma mera analogia. Com efeito, como toda carta é difeomorfismo, da functoriedade

de T segue-se que cada x : U — R” induz um isomorfismo

Dz, : TM, — TR ¢/ Dxy(v)(g) =v(gox).

z(p)’

Utilizando-se de T' RZ(p) ~ R", vé-se que a escolha de x induz isomorfismo entre
TM, e R". Assim, cada carta define uma base em 7'M, obtida da base canoénica
do R™ pelo isomorfismo anterior, sendo formada dos vetores v;, tais que

dgox
31’@-

Observacgao: Na literatura, os vetores v; sao usualmente denotados por %\ p, O que
K3

Dx,(v;)(g) = vi(gox) = (X1, ey Tpy)-

fica justificado pela expressao anterior. Ao longo do restante do texto, adotaremos

esta mesma pratica.

7.3 Fibrado

Como vimos, a cada ponto p de uma variedade diferenciavel M, sabe-se fazer
corresponder um espago vetorial: o espago tangente a M em p. Assim, tem-se um
fibrado T'M, chamado de fibrado tangente de M, obtido reunindo-se todos estes
espagos. Como veremos, ele é uma das pecas fundamentais no estudo da geometria.

Nesta subsecao, mostraremos que o fibrado TM é fibrado n-plano. A ideia é
simples: os sistemas de coordenadas induzem as trivializacées locais € GL(n) age
em R™ da maneira usual.

Iniciamos observando que o functor T' : Diff — Vecg, induz um novo functor

x : Diff — Vec, chamado de pushforward, que a cada variedade associa seu fibrado
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tangente, e que a cada mapa diferenciavel f : M — N devolve o morfismo f, :

TM — TN, definido da seguinte maneira:

f«(p,v) = (f(p), Dfp(v)).

Agora, cada sistema de coordenadas z : U — R” ¢é difeomorfismo, de modo
que seu pushforward é um isomorfismo entre os fibrados TU e TR" ~ U x R". Isto
significa que x, é trivializacao local para T'M, garantindo que tal fibrado é realmente
localmente trivial, tendo o espaco R™ como fibra tipica.

Finalmente, para mostrar que 7'M é estruturado por GL(n;R), tomemos quais-
quer trivializagoes locais p; = ;. € ¢; = x4, em que z; e x; sao cartas definidas em

vizinhancas U; e U; de um ponto p. Neste caso, tem-se

(ej 00 ) (p,v) = (xju 0 2. )(p,v) = (5 027 )u(p, v) = (p, D(xj 0 27 1)y (v)),

permitindo-nos identificar u;; : U; N U; — GL(n) com a regra que a cada p associa

! em tal ponto, e a acdo como sendo a usual: g-v = g(v).

a derivada de x; o x;
Tal acdo ¢ C™ e, como M possui classe C*, as U;j Sao C*=1. Portanto, o fibrado
tangente é realmente estruturado pelo grupo linear geral.

Como consequéncia das colocagoes da tultima subsecao segue-se que, se M tem

dimensdo n e é de classe C*, entdao TM também é uma variedade, mas de dimensao

2n e tendo classe C*1,

Invariantes

O fato de se ter um fibrado vetorial natural associado a uma variedade nos
permite construir diversos invariantes em Diff. Com efeito, da functoriedade de
tal associagao segue-se que, se duas variedades sao difeomorfas, entao seus fibrados
tangentes sao isomorfos e, portanto, dividem as mesmas classes caracteristicas. Isto
significa que as classes de T'M sdo, na verdade, invariantes da variedade M.

Por exemplo, tem-se as classes de Stiefel-Whitney wy(M), ..., w,(M) de M, as
quais, como veremos, constituem importantes obstrugoes a introducao de estruturas
geométrias em M. Além disso, tais invariantes classificam M por meio de uma

relacao de equivaléncia, conhecida como cobordismo, a qual é ligeiramente mais
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fraca que a propiciada pelos difeomorfismos. Assim, as classes w;(M) se mostram
importantes links entre geometria, andlise e topologia algébrica.

Infelizmente nao entraremos em detalhes, mas o fato de variedades serem espacos
localmente homeomorfos ao R™ permite simplificar bastante a analise dos w;(M),
assim como de outras classes caracteristicas de T'M, dando a elas uma roupagem
mais geométrica e intuitiva. A respeito destes fatos, sugerimos ao leitor o capitulo

17 de [40], assim como o sexto capitulo de [82], o capitulo 11 de [67] e a obra [11].

Referenciais

Relembramos que todo espa¢o M induz uma adjungao Vec); = ,@ACZL("). Assim,

além de existir um fibrado vetorial canonico associado a cada variedade, também
existe um GL(n)-fibrado principal 7 : P — M. Este é obtido de T'M mantendo-
se a base e o grupo estrutural, mas trocando-se a fibra tipica pelo préprio grupo
estrutural, o qual passa a agir por translacio a esquerda (ou, no nosso presente
caso, por composicao).

A adjungao identifica cada fibra 7!(p) como sendo o conjunto formado de to-
dos os isomorfismos R" — T'M,, os quais, por sua vez, estao em correspondéncia
biunivoca com as bases (neste contexto chamadas de referenciais) de TM,. Vendo
desta forma, a a¢do de GL(n) em cada fibra traduz simplesmente mudangas de bases
(denominadas troca de referenciais). Fala-se, por este motivo, que 7 é o fibrado dos

referenciais de M e escreve-se fr(M) para denota-lo.

Geometria

Pode-se dizer que a geometria se resume ao estudo das redugoes de fr(M). A
ideia é a seguinte: se existe uma estrutura geométria na variedade M, entao esta
define uma classe particular de referenciais (isto é, de bases). A reducao é obtida
olhando-se para as mudancas de base que deixam tal classe invariante.

Por exemplo, como comentamos anteriormente, a adjuncao entre fibrados veto-
riais e fibrados principais pode ser melhorada, de modo a associar um O(n)-fibrado

(a0 invés de um G'L(n)-fibrado) principal a cada fibrado vetorial. Isto significa que
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fr(M) sempre admite redugao de seu grupo estrutural para o grupo das matrizes
ortogonais. A classe de bases que fica invariante sob tais mudancas é precisamente a
das bases ortonormais, de modo que a existéncia da redugao GL(n) — O(n) traduz
a possibilidade de sempre ser possivel falar de bases ortonormais.

Agora, se perguntarmos “quem induziu a reducao?”’, a resposta serd imediata:
um produto interno. Portanto, a existéncia de reducoes ao grupo ortonogonal pro-
vém da possibilidade de se escolher produtos internos em cada espaco tangente. E
precisamente essa a dinamica da geometria: “alguma coisa” induz uma classe restrita
de bases, o que define uma redugao no grupo estrutural de fr(M).

Observamos que esta “alguma coisa” em geral se refere ao que se chama de se¢ao
de um fibrado descendente de T'M. Na maior parte dos casos, trata-se simplesmente
de uma maneira diferenciavel de escolher mapas multilineares em cada espacgo tan-
gente, aos quais se requerem certas propriedades. Nem todas as variedades admitem
quaisquer secoes. Com efeito, as classes de Stiefel-Whitney de M costumam ser em-
pecilhos. E neste sentido que os invariantes w;(M) sdo obstrucdes a introdugdo de
estruturas geométricas em M.

Por exemplo, tais classes impedem a introducao de uma estrutura Lorentziana em
S*, de modo que a esfera quadridimensional nao serve como modelo para descrever

o universo!

classes

redugao dos ——. geometria

secgoes
referenciais

caractersticas

Observacao. Os mesmos tipos de interpretagoes e colocacoes anteriores se esten-
dem a fibrados n-planos mais genéricos que T'M. De fato, se 7 : E — X é um fibrado
n-plano arbitrario, entdo o G L(n)-fibrado principal a ele associado também admite
uma interpretacao em termos de referenciais. Com efeito, ele pode ser visto como o
ente cujas fibras sao as bases de cada E, ¢ no qual, como antes, GL(n) age por meio
de mudangas de bases. Assim, a redugdo GL(n) — O(n) aqui também pode ser
interpretada em termos da existéncia de produtos internos em cada uma das fibras
E,, os quais, por sua vez, correspondem a uma segao num fibrado descendente de
E que satisfaz propriedades especificas. Como antes, a existéncia de segoes deste

tipo em geral estao sujeitas as obstrucoes fornecidas por classes caracteristicas. Em
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suma, o diagrama anterior faz sentido no contexto mais amplo de qualquer fibrado

vetorial.

Adverténcia. Ainda que, sob a possibilidade de estudar geometria (no sentido
de construgao de se¢oes com propriedades especificas) no contexto mais amplo dos
fibrados vetoriais arbitrarios, manteremos nosso foco em T'M. Isto por diversos mo-
tivos: em primeiro lugar, a teoria passa a admitir um carater mais intuitivo. Por
outro lado (e talvez este seja um argumento mais convincente), as segoes basicas de
T M sao os campos de vetores. Estes, como veremos, pelo teorema de existéncia de
solugoes para EDQ’s, induzem um grupo a um parametro de difemorfismos na vari-
edade M, permitindo-nos estudar geometrias (isto é, se¢oes) que ficam invariantes
ele. Estas possuem propriedades simétricas adicionais, facilitando seu estudo.

Com as colocacoes anteriores em mente, no proximo capitulo estudamos as se-
¢oes, enquanto que no seguinte estudamos as redugoes e analisamos diversos exem-
plos de geometrias obtidas seguindo a linha anterior. Na sequéncia, estabelecemos
a existéncia de fluxos associados a campos vetoriais e utilizamos destes para falar

de geometrias localmente simétricas.
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Capitulo 8
Secoes

Como comentamos ao final do capitulo anterior, diferentes geometrias em geral
se traduzem por meio de diferentes reducoes no fibrado dos referenciais. Tais redu-
¢oes, por sua vez, costumam ser implementadas por “se¢oes regulares” de fibrados
descendentes de T'M. Ocorre que a existéncia de segoes depende de obstrugoes,
impedindo que, em geral, uma variedade admita muitas geometrias distintas.

Com as colocagoes anteriores em mente, iniciamos o capitulo definindo o que
vem a ser uma secao. Estas fazem sentido em qualquer categoria. No entanto,
dentro do contexto dos fibrados, se traduzem simplesmente em escolhas continuas
de elementos em fibras. Na sequéncia, ainda na primeira secao, atacamos o problema,
da existéncia de se¢Oes e mostramos que, de fato, existem obstrugoes topologicas,
as quais sao dadas por classes caracteristicas.

Na segunda secao partimos, entao, ao estudo das se¢oes em fibrados vetoriais
descentes de T'M (afinal, sdo tais se¢bes que implementam redugoes no fibrado dos
referenciais e, portanto, que produzem geometria). Damos especial enfoque aos
campos tensoriais, os quais correspondem as segoes de fibrados tensoriais.

Concluimos o texto na terceira secao, onde estudamos os campos tensoriais alter-
nados, usualmente chamados de formas diferenciais. La generalizamos o processo de
diferenciacao classico, que associa a cada funcao real sua diferencial, para o que se
conhece como diferenciagao exterior. Nele podemos diferenciar nao sé fungoes (que
sao tidas como formas de grau zero), mas também qualquer outra forma diferencial.

Mais precisamente, definimos operadores lineares d*, responsaveis por associar a
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cada k-forma uma outra de grau k+ 1. Em particular, verificamos que d**'odF = 0,
de modo que a sequéncia de tais operadores define um complexo de cocadeias,
fornecendo-nos uma teoria de cohomologia na categoria Diff. Trata-se da coho-
mologia de De Rham.

Para a primeira se¢ao, fizemos uso essencialmente do oitavo capitulo de [82],
assim como da ultima parte de [83] e do quinto capitulo de [93]. Para o restante do

capitulo, 6timas referéncias incluem [11 [33, [61].

8.1 Existéncia

Pode-se falar de segoes no contexto de qualquer categoria. Com efeito, uma
se¢do para um morfismo 7w : E — X de uma categoria C é simplesmente uma
inversa & direita para 7. Isto é, trata-se de um outro morfismo s : X — E que
satisfaz a igualdade mo s = idy.

A existéncia de uma segao possui uma interpretagao bastante clara. Com efeito,
como rapidamente se convence, m admite uma secao se, e somente se, possui a
propriedade de levantamento relativamente a qualquer f : Y — X. Isto significa

que deve ser possivel obter uma ¢g : Y — E que deixa comutativo o diagrama abaixo.

E
7
g ,
v l”
v

No entanto, é no contexto dos fibrados que se¢oes mostram-se intuitivas. Com
efeito, as se¢oes de um fibrado 7 : F — X se identificam precisamente com as regras
que a cada ponto p € X fazem corresponder um elemento s(p) na fibra E,. Em
outras palavras, no ambito dos fibrados, uma se¢ao é uma maneira continua de se
escolher um elemento na fibra de cada ponto do espago. Por exemplo, uma secao do
fibrado tangente T'M ¢é uma escolha continua de vetores tangentes a cada ponto de
M.

Pode parecer 6bvio que todo fibrado admita uma secao. No entanto, a existéncia

de uma se¢ao pode ser um requerimento muito forte! Com efeito, como veremos
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logo mais, pedir que um fibrado principal admita uma secao € o mesmo que pedir
que ele seja trivial.

Observamos haver um functor I' : & — Set, que a cada fibrado 7 : £ — X
associa o conjunto de suas se¢oes. Assim, questionar a existéncia de se¢oes equivale
a questionar se I'(E) é ou ndo vazio. Por exemplo, se as fibras de um fibrado F
possuem alguma estrutura algébrica Alg, entdo I'(F) também a possui: uma vez que
secoes associam elementos da fibra a pontos, basta definir as operagoes em segoes
pontualmente. Desta forma, se F é um fibrado vetorial, entao I'(E) é um espago
vetorial real (na verdade, um modulo sobre o anel D(M)) e, consequentemente, F
admite secoes.

Fora deste tipo de situacao, garantir a existéncia (ou inexisténcia) de se¢oes con-
siste numa tarefa bastante dificil. Mais uma vez o que se faz é recorrer a invariantes,
os quais haverao de fornecer condigbes necessarias (aqui mais comumente chamadas

de obstrugdes) a existéncia de tais entes.

Obstrugoes

Como functores preservam a comutatividade de diagramas, segue-se que todo
functor definido numa categoria ¢ fornece obstrugoes a existéncia de se¢oes. Com
efeito, se s é segdo para um dado 7, entdo F'(s) ha de ser se¢ao para F(m). Ou, em
termos de levantamentos, se m possui propriedade de levantamento com respeito a

f, entdo F(m) o possui relativamente a F'(f).

B F(B) w0 (E)
7 7
g/ / - F(/g)//1 lF(ﬂ) /// \Lﬂ’*
/ e s
Yo X F() o FX) m(Y) = m(X)

Assim, em particular, para que um fibrado 7 admita uma secao, é preciso que
a imagem do mapa induzido m, esteja contida na imagem de cada f,. No contexto
de fibrados localmente triviais com fibras tipicas discretas (isto é, quando 7 é um
espago de recobrimento), tal condi¢do nao s6 é necessaria como também suficiente.
Este resultado é conhecido como teorema fundamental do levantamento e pode ser

encontrado, por exemplo, no segundo capitulo de [82] e também no terceiro capitulo
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de [63].

No caso de fibrados mais gerais, necessitamos de invariantes mais fortes que 7.
Olhamos entao para os grupos de homotopia de grau superior. Dado um fibrado
m: E — X, suponhamos que o espaco base X admite uma decomposicao finita em
CW-complexo, com n-esqueleto X,,.

Queremos construir um mapa s : X — FE, tal que m o s = idx. Nossa estratégia
é construi-lo por processo indutivo: partindo de uma secao sy : Xo — F, tenta-se
estendé-la para X, depois Xs, e assim sucessivamente, até que se obtenha uma
funcao definida no espago todo cumprindo com a condicao requerida. Fornecida
uma se¢ao s, : X, — F, vejamos haverem obstrugoes a existéncia de sua extensao
a X1

Uma vez escolhido um ponto base em p € X,,, observamos que s,, estabelece um

7T
n

mapa ¢, obtido da composicao abaixo, em que na primeira parte aplicamos h>" e
utilizamos do fato de s, ser uma se¢ao, enquanto que na segunda parte aplicamos
T 6. — FE . e na terceira utilizamos do fato de todas as fibras serem isomorfas a
fibra tipica. Como as esferas sao cogrupos, tal mapa ¢é, na verdade, homomorfismo

de grupos

Mor(S"; X,,) — Mor(S"™; E,) — m,(E,) —= 7 (F)
o) ) s

Cn

Em particular, ¢} levam as fungoes que fazem a colagem de n-células em X,,.
Estas fungoes sao os geradores do termo de ordem n 4+ 1 de um complexo de cadeias

associado a base X, cuja homologia equivale & homologia singular. Desta forma,

T

Cn

(e, portanto, s,) estabelece um elemento de Hom(Sing,,, ;X;m,(F)) e, portanto,
uma classe de cohomologia ¢ € H"™(X;m,(F)), a qual oferece uma obstrucao a

existéncia da extensao da secao s,.

Exemplo 8.1.1. Para um fibrado com tipica contratil, todas as cohomologias an-
teriores sao triviais, de modo que segoes sempre existem. Como espagos vetoriais
sao contrateis, isto d4 uma nova demonstracao de que todo fibrado vetorial admite

uma, se¢ao.

Exemplo 8.1.2. No que diz respeito aos G-fibrados principais, suas fibras tipicas

sao os proprios grupos topologicos. Além disso, pelo teorema de classificacao, todo
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G-fibrado ¢é isomorfo ao pullback de EG — BG para alguma funcao f : X — BG.
Além disso, tal construcao independe de classe de homotopia de f. Acontece que,
se G ¢ contréatil (o que faz com que o fibrado tenha uma se¢ao), entdo BG também
0 é, de modo que f é homotopico ao mapa constante X — % e, portanto, o fibrado
em questao ¢é isomorfo ao trivial. Por outro lado, evidentemente todo fibrado trivial

admite se¢oes. Assim, um fibrado principal possui secoes se, e so se, € trivial.

Classes Caracteristicas

Anteriormente vimos que os fibrados vetoriais sempre admitem alguma segao.
Isto significa que nao existem obstrugoes a existéncia de se¢oes gerais nestes fibrados.
Observamos, no entanto, que nao estd garantida a existéncia de quaisquer secoes
num dado fibrado vetorial. Em outras palavras, pode ser que as segoes existentes
nao satisfacam certa condicao. Em termos mais precisos, para a existéncia de segoes
com propriedades adicionais, espera-se ter outras obstrucoes além das classes c™.

Que obstrugoes seriam estas? Notamos que na subsegao anterior o que fizemos
foi partir de um fibrado 7 : £ — X e a ele associar uma sequéncia de classes
de cohomologia do espago base X, as quais correspondem as obstrugoes para a
existéncia de secoes. Evidentemente, tais obstrugoes serao as mesmas para fibrados
isomorfos. Assim, as classes de obstrugoes ¢ sao, na verdade, classes caracteristicas.

Em termos mais precisos, se a é functor que a cada fibrado 7 associa um grupo
abeliano graduado a(m), e H é uma teoria de cohomologia, entdo podemos definir
a cohomologia com coeficientes em «: trata-se do functor H} que a cada espago X
devolve a sequéncia dos H" ™ (X, a(r),). Posto isto, se [~] é functor que a cada
fibrado associa sua classe de isomorfismos, entao a construcao da subsecao anterior
define uma classe caracteristica com coeficientes em H7, em que f é o functor tal
que f(m), = m,(F). Trata-se, pois, da transformagao natural £ : [-] = H7F, que a
cada espago base X e cada fibrado 7 : E — X, associa a sequéncia dos c.

Voltando a questao colocada, se obstrucoes a existéncia de se¢oes sao classes
caracteristicas, espera-se que o mesmo aconteca com as obstrugoes a existéncia de
secoes que satisfazem propriedades adicionais. Para o caso de fibrados vetoriais

reais, tem-se classes caracteristicas naturais: as classes de Stiefel-Whitney. Assim,
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deve-se esperar que sirvam de obstrugoes a existéncia de se¢oes astutas.

8.2 Vetores

Estudamos aqui secoes de fibrados descendentes de T'M. Iniciamos com duas

observagoes validas no contexto mais genérico de fibrados vetoriais arbitrarios:

1. qualquer n-functor diferencidvel em Vecg que se estende a categoria Modp
dos maodulos sobre o anel das fungoes diferencidveis comuta com I'. Por exem-
plo, isto faz de I' monoidal com respeito a soma de Whitney e também segundo
o produto tensorial. Mais precisamente, como @ e ® sao functores continuos

que fazem sentido para modulos, tem-se os isomorfismos

NE®E)~T(E)®T(E) e INE®E)~T(E)&T(E);

2. a trivialidade de um fibrado vetorial pode ser inteiramente caracterizada por
propriedades algébricas do maodulo de suas segoes. De maneira mais precisa,
um fibrado n-plano é trivial se, e s6 se, o modulo de suas secoes é livre e de
rank n. A demonstragao é simples: todo fibrado n-plano 7 : E — M é adjunto
a um GL(n)-fibrado principal fr(£). Evidentemente, 7 é trivial se, e s6 se, o
correspondente fr(E) o é. Ora, isto pode ocorrer se, e s6 se, existe uma segao
s : M — fr(E). Tais segoes associam a cada p um elemento na fibra fr(£),.
Assim, dar uma se¢ao s é o mesmo que escolher continuamente bases em cada

E,, o que equivale a construir uma base em I'(E).

A primeira de tais observagoes nos mostra, em particular, que o estudo das
secoes de fibrados descentes de T'M se resume ao estudo das proprias secoes de T'M.
Estas nada mais sao que regras que associam um vetor tangente a cada ponto de
M, sendo usualmente chamadas de campos de vetores.

A segunda observagao, por sua vez, nos sera util no seguinte sentido: se um
fibrado n-plano descende do fibrado trivial, entdao ele também é trivial. Assim,
o modulo de suas segoes possui uma base que pode ser obtida de uma base de

['(M x R™) ou, equivalentemente, de uma segao de fr(M x R™).
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Como caso particular lembramos que, se x : U — R™ é carta na variedade M,

entdo TU ¢ trivial. Uma base para I'(TU) ¢é entdo dada pelos campos 3-(p) = 7>

dx; p

(ou, equivalentemente, pela se¢do s(p) = dx, do fibrado dos referenciais fr(U)),
os quais haverao de induzir nova base no médulo das secoes de qualquer fibrado
descendente de TU. Em suma, a escolha de um sistema de coordenadas nos permite
descrever segoes locais de qualquer fibrado descendente.

sistema — campos . secgoes locais
coordenadas locais descendentes

Pullback e Pushforward

Com a conclusao a que chegamos na subsecao anterior, a ideia é conectar o
conhecimento global de secoes locais com o conhecimento local de segoes globais.
Mais precisamente, se F' é um functor em Vec,,, obtido por levantamento de um
functor continuo em Vecg, buscamos por uma regra I'(F(T'M)) — I'(F(TU)) que
nos permita associar a cada secao s na variedade M uma correspondente secao no
aberto U, a qual haveremos de interpretar como a restricio de s a U ou como a
versao local de s.

Feito isto, no tltimo diagrama poderemos trocar “secoes locais descendentes” por
“secoes descendentes locais”, de modo que a escolha de uma carta na variedade nos
forneceréd informagoes sobre o comportamento local das segoes de qualquer fibrado
descendente.

A questao agora é: tal regra existird para um F dado? A resposta é afirmativa
no caso em que o functor F' é contravariante. Com efeito, sob tal hipotese, para
toda funcao diferenciavel f : N — M, o mapa I'(F(T(f))) ¢ homomorfismo entre
I(F(TM)) e (F(TN)). Ele ¢ usualmente chamado de pullback de f ao longo de F,
sendo denotado por f*. Assim, no caso especial da inclusao 2 : U — M, seu pullback
fornece a regra procurada.

Por outro lado, se F' é covariante, a estratégia anterior falha em nos fornecer o
mapa que gostariamos. No entanto, ainda assim, para cada funcao f, o correspon-
dente I'(F(T(f))) estd bem definido. Agora, no entanto, ele ¢ um homomorfismo

entre o modulo das se¢oes de F(T'N) e F(T'M). Ele é chamado de pushforward de
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f ao longo de F' e usualmente denotado por f,.

Fagamos duas observacoes:

1. os fibrados descendentes mais importantes na geometria (e, consequentemente,
na fisica) s@o os tensoriais. Assim, pela discussdo anterior, existe especial
interesse naqueles formados de tensores estritamente covariantes. Isto porque,
em tal situacao, o respectivo functor F' é contravariante e, portanto, sabe-se

falar de pullbacks;

2. se nos restringimos a Diff,; (isto ¢, se nos restringimos as fungoes diferencia-
veis que s@o sempre difeomorfismos), entdo, para cada f : M — N | estao
definidos seu pullback e seu pushforward ao longo de qualquer functor F', seja
ele covariante ou contravariante. De fato, no caso de F' ser covariante, define-

se f* = (f71),, enquanto que, se I é contravariante, define-se f, como sendo

%

Derivacoes

Ressaltamos haver uma maneira alternativa de descrever campos de vetores
(e, consequentemente, segoes de qualquer fibrado descendente de T'M), a qual é

bastante utilizada em geometria. Com efeito, seja X(M) o moddulo das derivagdes

do anel D(M). A regra~: I'(TM) — X(M), que a cada X associa a derivagao

X :D(M) —» D(M), tal que X(f)(p)=X(p)(f),

é claramente um homomorfismo injetivo. Via particoes da unidade mostra-se que
toda derivacao corresponde a um campo, de modo que tal regra fornece a caracte-
rizacao mencionada.
Adverténcia. No que segue, utilizaremos da mesma notagao para representar
campos de vetores enquanto se¢oes do fibrado tangente ou enquanto derivagoes do
anel D(M). Isto é, escreveremos simplesmente X ao invés de X.

Com a caracterizacao anterior, faz sentido falar da composigao de campos ve-

toriais. Isto é, dados quaisquer campos X, Y, faz sentido considerar a quantidade
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X oY :D(M)— D(M). Ela ¢ claramente uma transformacao linear entre os espa-
¢os vetoriais subjacentes. No entanto, nao define um campo vetorial. Isto porque
tal composicao nao satisfaz a regra de Leibnitz e, portanto, nao é uma derivagao.
Em contrapartida, o comutador [X,Y] = X oY —Y o X é um verdadeiro campo
vetorial.

A justificativa para estes fatos é simples: se campos sao derivagoes de primeira
grandeza entao a composicao entre eles ha de ser uma derivagao de seqgunda grandeza.
Posto isto, para obter um verdadeiro campo da composicao deve-se entao eliminar
os termos cruzados de sequnda grandeza. Isto é feito subtraindo a composicao em
ordem contraria, pois esta contera exatamente os termos cruzados em ordem oposta.

Nesta nova caracterizacao, o mapa que a cada funcao real associa a sua diferencial
também possui uma nova roupagem. Com efeito, como o leitor rapidamente se
convencera, esta passa a ser dada pela regra d : D(M) — X(M)*, definida por
df(X) = X(f). Costuma-se denotar Q'(M) para representar o modulo dual de
X(M). Seus elementos sao chamados de 1-formas e correspondem as segoes do
fibrado tangente.

Por sua vez, se escrevemos Q°(M) ao invés de D(M) e chamamos fungoes reais
diferenciaveis simplesmente de O-formas, entdo fica claro que d é um mapa que
“aumenta o grau das 0-formas” em uma unidade. Na tltima secao deste capitulo,
veremos que tal processo pode ser estendido: para qualquer k, fala-se de k-formas,
enquanto que existe um mapa linear d, que a cada forma de grau k associa uma
outra de grau k 4+ 1. Em particular, veremos que d o d = 0, e entao estara definida
uma teoria de cohomologia especialmente construida no contexto das variedades

diferenciveis.

Tensores

Existe especial interesse nas se¢oes do fibrado descendente T°M de T'M, as quais
sdo chamadas de campos tensoriais de tipo (r,s) em M. Assim, por exemplo, um
campo de tipo (1,0) é simplesmente um campo vetorial, enquanto que um de tipo

(0,1) é uma secao do fibrado cotangente TM* (isto ¢, uma 1-forma). Em acordo
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com as observacoes apresentadas no inicio da secao, tem-se identificacoes naturais
DTPM) ~T(TM)® ... T(TM) @ T'(TM*) @ ...  T'(T'M™).

Tal moédulo é geralmente denotado por X%(M) ao se considerar campos de vetores
enquanto derivagoes. A escolha de uma carta local x : U — R™ na variedade M

determina uma base para X (M), a qual se vé formada de todos os tensores

0 ®..Q

®dr" @ .. ®dx’*, com ik, ji=1,..n, (8.1)

T

onde os dz' constituem a base induzida em X(M)*.

Adverténcia. Quando nao houver risco de confusao, escreveremos 0; ao invés de

a%i para denotar os elementos da base de X(M) induzida por uma carta x.
Alternativamente, identificando produtos tensoriais com aplicagoes multilineares,

pode-se ver um campo de tipo (r,s) como sendo simplesmente uma regra 7', que

toma 1-formas w!

,...,w" e campos Xi,..., X,, e devolve uma mapa diferenciavel
T(w,...,w", X1, ..., Xs) em M. A relacao entre estas duas interpretagoes ¢ a seguinte:
escolhida uma carta = : U — R", a expressao de um campo tensorial em (8I]) ¢é
dada exatamente por sua imagem (enquanto aplicagdo multilinear) nos elementos

de tal base. Em outras palavras, se

T=> T 0,8.00 0d"®.. d"
entao as funcoes T;ll;g sao dadas exatamente por
T(dl‘“, ceey d[L‘Zr, 8j1, ceey 8js).

Observamos que o produto tensorial d4 uma estrutura de algebra bigraduada ao
coproduto de todos os X(M), a qual denotaremos por T (M). Tem-se morfismos
naturais CF : T(M) — T(M), de grau —1, chamados de contragdes e definidos
como segue: se T' é campo de tipo (7, s), entdo, para todo sistema de coordenadas
z: U — R" em M, a expressao de CF'T na base induzida por z é obtida da expressao

T; " de T fazendo j; = i}, e somando sobre este indice.

119



Valores Vetoriais

Pode-se generalizar o estudo das secoes de fibrados descendentes de T'M. Neste
caso, fixam-se um fibrado 7 : £ — M e um bifunctor ¢4 em Vec,, levantado de
outro em Vecg. Para cada functor .# (também levantado de Vecg), olha-se entao
para as se¢oes do correspondente ¥ (.% (T'M), EY). Supomos que tanto .# quanto
¢ admitem extensoes a Modp(y;). Neste caso, ao aplicar I' podemos utilizar das

observacoes do inicio da secao para obter
NG (F(TM), E)) ~9 (I (F(TM)),I'(E)).

A situagao de maior interesse em geometria se dd quando ambos os functores
F e 9 sao produtos tensoriais, de modo que podemos identificd-los com mapas

multilineares. Assim, o isomorfismo anterior se traduz em

2

N(TM' ®E) ~ X(M)&TD(E).

12

LX(M)* x ... x X(M)* x (M) x ... x X(M);T(E)),

levando-nos a chamar tais se¢oes de campos tensoriais com valores em E e a denotar
o conjunto de todos eles por X.(M; E).

Por exemplo, no caso particular em que £ ~ M x E ¢é trivial, dar uma secao
de TM! ® E se vé o mesmo que dar um mapa multilinear, o qual toma campos e
1-formas e, ao invés de devolver uma fungao de M com wvalores reais (como faz um
campo tensorial usual), devolve uma fungao de M com wvalores vetoriais (isto é, que

chegam no espago E).

Geometria

Retomamos a maxima apresentada ao final do capitulo anterior de que a in-
trodugao de diferentes geometrias numa variedade é realizada por meio de campos
tensoriais satisfazendo certas propriedades. Assim, para que uma variedade seja
compativel com uma dada geometria, € preciso que nela existam determinadas se-
¢oes. Espera-se, portanto, haverem obstrugoes topologicas (em geral dadas por

classes de Stiefel-Whitney) a introdugao de estruturas geométricas.
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Uma excecao a regra (que corresponde a reducao de GL(n) ao grupo ortogonal)
diz respeito a possibilidade de escolha diferenciavel de produtos internos em cada
uma das fibras E, de um fibrado vetorial F/. Mais precisamente, via parti¢oes da
unidade na variedade bas, verifica-se facilmente que existe uma secao diferenciavel
g de E* ® E* tal que cada g(p) é um produto interno em E,. Vendo g como mapa
D(M)-bilinear de I'(E), isto significa que tal segao ¢é

1. simétrica: g(s,s’) = g(¢, s);
2. nado-degenerada: fixada s € I'(E), se g(s,s’) = 0 para todo s, entdo s = 0;
3. positiva: g(s,s) > 0 sempre que s # 0.

Costuma-se dizer que g é uma métrica nas fibras de E. Quando E =T M, fala-
se que g é uma métrica Riemanniana na variedade M. A existéncia de tais métricas
é um fato bastante util. Por exemplo, vé-se que g induz isomorfismo natural entre
os functores M — X(M) e M — X(M)*, de modo que qualquer campo tensorial
de tipo (7, s) pode ser encarado como um campo estritamente covariante de ordem
T+ S.

Particularmente, isto nos permite falar do pullback de campos tensoriais arbitra-
rios por aplicagoes diferencidveis quaisquer (ndo necessariamente difeomorfismos).
Em suma, a escolha de uma métrica realiza (via pullback da inclusao), a conexdo
entre campos locais e campos globais localmente definidos em qualquer caso.

Outro exemplo de como métricas sao tteis é o seguinte: no capitulo anterior,
mostramos que as classes de Stiefel-Whitney sao obstrugoes a trivialidade de um
fibrado vetorial. Por outro lado, h& pouco comentamos que a trivialidade dos fibra-
dos vetoriais fica inteiramente caracterizada pela existéncia de sec¢oes linearmente
independentes. Espera-se, portanto, que tais condicoes estejam relacionadas. Com
efeito, provaremos agora que, se m : £ — M possui k segoes linearmente indepen-

dentes, entao as k ultimas classes de Stiefel-Whitney sao nulas. Isto é,

Wn—k+1(E) = wp—_pr2(E) = ... = wp1(F) = w,(E) =0.

10O uso de particoes da unidade é dispensavel, como seréd visto no préximo capitulo. De fato, 14
mostraremos que a existéncia de métricas advém de uma condi¢cao puramente topologica, a qual

independe de hipodteses adicionais na variedade base: o quociente GL(n;R)/O(n) é contratil.
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A ideia é esta: as k secoes si,...,s; linearmente independentes induzem um
subfibrado £ C F, cuja fibra ¢, é simplesmente o espago gerado pelos correspondentes
vetores s;(p). Tal fibrado ¢ trivial e de dimensao k. Fixada uma métrica g nas fibras
de FE, esta define um complemento ortogonal para £. Mais precisamente, constroi-
se um fibrado ¢+, de dimensdo n — k, tal que £ @ ¢+ ~ E. Desta forma, tem-se

w;(E) ~ w;(£1), garantindo o afirmado.

8.3 Formas

Como vimos no comego do capitulo, campos tensoriais equivalem a regras mul-
tilineares que tomam 1-formas e campos vetoriais, fazendo corresponder funcgoes
diferenciaveis. Em particular, campos de tipo (0, s) se identificam com mapas mul-
tilineares de X(M) no anel das fungoes diferenciaveis f : M — R.

Uma k-forma diferencial na variedade M nada mais é que um campo de tipo
(0, k) que, sob tal identificacdo, ndo s6 ¢ multilinear, mas também alternado. Em
outras palavras, trata-se simplesmente de uma k-forma alternada em X(M). O
conjunto de todas elas define um submédulo, o qual denotamos por QF(M). Por

*

exemplo, para k = 1 este corresponde exatamente a X(M)*, cujos elementos antes
ja haviamos chamado de 1-formas diferenciais.

Tais entidades sao se¢oes de um certo fibrado. De fato, o functor Alt, que a
cada espaco vetorial associa o correspondente espacgo de suas k-formas alternadas é

diferenciavel e, portanto, admite um levantamento a Vec,,;. Em particular, ele se

estende a categoria Modp(y), de modo que comuta com I'. Assim,
QF (M) = Alty,(D(TM)) ~ T'(Alt(TM)).

Especialmente, se T'M ¢é trivial, entdo o correspondente fibrado Alt,(T'M) tam-
bém &, de modo que bases de X(M) induzem bases em Q¥(M). Tais bases podem ser
obtidas de bases em Ly (M) ~ X§(M) por um processo de antissimetrizagdo, o qual
apresentamos brevemente. Assim, grosso modo, para descrever formas diferenciais,

escolhe-se uma carta z : U — R™. Esta induz uma base em Xk(U), da qual obtemos
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uma base para QF(U) via antissimetrizagao.

sistema de —.. descricao local de _antissim. . descricao local de
coordenadas campos formas

Existe uma transformacao natural evidente 2 : Alt, = L, que simplesmente
inclui o espaco das formas alternadas no espago dos mapas multilineares. Tal trans-
formagao admite uma inversa a esquerda £ : Ly = Alty, que corresponde ao processo
de antissimetrizagao (observe que esta em geral ndo ¢ inversa a direta, uma vez que
os espacos dos mapas k-lineares e das k-formas possuem dimensodes que costumam

nao coincidir). Por exemplo, para o caso k = 2, tem-se

t(v,w) — t(w,v)
5 :

EV)(H)(v, w) =

Como os functores Alty e Ly, se estendem & categoria dos modulos sobre D(M),
0 mesmo acontece com as transformagoes naturais + e £. Assim, a cada campo
tensorial 7" de tipo (0, k) sabe-se associar sobrejetivamente uma k-forma w, chamada
de antissimetrizagao de T, sendo dada por £(T) = w.

Assim, se 0 modulo das segoes de Li(M) ¢é livre, entdo a imagem de £ por uma
base é;,, ..., &;, gera Q*(M), de modo que ali esta contida uma base para ele. Esta ¢

dada precisamente pelos elementos £(é;,), ..., £(€;,), com iy < iy < ... < .

Observagao. Observamos que, sob a identificagao de Ly (M) com produtos tenso-
riais de X(M)*, costuma-se escrever w A w’ para representar a imagem de £ por um
w®w', dizendo que este é o produto exterior entre tais entidades. No que segue, ado-
taremos esta mesma pratica. Assim, por exemplo, escolhida uma carta x : U — R",
esta induz uma base dz'' ® ... ® da'*, mostrando-nos que as k-formas em U sao
simplesmente expressoes do tipo
w = Z @iy .y, dx™ A ... A\ dx'
i1<...<ig

para certas fungoes a;; : U — R diferenciaveis.

Complexo de De Rham

Nesta subsecao, veremos que a categoria Diff das variedades diferenciaveis

admite uma teoria de cohomologia natural, chamada de cohomologia de De Rham.
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A ideia é a seguinte: como QF(M) é modulo sobre D(M), também é espaco
vetorial. Além disso, a regra que a cada funcao f associa a sua diferencial df é
linear. Através dela, definiremos outros mapas lineares dj, : QF(M) — QF (M),
chamados de derivadas exteriores, os quais constituirao um complexo de cocadeias
e comutarao com pullbacks. Assim, ficara definido um functor Cyp : Diff — dVecgr

que ao ser composto com H : dVecg — Vecy dara a teoria de cohomologia
procurada.

Para definir as derivadas exteriores, observamos que toda k-forma w fica comple-
tamente determinada por seu comportamento local em um sistema de coordenadas.
Mas numa carta z : U — R" qualquer, w é a combinagao linear de termos do tipo
@iy, dx™ A ... A dx™. Assim, todo mapa com dominio em Qk(M) fica caracteri-
zado pela maneira como age em funcoes, em diferenciais de funcoes e em produtos
exteriores, sendo estendido por linearidade.

Como queremos que a derivada exterior seja uma generaliza¢ao da derivada usual,
seu comportamento em fungoes esta previamente fixado. Isto é, deve-se ter d; f = df.
Assim, procuramos por condi¢oes em diferenciais de fungdes e em produtos exteriores
que fagcam dos dj um complexo de cocadeias e, para cada f : M — N, dos pullbacks
fi s QF(N) — QF(M) um morfismo entre os correspondentes complexos. Isto ¢,

procuramos por condigoes que certifiquem
dppr10ody,=0 e fro0dy,=dgo f. (8.2)
Em outras palavras, o que deve aparecer do lado direito de
di(df)=? e dp(wAw) ="

para que valham as expressoes ([82)7 Certamente a nulidade de dy(df) é condi-
¢ao necessaria para dj,1 o dp = 0. Rapidamente se verifica que isto, junto com a
antilinearidade

drps(wAW) =dw AW + (—1)°w A dg'

sao suficientes para o que procuramos. Por exemplo, temos

di(as, o dz™ A ANda™) = dag, 5 Ade A A de™ 4 (=) Fag, - de(da A LA do')

= da;, i, N dz A ... A dx',
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j& que o segundo termo da soma se traduz em um combinagao de coisas do tipo

dy(df), as quais sao todas nulas. Desta forma, pela mesma justificativa,
dk-‘rl(dk(ail,,,ikdl‘il A ... Ndx™)) = 0.

Assim, as derivadas exteriores haverao de ser exatamente as regras d; que coin-
cidem com a derivada usual para £ = 0, que se anulam em derivadas de fungoes
(isto é, que cumprem d;(df) = 0) e que s@o antilineares. Estas existem e sdo tnicas.
Para a unicidade, observe que as condigbes exigidas a determinam localmente (veja
expressao (83)). Para a existéncia, basta defini-las localmente por (83]) e verificar
que elas independem da carta escolhida e cumprem com o requerido.

Diante disso, fica definido um functor Cyg : Diff — dVecg, que a cada variedade
M faz corresponder o complexo de cocadeias formado das derivadas exteriores d, :
QF (M) — QFL(M), e a cada f : M — N associa a sequéncia dos pullbacks f;. Os

respectivos
HE, : Diff — Vecgr, tais que H5p(M) = ker(dy1)/img(dy,),

sao as cohomologias de De Rham.

Observacao. Existe uma maneira intrinseca de definir a derivada exterior, que é a
seguinte: para uma dada k-forma w, coloca-se

k
Beo(Xo, o Xi) = Y (1) X (@(Xos s Koy oo X)),
i=0
k
+ > (=D)Mw([XG, X)X, Xy s X Xi),
i<j
em que o chapéu indica a omissao do correspondente termo. Para ver que tal

expressao de fato computa a derivada exterior, por questoes de unicidade de dj,

basta mostrar que em coordenadas locais ela se resume a (8.2).
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Capitulo 9

(Geometria

Em alguns momentos anteriores, comentamos que a geometria de uma varie-
dade pode ser sintetizada no ato de reduzir o grupo estrutural de seu fibrado dos
referenciais. No presente capitulo, reforcamos esta méaxima.

Iniciamos definindo, de maneira precisa, o que vem a ser uma redug¢ao no fibrado
dos referenciais: tratam-se de subfibrados principais de fr(M), estruturados por um
subgrupo do grupo linear. Se este subgrupo é G, diz-se a redugao corresponde a
uma G-estrutura.

Em seguida mostramos que as G-estruturas estao em pareamento bijetivo com
segoes de um certo fibrado associado a fr(M), de modo que reduzir os referenciais
possiveis €, efetivamente, dar um conjunto de transformacoes que preservam uma
se¢ao. Por um lado isto mostra que as reducgoes estao sujeitas a obstrugoes. Por
outro, nos déd uma estratégia natural de identificar as se¢oes que a definem.

Ainda na primeira se¢ao, exemplificamos como a existéncia de tais obstrugoes sao
refletidas na fisica: elas impedem que consideremos qualquer variedade como modelo
para o universo. De fato, quanto mais refinada for a geometria da teoria fisica em
questao, mais restritos serao os referenciais que ela engloba e, consequentemente, as
variedades que modelarao os sistemas por elas descritos estarao sujeitas a um maior
ntmero de obstrugoes.

J& na segunda secao, mostramos que as G-estruturas sao os objetos de uma
categoria (que, na verdade, é um grupoide). Em tal categoria, um morfismo entre

duas G-estruturas, digamos implementadas por se¢oes o e o', corresponde a um
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difeomorfismo f tal que f*o = ¢’. Na sequéncia, estudamos as G-estruturas (ditas
integrdveis) que sao localmente isomorfas & estrutura trivial.

Finalizamos o capitulo apresentando diversos exemplos de geometrias que podem
ser descritas em termos de reducoes de referenciais. Ali determinamos as se¢oes que
as definem, bem como as obstrugoes por elas enfrentadas. Além disso, damos uma
caracterizagao a sua integrabilidade e comentamos seu interesse em fisica.

Textos classicos sobre o assunto incluem [22] [84]. Outra referéncia interessante

¢ a obra [12].

9.1 Estruturas

Um subfibrado 7 : P — M de fr(M) estruturado por G é usualmente chamado
de G-estrutura na variedade M. Ao obter uma delas, diz-se que foi realizada uma
redu¢ao no grupo estrutural do fibrado dos referenciais. Os elementos da fibra P,
sdo precisamente os referenciais b : R* — T'M, tais que, se ¢ € GL(n), entdo o
referencial b o g estd em P, se, e s6 se, g € G.

Observamos que, de maneira analoga, pode-se falar de redugdes no grupo estru-
tural de qualquer fibrado principal. Neste contexto genérico, a existéncia de redugoes
se depara com certas obstrugoes topologicas. Isto se deve ao seguinte: se m ¢ um H-
fibrado principal qualquer e G C H é subgrupo, tem-se uma acao natural de H em
H/G. Mostra-se, pois, que as redugoes de m a GG estao em bije¢ao com as segoes do
fibrado associado a 7 por meio de tal agao (veja, por exemplo, o sexto capitulo de
[40]). Assim, a existéncia de redugoes se resume ao problema de obtengao de se¢oes.
Este ultimo, como ja vimos, admite diversas obstrugoes topologicas.

Se de um lado o resultado anterior evidencia a existéncia de dificuldades para
se obter G-estruturas, de outro ele nos fornece uma estratégia bastante interessante
para encontra-las. Com efeito, a ideia é olhar para o espago homogéneo GL(n)/G
e identificd-lo com um conjunto conhecido. Feito isto, dar uma G-estrutura sera o
mesmo que fornecer uma regra que a cada p € M faz corresponder um elemento de
tal conjunto.

De forma mais precisa, a ideia é buscar por um espago de tensores V(R™) de
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R™ (isto é, por um fibrado descendente de TR™) no qual GL(n) age de maneira
transitiva, tendo G como grupo de isotropia de algum destes tensores. Neste caso,

poderemos escrever

V(R") ~ GL(n)/G,

fornecendo-nos a identificacao procurada. Assim, pode-se dizer que G-estruturas
sao traduzidas, em grande parte dos casos, em secoes o de fibrados que descendem
de TM. E, neste caso, as obstrucoes oferecidas a existéncia de tais estruturas se
resumem exatamente as classes caracteristicas da variedade M.

Em suma, no diagrama abaixo, ja apresentado em outros momentos do texto, a

primeira seta pode ser acrescida de uma inversa:

classes

redugao dos — geometria
referenciais

secgoes

caracteristicas

Exemplos

Abaixo apresentamos exemplos da dinamica apresentada pelo diagrama anterior.

Eles serao desenvolvidos com mais detalhes na tltima secgao.

Exemplo 9.1.1. A obstrucao para a existéncia de redugoes a SL(n) é precisamente
a primeira das classes de Stiefel-Whitney. Via pullback, o grupo linear geral age
transitivamente no espago das n-formas alternadas e nao-nulas de R" (isto é, no
espago de suas formas de volume). Todas elas ficam estéaveis pela agdo do grupo

linear especial. Consequentemente,
GL(n)/SL(n) ~ Q"(R") — 0,

mostrando-nos que as SL(n)-redugdes correspondem as formas de volume em M.

Uma variedade que admite uma forma de volume ¢é dita orientdvel.

Exemplo 9.1.2. Como veremos mais adiante, as obstrugoes a redugao de GL(n)
ao grupo O(r, s) sdo as ultimas s classes de Stiefel-Whitney de M. Para identificar
quem sao as segoes associadas a tal estrutura, observamos que o grupo linear geral
admite uma acao natural e transitiva no espaco das formas bilineares simétricas e

nao-degeneradas de R™. Além disso, qualquer um destes mapas que tenha forma
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canonica (—1,...,—1,1,...,1), com s termos “—1” e r termos “1” é estavel pela ac¢ao

de O(p, q). Assim,

) g é nao-degenerada e
GL('I’L)/O(T’, S) =139 € Sym0<Rn)7

de assignatura (r, s)
de modo que as redugoes fr(M) ao grupo O(r, s) estdo em bijegdo com as métricas
semi-Riemannianas de assinatura (r,s) na variedade M. Isto é, com as se¢oes g de

TZM que sdo simétricas, nao-degeneradas e que em cada ponto possuem assinatura
(r,s).

Exemplo 9.1.3. Dois casos particulares do exemplo anterior merecem destaque: as
métricas de assinatura (n — 1,1) e (n,0) chamam-se, respectivamente, lorentzianas
e riemannianas. Elas correspondem as redugoes ao grupo de Lorentz O(n —1,1) e
a O(n). Pelo exemplo anterior, inexiste obstrugao a existéncia de métricas rieman-
nianas (o que esta de acordo com o que discutimos em outras insténcias do texto),
mas para que uma variedade admita métricas lorentzianas é preciso que sua tltima
classe de Stiefel-Whitney se anule. Ou seja, é preciso que ela possua um campo de
vetores que nao se anula em nenhum ponto. Este nao é o caso, por exemplo, das

esferas em dimensao par.

Exemplo 9.1.4. Redugoes a intersecao entre dois grupos indicam compatibilidade
entre as geometrias subjacecentes. No entanto, para a existéncia de uma tal redu-
¢ao, enfrenta-se as obstrucgoes de cada uma das partes. Por exemplo, a existéncia
de uma reducao a SO(n) = O(n) N SL(n) traduz a compatibilidade entre as geo-
metrias induzidas por métricas riemannianas e por formas de volume. Como nao
existem obstrugoes a existéncia de métricas riemannianas, segue-se que toda va-
riedade orientével pode ter grupo estrutural reduzido de SL(n) para SO(n). Em
termos explicitos, a compatibilidade entre O(n) e SL(n) se traduz na possibilidade

de construir formas de volume partindo-se de qualquer métrica riemanniana.

Matriz Jacobiana

Nesta subsecao discutiremos a existéncia de uma caracterizagao das G-estruturas

em uma variedade M em termos de restricoes ao grupo a que pertencem as matrizes
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jacobianas das fungoes de transi¢ao de M.

Relembramos existirem adjung¢des Vec,, = g@]\G/[L(n). Observamos que, se troca-
mos o grupo estrutural, tal adjungao se mantém. De maneira mais precisa, dado G,
tem-se functor .#, que toma um G-fibrado principal 7 e devolve o fibrado com fibra
tipica R™ e estruturado por G, associado a 7. Ele é adjunto ao functor ¢, que a
cada fibrado estruturado por G e com fibra tipica R"™ faz corresponder seu fibrado
principal.

Desta forma, no caso particular em que 7 é G-estrutura em M, entdo .7 () é
construido das fungoes coordenadas de T'M que assumem valores em G. Ora, as
fungoes coordenadas do fibrado tangente nada mais sao que as regras que a cada
ponto associam as matrizes jacobianas das fung¢oes de transicao. Portanto, se M
admite G-estrutura, entao existe atlas em M cujas cartas tém funcoes de transicao
com jacobianas todas pertencentes a G.

Reciprocamente, se conseguimos reduzir o grupo estrutural do fibrado TM, o
que equivale a dizer que ha um atlas em M cujas matrizes jacobianas das fungoes
de transi¢do estdo em G, entdo ¥ (TM) é reducao de fr(M) e, portanto, uma G-

estrutura em M.

Exemplo 9.1.5. Desta caracterizacao segue, por exemplo, que uma variedade € ori-
entavel se, e somente se, admite um atlas coerente. Isto é, um atlas cujas jacobianas
das funcoes de transi¢ao tem sempre determinante positivo, o qual pode ser suposto

unitario sem que ocorra perda de generalidade.

Fisica

Uma maneira de realizar a formulacao da mecanica newtoniana é a seguinte:
axiomatiza-se a existéncia de um ponto privilegiado no espago (o que correspondente
a primeira lei) e supOe-se que em tal ponto a expressao F' = m - a é verdadeira
(segunda lei). Uma vez feito isto, segue-se que todo referencial obtido do absoluto
por meio de uma transformagao que preserva F' = m-a é tao bom quanto o absoluto.
Tais referenciais dizem-se inerciais.

Ora, o conjunto das transformacoes que preservam a expressao anterior é for-
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mado das rotacoes em R3, dos movimentos rigidos e das translacoes. Estas definem
um subgrupo GL(4) chamado de grupo de Galileu. Se olhamos para o grupo de
isotropia da origem (o que equivale a retirar as translagbes espaciais), entdo toda
transformacdo resultante preserva o produto interno de R* (que ¢ uma campo ten-
sorial).

Assim, pode-se dizer que a estrutura da mecdnica newtoniana provém de uma
restrigio no grupo estrutural de fr(R*), a qual € obtida olhando-se para as transfor-
macgoes que deizam um campo tensorial tnvariante.

As transformagoes do grupo de Galileu sempre mexem no espago ou no tempo.
Assim, ha uma diferenca nitida entre eles. Uma maneira de colocé-los em pé de
igualdade €, na construcao anterior, trocar movimentos rigidos por boosts de Lorentz,
que sao transformagoes que implementam mudancas simultdneas no espago e no
tempo. Ao se fazer isto, obtém-se o grupo de Poincaré ao invés do grupo de Galileu.
Além disso, se consideramos o grupo de isotropia (que é exatamente o grupo de
Lorentz), observamos que ele é formado das transformacoes que deixam a forma
bilinear com expressao diagonal (—1,1,1,1) invariante.

Desta forma, mais uma vez tem-se uma teoria construida via redu¢do no grupo
estrutural do fibrado dos referenciais fr(R*), a qual foi implementada olhando-se
para transformacoes que deixam um certo campo tensorial invariante.

Tais teorias realmente existem e fazem sentido, uma vez que a contratibilidade
de R* garante que seu fibrado dos referenciais possa ser reduzido para qualquer
subgrupo de GL(4), inclusive para o grupo trivial. Observamos, no entanto, que se
tentéssemos generalizé-las, trocando R* por outras variedades, surgiriam obstrucoes
a existéncia de tais redugoes. Por exemplo, se quiséssemos uma teoria que generali-
zasse a relatividade restrita, precisariamos de uma redugao ao grupo de Lorentz, o
que nem sempre existe.

Do ponto de vista fisico, o que corresponderia a estas generalizagoes? Tanto na
construcao da mecanica newtoniana como na da relatividade restrita, lidamos com
referenciais inerciais. Assim, a generalizacao do processo seria permitir referenciais
nao-inerciais. Ora, pelo principio da equivaléncia, estudar referenciais nao-inerciais

¢é estudar gravitacao. Em particular, se lidarmos com teorias relativisticas, entao, no
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olhar da fisica, generalizar o procedimento anterior é construir teorias de gravitagao
relativisticas.

A conclusao a que se chega é que nem toda variedade de dimensao quatro pode
modelar um universo relativistico! A esfera S* ¢ um exemplo. Em certas condicoes,
necessita-se de outras geometrias adicionais e compativeis aquela induzida por uma
métrica lorentziana. Por exemplo, poder-se-ia pedir também orientabilidade, o que

excluiria nao s6 S*, mas também P* da lista de possiveis universos.

9.2 Categoria

Como veremos agora, existe uma categoria formada exclusivamente das redugoes
de fibrados dos referenciais a um determinado subgrupo estrutural. Em verdade,
vamos construi-la num contexto um pouco mais amplo. Com efeito, se por um lado
redugoes de grupos estruturais correspondem a subgrupos de GL(n), é também
possivel falar de p-estruturas, as quais estao associadas a uma representagao p :
G — GL(n) arbitraria (ou seja, que ndo é necessariamente uma inclusao).

De maneira mais precisa, fixada M, consideremos o functor F', definido na cate-
goria dos grupos de Lie e de suas representacoes, que a cada G faz corresponder a
categoria dos G-fibrados principais com base em M, e que a toda p : G — GL(n)
associa o respectivo F(p) = pﬁz, que toma o fibrado de coordenadas u;; e devolve
outro de coordenadas p o u;;.

Definimos, entao, uma p-estrutura em M por ser um G-fibrado principal P sobre
M que é levado por pﬁ no respectivo fibrado dos referenciais. Isto é, p?@P = fr(M).

Para falar de morfismos entre p-estruturas, procuramos por um functor fr :
Diff" — %, que a cada variedade n-dimensional associa seu fibrado dos referen-
ciais. Afinal, uma vez obtido tal functor, poderemos definir um morfismo entre
p-estruturas como sendo simplesmente um morfismo h entre os G-fibrados subja-
centes, o qual coincide com fr(f) para alguma aplicagao diferenciavel f. Em outras
palavras, tal que pﬁ(h) = fr(f) para alguma f.

Procuremos, entao, por fr. Observamos que para toda M o functor ¢ : Vec,; —

(@ff(") cumpre o7y (T'M) = fr(M). Por sua vez, a regra T também ¢é functorial, de
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modo que a ideia mais natural seria definir
fr(M) :=9(TM) e fr(f):=94(T(f)). (9.1)

Observamos, no entanto, que da maneira como colocado, fr(f) é um morfismo
entre fibrados dos referenciais se, e somente se, f € um difeomorfismo local. Com
efeito, sendo T'(f) o pushforward f,, para que ele leve referenciais em referenciais, é
necessario e suficiente que cada D f,, seja um isomorfismo.

Desta forma, enquanto restrita ao grupoide formado das variedades de dimensao
n e dos difeomorfismos (isto ¢, enquanto restrito a Diff ), a regra fr fica bem defi-
nida por (@) e, consequentemente, nos da a no¢do de morfismo entre p-estruturas
que procuravamos.

Por exemplo um morfismo entre G-estruturas 7 : P — M e n’ : P — M’ ha
de ser um difeomorfismo f : M — M’ tal que, se b : R" — T'M,, é referencial em
P,, entao Df, o b esta em P}(p). Particularmente, se tais estruturas correspondem
a existéncia de certos campos tensoriais o e o', entdo os morfismos entre 7 e 7’
sao os difeomorfismos f tais que f*o’ = . Ha uma categoria Fr$,, formada das
G-estruturas e dos morfismos assim definidos. Como logo se convence, tal categoria

é, na verdade, um grupoide.

Integrabilidade

Classificar espagos topologicos é dificil. Isto nos levou a considerar as variedades,
que nada mais sao que objetos com comportamento local previamente determinado.
Por sua vez, vimos que classificar fibrados também é dificil. A estratégia foi entao
olhar para os fibrados localmente triviais. Estas praticas nada mais sao que exemplos
de aplicagoes de uma méaxima: se num certo contexto tem-se um ente que pode ser
considerado trivial, a ideia € trabalhar com os objetos localmente equivalentes a ele.

Tal maxima se aplica as G-estruturas. Com efeito, para qualquer grupo G C
GL(n) tem-se uma G-estrutura trivial: é aquela dada pela projegao pr; : R" x G —
R™. Assim, tornam-se interessantes as G-estruturas localmente equivalentes a trivial.
De forma mais precisa, fala-se que 7 : P — M é localmente trivial (ou integrdvel ou

mesmo localmente plano) quando cada ponto p € M admite carta x : U — R™ que
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¢ um isomorfismo entre 7|y e ev. Isto significa que, para todo referencial b € P, o
respectivo mapa Dz, 0o b ¢ um elemento de G, e que para qualquer elemento g € G,
a correspondéncia D:p;l og, com x(p) =y, é referencial de P,.

A primeira condicao é trivialmente satisfeita. A segunda, por sua vez, seréd valida
para qualquer g se e, somente se, for vilida para a identidade idg (que é o elemento
neutro de ). Assim, o fibrado w: P — M é integréavel precisamente quando existe
uma carta local z : U — R” nas vizinhancas de cada ponto p € M tal que Da:;(;) é
referencial em P,. Neste caso, a regra p — DSL’;&)) define secao local de 7 e, portanto,

base para I'(TU). Como Dx;é))(éi) = 2|, tal base ¢ aquela formada pelos campos

2]

coordenados Pl
T

Desta forma, se m : P — M ¢é integravel, entao cada ponto p de
M admite carta cujos campos coordenados assumem valores P,.

A reciproca é verdadeira, dando-nos uma caracterizagao interessante para a tri-
vialidade local: uma G-estrutura m: P — M € integravel se, e somente se, M possui
atlas formado por cartas locais x : U — R™ tais que, para todo p € U, a base i\

) ) dx; 1P
estd em P,. Em tal base, a se¢ao que corresponde a estrutura m admite uma expres-

sao especial, chamada de forma normal. Assim, uma estrutura integravel é aquela

que pode ser colocada na correspondente forma normal através de cartas locais.

Obstrugoes

Na primeira secao do capitulo anterior, vimos que a existéncia de se¢oes num
fibrado arbitrario sofre obstruc¢oes. Tais obstrugdes nao atingem os fibrados vetoriais,
de modo que eles sempre possuem ao menos uma segao. Por sua vez, isso nao
significa que eles possuem qualquer se¢ao. Isto reflete o fato de haverem obstrugoes
relacionadas & existéncia de G-estruturas. Afinal, estas correspondem a secoes de
fibrados vetoriais satisfazendo condig¢oes adicionais.

Quando se olha para G-estruturas integrdveis, nao se esta pedindo que as secoes
sejam somente especiais, mas que também sejam localmente triviais. Assim, mais
propriedades haverao de refletir na presenca de ainda mais obstrugoes. De fato,
pode-se mostrar que as obstrucgoes a integrabilidade fazem parte de uma sequéncia
em cohomologia! Esta é usualmente chamada de cohomologia de Spencer da G-

estrutura. A primeira das obstrugoes geralmente corresponde ao que se conhece
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como tor¢ao, enquanto que as demais obstrugoes estao relacionadas com curvaturas,
no sentido que definiremos no préximo capitulo.

Finalmente, resta dizer que alguns dos mais importantes teoremas da geometria
se ocupam de dar caracterizagoes a condi¢ao de integrabilidade (e, portanto, & nuli-
dade das obstrugoes comentadas) no contexto em que se aplicam. Este é o caso, por
exemplo, do teorema de Darboux em geometria simplética, assim como do teorema
de Frobenius em teoria das folheagoes.

Para detalhes, veja [81], 30].

9.3 Exemplos

Ao longo desta se¢ao, discutiremos com mais detalhes exemplos de geometrias
que se enquadram no contexto das G-estruturas e que aparecem naturalmente no
estudo da gravitacao relativista. Analisaremos, em particular, obstrugoes topologi-
cas a existéncia de reducgoes, assim como condi¢oes de integrabilidade e de simetria
para tais estruturas. Um estudo mais completo sobre o assunto pode ser encontrado

no capitulo VII de [84]. Veja também [22].

Métricas

Olhamos aqui para as O(r, s)-redugoes, que correspondem bijetivamente as
métricas semi-riemannianas. Isto é, elas sdo campos tensoriais g de tipo (0,2),
simétricos, nao-degenerados e que possuem assinatura (7, s).

Vamos mostrar que tais métricas equivalem a existéncia de ¢ campos X7, ..., X,
um para cada autovalor negativo de g, os quais sao linearmente independentes e
livres de singularidades. Uma vez feito isto, as classes de Stiefel-Whitney tornar-
se-a0 obstrucoes a existéncia de estruturas semi-riemannianas. Mais precisamente,
uma variedade n-dimensional admitira métrica g de assinatura (r, s) somente se suas

altimas s classes sdo triviais:
Wn—(s41) (M) = ... = wp1 (M) = w,(M) = 0.

Para a prova, suponhamos, de inicio, haver uma métrica g em M de assinatura
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(r,s). Neste caso, em cada ponto p a forma g(p) possui s autovalores negativos, os
quais supomos distintos e denotamos por Ai(p), ..., As(p). Definimos entdao X; como
sendo o mapa que a cada ponto p faz corresponder o autovetor unitario associado a
Ai(p). Tais campos sao evidentemente nao-singulares e linearmente independentes.

Em contrapartida, se existem campos Xi, ..., X, linearmente independentes e

nao-singulares na variedade M, ali definimos uma métrica de assinatura (r, s) pondo
_ 1 1 s s
g=—w QW —..—w Qw’+h,

em que h é métrica riemanniana (que sempre existe, pois é sempre possivel encontrar
O(n)-redugoes) e w' é a 1-forma associada a X;.

No que diz respeito a integrabilidade das O(r, s)-estruturas, devemos dizer que
esta equivale a existéncia de um atlas formado de cartas locais que colocam cada
gp na sua forma canodnica (que ¢ 7;; 1o caso lorentziano e d;; no caso riemanniano).
Isto significa que cada ponto admite um sistema de coordenadas cuja base é um
referencial inercial. Tal atlas nem sempre existe. Em verdade, de todas as obstrugoes
a construcao de tal atlas, a tinica que persiste num ambito genérico corresponde ao
que no proximo capitulo chamaremos de curvatura. Assim, pode-se dizer que uma
O(r, s)-estrutura € integrdvel se, e somente se, sua curvatura € nula. Ou ainda, que
cada ponto admite um referencial inercial se, e somente se, a curvatura do espaco é
nula!

Observamos, por outro lado, que é sempre possivel construir uma carta de co-
ordenadas normais nas vizinhancas de cada p, relativamente as quais a métrica ¢
coincide com 7;; no ponto p (somente no ponto, nao na vizinhanga inteira, como é
requerido na condic@o de integrabilidade). Isto significa que sobre cada ponto pode-
mos montar um referencial que é aprorimadamente inercial, o que reflete o principio

da equivaléncia.

Orientagao Temporal

O grupo de Lorentz O(n—1, 1) admite um subgrupo especialmente interessante,
chamado de parte ortécrona e usualmente denotado por OT(n—1,1). Ele correspon-

dente as transformacoes que, além de preservarem a estrutura lorentziana, preservam
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o tempo. Mais precisamente, isto significa que existe uma métrica g cujo campo de
vetores sem singularidades X, que a ela corresponde satisfaz g(X,, X,;) < 0. Diz-se
entao que g é tempo-orientdvel.

Ora, na construcao da subsecao anterior, cada campo X, satisfaz esta condi-
¢ao. Assim, se uma variedade admite uma reducao para o grupo de Lorentz, entao
também admite uma reducao para a sua parte ortocrona. Em suma, se numa vari-
edade existe uma métrica lorentziana, entao sempre existe uma outra que € tempo-
orientdvel. Consequentemente, pedir orientabilidade no tempo nao gera nenhuma
redugcao aos possiveis modelos que podem ser utilizados para descrever o universo
relativistico.

De um modo geral, ao se trabalhar com gravitagao relativistica, pede-se (além da
existéncia de métricas lorentzianas), orientabiliade e orientabilidade temporal. Em
outras palavras, trabalha-se com reducdes ao grupo proprio e ortécrono LT(n) =
OT(n —1,1) N SL(n). Isto significa que as obstrugoes minimas as quais um modelo
que descreve o universo esta sujeito incluem a ultima e a primeira classes de Stiefel-
Whitney.

Assim, por exemplo, em dimensao 4 os modelos do universo devem ter no maximo

wy (M) e ws(M) nao-nulos.
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Capitulo 10

Simetrias

No presente capitulo, discutimos nogoes de simetria associadas as G-estruturas.
O interesse é imediato: quanto mais simétrica for uma estrutura, mais simples de
descrever serd a geometria que a ela corresponde.

Tem-se uma nogao de simetria global natural para cada G-estrutura: tratam-se
simplesmente dos seus automorfismos. No caso em que a estrutura é induzida por
uma secao o, estes sao formados de difeomorfismos f que preservam o. Isto é, tais
que f*o = 0. Tal nocao, entretanto, é demasiadamente rigida. A ideia é buscar por
simetrias infinitesimais.

Na primeira se¢ao, mostramos que cada campo de vetores X define uma familia a
um parametro X; de difeomorfismos. A derivada de Lie de X é o termo em primeira
ordem da expansao em Taylor do pullback X, denotado por Ly . Para que cada
difeomorfismo X; seja uma simetria global da estrutura induzida por o, é preciso
que a derivada de Lie de o se anule. Isto nos leva a considerar os campos X tais
que Lxo = 0 como sendo a nocao de simetria infinitesimal procurada.

Logo no inicio da segunda secao, observamos que o conjunto das simetrias infi-
nitesimais é uma subélgebra K,(M) de Lie de X(M) com respeito ao colchete de
campos de vetores. Em geral, esta possui dimensao infinita! Isto significa que, caso
simetrias infinitesimais nao-triviais existam, entao elas existem aos montes.

Espera-se, por outro lado, que a existéncia de simetrias possa ser observada di-
retamente na segao o. A respeito disto, o fato de K, (M) ter dimensdo infinita é

um empecilho. De fato, para que consigamos observar restrigoes em o introduzi-
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das por simetrias, precisamos de algebras que sejam induzidas por grupos de Lie,
algo que ocorre somente quando a algebra possui dimensao finita. No restante da
segunda secao, exploramos a relacao entre grupos e algebras de Lie. Em particular,
mostramos ser possivel reconstruir o grupo a partir da algebra por um processo de
ETPONENCcIagcao.

As referéncias mais utilizadas para a escrita do capitulo foram [46] 29].

10.1 Derivada

A geometria é rodeada por nogoes de derivagao. Por exemplo, campos de
tensores sao entes através dos quais se introduz reducgoes no fibrado dos referenciais,
as quais correspondem a geometria numa variedade. Tais campos, por sua vez,
podem ser vistos como mapas multilineares no espago dos campos de vetores. Mas
campos de vetores equivalem a derivagoes.

Nesta secao, introduziremos uma maneira de derivar tensores com respeito a
um campo de vetores (digamos X), chamada de derivada de Lie e denotada por
L x. Primeiro mostraremos que todo campo de vetores X induz uma familia a um
parametro de difeomorfismos X; : M — M e ¢é a partir de tal familia que definiremos
Lx como sendo a “expansao em primeira ordem” da familia X;. Formalmente, tal

derivada sera o termo caracterizado por
F=idd+tLx + o(t?).

A fim de dar uma interpretacao geométrica a ela, relembremos que um morfismo
entre G-estruturas em M, definidas por tensores o e ¢/, é um difeomorfismo f :
M — M tal que f*o = o’. Isto nos leva a interpretar os campos X cujas familias
X; cumprem X0 = o como simetrias globais da G-estrutura definida por . Uma
condigao necessaria para que isto acontega ¢ a nulidade da quantidade Lxyo. Esta,
no entanto, pode nao ser suficiente. Assim, a interpretacao imediata de um campo
X que cumpre Lxo = 0 ¢ a de simetria infinitesimal da geometria o. Tais campos

sao também chamados de campos de Killing de o.
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Dinadmica

Vamos obter a familia a um parametro de difeomorfismos X; associada a um
campo X que comentamos na subsecao anterior. Iniciamos mostrando que a escolha
de um ponto p € M determina uma tnica curva v : I — M, definida num intervalo
pequeno em torno de t = 0, com v(0) = p e cumprindo X (y(t)) = 7/(t) para todo
instante (esta ultima condicdo significa que o diagrama abaixo é comutativo). Ela é

chamada de curva integral de X em p.

vTM —TM

1

I — M
Com efeito, utilizando um sistema de coordenadas x : U — R"™ em torno de p, vé-
se que a existéncia de v se traduz num problema de valor inicial para o pushforward
x, X, definido no aberto z(U), o qual possui solugao tnica pelo teorema de existéncia

e unicidade de EDO’s.

Um campo X cujas curvas integrais estao definidas em toda a reta diz-se com-
pleto. Neste caso, o teorema de diferenciabilidade com respeito as condic¢oes iniciais
determina um homomorfismo R — Diff (M), que a cada instante t associa um dife-

omorfismo X;, fornecendo a familia a um parametro que procuramos.

Adverténcia. Nos contextos que trabalharemos, os campos serao todos completos.
Uma condigao suficiente para que isto aconteca é que X se anule fora de um compacto

o que acontece, por exemplo, quando a variedade M é compacta.

Derivada de Lie

Seja X um campo completo. Assim, estd definida a familia X;, com t €
R. Fixado um tensor o, ela induz caminhos ¢ — X/o, que denotamos por o;.
Observamos que o campo X serd uma simetria se, e somente se, 0y = 0y = o para
todo t. Como queremos algo que traduza a nocao de simetria infinitesimal, isto nos
leva a definir a derivada de Lie Lyo como sendo o termo que aparece em primeira
ordem na “expansao de Taylor” de o; em torno de ¢ = 0. Isto é, definimos
«

Lxo =0,(0) =lim Xilo) =0
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Diretamente de tal expressao, verifica-se que a derivada de Lie é relmente uma

derivagao na algebra 7 (M). Em outras palavras, tem-se
Lx(o®d)=(Lxo)Rc +0® (Lxo"),

sejam quais forem os campos tensoriais. Além disso, tal derivacdo comuta com
contragoes e com a regra natural d : D(M) — QY(M), que a cada fun¢io associa a
sua diferencial. Finalmente, é compativel com o pareamento natural entre 1-formas

e campos vetoriais:

Lx(w(Y)) = (Lxw)(Y) +w(LxY).

Por exemplo, das condi¢oes anteriores vé-se que, para qualquer carta local x :
U — R™ na variedade M, tem-se Lx0; = — > 9;X79;, em que X7 sdo as componen-
tes do campo X na base 0; definida por x. Portanto, fornecido um campo vetorial

arbitrario Y, computa-se

LyY =Lx(D YVFO) =D XYY", = > Yo, X00; =Y [X,Y]"0,

mostrando-nos que a derivada de Lie de um campo Y ao longo de X € simplesmente
o comutador entre os dois campos.

Outra propriedade importante da derivada de Lie é a sua naturalidade com
respeito a pullbacks e pushforwards. Mais precisamente, se f é um difeomorfismo

em M, entao, sejam quais forem os campos o e X, tem-se

['(Lxo)=Lpx(f0) e [fllxo)=Lsx(fi0).

10.2 Algebras

Tem-se uma maxima de que simetrias facilitam o problema. Em que sentido
esta maxima se aplica no contexto da geometria? Vamos mostrar que a existéncia de
simetrias “independentes” nos permite construir redu¢oes de uma G-estrutura dada.

Como definimos ha pouco, uma simetria infinitesimal de uma G-estrura, indu-
zida por um tensor o, é simplesmente um campo de vetores X cujo fluxo preserva o
infinitesimalmente. Isto ¢, tal que £Lxo = 0. Como facilmente se verifica, o conjunto

K, (M) das simetrias infinitesimais de o constitui um subespago vetorial de X(M).
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O fato fundamental ¢ que se realizarmos o colchete [X, Y] entre duas simetrias infini-
tesimais, entao o campo resultado ainda é uma simetria infinitesimal! Isto significa
que K,(M) é uma subdlgebra de Lie de X(M).

O problema é que o espago dos campos de Killing em geral possui dimensao
infinita. Existe especial interesse nas subélgebras de K, (M) que possuem dimensao
finita. A razao é a seguinte: se h é uma delas, digamos de dimensao k, entao exis-
tem campos linearmente independentes X7, ..., X3 que geram K,(M). Tais campos
definem uma distribuigao em M. A independéncia linear entre eles significa exa-
tamente que [X;, X;] = ijXk, mostrando-nos, pelo teorema de Frobenius, que tal
distribuicao é integravel (veja [30]).

Por outro lado, ressaltamos que os elementos de h nao sao campos quaisquer, mas
sao precisamente aqueles cujo fluxo preserva o infinitesimalmente. Assim, espera-se
que as simetrias infinitesimais de by traduzam condigoes explicitas sobre 0. Como
obté-las?

Na proxima subsecao construiremos uma regra que a cada grupo de Lie G faz
corresponder uma algebra de Lie g, chamada de dlgebra associada. Ocorre que tal
mapeamento é sobrejetivo sobre a categoria das élgebras de dimensao finita. Isto
significa que toda algebra de Lie de dimensao finita é associada a algum grupo de
Lie por um processo de exponenciagao.

Dito isto, retornando a nossa questao, observamos que a integrabilidade da es-
trutura definida pelos campos Xi, ..., X, é caracterizada pelo fato de todo p € M
pertencer a uma subvariedade imersa H, C M, cujo espaco tangente em qualquer
q € H, é gerado pelos vetores X;(q).

Ora, a algebra de Lie h gerada pelos X; é de dimensao finita e, portanto, associada
a um certo grupo de Lie H. Este, por sua vez, age na variedade M de maneira
natural, tendo como érbita em p precisamente a subvariedade H,. Assim, a secao
o induz, via pullback, outra em cada uma das H,, de modo que condigoes sobre as

secoes induzidas implicam condicoes sobre o.
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Associacao

Relembramos que um grupo de Lie ¢ um grupo interno a Diff. Em outras
palavras, trata-se de uma variedade G que ao mesmo tempo possui estrutura de
grupo dada por uma operagao diferenciavel, cuja inversao inv(g) = g~* também ¢é
diferenciavel. Desta forma, tais entidades sao geralmente complexas, uma vez que
nelas se tem tanto informacao topoldgica (estrutura de variedade) quanto algébrica
(estrutura de grupo).

Nesta subsecgao, verificaremos que a todo grupo de Lie G faz-se corresponder um
espagco vetorial de dimensao finita, o qual vem acompanhado de uma operacao bina-
ria [+, -] que o torna uma algebra real. Ao invés de comutatividade e associatividade,
tal dlgebra é anticomutativa e cumpre com a identidade de Jacobi. Ela é chamada
chamada de dlgebra de Lie associada a GG, sendo usualmente denotada por g.

De maneira mais precisa, construiremos um functor Lie : GLie — ALie, em que
AlLie ¢ a categoria das élgebras de Lie de dimensao finita (isto é, a subcategoria das
algebras reais de dimensao finita que sao anticomutativas e satisfazem a identidade
de Jacobi).

Uma vez realizada tal associacao, a ideia é analisar a algebra g e a partir de
“informacoes infinitesimais” fornecidas por ela tentar inferir “informagoes globais”
sobre o grupo (G. Em suma, a estratégia baseia-se no seguinte: como um grupo de
Lie é complicado, olha-se para a sua versao infinitesimal e 14 se faz o que precisa
ser feito. Finalmente, tenta-se reconstruir as partes de modo a obter o resultado
desejado.

Como sempre, a etapa de “extrapolacao do local para o global” é delicada. No
que segue, nos resumiremos a introduc¢ao de um mapa natural exp : g — G que
reconstroi parte do grupo via um processo conhecido como exponenciagao.

Realcamos, no entanto, que existem dois resultados fundamentais, usualmente
conhecidos como seqgundo e terceiro teoremas de Lie, os quais garantem, respec-
tivamente, que Lie é sobrejetivo em objetos (isto é, o processo de exponencia¢ao
pode ser definido para qualquer algebra) e que tal functor é bijetivo em morfismos
(e, portanto, uma equivaléncia) quando restrito & subcategoria GLie; dos grupos

simplesmente conexos. Em suma, GLie; ~ ALie.
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A fim de definir o functor Lie, realgamos que a algebra g em algum sentido
deve descrever versoes infinitesimais das transformacgoes do grupo G. Por sua vez,
vimos na subsec¢ao anterior que a derivada de Lie é justamente a ferramenta que nos
permite falar de versoes infinitesimais de tensores. Assim, espera-se que ela seja a
peca fundamental na definicao de g.

Iniciamos observando que o comutador [-, -] de campos vetoriais introduz uma es-
trutura de algebra de Lie no conjunto X(G), visto enquanto espago vetorial real. Ora,
mas [X, Y] é exatamente LxY quando nos restringimos a campos completos. Assim,
a maneira imediata de definir g seria consideré-la igual a algebra X(G). Ocorre que
esta em geral possui dimensao infinita, o que contradiria o que procuramos. Assim,
a proxima ideia é tomar g como sendo alguma subalgebra de dimensao finita de
X(G), formada exclusivamente por campos completos, a qual deve ser construida de
maneira canonica.

Ora, tem-se uma agao natural de G em X(G), que a cada (g, X ) associa o pullback
L; X, induzindo-nos a considerar o subespago dos campos que ficam estaveis por ela
(tais campos sao ditos invariantes a esquerda). Afirmamos que este subespago possui
dimensao finita. De fato, a regra X(G) — T'G,, dada por X (e) é naturalmente linear
e sobrejetiva. Ao ser restrita aos campos invariantes ela também se torna injetiva
(e, portanto um isomorfismo).

Além disso, observamos que todos estes campos sao completos. De fato, como
verificaremos nos proximos capitulo, a Unica curva integral de X ¢ aquela vy :
R — G que passa pela origem, a qual fica inteiramente determinada por 7% (0) =
X (e). Em particular, ela define um morfismo injetivo entre o grupo abeliano R e G,
chamado de subgrupo uniparamétrico de X.

Por tltimo, mostremos que o subespaco dos campos invariantes a esquerda é,
na verdade, uma subalgebra de X(G), de modo que cumpre com todos os requisitos
desejados, levando-nos a toméa-lo como sendo a algebra de Lie g de G. Com efeito,

isto segue imediatamente da comutatividade do colchete de Lie com pullbacks:

LiX,Y] = Li(LxY) = Lr.x(LLY) = LxY = [X,Y].

LA razdo é a seguinte: existe uma conexao afim natural em cada grupo de Lie G tal que a tnica

geodésica que parte do elemento neutro com velocidade X é ~vx.
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A regra G — g define Lie em objetos. A fim de completar sua defini¢ao, relem-
bramos haver um functor natural X : Diff — Vecg, que a cada variedade associa o
espago de seus campos. Dotando cada X (M) com comutador usual de campos, vé-se
que tal functor em verdade assume valores na categoria das algebras de Lie. Além
disso, ele associa cada grupo de Lie a sua correspondente algebra. Isto nos leva a
definir Lie como sendo simplesmente a restricao de X a GLie, como representado
no diagrama abaixo.

GLie —— Diff —> ALie
\E_ie/
Assim, fornecido um morfismo f : G — H, o mapa Lie(f) : g — b é simples-

mente aquele que a cada campo invariante devolve seu pushforward por f. Em

outras palavras, como g ~ T'G, tem-se simplesmente Lie(f) = D fe.

Exemplo 10.2.1. Como rapidamente se verifica, se um grupo de Lie G é abeliano,
entao sua algebra de Lie, introduzida da maneira acima, é comutativa e, consequen-
temente, associativa. Isto significa que o colchete nada introduz o dlgebra de um
grupo abeliano. Em particular, os morfismos entre g e qualquer outra algebra nada

mais sao que transformagoes lineares entre os espacos subjacentes.

Exponencial

Para terminar, introduzamos o processo de exponenciacao que haviamos co-
mentado. Pois bem, como o grupo aditivo R é abeliano, sua algebra é comutativa,
de modo que todo morfismo R — g ¢é a multiplicacao por um vetor fixo. Mais
precisamente, a regra ¢ : g — L(R;g), definida por ¢x(t) = tX é um isomorfismo.

Como a variedade R é simplesmente conexa, pelo segundo teorema de Lie, obtém-
se um tnico morfismo @ : g — Mor(R; G) satisfazendo a condi¢do Lie(@Py) = ¢x.
Sejam ¢(X,t) = px(t) e ¢ definido de maneira analoga. A regra exp(X) = ¢(X, 1)
¢ canodnica: trata-se do tinico mapa que deixa comutativo o diagrama abaixo. Ela é

chamada de mapa exponencial de G.

gXR¢—>G

QXR¢—>9
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Que morfismo serd py? Relembramos que cada campo invariante X possui uma
Gnica curva integral vyx, a qual é um morfismo de R em G. Isto nos sugere que
Py = vx. A verificagdo de que tal mapa realmente cumpre com o requisitado segue
da seguinte observagao: para todo k, os caminhos vx (kt) e yxx(t) partem do mesmo
ponto com igual velocidade e, portanto, devem ser coincidentes. Em particular,

tem-se yx(t) = v:x(0), de modo que

Vx () = 71x(0) = (tX)(e) = ox ().
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Capitulo 11

Gauge

Nos capitulos anteriores, vimos que G-estruturas sao os entes através dos quais
as mais diversas geometrias se desenvolvem. Assim, diferentes G-estruturas originam
diferentes conceitos geométricos. No presente capitulo, em contrapartida, buscamos
por conceitos mais fundamentais, os quais estejam presentes em todas as geometrias.

Iniciamos o capitulo na primeira secao, onde discutimos o primeiro de tais con-
ceitos: o paralelismo. Trata-se de uma maneira de conectar as fibras de diferentes
pontos de um fibrado principal 7 : P — M. Mostramos que a presenca de tal con-
ceito equivale a existéncia de uma decomposicao do fibrado tangente de P em duas
partes: uma definida pelo kernel de 7 e outra complementar a esta, cujos elementos
sao chamados de vetores horizontais. Assim, no fundo, paralelismo é o mesmo que
horizontabilidade.

No caso de uma geometria associada a uma G-estrutura, verificamos que os ma-
peamentos que conectam as fibras sdo automorfismos da estrutura em questao (por
exemplo, no caso da geometria riemanniana, sao isometrias). Mais precisamente,
sdo mapas que preservam elementos de GL(n)/G (na geometria riemanniana, tais
elementos sao produtos internos). Reciprocamente, toda nogao de paralelismo define
uma redugao no grupo estrutural de fr(M) para o grupo de holonomia da conexdo.

Na segunda sec¢ao, apresentamos a segunda nogao geométrica intrinseca: a curva-
tura. Esta possui diversas caracterizacoes. Por exemplo, se lembrarmos que parale-
lismo equivale a conexao, e que esta é uma maneira de decompor o fibrado tangente,

entao podemos ver a curvatura como sendo a obstrucao a integrabilidade da dis-
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tribuicao assim definida. Equivalentemente, é possivel interpretar curvatura como
sendo a quantidade que mede quao distante a holonomia esta de ser infinitesimal-
mente trivial (isto é, trata-se da quantidade que gera a algebra de Lie do grupo de
holonomia).

As obras classicas sobre o assunto contemplam [84] [46]. Elas, assim como o
primeiro capitulo de [9] e [29], foram as principais referéncias utilizadas ao longo do

capitulo.

11.1 Conexao

Todo fibrado 7 : P — M determina uma distribuicao natural V' em P. Trata-se,
pois, daquela que a cada ponto a € P associa o kernel de dr,. Em outras palavras,
tem-se uma parte privilegiada V' (a) de T'P, (e, portanto, subfibrado VP C TP).
Seus elementos sao ditos verticars em a. Uma conexao no fibrado 7 é simplesmente
uma distribuicao H em P complementar a V. Isto significa que cada espago tangente
TP, se decompoe na forma V(a) @ H(a) e, consequentemente, existe fibrado H P
satisfazendo TP = VP @& HP. Em outras palavras, ¢ uma maneira de falar de
vetores horizontais em cada ponto.

Observamos que, no caso particular em que w é um G-fibrado principal, entao
“ser vertical” é propriedade invariante pela acao de G. Isto significa que, se Act :
G — Diff(P) é a ac@io natural definida por 7, entdo os difeomorfismos Act, sao
simetrias de V' (ou seja, vale Act;V = V). Em outras palavras, o pushforward de
Act, mapeia isomorficamente vetores verticais em vetores verticais, de modo que

existe a seta pontilhada no primeiro dos diagramas abaixo.

) Sy Tp A% rp
!
VP-—-=VP HP-—»HP

Diante disso, ao se trabalhar com fibrados principais, constuma-se pedir a mesma
invariancia a propriedade “ser horizontal”. Mais precisamente, define-se uma conezxao
num G-fibrado principal w: P — M como sendo uma distribuicao H em P, a qual

nao s6 ¢ complementar a V', como também ¢é invariante pela agao de G. Assim,
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pressupoe-se a existéncia da seta pontilhada no segundo dos diagramas acima.

Esta postura (de trabalhar com distribui¢oes equivariantes) traz consigo diversas
conveniéncias. A mais imediata delas é que os levantamentos horizontais de um dado
vetor v € T'M,, estao todos canonicamente ligados pelos pushforwards dos Act,. Por
exemplo, mostraremos que conexoes em G-fibrados principais equivalem a 1-formas
em P com valores na éalgebra g que satisfazem certas condigoes. Isto reforcara a
maxima, ja evidenciada no capitulo anterior pelas G-estruturas, de que estruturas
geométricas numa variedade P sao induzidas por segcoes de fibrados descendentes de
TP.

Pois bem, dada uma conexao H em «w : P — M, afirmamos que ela induz uma

segdo A do fibrado I'(TP* ® g), chamada de 1-forma de conezdo, a qual é:
1. wvertical, no sentido de que A,(v) = 0 para todo vetor v horizontal a a;

2. equivariante pela agao adjunta de G, significando que, para qualquer g, o

pullback de A pelo difeomorfismo Act, é precisamente Ad, - w.

A ideia é simples: verificando que cada V' (a) é isomorfo a g, digamos por um
isomorfismo ¢,, definiremos A de modo que A, coincida com ¢, quando restrita a
V' (a) e seja nula no complementar. Em outras palavras, de posse dos ¢, colocamos
A, = ¢ 1 over, em que, sob o isomorfismo candnico abaixo, ver ¢ simplesmente a

projecao na primeira entrada (a proje¢ao na segunda entrada é denotada por hor):
V(a)® H(a) ~V(a) x H(a).

Para construir os ¢,, notamos que a acao Act define uma representacao de GG
em Diff(P) a qual, por sua vez, induz uma representacao derivada g — X(P), que
a cada vetor v € g associa seu campo fundamental X,. Dado a € P, colocamos
entdo ¢,(v) = X,(a). Que o mapa ¢, assim definido assume valores em V(a) nao

ha davidas. Afinal, por definigdo X, (a) = ~+/(0), com ~(t) = €' % a, de modo que
Dra(Xo(a)) = Dma(v'(0)) = (w09)'(0) =0,

pois o caminho 7 o vy é constante. A injetividade e a sobrejetividade de ¢, vem,

respectivamente, do fato da acao Act ser livre e transitiva.
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Reciprocamente, dada uma 1-forma w com valores em g, esta define uma distri-
buicdo H em P, pondo H(a) = ker(w,). Se w ¢é vertical, entao H é complementar a
V. Por sua vez, a equivariancia de w pela agao adjunta de G acarreta na invariancia

de H por tal grupo. Portanto, tem-se realmente uma correspondéncia bijetiva

1-formas com valores em g
verticais e equivariantes
pela acao adjunta

conex6es num
G-fibrado principal

Transporte Paralelo

Veremos agora que, de fato, a presenga de uma conexao num fibrado 7 : P — M
induz uma nocao de paralelismo de vetores tangentes.

Iniciamos observando que conexoes passam ao pullback. Com efeito, se a conexao
em P é definida por uma distribuicao H, entao, para todo mapa diferenciavel f, a
distribui¢ao f*H ¢é conex@o em f*P (o fibrado f*T'P decompde-se em termos de
f*VP e f*HP). Particularmente, no contexto dos fibrados principais, se A é 1-
forma de conexao, entao o correspondente f*A também o é.

Com isto em mente, diz-se que um caminho « : I — P realiza transporte paralelo
se /(t) é vetor horizontal para cada t. Isto é, quando o/ é se¢ao horizontal de o*T P.
Neste caso, fala-se que o vetor v = /(0) é transportado paralelamente ao longo de
a e que os outros (t) sao paralelos a v sequndo a curva o.

Por exemplo, qualquer curva integral de um campo horizontal em P (isto ¢, de
uma se¢ao do fibrado H P) realiza transporte paralelo. Diante disso, vamos mostrar
que, dado v : I — M, a escolha de um ponto (a,t) em v*P determina um tnico
levantamento 7, ; de v, o qual realiza transporte paralelo. Mais precisamente, prova-
remos que 7y induz um campo horizontal X, em v*P, de modo que, pelo teorema de
existéncia e unicidade para EDQO’s, este admite um tnica curva integral que passa

por cada (a,t) € v*P. Sua projecdo em P sera 7,:, como ilustrado no diagrama
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abaixo (para melhor entendé-lo, recomendamos gira-lo 90° no sentido horério).

. T
HP P M T™
~ *
P
Xy N N
T(y*P) VP ~vTM
,y/

Para definir X, notamos que, como o espaco V' (a) é o kernel de D7, a restricao
de tal aplicacao a H (a) determina um isomorfismo deste tltimo sobre 7'M (,). Posto
isto, colocamos

X, (a,t) = Dam ™ (7/(1))-

Tal campo induz uma familia a dois parametros de aplicagoes
L(y)f - Pyy = Pys), tais que [(y)i(a) = X«s/it@)a

usualmente chamadas de transporte paralelo de v. Concluimos, assim, que a presenca
da conexao num fibrado 7 : P — M realmente induz uma maneira de transportar
elementos de uma fibra para elementos de outra fibra, de tal modo que, ao longo do
trajeto, a “direcao” é sempre mantida.

As aplicagoes I'(y)$ anteriores satisfazem

T(y)i=id e Ty(y)oT(); =T;(y),

como logo se verifica. Reciprocamente, pode-se mostrar que toda regra que associa
uma familia a dois parametros a cada caminho v : I — M, de tal modo que as
propriedades anteriores sejam satisfeitas, define conexao em P. Portanto, tem-se

uma equivaléncia

conexoes num . nogoes de
fibrado qualquer transporte paralelo

Holonomia

Na subsegao anterior, vimos que conexoes equivalem a transportes que ligam fi-
bras distintas preservando a direcao inicial. No que segue, verificaremos que toda co-

nexao num G-fibrado principal determina redugoes de tal fibrado. Particularmente,
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conexoes em fr(M) induzem estruturas geométricas na variedade M (a reciproca
para este fato sera estudada na tltima se¢ao do capitulo).

Em suma, contemplaremos o seguinte diagrama, onde as setas cheias existem em
qualquer situagao e a tracejada no ambito dos fibrados principais. Ele representa
o fato de que a presenc¢a de conexoes nos permite falar de geometria num contexto

mais genérico que o das G-estruturas.

transporte .. conexbes em___  redugoes no __. geometria
paralelo fibrados grupo estrutural

A reduca@o que uma 1-forma de conexao A implementa num fibrado fibrado prin-
cipal é o grupo de holonomia de A, o qual passamos a discutir. Como vimos, dados
um caminho v e um ponto em v*P, existe um tnico levantamento horizontal 7, ;.
Questionemos sobre as propriedades que 7, herda de . Por exemplo, se v for um
loop, seus levantamentos também o serao? Para qualquer par (a,0) em v*P (isto é,
para cada ponto em P,y), o grupo de holonomia Hol(A,a) da conexdo A em a ¢é
justamente o invariante que mede essa condigao.

Com efeito, define-se Hol(A, a) como sendo o conjunto de todo elemento g € G
tal que existe um caminho horizontal ligando a a g * a. Este constitui, na verdade,
um subgrupo de G. Vamos mostrar que a informacao traduzida por ele é realmente
a que procuramos. Se 7 é um loop em M, entao, pela propriedade 7o, = 7,

certamente héd um g, satisfazendo

’Ya(l) = gy * ’Ya(o) = gy * a,

donde g, € Hol(A, a). Particularmente, v, é um loop se, e somente se, g, = e. Desta
forma, se o grupo de holonomia em a é trivial, entao o levantamento horizontal -,
de qualquer loop v também é um loop, que é a condi¢ao que procuravamos.
Mostremos agora que o G-fibrado principal 7 : P — M, ditado pela conexao
A, admite redugao ao grupo de holomia de qualquer ponto. Com efeito, dado um
certo a, seja P(a) seu fibrado holonémico. Isto é, seja P(a) C P o conjunto formado
de todo a' que pode ser ligado em a por um caminho horizontal. Tal conjunto é

exatamente aquele restrito ao qual Hol(A, a) age de forma livre e transitiva.
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Afirmamos que 7 : P(a) — M também é localmente trivial e, portanto, que
consiste na redugao desejada. Como um fibrado principal é trivial se, e so se, admite
uma secao global, basta construirmos uma secao local de 7 nas vizinhancas de cada
p € M. Escolhido um tal ponto, seja z : U — R™ uma carta em suas vizinhancas.
Dado um outro ponto ¢ em U, seja 77 algum caminho ligando-o a p. Por exemplo,
supondo z(U) convexo, v? pode ser obtido tomando ™! na semi-reta que liga z(p)
a x(q). Fixado qualquer ¢’ € P(a) na fibra de p, definimos s : U — P(a) como
sendo a regra que a cada ¢ faz corresponder o ponto de chegada do levantamento
horizontal de 77, determinado por «’. Isto ¢, s(q) = ~%(1). Tal mapa ¢ se¢ao local,

garantindo a trivialidade local de P(a).

Derivada Exterior Covariante

Provemos que toda conexao A num G-fibrado principal 7 : P — M induz, para
cada acao efetiva G x E — E de G num espaco vetorial [E, uma correspondente
maneira de derivar se¢coes que tomam valores no fibrado vetorial E associado a ,
chamada de derivada exterior covariante e usualmente denotada por Dy.

Para tanto, em primeiro lugar notemos que, como o functor que a cada fibrado
associa o modulo de suas se¢oes ¢ monoidal, a decomposicao V P& H P proporcionada
por A induz uma outra X(P) ~ X(HP) & X(V P). Sob tal identificagao, utilizemos
de X}, e X,er para representar as respectivas componentes horizontal e vertical de
um campo vetorial arbitrario X em P. Fica entao definido um homomorfismo de

D(M)-modulos
hor : QF(P) — Qk.(P) dado por (horw)(X1, ..., X1) = w((XDhors --r (Xi)hor)-

Assim, a k-forma horw (denominada parte horizontal de w) é simplesmente
aquela que ao ser avaliada em certos vetores devolve como resultado w avaliada
na projecao horizontal de tais vetores. Vé-se que a parte horizontal de uma k-forma
que assume valor em [E e é equivariante por p também possui tais propriedades. Em

seguida, consideramos a regra

da: Q5 (PE) = Q5 (P E), tal que  daw = hor(dw). (11.1)
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Finalmente, definimos D4 por ser o mapa obtido de d4 pela correspondéncia
entre o espaco das k-formas em P que sao equivariantes por p e o espago das k-formas
em M com valores no fibrado E. Em outras palavras, consideramos D, como sendo
a Unica aplicacao que deixa comutativo o primeiro dos diagramas abaixo. Assim,
no caso particular em que k = 0, lembrando que as 0-formas da variedade M com
valores em F nada mais sao que segoes de tal fibrado, tal regra se torna realmente

uma maneira de derivar se¢oes de E (segundo os diagramas abaixo).

d
Q% (P E) —= QL (P;E)

[(E)- - -~ Q'(M; E)

Compatibilidade

Como discutiremos, o seguinte fato ¢ fundamental no estudo da geometria:
os vetores de V' que ficam invariantes pela agao natural do grupo de holonomia
Hol(w, a), obtida diretamente da agao de G, estdo em bijegdo com as segdes s do
fibrado associado E que sao covariantemente constantes. Isto é, tais que Dys = 0
(fala-se também que s é compativel com A).

Para conexdes em Fr(M) esta correspondéncia tem um significado bastante claro.
Com efeito, em geral toma-se V como sendo algum espaco de formas V C QF(R"),
dotado da acao natural de GL(n; R). Consequentemente, o fibrado associado E é um
subfibrado de A¥TM* e, portanto, a existéncia de uma k-forma w € V invariante pela
agao de Hol(A, a) equivale a existéncia de uma k-forma @ : M — E compativel com
A. Observamos que, em tal situagao, Hol(A, a) contém o grupo G das transformagoes
que deixam w invariante e, como a reducao de um fibrado principal ao grupo de
holonomia sempre existe, também existe a reduc¢ao de Fr(M) a G, de modo que M
admite uma tal G-estrutura.

Conclusao: no tltimo capitulo vimos exemplos de que a existéncia de certos campos
tensoriais numa variedade M induz redugoes de Fr(M) ao grupo das transformagoes
que deixam tais campos invariantes ponto a ponto. O resultado anterior, por sua

vez, nos diz que a presenca de uma conexao pode ser suficiente para garantir a
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existéncia destes campos. Além disso, ele nos ensina como obté-los.

Ainda sobre tal resultado, trés observacoes:

1. ele pode ser encarado de uma maneira bastante simples: no diagrama abaixo,
a seta pontilhada existe se, e somente se, a segmentada também existe (o que

¢ natural, em virtude da equivaléncia entre conexoes e nocoes de transporte

paralelo)
conexoes em — .. redugoes no
fibrados grupo estrutural
| .
transporte _ _ _ _ . campos

paralelo tensoriais

2. ele nos fornece uma estratégia de ataque ao problema de “determinar as pos-
stveis geometrias que podem ser introduzidas numa variedade”. Com efeito,
primeiro procura-se pelas conexoes que nela existem e depois analisa-se ve-
tores invariantes pelas correspondentes holonomias. Para cada vetor, tem-se

uma diferente geometria;

3. particularmente, ele também nos fornece uma estratégia para encarar o pro-
blema de “determinar as geometrias que sao compativeis com outra previa-
mente estabelecida”. Por exemplo, isto é exatamente o que se precisa respon-
der ao se estudar gravitacao relativista: parte-se do pressuposto que existe
métrica lorentziana compativel com uma conexao. Entretanto, em alguns sis-
temas precisa-se de estruturas adicionais (orientabilidade, orientabilidade tem-
poral, alguma folheagao, estruturas espinoriais, etc) e que, num certo sentido,
concordem com a geometria da métrica. Assim, no contexto genérico a ideia é
a seguinte: dada uma conexao cuja holonomia deixa um certo vetor invariante
(que é a métrica no caso da gravitagao), busca-se por outros vetores invarian-
tes pela mesma holonomia (correspondendo as demais estruturas geométricas

que volta e meia se necessita utilizar).

Em suma, todas as trés observagoes se resumem na méaxima de que conhecer

holonomia implica conhecer geometria, explicitada na seta abaixo

holonomia —= geometria
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11.2 Curvatura

Na secao anterior, estudamos os fibrados m# : P — M dotados de alguma
distribuicao horizontal H, a qual nos fornecia uma correspondente decomposicao
TP =VP& HP e uma nogao de transporte paralelo, capturada pelo levantamento
horizontal 7, de caminhos v em M. A dependéncia de 7, com respeito ao caminho
7, por sua vez, é medida pelo grupo de holonomia Hol(A, a), o qual traduz diversas
informacgoes geométricas.

Iniciamos esta segao observando que a estrutura de Hol(A, a) estd intimamente
ligada com condigoes de integrabilidade de H. Motivamos tal relacao mostrando
que, se H ¢ integravel, entao a holonomia ¢é trivial. Pois bem, dado v : I — M
loop em M, lembramos que qualquer levantamento 7, é curva integral de um campo
horizontal. Sob hipétese de integrabilidade, cada ponto a € P esta contido numa
unica subvariedade S, e, em particular, a curva integral 7, esté inteiramente contida
em S,. Portanto, como 7,(1) estd na mesma fibra que 7,(0), segue-se que tais pontos
sao coincidentes, mostrando que o levantamento v, também é loop e garantindo a
trivialidade da holonomia.

Em seguida, notemos que o teorema de Frobenius nos fornece uma caracterizagao
a integrabilidade de H. Com efeito, tal distribuicao serd integravel se, e somente
se, os campos horizontais (isto é, as se¢oes de H P) constituirem uma subalgebra de
Lie de X(M). Em outras palavras, se, e s6 se, para quaisquer campos horizontais
X e Y, o colchete [X,Y] entre eles também for um campo horizontal. Assim, a

integrabilidade de H fica inteiramente caracterizada pela nulidade do mapa
Q:X(P)x X(P)—>X(VP), talque QX,Y)=—[Xnor, Yror]ver,

chamado de curvatura de H. Isto nos da o seguinte “slogan”. curvatura € obstrucao
para holonomia trivial. Em verdade, veremos que a curvatura determina a estrutura

da holonomia, o que pode ser representado por
curvatura —= holonomia == geometria

Observamos que, no contexto dos fibrados principais, o fibrado vertical VP é

10 sinal negativo vem por conveniéncia, como veremos na proxima subsecao.
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trivial e isomorfo a pr; : P X g — P pela regra que a cada par (a,v) em P X g
associa o vetor X,(a). Assim, os campos vetoriais se identificam com as fungoes
diferenciaveis de P na algebra g e, portanto, a curvatura R torna-se uma 2-forma
horizontal em P com valores em g. Tal forma também é equivariante pela agao
adjunta, uma vez que campos horizontais sao invariantes por G. Em suma, {2 é um
elemento de Q% (P;g).

O fato fundamental (usualmente conhecido como teorema de Ambrose-Singer;
para mais detalhes, veja [30] [T1]) é este: para todo par (A,a), a subdlgebra de Lie
hol(A,a) C g do grupo de holonomia Hol(A, a) é gerada pela imagem da forma de
curvatura €0 enquanto restrita aos campos horizontais do fibrado holonémico P(a).
Em outras palavras, é gerada pelos vetores Q,(v,w) € g, com u € P(a). Assim,
uma vez conhecida a curvatura, determina-se o grupo de holonomia (ou parte dele)

por exponenciagao da algebra.

Identidades

Obtenhamos agora uma porcao de identidades tteis, usualmente conhecidas
como tdentidades de Bianchi e de Ricci. Para tanto, notemos que a derivada exterior
covariante d4 pode ser pensada como uma “corre¢ao (ou pertubragdo) em primeira
ordem” para a derivada exterior d, introduzida pela presenca da conexao A. Mais
precisamente, pode-se escrever dq = d 4 d4, em que d4 ¢ uma regra totalmente
definida em termos de A, que nao depende de termos de ordem superior como, por
exemplo, A2 = A A A.

De fato, para uma k-forma w com valores em [E e equivariante por uma repre-
sentacao p, dados campos Xy, ..., X quaisquer, decompondo-os em termos de uma
soma de campos horizontais e verticais, e utilizando essencialmente do fato de que

a componente vertical comuta com a horizontal, chega-se a relagao
k
dw(Xo, ..., X)) = dw((X0)hor, - d(Xinor) + (1) pu(A(X))) - w(Xo, .., Xiy oy Xi)

1=0

= daw(Xo, .. X}) — Z(—l)ip*(A(Xi)) cw(Xoy oy Xiy ooy X1,

(2

em que p, : g — gl(V) é a representagdo derivada p, permitindo-nos realmente
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escrever a derivada exterior covariante d4 na forma d + 04, com 04 = p.(A)A
Observamos, em particular, que ao ser avaliado em campos horizontais, d 4 A nada

mais é que a curvatura. Com efeito, pela expressao anterior, lembrando que A é ver-

tical e equivariante pela a¢ao adjunta (cuja representagao derivada é a identidade),

temos
dAA(XhOT‘7 Yhor) = dA(Xhor7 Yhor) = _[XhOT‘7 Yhor]ver - Q(X, Y),

evidenciando a motivagao para introduzirmos um sinal negativo na definicao de 2.
Isto nos leva a redefinir a curvatura como sendo o proprio d4A (note que a defini¢ao
inicial de curvatura foi introduzida de modo que esta fosse uma obstrucao a integra-
bilidade da distribui¢do H. De fato, esta nova definicdo mantém tal propriedade).

Assim, a curvatura nada mais € que a derivada covariante da propria conexdo.
Um célculo direto fornece dyQ = diw = 0, que é conhecida como identidade de
Bianchi. Observamos, no entanto, que nem sempre se tem d3, = 0, o que reflete o
fato das derivadas exteriores covariantes nao definirem uma teoria de cohomologia.
De fato, tem-se dy = d+ [—, ], de modo que a curvatura é exatamente a obstrucao
para d& = 0.

Para detalhes, sugerimos a secgao 20.4 de [29] ou a quinta secgao do capitulo IT
de [46]. Outras referéncias sobre os assuntos que foram aqui abordados sao [30] e

71
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Parte 111

Buracos Negros
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Capitulo 12
Gravitacao

Nas partes I e II, foram desenvolvidos os elementos em ordem crescente de com-
plexidade a fim de se entender a teoria proposta por Einstein no inicio do século
XX com o objetivo de explicar a gravitagao; tal teoria, que ficou conhecida como
relatividade geral, passou pelo crivo de inimeros experimentos cientificos desde en-
tao e consiste na teoria mais verificada da atualidade. Recentemente, uma de suas
previsoes — a existéncia de ondas gravitacionais — foi confirmada (ver capitulo 18)
dando maior credibilidade ainda para a teoria. Einstein revolucionou o pensamento
cientifico porque a relatividade geral, assim como a mecanica quantica, reforca a
ideia de que a natureza nao ¢ intuitiva do ponto de vista do homem, especialmente
em regioes onde nao temos acesso direto, como ¢ o caso do mundo astrondémico ou do
subatomico. Diante disso, o que Einstein propoe é que a busca por uma explicagao
do universo passa necessariamente pela correta determinagao da sua estrutura ma-
tematica. Por causa desse pensamento oriundo das teorias revolucionérias do inicio
do século passado, a topologia e a geometria se desenvolveram tanto e a interface
entre fisica e matematica se tornou mais robusta.

Este capitulo tem por objetivo apresentar ao leitor a estrutura matematica basica
da relatividade geral, utilizando dos conceitos desenvolvidos nos capitulos preceden-
tes. Na primeira secao, iremos mostrar como Einstein foi levado as equacoes do
campo gravitacional e na segunda se¢ao, como sua teoria pode ser descrita de forma
concisa através da linguagem mais moderna dos fibrados vetoriais.

Essa terceira parte tem um enfoque diferente do restante do livro na medida em
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que se destina principalmente & interpretagao fisica de topicos da teoria matematica
de buracos negros. Dessa forma, nao é assumido que o leitor tenha feito uma leitura
prévia das partes I e II. Por isso, alguns conceitos podem estar repetidos ou, inclusive,
apresentados de outra forma em relagao aos capitulos anteriores. Uma obra bem
interessante, que procura fornecer uma sélida e moderna base matematica ao leitor,
ao mesmo tempo em que esclarece a interface entre os conceitos aqui apresentados
e as teorias fisicas atuais, é [71]. Outras referéncias sobre o assunto sao [68] [35, 92,

89, [16].

12.1 Equagoes de Einstein

Uma das observagoes mais antigas sobre a gravitacao remonta a Galileu em seus
experimentos jogando pesos do alto da torre de Pisa (essa é uma imagem pictorica;
na verdade, Galileu chegou a suas conclusoes analisando a queda de pesos em planos
inclinados): no vdcuo, todos os corpos caem com a mesma aceleragdo. Em outras
palavras, ¢ possivel distinguir-se movimento de queda livre da a¢ao de um campo
eletromagnético pelas diferentes aceleragoes de particulas com diferentes cargas; com
a gravidade isso nao acontece porque a resposta da matéria a gravitacao é universal.
E claro que isso é véalido para regides suficientemente pequenas do espaco-tempo,
pois caso contrario surgem discrepancias no campo gravitacional que sao detectadas
como forgas de maré.

Einstein extrapolou esse raciocinio e estabeleceu o seu famoso principio de equi-
valéncia:

Em regides suficientemente pequenas do espago-tempo, € impossivel distinguir-se en-
tre a acao da gravidade e referenciais uniformemente acelerados, nao importa qual
experimento seja feito.

O principio de equivaléncia de Einstein afirma que a gravitagao acopla nao ape-
nas com a massa de repouso (como estabeleceu Newton), mas com todas as formas
de energia. Como consequéncia, nao existe objeto gravitacionalmente neutro em
relacao ao qual se possa medir a aceleragao devida a gravidade. Diante disso e do

papel desenvolvido pelos referenciais uniformemente acelerados, definiu-se como ace-
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leracao gravitacional zero, o movimento de corpos em queda livre. Como o principio
de equivaléncia de Einstein vale apenas localmente, os referenciais inerciais (cor-
pos em queda livre) de objetos distantes sdo independentes, ou seja, as velocidades
medidas em relagao a eles nao podem ser comparadas.

A ideia de que referenciais inerciais, onde valem as leis da relatividade espe-
cial (espago plano quadridimensional), s6 podem existir localmente, corresponde
a possibilidade de se reduzir a métrica & sua forma canoénica em cada ponto de
uma variedade [16]. A impossibilidade de se comparar velocidades (vetores) entre
dois referenciais inerciais distantes corresponde a dependéncia do caminho durante
o transporte paralelo ao longo de uma curva. O movimento de queda livre, defi-
nido como aceleragdo nula (derivada covariante do vetor tangente a curva igual a
zero), corresponde as geodésicas (devidamente parametrizadas). Essas considera-
¢oes foram suficientes para motivar Einstein a considerar a gravitagao como uma
manifestacao da curvatura do espaco-tempo.

Em poucas palavras, a teoria da gravitagao pode ser descrita como:

O espago-tempo consiste numa variedade riemanniana quadridimensional com uma
métrica indefinida de assinatura —2 que dd origem a uwma conexao riemannianda
para a qual o tragco reverso do tensor de curvatura € proporcional ao tensor energia-
momento que descreve a matéria e 0s campos nao gravitacionais.

A necessidade de uma métrica indefinida de assinatura —2 provém do fato de
que o espaco-tempo, pelo principio de equivaléncia, deve ser localmente semelhante

ao espaco de Minkowski da relatividade especial, que possui uma métrica da forma
ds® = c2dt* — da® — dy® — d2?, (12.1)

onde ¢ denota a velocidade da luz (geralmente tomada igual a um por escolha de
unidades).
Com essa assinatura, a métrica do espaco-tempo é indefinida de modo que qual-

quer uma das condi¢oes abaixo pode se verificar para um vetor X:
i) g(X,X) >0, caso em que X denomina-se de tipo-tempo;

ii) g(X,X) =0, caso em que X denomina-se de tipo-luz (ou nulo);
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iii) g(X, X) <0, caso em que X denomina-se de tipo-espago.

Particulas materiais (massa de repouso finita) descrevem trajetorias de tipo-
tempo, enquanto que particulas sem massa (isto é, fotons, gravitons) descrevem
trajetorias de tipo-luz. O comprimento de arco das geodésicas do tipo-tempo é
interpretado como o tempo préprio medido no referencial da particula material.
Geodésicas do tipo-luz nao podem ser parametrizadas pelo comprimento de arco,
mas admitem parametros afins (para um estudo das geodésicas, sugerimos o capitulo
1 de [19)]).

Uma conexao riemanniana ¢ aquela que é compativel com a métrica e cuja torcao
se anula. Além de sua existéncia e unicidade, a escolha de uma conexao com essas

propriedades se justifica pelo fato de que:

(i) anorma de um vetor transportado paralelamente sob essa conexao se preserva

ao longo de qualquer curva;

(ii) os extremos do funcional de comprimento sdo atingidos por geodésicas relativas

a essa conexao; e

(iii) o tensor de Ricci é simétrico e consiste na tunica contracao independente do

tensor de curvatura de Riemann.

O item (i) acima garante o carater (tipo-tempo, luz ou espago) do movimento
geodésico descrito pelas particulas em queda livre. O item (ii) unifica as nogoes de
linha reta (geodésica) e caminho mais curto entre dois pontos para um espago curvo.

Como localmente a gravitacao acopla com todas as formas de energia e sua acao
¢ manifestada pela curvatura do espago-tempo, Einstein supds que a relacao mais
simples entre essas quantidades seria uma equacao tensorial de proporcionalidade

entre os tensores 1T e G,

G = kT,

ambos simétricos de tipo (0,2), onde T representa o tensor energia-momento e G

deveria ser obtido do tensor de Riemann,

R(X, Y)Z - VXVyZ - VYVXZ - V[)@y]Z,
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em que X, Y, Z sao campos vetoriais e V ¢ a conexao, e possuir divergente nulo, ou
seja,

G, =0 (12.2)

ao longo da variedade (por causa da conservacao da energia, representada por T]’Z =
oll

Como em uma conexao riemanniana o tensor de Ricci, com componentes R;;,
é simétrico, é a unica contracao independente do tensor de Riemann e seu traco

reverso

1
Gij = Rij — 591‘;‘3

satisfaz a condi¢ao (I2.2), seguem as equagoes de Einstein

81G
g=—71T
C
ou, em componentes,
1 8tG
Rij — agwR == 771‘]'7 (123)

onde 8:—4(; ¢é a constante de proporcionalidade obtida a partir de comparacoes com o

limite newtonianoH e R é a curvatura escalar obtida através do trago do tensor de
Ricci.
Uma forma alternativa das equagoes (I2.3]) é

G 1 .
R;; = 7(Tij - agijT), (T = g"T;),

de forma que no vacuo (regides do espago-tempo em que T;; = 0), as equagOes de
Einstein se reduzem a

Rij =0.

1O ponto e virgula corresponde & aplicacio da derivada covariante.

20 limite newtoniano consiste nas trés condicdes abaixo:
(i) As particulas devem se mover lentamente com respeito a velocidade da luz: %<<j—: 4 =1,2,3.

(ii) O campo gravitacional é fraco, podendo ser considerado como uma perturbagio da métrica 7

do espago plano: gi; = ni; + hij, |hij|<1,,5=0,1,2,3.

(iii) O campo gravitacional é estatico, ou seja, é invariante com o tempo: 9yg;;=0,4,j5 =0,1,2,3.
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As equagoes de Einstein representam equagoes diferenciais de segunda ordem
nas funcgoes g¢;; que compoem a métrica. Como ambos os membros constituem-se
de tensores simétricos de ordem (0,2), existem apenas dez equagbes independentes.
O fato do tensor G, denominado tensor de Einstein, satisfazer a condi¢ao (I2:2))
impoe mais quatro graus de liberdade a solucao, reduzindo para seis o numero de
equacgoes independentes. Isso condiz com a definicao do espago-tempo como uma
variedade quadridimensional, pois assim todos os tensores estao definidos a menos
de mudangas de coordenadas (difeomorfismos, cuja representagdo envolve quatro
fungoes).

Quando o tensor energia-momento ¢ dado pelo tensor de Maxwell do campo
eletromagnético,

1
Tab = HCdFachd - ZnabFefFefa

as equagoes ([I12.3]) sdo conhecidas como equagoes de Finstein-Mazwell. No capitulo
2 de [?], essas equagoes estao explicitadas para o caso de uma métrica suficientemente

geral.

12.2 Descricao Moderna

Na secao anterior, demos um enfoque ao raciocinio que levou Einstein a construir
um modelo para a gravitagao baseado nos elementos da geometria riemanniana. De
l4 para ca, a linguagem matemaética se desenvolveu muito, principalmente inspirada
na fisica tedrica. O objetivo desta secao é dar uma caracterizagao mais moderna
para a relatividade geral, utilizando o conceito de fibrado. Para isso, vamos revisar
certos conceitos ja vistos em outras partes do livro, apresentando-os de forma mais
especifica para que o leitor entenda melhor as estruturas envolvidas e como elas
se relacionam umas com as outras. Essa subsecao foi construida na mesma linha
de pensamento das obras [T1] e [30]. Os resultados serdao apenas enunciados e as

respectivas demonstragoes sao deixadas para consulta a essas referéncias.
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Fibrados

O conceito de fibrado capta a ideia da construcao de um campo de forca sobre
um espaco base, identificando cada ponto do fibrado com uma seta aplicada a um
ponto do espago base. Um fibrado diferencial (E,m, M, F,G) consiste dos seguintes

elementos:
1. Uma variedade diferenciavel E' chamada espaco total.
2. Uma variedade diferenciavel M chamada espaco base.
3. Uma variedade diferencidvel F' chamada fibra.

4. Uma sobrejecao 7 : E — M chamada projegcdo. A imagem inversa 7~ 1(p) =

F, = F é chamada a fibra em p.
5. Um grupo de Lie G chamado grupo estrutural, que age sobre F' pela esquerda.

6. Uma cobertura aberta {U;} de M com difeomorfismos ¢; : 7~ 1(U;) — U; x F

tal que o ¢; *(p, f) = p, chamada trivializag¢do local.

7.Em U;NU; # 0, as  fungdes de transicao t;; : U; N U; — G sao mapas
diferenciaveis, tais que f; = t;;(p)f;- A fim de que pedacos locais de um
fibrado possam ser colados consistentemente, as fungoes de transi¢ao precisam

satisfazer a condicao de cociclo:
tij(p) . tjk(p) = tzk(p) (p € UZ N Uj N Uk)

A defini¢ao de fibrado é independente da cobertura usada. Dois fibrados coor-
denados
(E,m,M,F,G {U;},{¢:}) e (E,m, M, F,G,{V;},{%;}) sdo equivalentes se (E, 7, M, F, G,
{U;}U{V;},{¢:}U{¢);}) é um fibrado coordenado. Um fibrado é definido entao como
uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados.

Seja m : E — M um fibrado. Uma se¢do s : M — E é um mapa suave que
satisfaz m o s = idy;. O conjunto de se¢oes em M é denotado por I'(M, F'). Nem

todos os fibrados admitem segoes globais.
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Sejam 7 : E — M e ' : E' — M’ dois fibrados e f : E' — E um mapa suave. O
mapa f é chamado mapa de fibrados se ele preserva as fibras, isto é, cada fibra F
de E' ¢ mapeada sobre Fy(,) de E. Um mapa de fibrados naturalmente induz um
mapa f: M’ — M. Se M’ = M, dois fibrados sao equivalentes quando existe um
mapa de fibrados que é um difeomorfismo e cujo mapa induzido f : M — M ¢é a
identidade.

Dado um fibrado 7 : E — M, um mapa f : N — M define um pullback f*FE
sobre N por f*E = {(p,u) € NxE/f(p) =n(u)}. Afibra F, de f*E & simplesmente
uma cépia da fibra Fy) de E. A fungao de transicao t;; do pullback f*E ¢ um
pullback da funcao de transicao ¢;; de E. Os pullbacks de mapas homotoépicos serao
fibrados equivalentes.

Um fibrado principal € aquele cuja fibra F' é idéntica ao grupo estrutural G.
A funcao de transicao atua na fibra pela esquerda como usual, mas em um fibrado
principal podemos definir uma ac¢ao de G sobre F pela direita. Seja ¢; : 7 1(U;) —

U; X G uma trivializagao local. A agao a direita de G em 7~ *(U;) ¢ definida por

ua = ¢; " (p, gia)

onde p = 7(u),a € G e ¢;(u) = (p, g;). Pode-se mostrar que essa definigdo independe
da trivializacao local. A acao a direita de G sobre a fibra 771(p) é transitiva e livre.

Em um fibrado principal podemos definir uma trivializacao preferida, deno-
minada trivializacao local candnica, tomando uma secao s; sobre U; e definindo
u € 7 (p) como

u = ¢;1<p7 gu)

onde g, € G é o tnico elemento que efetua a decomposi¢ao u = s;(p)g, de modo

que
si(p) = ¢; '(p,e).

Dado um fibrado principal P(M, G), podemos construir um fibrado associado,

com fibra F', como segue. Defina uma acao de g € G em P x F por

(u, f) = (ug™", p(9)[),
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onde p : G — Dif f(F') é uma representagao de G sobre F'. Entao o fibrado associado
(E,m, M, F G,P,p) ¢ o conjunto

no qual dois pontos (u, f) e (ug™, p(g)f)

sao identificados.
Se a fibra for um espago vetorial V' e a representagao for linear, isto é, p : G —

GI(V), entao o fibrado associado sera um fibrado vetorial.

1. Se todas as fungoes de transicao sao identidades, o fibrado chama-se trivial

e, nesse caso, K = M x F.
2. Um fibrado principal é trivial se admite uma se¢ao global.

3. Um fibrado vetorial (aquele cuja fibra é um espago vetorial) é trivial se seu

fibrado associado principal admite uma secao global.

Conexao

Seja u um elemento de um fibrado principal P(M,G) e G, a fibra em p = m(u).
Definimos o espaco vertical V, P como sendo o subespaco de T, P que é tangente &
fibra G, — de modo que a projecao dos vetores de V,, P pela diferencial de 7 ¢ nula
— e que se constroi como segue. Tome um elemento A da algebra de Lie g. A acao
a direita

Regptayu = wexp(tA)

define uma curva na fibra G,. Defina o campo vetorial fundamental A% € T, P por

A¥ () = 2 (werp(t4)) oo

que ¢é tangente & fibra em p e, portanto, pertence a V,P. A associacio A — A% &
um isomorfismo entre g e V,, P. Uma conexdo é uma distribuicao diferenciavel que
associa um complemento de V,P em T,P, denominado espaco horizontal H,P e

tal que:
1. p=VvV,P+ H,P

2. H,,P= R, H,P
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Uma 1-forma de conexao w € T*P ® g, com valores na algebra de Lie, é uma

projecao de T, P sobre a componente vertical V, P ~ g tal que:
1. w(A#)=A
2. Rjw = Adg-w

O espaco horizontal corresponde ao nucleo de w.
Seja {U;, ¢;} uma carta trivializante de M e seja o; uma segao local definida pela
trivializacao canonica, isto ¢, o;(p) = ¢~!(p, e). Definimos o potencial de gauge 2U;

como sendo a forma local da conexao, isto é,
A = ofw € g @ Q).

A fim de que w seja definida de forma wnica, isto é, w; = w; em U;NUj, os potenciais

de gauge devem satisfazer a condi¢cao de compatibilidade
Aj =t Ustij + 1, dt;.

Seja P(M,G) um fibrado principal. Uma curva 4 em P é denominada um le-
vantamento horizontal de uma curva vy em M se m o4 = 7 e o vetor tangente a y(t)
sempre pertence a Hs ) P. A existéncia e unicidade local do levantamento horizontal
7 é garantida porque w(f() =0 ¢ uma EDO, onde X é um vetor tangente a 7.

Dado uma curva v em M existe um tnico levantamento horizontal ¥ dessa curva
em P de modo que os pontos do levantamento sao unicamente determinados a
partir do ponto inicial uy = 4(0). Essa relagdo descreve uma funcao, denominada

transporte paralelo, e pode ser mostrado que ela representa um isomorfismo de fibras.

Curvatura
A forma mais geral de uma r-forma com valores vetoriais é
k
6= ¢"Dea,
a=1

em que {e,} ¢ uma base de um espacgo vetorial V' de dimensao k e ¢* € Q"(P). A

deriwada exterior covariante de ¢ é definida por

D¢(X1> ey Xr—l—l) = d¢(X{{7 ey Xg-l)v
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k ) . . ~
onde dp =) . _ dp*®e,. A curvatura é a derivada covariante da conexao,? = Dw.

A curvatura satisfaz a equacao estrutural de Cartan,
(X, Y) = dw(X,Y) + [w(X), w(Y))

ou, equivalentemente,

Q=dw+wAuw.
A curvatura também satisfaz a identidade de Bianchi:
DQ = D*w = 0.

Em geral, o levantamento horizontal 4 de um laco v falha em se fechar. Esta
falha é proporcional ao vetor vertical [X,Y] conectando o ponto inicial e o ponto

final numa mesma fibra. A curvatura mede essa distancia,

onde A é um elemento de g tal que A% = [X,Y]. Como a discrepancia entre os pontos
inicial e final do levantamento horizontal de uma curva fechada é definida como a
holonomia, o teorema de Ambrose-Singer estabelece que o grupo de holonomia é
expresso em termos da curvatura.

A intensidade de campo é a forma local da curvatura, definida de forma seme-

lhante ao potencial de gauge por
Si = o,
A agado de § nos vetores de T'M é dada por
$i(X,Y) = dA(X,Y) + [2:(X), (V)]

ou, equivalentemente,

S =dA+ AN

Além disso, as intensidades de campo satisfazem a condicdo de compatibilidade
-1
§j = ti; Sitij

em U; NUj, a fim de que a curvatura € seja tnica.
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A partir da conexao em um fibrado principal, podemos diferenciar se¢oes de seu

fibrado associado por meio da derivada covariante. Seja a se¢ao

s(v(1)) = [(7(8), n(v(#)))]

e X o vetor tangente a curva v em py = v(0). Definimos a derivada covariante da

segao s ao longo de 7y (ou na diregao de X') como sendo a segao

Vs = [(G0), 510 (0)leco)]

ou, equivalentemente,
Vxs = [(7(0), X (n(7(0))))]

onde X corresponde ao levantamento de X.

Essa definigao independe do levantamento horizontal usado; ela depende exclu-
sivamente da curva v e da conexao. Pode-se mostrar que a forma local da derivada
covariante em um fibrado associado é determinada inteiramente pelo potencial de

gauge do fibrado principal.

Gravitacgao

Em relatividade geral, o universo é modelado por uma estrutura denominada
espaco-tempo que corresponde a uma variedade quadridimensional M com métrica
lorentziana. Associado ao fibrado tangente T'M, existe um fibrado principal cha-
mado de fibrado dos referenciais em que as fibras sao conjuntos de bases ordenadas
de TM em cada ponto de M. Nesse fibrado, a acao a direita, que transforma os
referenciais, consiste nas transformacoes de Lorentz que preservam a métrica de
Minkowski (essa condigao se traduz no fato de que as leis da relatividade especial
sao obedecidas localmente); por sua vez, a agao a esquerda, representada pelas fun-
goes de transi¢do, consiste nas transformagoes gerais de coordenadas (tal condi¢ao
nada mais é que o principio da covariancia).

A conexao do fibrado dos referenciais induz uma derivada covariante no fibrado
tangente e essa, por sua vez, di origem ao tensor de Riemann que representa a
curvatura do espaco-tempo M. As equagoes de Einstein correspondem & imposi¢ao

de que essa curvatura, interpretada como gravitacao, é produzida pela energia e
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matéria presente no universo na forma expressa pelo acoplamento entre o tensor de
FEinstein e o tensor energia-momento.

Fica assim evidenciado o poder simplificador do conceito de fibrado para a descri-
¢ao da relatividade geral. Outras teorias, especialmente as teorias de gauge, foram
construidas especificamente a partir da teoria geral de fibrados principais. Como ja

foi dito antes, uma 6tima referéncia sobre esses assuntos é a obra [71].
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Capitulo 13

Buracos Negros

Na primeira secao, explicitamos uma classe de solucoes especiais das equacgoes
de Einstein, dotadas de importantes simetrias, que por suas propriedades fisicas
ficaram conhecidas como buracos negros. Na verdade, pelo fato de as equagoes de
Einstein serem equagoes diferenciais nao lineares de alta complexidade, conhecemos
apenas algumas solucoes nas quais impomos simetrias titeis; os buracos negros talvez
estejam entre as solugoes mais simples (tanto que foi o buraco negro de Schwarzschild
[80] a primeira solugao exata das equagoes da relatividade geral). Na segunda se¢ao
do capitulo, discutimos a interpretagao fisica dessa classe de solugoes: os objetos
que elas definem e seus parametros. O texto foi escrito com base no classico [19].

Outras referéncias sobre o assunto sao [68], 35 02, []9].

13.1 Solucoes

Um vetor de Killing em uma variedade riemannian é um campo K tal que
Lig =0, onde g é a métrica e L é o operador derivada de Lie. Em uma variedade
riemanniana que possui um vetor de Killing, sempre é possivel encontrar um sistema
de coordenadas no qual a métrica é independente de uma das coordenadas [23].

Uma métrica g é dita estaciondria se possui um vetor de Killing K de tipo-

LA partir desse momento, ao falarmos em variedade riemanniana, fica entendido que os resulta-
dos sao validos também para variedades pseudo-riemannianas, as quais representam os principais

modelos utilizados atualmente para se descrever o universo relativistico.
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tempo, isto ¢, g(K, K) > 0. Uma métrica é chamada estdtica se possui um vetor
de Killing de tipo-tempo que é ortogonal a uma familia de hipersuperficies (uma
hipersuperficie em uma variedade n-dimensional é uma subvariedade de dimensao
n—1).

Uma métrica g é dita azissimétrica se possui um vetor de Killing K de tipo-
espago, isto é, g(K, K) < 0. Uma métrica é chamada esfericamente simétrica se
possui um vetor de Killing de tipo-espaco que é ortogonal a uma familia de hiper-

superficies.

Proposicao 13.1.1. A forma geral da métrica descrevendo um espago-tempo esta-

ciondrio e arissimetrico €

ds® = e (dt)? — e (dp — wdt)? — e¥2(dz?)? — 23 (da®)?, (13.1)

onde v,3),w, iy € g sao fungoes das coordenadas x* e 3.

Demonstragao. Inicialmente, tomam-se como coordenadas o tempo ¢(= 2%) e o an-
1 . 1 . 1 d . d . . C , . . s .
gulo azimutal ¢(= z') em torno do eixo de simetria. Como a métrica estacionaria
e axissimétrica possui dois vetores de Kiling, é possivel encontrar um sistema de
coordenadas em que suas componentes sao independentes de duas coordenadas [23].

Dessa forma, as componentes da métrica sao dadas por

gij = gij(9€2, $3),

3

onde 22 e x® sao as coordenadas espaciais restantes. Além disso, serd imposta a

métrica sua invariancia por inversao simultanea de t e ¢, isto &,

go2 = go3 = g12 = g13 = 0,

pois os termos da métrica com esses coeficientes mudam de sinal sob a inversao,
t— —t e p— — . A ideia por tras dessa condigdo é permitir que o tensor energia-
momento apresente essa invariancia, de modo que a fonte do campo gravitacional
tera movimentos puramente rotacionais em torno do eixo de simetria. Em outras
palavras, busca-se com isso descrever o espaco-tempo associado a um corpo em

rotacao.
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Sob essas condigoes, a métrica adquire a forma
ds® = goo(dx®)? + 2go1dx’dxt + gi1(da')? + [gao(da?)? + 2gasda®da® + gss(da®)?).

Tal métrica pode sempre ser diagonalizada mediante uma transformacao de coorde-

nadas [23], resultando em
ds® = 2 (dt)* — e (dp — wdt)? — e*2(dx?)* — e (da®)?, (13.2)

que de fato descreve uma métrica estacionéria, axissimétrica e de assinatura —2
(perceba que (I32) estda diagonalizada) em uma variedade riemanniana quadridi-

mensional. O

E preciso salientar que as funcoes [l € [l3 ia Proposicao acima nao precisam ser
distinguidas. Tal distingao foi feita com o intuito de oferecer a possibilidade - na
proposicao adiante - de se estabelecer o vinculo que definira a fun¢ao de horizonte,
caracterizando as solugoes de buracos negros: solugoes das equagoes de Einstein que
possuem um horizonte de eventos e sao assintoticamente planas. Um horizonte de
eventos consiste numa subvariedade diferenciavel bidimensional de tipo-luz gerada
por um vetor de Killing de tipo-tempo e outro de tipo-espago. Um espago-tempo é
considerado assintoticamente plano se ele se comporta como o espago de Minkowski

em regioes distantes da fonte.

Proposicao 13.1.2. Ezxiste uma tunica familia de solucoes para as equacoes de
FEinstein-Mazwell que sejam assintoticamente planas, estaciondrias e axissimétri-

cas, com horizonte de eventos convexo e nao-degeneradas fora desse horizonte.

Demonstracao. Devido a sua extensao e complexidade, nos limitaremos a apenas
esbogar um esquema da demonstracao. Uma demonstracao mais detalhada pode
ser encontrada nos capitulos 6 e 11 de [19]. Pela proposigao 13.1.1, uma solucao
estaciondria e axissimétrica das equagoes de Einstein-Maxwell deve ter a forma (I3.])
e a equagao do horizonte de eventos deve ser do tipo N (z?, 23) = 0. Como o horizonte

é subvariedade de tipo-luz, segue de (I3.1) que

gijN,z‘N,j _ e2(ﬂ3*u2)<N’r>2 + (N9)2 _ 07

175



onde 22 = r e 2® = §. Utilizando a liberdade de escolha do vinculo entre py e pus,

garantida pela forma da métrica, impomos
e Ha=h2) — A(7), (13.3)

onde A = A(r) é denominada func¢ao de horizonte. Como o determinante da métrica

do subespago (t, ¢) é dado por
—¥ (B=v+v),
segue da defini¢ao de horizonte de eventos, da equacao (I33]) e da identidade
[e27r2(e) o] o + [e#2 72 (e”) 5] 3 = 0
que a solucao apropriada para uma funcao de horizonte convexa é
A(r) = r* — 2Mr + MZ, (13.4)

onde M e M, sao constantes.

Além disso, A(r) = 0 no horizonte de eventos e
e’ = A2 sin6. (13.5)

Substituindo
H=A+iB, xy=¢""ed=sin’0 (13.6)

nas equacoes de Einstein-Maxwell e efetuando uma série de manipulagoes algébricas,

resultam as seguintes equagée

[ (XA§>AH,2],2 + [ﬁ5[{,3],3 =i(woH 3 —wsH,), (13.7)
A ) 5 *
e = 2Am(HH)] 2 + [Zwa + 2m(HH)) =0 (13.8)

2x

[A(In x) 2] 2+[6(InX) 3] 3 = %[A(W,z)2+5(w,3)2] +

2

[A|H 5)*+0|H 3%]. (13.9)

5
2

20 indice 3 corresponde a cosf em vez de 6.
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A solucao completa do problema consiste em se determinar as solugdes (y,w) nas

equagoes (I3.7HI3.9) e depois encontrar as fungoes 1 e v por meio de (I3.5) e (I3.6).

Uma vez determinado o par (y,w), a integragao das equagoes

(Y + V) 23— (V+1v)apes — (V4 v)stsze +Voths+1vaorvs =
(13.10)
1

562¢_2"w,2w,3 —2e"?¥(A2A3 + B2B3)

4ets ™12 (Bopuz 0 + 1 ovn) — A€M (B a3 + ¢ 31 3)
_ 267[3{[6“37“2 (66)72]72 _ [6“27“3(65)’3]73} — -2 [GHS*M (W,Q)Q — eh2—H3 (w73)2]

He (0 (A (Ba)?] = e (A + (Ba)?]).
(13.11)

juntamente com (I3.3), fornece os valores de s e ps. Tais equagoes foram obtidas
a partir do uso da métrica (I3]) nas equagoes de Einstein-Maxwell [19].
Resta, portanto, resolver (I3.7HI3.9) para y e w. Substituindo ® e ¥, definidas

por

5 A
—Py = —wz+2Im(HHY) e ®3=—w,—2Im(HH});
X ’ X ’
(13.12)
(A3)

U=YX—"r Z =0+ |H]*+i®,
X

e, a partir de identidades entre elas, as equagoes (I3.8) e (I3.9) se tornam
U[(AZy) o+ (073)3] = A(Z2)* +6(Z3)* —2H* (AZoH o +07Z3H3), (13.13)

enquanto que (I3.7) resulta

U[(AH ) o+ (6Hz) 5] = AHoZo + 6H3Z5 — 2H [A(Ho)? + 6(H3)?.  (13.14)

O par (I3.13) e (I3.14) constitui-se nas equagoes de Ernst.

A fim de reduzir as equagoes de Ernst a uma tnica equacao, toma-se

H=Q(Z+1), QeC,
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obtendo-se

%[(1 —2|QP)(Z + Z*) = 21QPP(1Z° + D][(AZ2) 2 + (6Z3) 3] =
(13.15)
=[1=2[QP(Z" + D][A(Z2)* + 6(Z,5)%].
Com a transformacgao
1+ FE B (r— M)
PT1E T Qe
a equagao (I3.17]) se expressa como
(1 =41QP = [EPH[(n* = ) Eyly + [(1 = p*) Eul u} =
(13.16)

— 2E*[(2 = 1)(E,))* + (1 — p2)(E,)2).

A métrica de Kerr-Newman consiste na solucao mais simples das equagoes de Ernst

para a métrica conjugada, que é obtida pela transformagao

: o X . W
t—>'Lg0, QO—)—’Lt, X——m e W—m

A métrica conjugada satisfaz uma equacdo idéntica a equagao (I3.10) e admite a
solucao simples
E = —pn — igp,

onde p e ¢ sao constantes reais que obedecem a relagao
PP +q=1-4|Q (13.17)

Revertendo para a variavel r e escolhendo as constantes p e ¢ como

C(M? - ME)3 _a
p= i ¢ q¢=75

pois corresponde & escolha mais simples consistente com a relagao (I3.I7), obtém-se

A =1r*—2Mr +a* + Q?, (13.18)
€
(= VB s= @ ea) - AL (13.19)
XTTA T A—a% ' '



Retornando as variaveis originais e fazendo os calculos descritos anteriormente, re-

sulta
VA 6332 ZA
=¥ = ;2\/5, e =2 = A§, ¥ = —- e e? = /)2—23 (13.20)
p
a
w = ﬁ(ﬁ +a? — A); (13.21)
p VA, 2 roy 2
ehetus — ef2Hs = /A e = e e = p (13.22)
\/Zv ) A ?
onde
Y2 = (r* + a®)? — a’SA. (13.23)

Do comportamento assintotico (r — +o00) das componentes da métrica (I3.1]) com

as substitui¢oes acima,

2M

e —1-"—+00r?, ¥ —r2sin®0+0(r),
2aM
w— T Lo, (13.24)
2M

e — 1 —— 4+ 02, e —r+0(r),
r

conclui-se que tal métrica descreve um espaco-tempo assintoticamente plano. A
existéncia da familia de solugoes descrita no enunciado estda provada. Para a de-

monstra¢ao de sua unicidade, confira [19], pp.292-299. O

Existe também uma tnica familia de solugoes para as equacoes de Einstein-
Maxwell que sejam assintoticamente planas, estaticas e esfericamente simétricas,
com horizonte de eventos convexo e nao-degeneradas fora desse horizonte. Com
efeito, basta tomarmos a = 0 nas equagoes ([3.20)-(13.24)).

E importante ressaltar que as solucdes pertencentes a familia obtida na proposi-
¢ao acima estao unicamente determinadas por apenas trés parametros, (M, a, Q.),
permitindo a classificacao das mesmas. Na proxima secao, tais parametros serao
identificados com a massa, o momento angular por unidade de massa e a carga do
buraco negro, respectivamente.

A métrica obtida na proposicao 13.1.2, cuja forma geral é dada por

2 2 2
Aty — %(d@ _ 2“21‘24 Pty sin?6 —Z(ar - (a0, (13.25)

2 _ 2
ds —p§
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onde
2 =124 a%cos?d),
P : (13.26)
Y2 = (r?+a*" — a*Asin*0
e a funcao de horizonte é

A =7r?—2Mr +a* + Q., (13.27)

descreve um espaco-tempo denominado buraco negro de Kerr-Newman. Para @, =
0, tal métrica, correspondente ao buraco negro de Kerr, é formalmente idéntica a

métrica (I3:27), mas tem fungao de horizonte dada por
A =7r?—2Mr + a*. (13.28)

Tomando-se a = 0 em (I3.25]), obtemos a métrica

2
Z_A _~

ds? = = (dt)” X (dr)? — r2[(d6)” + (dp)?sin? 0], (A =r*—2Mr+Q,), (13.29)

r2
que descreve um espaco-tempo denominado buraco negro de Reissner-Nordstrom.

Para @, = 0, tal métrica se reduz a

ds* = (1— ﬂ)(dt)Q— (1-— ﬂ)i (dr)® —r2[(d6)* + (dp)*sin? 6], (A =r>—2Mr),

r r
(13.30)
que corresponde ao espago-tempo descrito pelo buraco negro de Schwarzschild, his-
toricamente a primeira solugao exata das equagoes de Einstein [80] e talvez a mais
importante até hoje.

Pelas equagoes (I3.20)-(I3.30) ¢ facil perceber que existem pontos nos quais al-
gumas componentes do tensor métrico se tornam infinitas. Como as componentes de
um tensor sao dependentes do sistema de coordenadas, é necessario algum indicador
invariante por mudanga de coordenadas (isto é, difeomorfismos) para se concluir
sobre as singularidades da métrica. Considera-se uma condi¢ao suficiente para a
existéncia de um ponto singular no espaco-tempo o fato de algum campo escalar
obtido do tensor de Riemann tender ao infinito quando se aproxima do ponto.

Utilizando-se a base de 1-formas

W = e’dt, w' = e¥(dp — wdt), w? = e2dr e w? = e'do, (13.31)
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é possivel determinar as componentes do tensor de Riemann fazendo uso das equa-
¢oes de Maurer-Cartan. A partir dessas componentes, o escalar R7¥ R, se torna
infinito em (r,0) = (0, %) para as métricas de Kerr e Kerr-Newman. Tomando-se
a = 0, a singularidade se restringe a r = 0.

Esse resultado garante a existéncia de singularidades nas solugoes encontradas.
Surge a pergunta: existem outras singularidades em algumas dessas métricas? Uma
possibilidade esta em se considerar que um ponto nao ¢ singularidade no espago-
tempo se as geodésicas sdo bem comportadas nesse ponto ([16],pp.171-172). Ba-
seado nesse fato, nenhuma das solugoes encontradas apresenta singularidades além
daquelas explicitadas acima. O leitor interessado nesse assunto pode consultar, por

exemplo, as obras [19], [68] ou [35].

13.2 Buracos Negros

Buracos negros sao objetos no espacgo-tempo constituidos de uma singularidade
essencial “ocultada"por um horizonte de eventos. As solugoes encontradas na secao
anterior possuem essa caracteristica. De fato, como foi visto acima, tais solugoes
admitem singularidades essenciais, isto ¢, locais do espaco-tempo em que a curvatura
se torna infinita. Além disso, uma analise das geodésicas ([68],[16],[19]) que cruzam

as superficies descritas pelas raizes da funcao de horizonte A, descrita na equacao

(I3.18), dadas por

re=M+\/(M2—a2—Q%) e 7r_=M—+/(M?—a%—Q?), (13.32)

mostra que tais superficies sao regulares e que r, envolve a singularidade em cada
caso. Na verdade, para a = (), = 0, r_ degenera na singularidade de Schwarzschild.

A superficie r, em (I3.32) funciona globalmente como um ponto sem volta, no
sentido de que geodésicas direcionadas para o futuro (isto é, no sentido crescente do
parametro afim) que cruzam tal superficie ndo tornam a cruza-la, ficando presas no
interior do horizonte de eventos. O nome buraco negro surge da observacao acima e
do fato de que a luz descreve geodésicas (de tipo-luz) no espago-tempo.

Como foi visto na segao precedente, a familia de solugdes descrita na proposicao

13.1.2 esta determinada de forma tnica por trés parametros, denotados Q., M e
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a. A interpretacao fisica dessas quantidades decorre de uma analise dos tipos de
buracos negros. A constante M corresponde a massa do buraco negro, pois das
expressoes (I3.24) segue que a forma assintotica da métrica de Schwarzschild para
r—+00 representa o espaco-tempo exterior a uma distribuicao esférica de massa
inercial M. A fungdo w na forma geral da métrica, expressa pela equacao (I3.1),
representa o arrasto do referencial inercial, isto é, uma particula em repouso em
relacao a uma base ortonormal do espago-tempo tera uma velocidade angular w
numa base canonica ([19], pp.69-70). Decorre do comportamento assintotico de w
em (I3.24) que a deve ser interpretado como o momento angular por unidade de
massa do buraco negro. Finalmente, segue das equagoes de Maxwell para a métrica
de Reissner-Nordstrom que o tnico componente nao-nulo do tensor de Maxwell é

dado por ([19], capitulo 5)
Qx

Fop = 2
0 que permite interpretar a constante (), como sendo a carga do buraco negro.
Como vimos, afirmar que um espaco-tempo é assintoticamente plano equivale a
dizer que ele é originado por uma fonte isolada. Dessa forma, pelo que foi visto até
o momento, a proposi¢ao 13.1.2 pode ser enunciada como: buracos negros isolados
estao unicamente determinados por suas massas, cargas e momentos angulares.
Os buracos negros apresentam caracteristicas especiais e dao margem a imagina-

¢ao humana. Algumas das possibilidades que um espaco-tempo produzido por um

buraco negro pode oferecer sao:

e 0 buraco negro pode permitir a passagem a um outro universo assintoticamente

plano, distinto do original;

e um viajante que, sob certas condigoes, atravesse o horizonte de Cauchy (su-

perficie r_) nao tem sua vida futura guiada pelo seu passado;
e a0 encontrar a singularidade essencial, o viajante “sai” do universo;

e cm certos buracos negros, é possivel desviar da singularidade e retornar ao

universo;
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e cm alguns casos, estd prevista a existéncia de singularidades nuas, de modo
que elas podem ser atingidas e visualizadas por serem desprovidas de horizonte

de eventos.

Uma caracteristica interessante apresentada pelo buraco negro de Kerr é o fato de
que a superficie g;; = 0 nao coincide com o horizonte de eventos r = r,. A regiao
entre essas duas superficies denomina-se ergoesfera e nela o vetor de Killing %
torna-se de tipo-espago. Desse comportamento resulta que uma particula material
que se encontre na ergoesfera pode extrair energia do buraco negro; tal fenémeno
é conhecido como processo de Penrose. Em geral, o ganho de energia M e de

momento angular §.J esta sujeito a desigualdade
2r . Mo6M>adJ (13.33)

que, por sua vez, limita a quantidade de energia que pode ser extraida do buraco
negro ([19], pp.366-375).

Como muito do que as solugoes encontradas prevéem esté fora da realidade fisica,
sua importancia reside principalmente na analise da estrutura matematica da teoria.
Ao lado disso, é possivel que existam buracos negros na natureza provenientes do
colapso de massas estelares. A vida de uma estrela é guiada pela luta entre os
efeitos gravitacionais e as pressoes internas. Originalmente, tais pressoes surgem da
queima de combustivel nuclear; com o término do combustivel, a pressao contraria
a gravitagdo surge da repulsdo entre elétrons (se essa pressao equilibra o efeito
gravitacional, forma-se uma ana branca). Se o processo de colapso continuar, protons
e elétrons se combinam resultando numa estrela de néutrons, a qual é formada quase
que inteiramente por néutrons. Como um fluido de néutrons é o que existe de mais
denso na natureza, acredita-se que se a massa da estrela original for suficientemente
alta (superior a dez massas solares), o colapso continuaré, dando origem a um buraco
negro.

Dessa forma, a solugao de Schwarzschild (estatica e esfericamente simétrica) des-
creve o colapso de estrelas sem rotagao enquanto que a solugao de Kerr (estacionaria,
axissimétrica e invariante por inversdes simulténeas das coordenadas ¢ e ) corres-

ponde ao colapso de estrelas com rotagao. Além disso, como tais solugoes sao validas
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apenas no vacuo (7;; = 0, pois Q). = 0) espera-se que elas sejam tuteis na descri-
¢ao do espaco exterior a uma estrela. Em principio, as métricas de Kerr-Newman
e Reissner-Nordstréom nao descrevem sistemas fisicos possiveis na Natureza na me-
dida em que nao se concebe a existéncia de um corpo macroscopico que possua carga

resultante ndo-nula.
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Capitulo 14

Newman-Penrose

Nesse capitulo sera introduzida a base matematica para o estudo das perturba-
¢oes das métricas descritas no capitulo anterior. O estudo completo das perturbagoes
em buracos negros sé foi possivel gragas a uma abordagem diferenciada das equagoes
de Einstein via formalismo de Newman-Penrose. Tratado mediante tal formalismo,
o problema adquire um carater algébrico e — o que é mais importante — as equagoes
sao extremamente simplificadas para o caso dos buracos negros.

Inicialmente serao introduzidas as nogoes de base de tétrades e coeficientes de
rotagao, juntamente com as equacgoes fundamentais da teoria. O formalismo de
Newman-Penrose é entao definido como aquele em que as tétrades sao vetores de
tipo-luz que obedecem certas condicoes. Também serao apresentadas as quantida-
des fundamentais do formalismo — a saber, os escalares de Weyl, Ricci, Maxwell
e os coeficientes de spin — bem como as transformacoes possiveis nessas quantida-
des. Finalmente, serd determinada a base de Newman-Penrose a ser utilizada em
capitulos futuros bem como a expressao da solugao geral para buracos negros via
formalismo de Newman-Penrose, manifestando o carater simplificado dos buracos
negros quando descritos em tal formalismo.

Nesse capitulo, a escrita foi guiada pelos textos classicos [73] e [74] a cerca do
formalismo espinorial, iniciado por Cartan e largamente desenvolvido por Roger Pen-
rose e outros. O formalismo de Newman-Penrose é elegantemente descrito através de
espinores; sua intrinseca conexao com os cones de luz foi levada adiante por Penrose

no desenvolvimento do conceito de twistor, com o intuito de estabelecer a estrutura
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relativistica do espago-tempo como uma consequéncia logica do comportamento da
luz. O leitor interessado nesse assunto bem como nas tentativas de quantizacao da
relatividade geral a partir de seu espago de twistors é aconselhado a ler as obras [75]

e [73].

14.1 Espinores

Um cone de luz consiste no conjunto dos vetores nulos (ou de tipo-luz) através
de um ponto do espaco de Minkowski. A nogao de espinor surge da observagao de
que o cone de luz em torno da origem do espaco de Minkowski admite parametri-
zagao complexa, isto é, um ponto no cone de luz pode ser representado tanto por
uma matriz com quatro entradas reais como por uma matriz com duas entradas

complexas.

Conceito

. _A/ - . .
Os espinores de ordem 1, 4 e £” |, sdo vetores complexos em espacos bidimen-

sionais, (A, A’ =0, 1), sujeitos as transformagoes

A= aptB e & —add”, (14.1)

— A’ ~ . . . .
onde (o) e (a4,) sdo matrizes conjugadas complexas unimodulares (determinante

real unitéario), denominadas matrizes-spin.
Cada espinor de ordem 1 representa um ponto do cone de luz no espago de
Minkowski. De fato, seja £4,(A = 0, 1), um espinor de ordem 1 e considere o ponto

2' (i = 0,1,2,3) no espago de Minkowski, dado por

1
20 = +—(e08" 4 g1¢"),
1 “Fo
x = E(SS +€§),
22 = —— (8" — g,
g
e ﬁ@& — g,
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ou, inversamente,

eg” = %w 1), 8 = %@1 +ia?),
g = %(asl _ir?), @& = %w 2

Por essas equacoes, resulta
(2°)% — (21)? — (2%)2 — ()2 = 2(°" 1" — 28" ') = 0.

Além disso, definindo-se #% em termos de 2 e E*A, a semelhanca de (I4.]]), pode-se
mostrar (J19], pp.532-533) que as matrizes-spin constituem-se em condigao necesséria

e suficiente para que a transformacao
i _ i
T, = B

seja lorentziana.

E importante observar que existem duas classes de espinores (com e sem linha)
conforme as transformagoes as quais elas estao sujeitas. Isso se deve ao fato de
que existem dois conjuntos de vetores-spin, S* e S4', interligados pela relacdo de
CONnJugagcao,

A= est e =@ ) es?, (14.2)

. A .
de maneira que as componentes de £ sao as conjugadas complexas das componentes
de €4,

Consideremos agora x = (k°, k'), w = (w°,w') € 84 e as operacoes:
(i) adigao: 84 x 84 — 84, dada por
k+w= (K", k") + W w) = (K" +u° k' +wh);
(ii) multiplicacao escalar: C x S* — S*, dada por
Mo = MK, k') = (AR, A61);
(iii) produto interno: S x S — C, dado por

{k,w} = {(x°% &Y, (W°, ")} = KOw! — k1w,

187



Pode-se verificar facilmente que tais operagoes permanecem invariantes por trans-
formacoes de spin e, sendo assim, o conjunto dos vetores-spin, S4, forma um espaco
linear bidimensional sobre o corpo dos complexos e admite um produto interno an-

tissimétrico €4p, definido por

0 1
€AB = . (14.3)
-1 0
Observacao. Analogamente, pode-se demonstrar um resultado similar para o

conjunto 84’ dos vetores-spin definidos por (I£.2).

Da mesma forma que no caso tensorial, podemos construir a dlgebra espinorial
gerada pelos espacos lineares S4 e SA', através de classes de equivaléncia de somas
formais de produtos formais (para maiores detalhes, ver o capitulo 2 de [74]). Assim,
definimos espinores de ordem superior como, por exemplo,

XAB ¢ 840 S84,

XAB ¢ 84 @ 84,

X4P € S48 ®@ 8y,
onde S, denota o dual de S4.

A necessidade de se construir a algebra espinorial a partir dos espacos S e S?',
e nao apenas S“, reside no fato de que, desse modo, a dlgebra tensorial pode ser
vista como estando incluida na dlgebra espinorial, da mesma forma com que o corpo
dos nimeros reais estd incluido no corpo dos complexos. Assim, um tensor real
(ou simplesmente tensor) corresponde ao espinor que é invariante pela operacao de
conjugacao ([I4.2]), ou seja, corresponde aos elementos da algebra espinorial gerados
por S4 ® 84 que sao hermitianos. Os espinores, em geral, gerados por S* @ S’
sao denominados tensores complezos.

Sabemos que o conceito de espinor estd associado & nocao de vetor nulo. No
entanto, a construgao de uma algebra linear nao-comutativa graduada gerada, em
cada ponto de uma variedade, por seus espacos tangente e cotangente, é possivel e
¢ unica (demonstra¢ao no capitulo 4 de [49]). Além disso, os vetores nulos geram
o espaco de Minkowski. Dessas consideragoes, concluimos que a algebra tensorial

induzida pela algebra espinorial esta bem definida.
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Pelo que foi visto, um vetor tangente pode ser expresso através de uma base
tensorial ou espinorial. A correspondéncia entre essas bases é feita pelos simbolos de
Infeld-van der Waerden. Sejam {&4: A = 0,1}, {¢*: A = 0,1} uma base espinorial,
e sua dual, e sejam {e; : 1 = 0,1,2,3}, {e' : i = 0,1,2,3} uma base tensorial, e sua

dual. Os simbolos de Infeld-van der Waerden sao definidos po

0B = e, (¢4¢P),

(14.4)
olhp = (€alp)e’.
Com a definicao acima, podemos representar as componentes do vetor K em

termos das componentes do mesmo vetor numa base espinorial, e vice-versa, isto é,
. . / / !/ ;
K' =o'z K% e KA =P K. (14.5)

Das equagoes (I45]) segue que as matrizes-o devem ser hermitianas quando o
vetor K for real. A equagao (I4.7]) pode ser generalizada para tensores de ordem
superior de forma natural; por exemplo, as componentes do tensor métrico sao dadas
por

AB

9ij = 0 O-J‘CD/SAC’gB’D’- (14.6)

Tétrades

Uma tétrade consiste numa base ortonormal de vetores tangentes definida em
cada ponto de um espago-tempo. Assim, dado qualquer tensor, basta projeta-lo no
referencial tétrade a fim de encontrar suas componentes tétrades. Baseado nesse
processo, é possivel construir uma métrica (plana) e estabelecer diferencia¢do no
formalismo tétrade. As demonstragoes dos resultados dessa secao e da proxima,
essencialmente baseadas no processo descrito acima, podem ser encontradas no ca-
pitulo 1 da referéncia [19].

A derivada direcional de um vetor A, com componentes tétrades A(,), na direcao
ew), ¢ dada por

Afa), ) = e{a)Aj;iel('b) + Y@ A® (14.7)

!Cada operacdo em ([Z44) corresponde & agao do vetor e, visto como “incluido"no espago

S4 ® 84" dos vetores complexos.
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e sua derwwada intrinseca é

(n)(m)

Aie) =A@, = 1" Y m) @ ) A (14.8)

em que se fez uso dos coeficientes de rotagao de Ricci

1
Yo = 5 @oE + Ao — Ao (14.9)
onde
Aa®)e) = le®ii — e®ilelael)- (14.10)

A principal vantagem desse formalismo é que, uma vez determinada a base té-
trade, toda a analise da geometria do espaco-tempo pode ser feita sem recorrer a

conexao riemanniana. As equagoes fundamentais do formalismo tétrade sao:
(i) as relagoes de comutagao
_ A (¢)
le@r em)] =7 @) — 7 @) (14.11)
(ii) a identidade de Ricci
Ria))()@) = =V @®)(0).) T Va)®)d). (0
(14.12)
() (f) () ()
0@ Ve @~ Y ) T IH@@Tm) @ — VD@D Vm) (o)

(iii) a identidade de BianchiH

1

Rao)e @l = EZ[@@)( m{R(axb)(c)(d),(f) — pmm]

Y (@) () Bm) 1) (e)(a)
(14.13)

Y ®) (1) B@) e T Yy () By ®)myd) + Ymy@ ) Baym @ m)]}-

Tais equagoes substituirao as equagoes de Einstein nos desenvolvimentos futuros

quando analisaremos as perturbacoes das solugoes representativas de buracos negros.

2 Agrupar um conjunto de indices entre colchetes significa que a quantidade em questdo esta sob

a acao do operador de antissimetrizagao.
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Newman-Penrose

A base de Newman-Penrose (I, n,m,m) consiste em uma base tétrade formada
por vetores de tipo-luz, sendo dois reais (I,n) e dois conjugados-complexos (m,m),

de forma que a métrica plana é dada por

01 0 0
10 0 0

Nayw =1 = (14.14)
00 0 -1
00 -1 0

Os vetores da base, considerados como derivadas direcionais, sao denotados por

simbolos especiais:

a) e, =e? = D;
b) ey = el = A;
c) es=—¢et=94;e
d) e, = —e® =d*.
(14.15)

Os varios coeficientes de rotagao de Ricci, agora denominados coeficientes de

spin, sao representados pelos simbolos:

K=7311 A="u4 p=7314 T="Y12 €= %(7211 +y341) a= %(7214 + Y344)

O ="7313 V="242 HK="7243 T =241 7= %(’7212 +342) B = %(’7213 + 7Y343)
(14.16)

Deve ficar claro que o conjugado complexo de qualquer quantidade no formalismo
de Newman-Penrose pode ser obtido pela substituicao do indice 3, onde quer que
ele ocorra, pelo indice 4, e vice-versa.

Com base no fato de que o espago-tempo é localmente semelhante ao espaco
de Minkowski, é possivel estabelecer, a semelhanca das tétrades no caso tensorial,

uma base espinorial ortonormal em cada ponto do espago-tempo, Cé) e Qéi) (a,a" =
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0,1 e A,A = 0,1), denominada base diade. Devemos observar, no entanto, que
a existéncia de campos de espinores globais depende de condigoes topologicas do
espago-tempo considerado. Uma condigao necessaria e suficiente é que o espaco-
tempo seja nao-compacto e paralelizével (teorema de Geroch) de forma que o médulo
dos vetores-spin possa ser finitamente gerado ([74], capitulo 1).

Em particular, os espinores da base diade receberao simbolos especiais,
A _ A A _ A
Goy=0" e (=1,
e a condicao de normalizagao seré expressa por

eABoAzB = 0% — o1 = op® = —OAZA =1.

Utilizando-se dos simbolos de Infeld-van der Waerden (I4.4]), os espinores da

base diade determinam uma base de Newman-Penrose através da correspondéncia

10 , 0 0 ,
Oap = =0y, ohp = =o',

0 0 01

0 1 , 00 )
0'1243/ = :0'?87 O-iB’ = :O'?B

0 0 10

Os elementos da base de Newman-Penrose podem ser escritos em termos da base

diade como

— B R/
[ = 040", m= 04"

(14.17)

— _ ! _n/
m =128 n =47

Os espinores da base diade também determinam uma tétrade no espago de Min-

kowski através da correspondéncia

1 10 AB':L 01

g, :UO ’y ag :Ul /'y
0 \/5 0 1 AB 1 \/5 10 AB

1 0 1 , 1 1 0
:_0'1243/, U?B_

N = — 20'3 /.
V2 |~ o V2o -1 A

AB' _
0-2 h—

Pode-se demonstrar (veja o capitulo 10 de [19]) que os coeficientes de spin, re-

sultantes da derivagao intrinseca de espinores, concordam com a defini¢ao (IZ£I6)
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obtida em termos da base tétrade. Mais ainda, eles sao simétricos no primeiro par

de indices de modo que existem apenas 12 coeficientes independentes ([19], p.541).

Sao eles:
(c)(d)\(a)(b) | 00 | 01 ou 10 | 11
00’ K € T
L@@ 10/ pl o | A (14.18)
01’ o g 1
11’ T ol v

Decorre das simetrias do tensor de Riemann em uma conexao riemanniana numa
variedade quadridimensional que o tensor de Weyl (componente de trago nulo do
tensor de Riemann, responsavel pela informacao de como a forma de um corpo muda
pela acdo de for¢as de maré durante uma geodésica) e o tensor de Ricci (trago do
tensor de Riemann, responsavel por informar como o volume de um corpo muda
pela acdo das forgas de maré) possuem dez componentes independentes cada ([19],
pp.42-43).

No formalismo de Newman-Penrose, as dez componentes independentes do tensor

de Weyl sao representadas pelos cinco escalares complexos,

Vg = —Ci313 = —CpgpslPm™m?,

U = —Chaiz = _Cpqrslpnqlrms7

\112 = —01342 = —Cpqrslpmqm"ns, (1419)
Vs = —Choga = —ChpgrslPnim™n?,

Uy = —Chapq = —ChpgrsnPmin’m?,

denominados escalares de Weyl. As dez componentes independentes do tensor de

Ricci sao representadas pelos quatro escalares reais e pelos trés complexos:

1 1 1 1
Dyy = —=R Doy = —=Roy, Bgp = —=Ry3, Pog = —=Rus;
00 2 11, 22 9 22 02 9 335 20 9 44

1 1 1
®y; = —Z(Ru + Rsy), Po1 = —5313, Dy = —5323,

1 1 1
A= — = E(ng — R34), (I)lo == _§R147 (I)21 = _§R24-
(14.20)
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As quantidades acima sao denominadas escalares de Ricci.

Projetando as equagoes de Maxwell,
Fij =0 e g% Fjp=0 (14.21)
em um referencial tétrade, obtemos
Fawie =0 ¢ n™™Fqwm =0, (14.22)

onde F;; denota o tensor antissimétrico de Maxwell. No formalismo de Newman-
Penrose, o tensor de Maxwell é substituido pelos trés escalares complexos
¢o = Fi3 = Fijlimj
¢1 = 3(Fia + Fuz) = 3 F;(I'n? + mim?) (14.23)
¢2 = Fyo = Fyym'n’

denominados escalares de Mazwell.

Adaptabilidade

Como veremos nessa se¢ao, o formalismo de Newman-Penrose se adapta perfeita-
mente a descrigao das solugoes de buracos negros. Nos proximos capitulos, veremos
que essa adaptabilidade vai além da simplificacao nas expressoes dos campos, sendo
de importancia central no desacoplamento das equacoes da teoria de perturbagao
dessas solugoes. Essa secao foi escrita com base no texto [19].

Uma congruéncia de tipo-luz consiste numa familia de curvas integrais de um
vetor [ de tipo-luz. Quando as curvas sao geodésicas de tipo-luz, diz-se que a con-
gruéncia é geodésica (ou de raios). Os vetores [ da base de Newman-Penrose formam
uma congruéncia de geodésicas de tipo-luz se, e somente se, k = 0. Além disso, as
geodésicas estarao parametrizadas por pardmetros afins se, e somente se, Re(e) = 0.
Para a demonstragao desses resultados, sugerimos ao leitor a referéncia [23].

A fim de se encontrar congruéncias de raios nos espagos-tempo que descrevem
buracos negros ¢ necessario determinar-se a forma explicita das geodésicas. Sabemos
da referéncia [68], pp. 641-649, que o movimento geodésico em um espago-tempo

com tensor métrico g;; ¢ descrito pela equagao de Hamilton-Jacobi

05 _ 0805
or —9 ozt Oxd’

(14.24)
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onde S denota a funcao principal de Hamilton.

Substituindo as componentes da métrica de Kerr-Newman (I3.25) na equagao

de Hamilton-Jacobi (I4.24), resulta

o5 1 os oS 1 oS 0S8, A0S 1 08

0% _ L e P N it PR il P 2
or ~ Al ) grtag gl O g5 = (5 =2 (59
(14.25)
Vamos supor que a equagao acima admite solucao da forma
1

Inserindo (I4.20) e utilizando-se a identidade

(aEsin?0 — L.)* csc® 0 = (L2 csc? 0 — a®E?) cos? 0 + (L, — aF)?,

a equagao (I4.27]) pode ser escrita na forma

{A(ddir)Q _ %[@«2 +a)E — aL.]? + (L. — aE)? + 6,12} +
(14.27)
+{(CZ—%)2 + (L% csc? 0 — a? E?) cos® 0 + 61a® cos? 6} = 0.
A equagio acima pode ser separada no par
A(ddiw = (07 4 @) — L2~ [£ + (L. — aB)? 4 6ir?),
(14.28)
(%)2 =L — (L*csc? 0 — a’E? + 6,a%) cos? 0,

onde £ é uma constante de separacao. A solucao desse sistema é dada por

S = %517 — Bt+ Lo+ / VR gy /0 d9+/0(0), (14.29)

A

onde R e © sao dadas pelas equagoes

R = E** + (a®E? — L.> — L)r* + 2Mr[L + (L. — aE)?] — a®L — 6,72A  (14.30)

O =L+ (a*E* — L., csc? 0) cos® 0 — 6,a” cos® 6. (14.31)
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Derivando a solugao S em (IZ29]) com respeito as quantidades conservadas, L,
01, E e L., concluimos que a equacgao de Hamilton-Jacobi aplicada & métrica de

Kerr-Newman (e casos particulares desta) é separéavel e apresenta solu¢do dada por

plr? =R, (14.32)

o’ =0, (14.33)

0lo = %[QaMrE + (p* — 2Mr) L, csc? 0], (14.34)
PPt = %(ZQE —2aMrL,). (14.35)

Pela definicao de base de Newman-Penrose, temos que [ é o vetor tangente a um
raio de luz N e m é um vetor complexo ortogonal a [, de modo que em um ponto
p € N, a parte real de m gera com [ um plano. Considerando um circulo nesse
plano e seguindo os raios da congruéncia [ que interceptam o circulo, na diregao-
futuro (parametro crescente), observamos possivel contra¢do (ou expansao), rotagao
e distor¢ao do circulo (em uma elipse). A contra¢do (ou expansao), a rotacao e a
distor¢ao sao medidas, respectivamente, por —Re(p), Im(p) e o ([19], pp. 56-58).
Além disso, x = 0 implica que os raios da congruéncia sao geodésicas.

Dentre as congruéncias do vetor [, aquelas responsaveis por uma maior simplifi-
cacao das quantidades e equagoes fundamentais sao as congruéncias geodésicas sem
distor¢ao, para as quais k = 0 = 0(esse resultado decorre do teorema de Goldberg-
Sachs; [19], pp.62-63). O principal problema do formalismo de Newman-Penrose
estd em se encontrar uma base para a qual as congruéncias de [ sejam geodésicas
sem distorcao. Felizmente, essa base pdde ser encontrada no caso das solucoes de
buracos negros. Para o espaco-tempo de Kerr-Newman, uma anélise da solugao

(I4:32)-([I4.35) da equagao de Hamilton-Jacobi revela que as orbitas definidas por

2 2
dt r +aE dr:ﬂ:E d9:07 de a

@ _ dr a9 (14.36)
dr A Todr Todr

_op
dr A

sdo geodésicas de tipo-luz ([19], pp. 347-350 e 623). A partir de (I436)), definimos
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a base de Newman-Penrose como

1
[ = Z(rz +a% A, 0,a),

1

n = ﬁ('r’2 +a? —A,0,a),
Pl (14.37)

m = ——=(iasin 0, 0, 1, icsc ),

m= (—iasin@,0,1, —icsch),
p*V2

onde
p=r+iacos, p*=r—iacosh, e p*>= pp*. (14.38)

Nao é dificil constatar que kK = 0 = 0 de modo que a base (IZ£37) define uma
congruéncia geodésica sem distor¢ao para o vetor [ = (%, A0, %).
Os coeficientes de spin e os escalares de Weyl e Maxwell para esse espago-tempo,

em termos dessa base, sao dados por

k=0c=A=v=¢c=0, (14.39)
1 cot 8 7asin 0 1asin 0 (14.40)

P=—= =70 T=—0 7= T= "= .

p p2V/2 P22 P2V/2

- LM B (14.41)

J— o =T — N .

M 2p2p—*7 ,y [’L 2p2 Y )
\IIO == \I’1 - \I’3 - \114 = O, (1442)
M 2
Uy = = (14.43)
(p)?  p(p*)?
P = P2 =0, (14.44)
o Q.

by = —i—T 14.45
L2(p) (14.45)

O resultado acima revela a adaptabilidade dos buracos negros ao formalismo de
Newman-Penrose, nao apenas pela descri¢ao unificada das solugoes, mas principal-
mente pela simplifica¢do algébrica (k =0 =A=v=c=Vy=V; = V3=V, =0)
proporcionada nesses casos. Tal simplificacao deve-se ao fato de que os espacos-
tempo caracteristicos de buracos negros permitem uma simplificagao do tensor de
Weyl, mediante transformacoes da base de Newman-Penrose, que tornam as con-
gruéncias formadas pelos vetores [ e n geodésicas sem distorgao (para uma anéalise

detalhada, veja [19], pp.62-63).

197



14.2 Cones de Luz

A nocao de campos de tétrades, compondo bases ortonormais sujeitas ao grupo
de transformacoes de Lorentz corresponde & construcao de referenciais inerciais ao
longo do espaco-tempo. Para o espaco de Minkowski, esses referenciais sao globais,
enquanto que no caso geral sua definicao é local, como foi visto no capitulo 12.

O formalismo tétrade foi desenvolvido por Cartan e é equivalente ao formalismo
tensorial da geometria riemanniana, mas enquanto esse ultimo concentra as propri-
edades do espaco-tempo nas componentes do tensor métrico, a abordagem tétrade
focaliza a analise na geometria dos vetores da base, através dos coeficientes de rota-
¢ao. Dessa forma, podemos explorar as simetrias presentes em certo espago-tempo
e escolher bases tétrades que se adaptem ao problema.

Outro conceito introduzido por Cartan, e desenvolvido por Penrose, é o de espi-
nor, o qual surge no processo de parametrizagao complexa do cone de luz, definido
como o conjunto de vetores de tipo-luz em um ponto do espago de Minkowski. Como
a algebra tensorial esté incluida na algebra espinorial, podemos entender os tensores
como sendo um tipo de espinor, mais precisamente como espinores “reais". A base
de Newman-Penrose consiste em um conjunto de espinores de ordem 2, mas pode
ser vista, via inclusao, como uma tétrade de tensores reais e “complexos". Nesse
sentido, uma base de Newman-Penrose corresponde a utilizacao das congruéncias
de raios de luz como referenciais.

O formalismo de Newman-Penrose foi construido de modo a descrever o espago-
tempo por meio da geometria (coeficientes de spin) dos cones de luz. Isso decorre
da forte crenca de Roger Penrose de que o elemento essencial de um espago-tempo é
sua estrutura de cone de luz. Além do carater algébrico que a teoria adquire, com a
possivel classificagao dos espagos-tempo de acordo com a forma do tensor de Weyl
(essa é a chamada classifica¢do de Petrov; para uma exposigao detalhada, confira
[19], pp.58-62), é nas solugoes representativas dos buracos negros que a estrutura
do cone de luz se mostra mais efetiva, como evidenciado pela expressao simplificada
desses espagos-tempo e pela separacao das varidveis na func¢ao principal de Jacobi.

Nos capitulos seguintes, a adaptabilidade do formalismo de Newman-Penrose
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aos buracos negros se tornara evidente, na medida em que permitira o estudo das
perturbagoes dos mesmos através da separabilidade, e consequente resolugao, das

equacoes fundamentais da teoria.
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Capitulo 15

Perturbacoes

Este capitulo é devotado ao estudo das perturbagoes dos buracos negros de Kerr
e Schwarzschild, para os quais existe um tratamento analitico completo da teoria. As
perturbagdes em buracos negros carregados (Kerr-Newman e Reissner-Nordstrom)
serao tratadas no préximo capitulo.

Estudar as perturbagoes em buracos negros consiste em se descrever a propa-
gacao de ondas de diferentes tipos pelo espaco-tempo e como elas sao espalhadas
e absorvidas. A necessidade de tal estudo surgiu no contexto da estabilidade de
buracos negros, isto é, a configuracao de colapso deve ser estavel a qualquer tipo
de perturbagao externa a fim de que tais objetos possam se manter na natureza (e
serem detectados). Em outras palavras, um buraco negro seré estével se toda per-
turbacao inicial com suporte compacto permanecer limitada durante sua evolugao
([19], pp.199-200).

Inicialmente as equagoes dos campos de particulas sem massa - fétons e gravitons
- serao expressas de forma apropriada a solucao de Kerr e entao reduzidas e separadas
nas chamadas equagoes de Teukolsky. A partir de uma forma padrao das equacoes de
Teukolsky, serao determinadas condigoes necessérias e suficientes para transforma-
la numa equagao de onda. Em cada caso (fotons e gréavitons), serdo obtidas as
barreiras de potencial e as solu¢oes, denominadas modos normais, das respectivas
equacoes de onda. Finalmente, seréd feita uma anéalise dos coeficientes de reflexao e
transmissao das ondas incidentes nos buracos negros a fim de se entender como elas

sao espalhadas e absorvidas.
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Para a escrita desse capitulo, nos guiamos essencialmente pelo texto [19].

15.1 Equacoes de Teukolsky

Como a métrica de Kerr é estacionaria e axissimétrica, é natural analisar uma
perturbagao geral desse espago-tempo como uma superposicao de ondas com diferen-
tes frequéncias w e perfodos m em ¢. Uma perturba¢ao consiste numa superposicao

de diferentes modos com uma dependéncia nas variaveis t e ¢, dada por
e’i(wt-f-mcp)’ (151)

onde w é um real positivo e m, um inteiro positivo, negativo ou zero (no buraco
negro de Schwarzschild, m = 0 devido & simetria esférica).

No que segue, o fator comum (I5.0]), presente nas quantidades que descrevem
a perturbagao, serda omitido de forma que tais grandezas estarao representadas por
suas amplitudes. Em principio, nao h& motivo para se esperar que a dependéncia
das amplitudes nas variaveis restantes, r e 6, seja passivel de separacdo. E um
resultado surpreendente [86] que essa separacao seja possivel quando as equagoes
dos campos de onda sao escritas no formalismo de Newman-Penrose com a base de
vetores (I4.37).

Seja (I,n,m,m) essa base. Quando tais vetores atuam sobre fungbes com a

dependéncia em t e ¢ especificada em (I5.]]), resulta

| =D =D,,
- A
n—~A—_2pp
2p
1 15.2
m=4 = —E(T), (15.2)
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onde

1K r—M
D, =0+ 19
n ar + A +2n A
1K r—M
D=9, ——+2
(15.3)
L, =0+ Q +ncotd,
LI =0y — Q + ncot 0,
e
K = (r*+ad*)w+am, Q= awsinf+ mescb, (15.4)
p=r+iacosf, p*=r—iacosh, p?>=1r?+ a®cos?d. (15.5)

Estabelecida a formulagao matematica do problema, o objetivo agora consiste
em expressar as equagoes das particulas sem massa — fétons e gravitons — no forma-
lismo de Newman-Penrose, reduzi-las e separa-las a fim de se obter as equagoes de

Teukolsky. Esse procedimento seré feito caso a caso.

Fotons

Nao é dificil deduzir que as equagoes de Maxwell no formalismo de Newman-

Penrose sao dadas por

Dy — 6o = (7 — 20)do + 2pd1 — Keba, (15.6)
Doy — 6%y = —Ado + 271 + (p — 2) o, (15.7)
661 — Ao = (11 — 27) o + 27¢1 — 0¢ho, (15.8)
Sy — Ay = —vo + 21y + (1 — 28) o, (15.9)

onde ¢g, @1, P2 sao os escalares de Maxwell, A\, 7, p, €, u, v, 7, o, v, B sao os
coeficientes de spin e D, A, 9§, 0* representam os operadores derivada direcional

([I5.2)) da base de Newman-Penrose.

Proposigao 15.1.1. A propagagao de fotons no espago-tempo do buraco negro de

Kerr é governada pelas equagoes
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(ADyD} — 2iwr) (AR 1) = Q(AR,), (15.10)
(ADIDy + 2iwr)R_, = QR_4, (15.11)
(LhL1 + 2awcos0)S4 = —QS,4, (15.12)
(LoL] — 2awcos0)S_; = —QS_, (15.13)

com
gbo = R+1(T)S+1(9) (1514)

€
1

62 = G -1 ()5100), (15.15)

onde Q € uma constante de separacao, e Riq e Siq1 sao, respectivamente, fungoes

de r e 6§ somente.

Demonstragao. Substituindo nas equagoes de Maxwell os coeficientes de spin (IZ4.39)-
(IZ410), apropriados a métrica de Kerr (Q, = 0), as derivadas direcionais definidas
em (I5.2)), e fazendo as substitui¢oes

Dy =y, D1 =p1p*V2 e Dy =2py(p%)% (15.16)

com p e p* definidas em (I5.5]), obtemos um sistema de quatro equagoes lineares de

1* ordem que podem ser reduzidas ao sistema

(65 + =500 = =5) + AP+ 2P = 2100 =0, (1517
0 G 1 !
(Lo + ta sin )(ET ta sin )+ A(DS i E)(DO _ g)]qh =0, (15.18)

mediante a eliminagao de ®;, devido a comutatividade dos operadores (Dy + ﬁi) e
(Lh + Z”‘Sm@) bem como dos operadores (Lg + Z”‘Sm‘g) A(D] + ﬁ%)

A equagao (I5.17) pode ser simplificada fazendo-se uso das identidades

AD, + 2y} - Ly = AD,D} - 21?,
P p
iasin @ iasin 6 2ia sin 0
(Lh+ (o - ———) = Lhe, + 0



K —aQsinf = p*w,

em que K e () estao definidas por (I54). Redugdo semelhante pode ser feita a
equacao (I5.I8]), de modo que o sistema (I5.17)-(I5.18) se torna

[AD, D! + LI 21 — 2iw(r + iacos 0)] D = 0, (15.19)

[ADIDy + LoL1 + 2iw(r + ia cos )] Py = 0. (15.20)

A separagao das equagoes (I5.19)-(I5.20) ¢ ent@o possivel mediante as substituigoes
g = Ri1(r)S41(0) e P2 = R_1(r)S_1(0), (15.21)

resultando nas equagdes (I5.10)-([I5.13). O

Observagao. A constante de separagdo Q é unica porque as equagoes (I5.12)
e (I513) sao conjugadas complexas de modo que as fungoes Sy e S_; admitem o
mesmo conjunto de autovalores; tais equagoes podem ser expandidas e resolvidas a
fim de se obter a constante de separagao. Além disso, observando (I5I0) e (I5.1TI),
podemos concluir que AR, e R_; também satisfazem equacgoes conjugadas com-

plexas.

As equagoes (I5I0)-(I5I3) e as fungdes Ryq e Sy sdo denominadas, respecti-

vamente, equagoes de Teukolsky e funcoes de Teukolsky.

Gravitons

Ao contrario do campo eletromagnético, nao se conhece uma definicao geral
para o tensor energia-momento do campo gravitacional. Dessa forma, nao existe
um analogo das equacoes de Maxwell para os gravitons. Portanto, a fim de se
estudar o comportamento das ondas gravitacionais incidentes no buraco negro de
Kerr, é preciso analisar as perturbagoes nas componentes da métrica.

Como vimos no capitulo 14, a descrigao do espago-tempo de Kerr (assim como de
todos os buracos negros) no formalismo de Newman-Penrose é bastante simplificada

pelo anulamento dos escalares de Weyl, Uy, Uy, W3 e Wy, e dos coeficientes de spin,
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K, 0, A e v, na base escolhida. Quando o buraco negro de Kerr é perturbado gravi-
tacionalmente, tais quantidades deixam de se anular e adquirem valores de primeira
ordem de grandeza. No que segue, as equagoes que governam as perturbagoes nessas
quantidades serao obtidas e separadas de forma anéloga ao procedimento realizado
para os fotons. Um estudo completo do problema, envolvendo a perturbacao nas
demais quantidades da geometria de Kerr aqui nao consideradas, é extremamente
complexo — envolvendo as relagoes de comutacao (I4I1)) e um conjunto maior de
identidades de Ricci (I412]) e Bianchi (I413) — e pode ser encontrado no capitulo
9 de [19].

O comportamento dos escalares de Weyl, Wy, ¥y, U3 e WUy, e dos coeficientes
de spin, k, o, A e v, é descrito pelas quatro identidades de Bianchi e pelas duas

identidades de Ricc, dadas por

(5* —4a + W)\IIO — (D — 2 — 4p~)\111 = 3/‘{,\112, (1522)
(D—p—p"—3c+c)o—(0—T7+7"—a" —30)k = Uy, (15.24)

e
(D +4e — p)Uy — (6% + 47 + 2a) U3 = —3ATy, (15.25)
(§+48 — 1)Uy — (A + 2y +4p) V3 = 300, (15.26)
A+p+p+3y—yIN=(F+3a+ 3 +7—7Ww=-0, (15.27)

Com essas equagoes em maos, podemos determinar como se da a evolucao da per-
turbacao do campo gravitacional sobre um espago-tempo produzido por um buraco

negro de Kerr. Esse é o resultado da proposigao seguinte.

Proposicao 15.1.2. A propagacao de gravitons no espago-tempo de Kerr € gover-

LA razao para a escolha dessas seis equacoes, dentre todas possiveis, reside no fato de elas serem
matematicamente simples, pois sao homogéneas e lineares nas quantidades consideradas, Vg, V1,
W3, Uy, Kk, 0, A e v. Como as perturbagoes nessas quantidades sao de 1* ordem, todas as demais

quantidades podem ser substituidas por seus valores nao-perturbados ([19], p.431).
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nada pelas equagoes

(AD_ D} — 6iwr)(A?R.5) = Q(A’R.,), (15.28)
(AD! Dy + 6iwr)R_y = QR_,, (15.29)
(LY L5+ 6awcos0)S,0 = —OS o, (15.30)
(L_1 L) — 6awcosh)S_y = —QS_,, (15.31)

com
Wy = Ro(r)S2(0) (15.32)

(&

U, = %R_Q(T)S_Q(e), (15.33)

(")
onde Q € uma constante de separacao, e Ris e Sio sao, respectivamente, fungoes

de r e 8§ somente.

Demonstracao. A demonstracao é analoga ao processo descrito na obtencao das

. i . i . . o~
equacoes Para o caso dos gravitons, devem ser feitas as substituicoes

x o K . ap

q)o = \I,(]u q)l = \Illp \/57 k= (ﬁ*)Qﬂ € S= (ﬁ*)Qa (1534)
—x\3 )\7* 1/72

By = U, (71), By = T (’;% e (15.35)

e usar as identidades

Q.0+ Qcotf = 2aw cos b,
K —aQsinf = p*w,

a fim de reduzir o sistema (I5.22)-(I5.27) a um sistema de duas equagoes lineares de

2% ordem em @, e P4, cujas varidveis podem ser separadas mediante as substitui¢coes
(I)O = R+2(7’)S+2<‘9) (& (I)4 = R,Q(T’)S,2<¢9).
0

As equagbes da proposi¢ao acima sao também denominadas equacoes de Teu-

kolsky.
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Equacoes Gerais de Teukolsky

E impossivel nio se surpreender com a simetria intrinseca apresentada pelas
equacoes de Teukolsky na geometria de Kerr,sugerindo uma possivel representagao
geral e um tratamento formal (que sera feito na proxima segao) englobando os dois
casos estudados. A representagao geral pode ser feita com o auxilio do conceito de
spin s (fotons: s = 1; gravitons: s = 2). A partir dessa consideragdo, a forma geral

das equacgoes de Teukolsky ¢é

{AD,_,D} — 2(2s — 1)iwr}P,, = QP,,, (15.36)
{AD! Dy +2(25 — 1)iwr}P_, = QP_,, (15.37)
{0 L, +2(2s — 1)awcos0}S,, = —QS,,, (15.38)
{L£1 LT —2(25 — 1)awcos0}S_, = —QS_, (15.39)

onde P,, =A’R,;e P, =R_,.

A interpretacao fisica das perturbagoes de buracos negros consiste na analise das
equacoes de Teukolsky para a parte radial, cuja resolugao completa esta condicionada
a determinacao da constante de separagao, obtida através da normalizagao e solugao

da parte angular.

15.2 Perturbacoes

A analise matemética das perturbagoes do buraco negro de Kerr sera feita em
trés passos: primeiramente, as equagoes gerais de Teukolsky que governam a parte
radial da perturbacao serao transformadas em uma equagao de onda unidimensional
com potenciais a determinar; apos isso, solugoes explicitas para os potenciais em
cada caso (spins 1 e 2) serdo encontradas; finalmente, o comportamento das ondas

refletidas e transmitidas pelo buraco negro no horizonte seré estudado.
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Teoria da Transformacao

A coordenada tartaruga 7, é obtida da coordenada radial r por

d Ad

dr, w?2dr’

(15.40)

onde A ¢ a fungao de horizonte e @w® = 1 + o, com o = a® + (“2). Integrando a

equagao (I5.40), obtemos

2M an 2Mr_ an
R ry + ( “’)ln(L _1)_L(w)1n(i —1), (15.41)
7’+—7"7 7’+ 7’+_7,7 T_

de modo que a coordenada tartaruga so esta definida para r > r, isto é, a anélise
através de r, s6 é valida fora do horizonte de eventos. Do comportamento de 7.(r)

na equagao (I5.41]), é facil de ver que a coordenada tartaruga é

(a) univaluada quando w > ws, ou seja, r,— + 0o para r— + 00 e r,— — 00 para

r—ry + U3
(b) bivaluada quando 0 < w < wy, ou seja, r.— + 0o para r— + 0o e r—r; + 0,

onde w, = —g57= (m < 0).

Na equagao geral de Teukolsky para P,
[AD,_,D} —2(2s — 1)iwr] Py, = QP,,,
o periodo m ocorre explicitamente nos operadores D e D' através de
K = (1’ + a*)w + am. (15.42)

Eliminando m em (I5.42) mediante a mudanca para a coordenada tartaruga na

variavel independente e a mudanca

d
dr,

Y = @2 2P, A=A A=A A, e AL= - tiw, (15.43)

na variavel dependente, podemos colocar a equagao geral de Teukolsky para P, ¢ na

forma

A*Y + PAY — QY =0, (15.44)

2A expressdo “r—ry + 0" significa que r tende a ry pela direita.
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onde

P = g[27~A — @?(r — M)] (15.45)
Q= %{Q (s — A2 —w12)r(r = M) | (25— 3)%}}. (15.46)

Quando a coordenada tartaruga é bivaluada, as funcoes P e () se tornam singu-
lares em r = |a| de forma que a equagao ([I5.44]) deve ser analisada nos dois ramos
da relagao r.(r): ry <r <|aler > |al.

Uma vez que a equagao geral de Teukolsky (para Py) foi posta na forma padrao

([I5:44)), o proximo passo é reduzi-la a uma equagao de onda unidimensional
N*Z=VZ. (15.47)

Em [23], demonstra-se que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que isso seja

possivel consiste na existéncia de funcoes ¢, 3, R, T e V' que satisfacam o sistema

Y =0VZ+TA,Z, (15.48)
AS
ALY = —w4sﬁZ + RA . Z, (15.49)
AS
1 KZ =RY —TA_Y, (15.50)
w S
w4s
KA, Z =pBY + A (VALY (15.51)
ou, equivalentemente,
R =T (15.52)
~dr,’ '
d o ws ,
(AP = 3 (QT —2iwR) + 6, (15.53)
dT A® AS
R— T=—K 15.54
R( d’f’*) + w4sﬁ wols ) ( )
A* dp
R—-QU0)V = _—. 15.55
( Q ) w4s dT* ( )

Vamos estudar agora o comportamento das solugoes da equagao de onda (I5.47]).
Considere duas solucoes independentes dessa equagao, Z; e Z,. Nao é dificil de ver
que seu wronskiano

[Zb ZQ] = ZlA,ZQ - ZQA,Zl (1556)

Tx
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satisfaz a identidade
4s—2

K(Zy,Z,), = —A'"*———[Py(1), Ps(2)], (15.57)

Tx

onde P,(1) e P,(2) sao solugdes distintas da equagao de Teukolsky correspondentes
a /1 e Zy. Como Zy e Zy sao independentes, seu wronskiano seré constante. No
entanto, quando 0 < w < ws, 0 potencial V se torna singular em r = |a| e a equagao
(I5.56) precisa ser analisada, separadamente, nos dois ramos de r, (rp <r < |a| e
r > |a]). Nesse caso, o wronskiano assumira valores constantes nos dois ramos, nao
necessariamente idénticos. Em [23], demonstra-se que os valores sdo, na verdade,
idénticos a menos de mudanga de sinal ao cruzar a singularidade r = |a| — mudanga
essa que traz implicagoes fisicas importantes (ver se¢ao 15.3).

Antes de partir para a determinacao de solugoes explicitas para o potencial V'
nos casos s = 1 e 2, precisamos ressaltar que todo o raciocinio feito para P, pode

ser aplicado a equagao (I5.37)), que governa P_g, resultando em
AY + PALY —QY =0 (15.58)

que é conjugada complexa da equacao (I544). As solugoes das equagoes (I5.44) e
(I5.58) serao distinguidas por Y #@) e Y(=9) respectivamente, assim como as funcoes

Z09) e Z(=9) que satisfazem as equacoes de onda unidimensionais associadas.

Potenciais

E um fato surpreendente que as condicdes (I5.48)-(I5.51) sejam satisfeitas para
as particulas de spins 1 e 2, de modo que as respectivas equagoes de Teukolsky pos-
sam ser transformadas em equagoes de onda com func¢oes potenciais explicitamente
determinadas.

Para o caso dos fotons (s = 1), tais condigbes sao satisfeitas para as fungoes

A
T = 2iw, R = Flwa—,

w
(15.59)

2 - 2, A

K =40*(Q + 2wa), f=—2iw(Q —a’— + 2wa),
w
resultando na equacao de onda
2

A2ZE) =y zE) (A2 = — 4 W), (15.60)

dr?

*
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com potencial V' dado por

A ,A L d A
V=al@-aSgFiew g

)], (@ =7r*4a?).

(15.61)

E importante salientar que o potencial V produz duas solucdes distintas de

acordo com a escolha do sinal em sua férmula. Além disso, ambos os potenciais

apresentam caracteristicas comuns:

(i) tornam-se complexos para w > w.(= —7);

(ii) decaem exponencialmente em r,, quando se aproximam do horizonte r—r, +0;

(iii) comportam-se como 72, quando r— + oo;

(iv) quando w < wy, sdo singulares em r = |a/.

No caso dos gravitons (s = 2), as condigoes (I5.48)-(I5.51]) sao satisfeitas com a

escolha de funcgoes

Fr*_"i2 F:r*_/<92

T = (= 21 = — Bo(—=—— 21
( 5, ) + 2iw, B = [k2 52(A§_52 )] + 21w,
K = [Q(Q+2)—4w262] +2iWI{2, R = g(F+Bg),
que nos fornece a equacao de onda
2 r7(dw) (+w) G 2
N7 = V7= <A:d7’2+w>’

*

cujo potencial ¢ dado por

A? o QAQ+2) (B = ka)(hal — BoF")

_= _ 2_ 2 2
e R s T B
em que
1 dF
F= K[Qw4+3w2(r2—a2) —3r?A], F'= o

62 = i3a27
Ko = £{36M2 — 20[a(5Q + 6) — 12a%] + 26,0(Q + 2)} 2

e os sinais de ko e (5 sao escolhidos independentemente.

(15.62)

(15.63)

(15.64)

(15.65)
(15.66)

(15.67)

Como os sinais de 35 e kg podem ser escolhidos independentemente, resulta que

o potencial (I5.64) produz quatro solugoes distintas. Esses potenciais apresentam

caracteristicas comuns:
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(i) tornam-se complexos, dependendo do sinal sob a raiz quadrada na defini¢do de

K2 ;
(ii) decaem exponencialmente em r,, quando se aproximam do horizonte r—r, +0;

2

(iii) comportam-se como r~—*, quando r— + oo;

(iv) quando w < wy, sdo singulares em r = |a/.

Teoria de Espalhamento

De acordo com os resultados da secao anterior, todos os potenciais encontrados
comportam-se como r~2 quando r—r,— 4 0o e decaem exponencialmente a medida
que se aproximam do horizonte em r,— — co. No caso real, tal comportamento
caracteriza uma barreira de potencial.

Analisar o comportamento das ondas incidentes sobre uma barreira de potencial
unidimensional consiste em um problema de autovalor e autovetor para o operador

definido pela equagao de onda (I547T), que pode ser reescrita como
d2

(W -WZ = (—w*)Z (15.68)
ou, equivalentemente,
d*Z 9
=y +kZ =0, (15.69)

onde k*(r,) = w? — V(r,).

A teoria de espalhamento (independente do tempo) consiste no estudo da equa-
gao (I5.6])) para tipos diversos de fungoes potenciais V. O caso mais simples ocorre
quando a ag¢ao do sistema se da de maneira uniforme em uma regiao infinita do
espago, isto é, o suporte da fungao potencial V' corresponde a um intervalo [—a, 0],
a > 0, e V(r,) é constante nesse intervalo. Como fora da barreira, supomos movi-

mento livre de particulas (V(r.) = 0), as solugoes de (I5.69) sao da forma

Z(r,) = Are™"™ 4+ Biem™™ 1, >0, (15.70)
Z(r,) = Age™"™ + Boe ™™ —a <71, <0, (15.71)
Z(r,) = Ase™"™ + Bye ™™ 1, < —a. (15.72)
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As amplitudes, Ay, Ay, Az, By, By e B3, sao constantes de integracao as quais
podem ser determinadas a partir da condigao de continuidadeH da funcao de onda

Z(r.) e de sua derivada na fronteira de [—a, 0], ou seja,

Z(—a—0)=Z(—a+0), Z(0-0)=Z(0+0),
Z'(—a—0)=Z'(—a+0), Z'(0—0)=2'(0+0).

(15.73)

Os termos da forma et™" %7 representam ondas planas propagando-se no sen-
tido negativo de r, enquanto que os termos e~ e~ correspondem as ondas
que se deslocam na direcao positiva de r,. Considerando que a onda incidente se
propaga na dire¢do negativa de r, e o fato de que (I5.73]) permite dois graus de

liberdade ao conjunto das constantes de integracao, segue que

A razdo entre as intensidades da onda refletida, | B;|?, e incidente, |A;|?, denomina-

se coeficiente de reflexao R. Da mesma forma, define-se o coeficiente de transmissao
2
)

T a partir das intensidades da onda transmitida, |A3]?, e da onda incidente, |A;|*.

Decorre das equacoes (I5.70)-(I5.74) o resultado

R+T=1, (15.75)

que expressa a lei da conservagao da energia.

O processo aqui descrito pode ser generalizado para os potenciais complexos V7
da secao anterior para os quais a reflexdo e transmissao das ondas incidentes no
buraco negro ocorre no infinito (r, — +o00) e no horizonte de eventos (r. — —00).
Como os potenciais V7, (j = 1,...,2s), sdao de curto-alcance, isto ¢, decaem mais
rapidamente que r; ! para 7,— £ 0o, o comportamento assintotico das solucoes
Z*) para r,— £ 0o sera

eFre (1= £ 00). (15.76)

Sejam agora Z**) solucdes da equacdo de onda unidimensional

A2z(:l:w) — ‘/'Z(:l:w)7

3 As condicoes de continuidade impostas & funcdo de onda visam garantir que os autovalores em

([I568) sejam reais ([76], pp.48-49).
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satisfazendo as condigoes de fronteira

Z(:I:w) N C(:I:w)e:tiwr* 4 A(:l:w)e$iwr* (T*—>+OO),

(15.77)
— B(:l:w)e:tiwr* (’I“*—) _ OO)
Os coeficientes de reflexao R e transmissao T sao definidos por
Aw) gA(=w) BHw) B(=w)

Em geral, adota-se C*%) =1,

As condigoes de fronteira (I5.77) correspondem a uma onda incidente de ampli-
tude unitaria proveniente de 400, dando origem a uma onda refletida de amplitude
A®¥) 1o infinito (+00) e uma onda transmitida de amplitude B#*) no horizonte
(—00). Se o potencial V' ¢ real, A+*) e B*+*) s3o conjugados complexos de A™) e
B(%): dessa forma, (I5.78) consiste de fato numa generalizacdo da teoria de espalha-
mento para o caso dos potenciais complexos, onde Z(+*) e Z(=%) satisfazem a mesma
equagao, mas nao sao conjugados complexos. Seguem dois resultados importantes

dessa generalizacao cujas demonstracoes sao omitidas.

Proposicao 15.2.1. Todos os potenciais V7, j = 1,...,2s, produzem o0s mesmos

coeficientes de reflexdo e transmissao.
Demonstragao. Conferir [19], p.515. O

Proposicao 15.2.2. Para ondas (eletromagnéticas ou gravitacionais) incidentes no

buraco negro de Kerr, os coeficientes de reflexao e transmissao obedecem a lei de

CONSErvacao

R+T=1, (15.79)
em geral, e para frequéncias w < wg(= —2]‘\%+ ,m < 0),

R-T=1, (15.80)
isto €, T < 0.
Demonstragao. Conferir [19], pp. 410-417 e pp. 517-528. O
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15.3 Modos Normais

Nesse capitulo, vimos que as perturbagoes do buraco negro de Kerr pelos campos
de particulas sem massa (f6tons e gravitons) sdo descritas pelas equagdes de Teu-
kolsky (I5.39). Conforme a formulagao matematica do problema, uma perturbagao
genérica propagando-se no espaco-tempo de Kerr corresponde a uma superposi¢ao

de modos

R(r)S(9)e!@tHme) (15.81)

em que a parte angular S(0) satisfaz equagoes dependentes da geometria do buraco
negro e do campo de ondas, enquanto que a parte radial R(r) obedece a equacao de

onda da forma
2

NZ =VZ (A= L + w?), (15.82)
dr?
com um potencial V' especifico para cada tipo de particula.

As solugoes (I5.8]]) sdo denominadas modos normais e seus comportamentos
assintoticos representam ondas refletidas no infinito e ondas transmitidas no ho-
rizonte do buraco negro, cujas amplitudes definem os coeficientes de reflexao R e
transmissao T. Chandrasekhar ([19], se¢des 76, 98 e 107) mostra que os valores de
R e T obtidos estao de acordo com os valores determinados para o fluxo de radia-
gao (eletromagnética ou gravitacional) no infinito e através do horizonte do buraco
negro.

De acordo com a interpretacao fisica de R e T, podemos concluir da proposicao
15.2.2 que o coeficiente de reflexao excede a unidade para as ondas incidentes de
frequéncias w < w;, e spins inteiros, isto é, parte da energia rotacional do buraco
negro é extraida pelas ondas, eletromagnéticas ou gravitacionais. KEsse fendmeno
denomina-se super-radidncia e constitui-se no analogo do processo de Penrose para

particulas materiais, discutido na se¢ao 13.2. A analogia entre os dois fendémenos se

torna marcante através da comparacao entre a desigualdade (equivalente a w < wy)

2Mriw < —am (15.83)

e a desigualdade (equagao (I3.33)))

2Mr (6M) > a(dJ),
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pois elas sao idénticas mediante as identificagoes

hw+—0M,
(15.84)

hm<+—4.J,

onde h é a constante de Planck.

Considerando novamente a interpretacao fisica de R e T, concluimos que a propo-
si¢ao 15.2.2 — e, portanto, a identidade wronskiana (I5.57]) — expressa a conservacao
da energia.

Toda a analise nesse capitulo foi tomada em relacao ao buraco negro de Kerr,
cuja métrica é estacionaria e axissimétrica. No entanto, o procedimento pode ser
realizado de forma analoga para o buraco negro de Schwarzschild, estético e esferi-
camente simétrico. Mais que isso, os resultados aqui obtidos valem para o espago-
tempo de Schwarzschild com as substituicoes a = m = 0. Por exemplo, no limite de
Schwarzschild as equagoes (I5.65)-(I5.67) nos fornecem

3

By =0, ry=46M e F:%(Qr+6M)

de modo que os quatro potenciais (I5.64) degeneram em dois:

d 1 1 1
Vi = thao (f)+ﬁ§(f)2+Q(Q+2)(f)
(15.85)
_ 2A Q*(Q+2) , 3MQ*, 9IM?Q 5
= r5(%+3M)2[ o e 9M
(&
d 1 1 1. A
Vioy = —hem—(5) + 53(5)° + Q(Q+ 2)(5) = Z[(Q+2)r —6M].  (15.86)

O potencial V, denomina-se potencial de Zerilli e da origem as perturbacoes polares
da métrica de Schwarzschild, caracterizadas por nao induzirem rotacao no buraco
negro. O potencial V_ denomina-se potencial de Regge-Wheeler e esta associado as
perturbagoes axiais da métrica, cuja caracteristica principal é a de introduzir rotacao
no buraco negro de Schwarzschild, originalmente ausente.

Pelo teorema de Cotton-Darboux, uma métrica em um espaco tridimensional
sempre pode ser diagonalizada por meio de uma transformacao local das coorde-

nadas. Desse fato, segue que a generalizagao natural da métrica (I3.1]) é dada por
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(I19], pp.70-73)
ds® = e*(dt)? — e*(dp — quda® — qzda® — wdt)? — e (da?)? — '3 (dx®)?, (15.87)

a qual descreve espacos-tempo que nao sao estacionarios nem axissimétricos. As
perturbagoes polares da métrica de Schwarzschild (I3.30) produzem alteragoes nas
funcgoes v, 1, s e uz, enquanto que as perturbagoes axiais resultam em valores nao-
nulos para as quantidades w, ¢» e g3. A terminologia polar/axial se justifica pelo
efeito nas componentes da métrica perturbada (I5.87), provocado por uma reversao
no sinal da coordenada ¢: nao hé efeito se a perturbacao é polar, enquanto que,
para o caso axial, as fungoes w, ¢s e g3 mudam de sinal.

Os potenciais gerados no buraco negro de Schwarzschild, assim como aqueles
associados ao buraco negro de Kerr, apresentam decaimento exponencial em 7, no

2 no infinito; eles também produzem os mesmos

horizonte e comportam-se como r~
coeficientes de reflexdo e transmissdo. Os potenciais da forma (I5.85) e (I5.86)
pertencem a uma classe de potenciais que garante a igualdade dos coeficientes de
reflexdo e transmissao (veja a segao 28 de [19]); questiona-se sobre a possibilidade
da equagao (I5.64]) representar uma classe mais ampla de potenciais que garantam
essa igualdade.

Além disso, a relagdo de paridade, isto ¢, a presenga do carater polar/axial en-
tre as perturbagoes originadas pelos potenciais reais de Regge-Wheeler e Zerilli, faz
surgir a indagacao sobre a existéncia de alguma simetria intima, passivel de inter-
pretacgao fisica, no caso mais geral dos potenciais complexos associados ao buraco
negro de Kerr. Historicamente, a evidéncia de paridade decorreu do estudo das
perturbagoes do buraco negro de Schwarzschild através do processo de linearizagao
das equagoes de Einstein para a métrica perturbada (I5.87), enquanto que, para
o buraco negro de Kerr, a separabilidade das equacoes de perturbacao, e sua con-
sequente resolucao, so6 foi possivel via formalismo de Newman-Penrose. Trabalhar
diretamente com as componentes do tensor métrico propicia maior interpretacao
fisica do problema, mas nos casos mais gerais, a solucao completa s6 é possivel

quando consideramos a inclusao da algebra tensorial na algebra espinorial. Embora

4Conferir a interpretacio de w na secio 13.2.
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o conceito de objeto espinorial seja um tanto abstrato, existem fenoémenos fisicos
que sugerem sua existéncia na natureza (veja, por exemplo, [74], pp.55-56), como
o estado de elétrons, protons e néutrons, provenientes de formas alternativas das
equacoes de Dirac.

Os resultados da teoria da perturbagao de buracos negros possibilitaram com-
provar que o buraco negro de Schwarzschild ¢, de fato, completamente estavel [88],
isto é, assumindo a existéncia de fendémenos fisicos que assegurem a formacao de
uma massa esférica colapsada e a consequente producao do buraco negro de Schw-
arzschild, tal objeto continuara a existir. Para o buraco negro de Kerr, a questao
de sua estabilidade diante de pequenas perturbacoes foi alvo de muita discussao
durante muito tempo, motivando o estudo de solucoes das equacoes de perturbacao
para frequéncias complexas, denominadas modos quase-normais, que é o assunto do

capitulo 17.
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Capitulo 16

Buracos Negros Carregados

Embora a métrica de Kerr-Newman seja uma generalizacao natural da métrica
de Kerr, o sucesso na analise das perturbacoes do buraco negro de Kerr nao se
repete quando se aplica a teoria desenvolvida no capitulo 15 ao buraco negro de
Kerr-Newman. Como veremos nesse capitulo, o acoplamento das perturbagoes ele-
tromagnética e gravitacional na geometria de Kerr-Newman produz equacgoes que, ao
contrario das equagoes de Teukolsky, nao puderam ser separadas. Para o caso espe-
cial do buraco negro de Reissner-Nordstrom, no entanto, as equagoes que governam

as perturbacoes foram separadas e a teoria da transformacao pode ser aplicada.

16.1 Kerr-Newman

O estudo das perturbagoes gravitacionais do buraco negro de Kerr-Newman
seguirda o mesmo caminho tragado na secao 15.1 com as alteragoes necessérias para
englobar o efeito da presenca de uma carga resultante (), no buraco negro. Para uma
completa exposicao do assunto, que é bem complexo, sugerimos ao leitor conferir
as se¢oes 110 e 111 da obra [19]. No que segue, iremos apenas expor os resultados
principais para posterior discussao.

O comportamento dos escalares de Weyl, Wy, Uy, U3 e Uy, dos coeficientes de

spin, Kk, 0, A e v, e dos escalares de Maxwell, ¢y e ¢s, & descrito pelas equacoes a
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seguir:

; Q3 p*
(6" — da + m)Wy — (D — 26 — dp)¥; = — (p/f)s 3 - %) + Qf%], (16.1)
a &

(B — 4y + p) Ty — (5 — 47 — 26)T; = —

B == - @5 (162)
(D—p—p"—3c+eNo—(0—17+7"—a"=30)k ="y, (16.3)

(A =3y —7"—2u+u* )k — (6" —=3a+ B —7" —=2m)0 = —2V¥;, (16.4)

(§]
2 —%
(D + 4 — p)Ty — (6* + 47 + 2a) Wy = (pi)s 3(M — %) - Qf%], (16.5)
2 —%
(645 =)~ (A + 2+ s = B - L)+ Q1L (109

(A+p+p +3y—7IN—= (6 +3a++7m— 7)W=V, (16.7)
(O+7m" +21—a"+30)A— (D+3c+c"+2p—p")v = —2Vs, (16.8)
onde p = r +iacosf.

Com base nesses valores, podemos mostrar que as perturbagoes eletromagnéticas

e gravitacionais acopladas na geometria de Kerr-Newman sao governadas por

(AD DY + L1, £y — Giwp)dy = —QQi(U_lk% + DOS%) (16.9)
€
] B ﬁ* ﬁ*
(ADIDy + LoLT | — 6iwp) D) = +2Qf(AD§k? - czs?), (16.10)
onde
_ K op
Dy = Uy, ® =V,p"V2, k= e s=_—
0 0 1 1P (ﬁ*)Qﬂ (p*)2
(16.11)
—x\3 )\7* =2
o= 0, 7L o, w12 e n="".

V2 2 V2
O proximo passo seria separar as variaveis em fungoes puramente radiais e an-
gulares, como nas equacoes de Teukolsky, mas todas as tentativas de realizar esse
feito fracassaram. No entanto, uma anélise das equagoes acima para o caso especial

do buraco negro de Reissner-Nordstrom (a = 0) é possivel.
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16.2 Reissner-Nordstrom

A solugao de Reissner-Nordstom, que consiste num buraco negro estatico (a = 0)

e carregado, ¢ estudada em detalhes no capitulo 5 da referéncia [19).

Tomando a = 0 nas equagoes que descrevem as perturbagoes eletromagnéticas e

gravitacionais acopladas na geometria de Kerr-Newman obtemos

Q?
r )
Q2
r )
3 )
(Do + ;)5 — LN k==,

r

3
L£2%g — (Do + )1 = ~2k(3M —2

3
A(D} — ~) @ + L0, & = 4+25(3M — 4

3 P
A(D} — ;)k + Los = 271,

e
; ;3 Q2
L0+ A(DL, + ;)q>3 = +2n(3M — 27),
3 Q2
(DO - ;)@4 - £,1®3 - —|—2l<3M - 47),
3 by
3 d
A + )+ Lgn=—,
r r
onde
K o
by =V b, =V 2. k= = —
0 0, ) 1 lr\/_a 7’2\/§ e S T’Q
T A1 vr
Py =V3—, O, =Vt [=" e n=—r.
3 3\/§ 4 4 5 5

Com as substituigoes

Do (r,0) = Ri2(r)S42(0), @1(r,0) = Rya(r)Sia(6),

Kr6) = k(r)S(8),  5(r.0) = s(r)S.s(0).
as equagoes (I6.12)-(I6.I5 podem ser transformadas no par

NYy+PAY,;, — QY =0 (i=1,2),
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(16.13)
(16.14)

(16.15)

(16.16)
(16.17)
(16.18)

(16.19)

(16.20)

(16.21)

(16.22)



onde

d r8 2q;
P = —In(— D; = A2(1+ 2L
d?“* n(DZ)7 ( + MQT)’
A 24; q A? gik 16.23
Qizﬂ2ﬁ(1+ﬁgr)(1+ﬁ)a Y+i:F(R+2‘|‘7)> (16.23)

¢ = 3M + JOMZ L 40212, gy = 3M — /IM? + 4Q22.

De forma inteiramente similar, as equagoes (I6.16)-(I6.19) podem ser transfor-

madas em

AY 4+ PAY ; —QY ;=0 (i=1,2), (16.24)
por meio das substitui¢oes

@4(7’, 9) = R,2<T>572<¢9), q)g('f’, 9) = R,1<T)S,1(9),

n(r,0) =n(r)S_,(6), I(r,80) =1(r)S_2(0),
(16.25)
gin r’ ail
Y,i:ﬁ<R,2—|— p ), Xﬁi:E(Ril_'_?)’

g1 = 3M + \/IM? + 4Q%u?, qo = 3M — /IM? + 4Q? 2.
Procedendo de forma analoga a demonstragao das condi¢oes (I5.48)-(I5.51]), ¢

possivel mostrar que as equagoes (I60.22]) e (I6:24) sao transformadas em equagoes

de onda unidimensionais,

N*Z; =V, Z;, (16.26)

através da substituicao

Y, =06ViZ + TiA Z;, (16.27)

desde que existam fungoes ¢;, 3;, T;, R; e V; que satisfagam o sistema

D, d
_ e T (VL T. — 2wl V; 16.2
&0 = g (6V) + (T = 2iwt)Vi, (16.28)
dT;
R, =4V, L 16.29
o (16.29)
D; dp;
_ 2 0.0, — RV 16.30
r8 dr, (@ k) ( )
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d 8 r8

8
%R&Vi + Bi(T; — 2iwt;) = K; = constante, (16.32)

onde D; e @; estao definidos em ([[6.23)).

Mas o sistema acima é compativel com as solugoes

Bl=q K= pAp*+2) +2iwg, (i, = 1,20 # j),

(16.33)
Gi=1, Ri=p@=(01+2ya1+-2,
[ DR
e com o potencial expresso por
Vet () 2P 0@ o)(h) (i=12i4),  (1634)
P = = i\ — 27 = 1, ;Z ) .
qfdr* F, q; F, E J J

onde

3
@ =3M + \JIM? +4Q%1*, g2 =3M — \/IM? +4Q31?, F, = %(;ﬁr +4;)-

(16.35)
A equacao (I6.34) é a expressao dos potenciais associados as perturbagoes ele-

tromagnéticas e gravitacionais acopladas do buraco negro de Reissner-Nordstrom.

16.3 Consideragoes

A semelhanga do buraco negro de Schwarzschild, uma anélise das equagoes
([I634)) revela que o buraco negro de Reissner-Nordstrom é cercado por potenciais

de curto-alcance, comportando-se como 72

no infinito (r— + oo) e decaindo expo-
nencialmente em 7, no horizonte (r—r,+0). Além disso, no limite de Schwarzschild
(Q. = 0), as equagoes ([[6.34)) fornecem exatamente os potenciais de Zerilli e Regge-
Wheeler, de forma que o buraco negro de Reissner-Nordstrom também admite pari-
dade nas perturbagoes da métrica, como afirma Chandrasekhar ([19)], p.270): todas
as barreiras de potencial pertencem a uma classe muito especial que assequra a igual-
dade de seu poder de reflexao a ondas de tipos axial e polar. Chandrasekhar verifica

ainda a igualdade dos coeficientes de reflexao e transmissao produzidos pela classe

de fungoes a qual pertencem os potenciais (I6.34]) e conclui que a reflexdo de ondas
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incidentes pelo buraco negro de Reissner-Nordstrom produz conversao de energia
eletromagnética em gravitacional, e vice-versa.

Resta observar que o estudo completo das equagoes (I6.12)-(16.19), em contraste
com o sistema ([I6.9)-(I6.10]), so foi possivel por causa da simetria esférica do espago-
tempo de Reissner-Nordstrom que assegurou a separabilidade das variaveis. O que
podemos concluir também é que a dificuldade no tratamento das perturbagoes do
buraco negro de Kerr-Newman reside na presencga simultanea das constantes a e
Q., pois elevam a complexidade das equagoes ao ponto de impossibilitar a busca
por combinagoes entre as fungoes radiais — associadas aos escalares de Weyl — e os
coeficientes de spin.

Na verdade, a perturbacdo dos buracos negros esfericamente simétricos (a = 0)
pode ser determinada tanto pela linearizacao das equacoes de Einstein como pelo
formalismo de Newman-Penrose (as analises completas de ambos os casos podem ser
encontradas em [19]). Para o buraco negro axissimétrico de Kerr (a # 0,Q, = 0),
a solucao das equagoes de perturbacao s6 foi possivel mediante o uso dos tensores
complexos de Newman-Penrose. Como visto no inicio desse capitulo, quando se con-
sidera o caso mais geral (a # 0, Q. # 0), nem mesmo através de tensores complexos

é possivel encontrarmos solucao analitica para o problema, que continua em aberto.
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Capitulo 17

Modos Quase-Normais

A teoria da perturbacao, apresentada nos capitulos anteriores, pode ser gene-
ralizada para englobar frequéncias complexas ao espectro de radiagao dos buracos
negros. Esse problema foi inicialmente proposto por Vishweshwara [88] no contexto
da anélise da estabilidade dos espagos-tempo gerados por buracos negros. Atual-
mente, o estudo de certas solugoes para frequéncias complexas, denominadas modos
quase-normais, ¢ de grande importancia em astrofisica na tentativa de se detectar
diretamente a presenca de buracos negros no universo. Isso se deve ao fato de que
os modos quase-normais sao definidos de forma a representar radiagao gravitacional
que independe do processo de perturbacao, ou seja, depende exclusivamente das
caracteristicas que definem a geometria do buraco negro.

Inicialmente o problema dos modos quase-normais (MQN) sera formalizado ma-
tematicamente. Nas secoes seguintes, serao apresentados os principais métodos
semi-analiticos utilizados até hoje para a determinacao dos MQN, baseados na si-
milaridade de equagoes da teoria de perturbagao com equacoes da teoria quantica.
Os métodos serao confrontados e as propriedades dos MQN dos buracos negros de
Schwarzschild e Kerr serao discutidas. A restricao da analise a essas solucoes baseia-
se no fato de que elas expressam os possiveis buracos negros existentes na natureza;
portanto, toda a discussao realizada nesse capitulo diz respeito aos buracos negros
de Schwarzschild e Kerr, embora alguns resultados sejam validos para a solugao de
Reissner-Nordstrom.

A principal referéncia que sugerimos sobre esse assunto é um artigo de revisao
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escrito por Kokkotas e Schmidt [48)].

17.1 Matematica

Como foi visto nos capitulos anteriores, uma perturbagao genérica de um bu-
raco negro (Schwarzschild, Kerr e Reissner-Nordstrom) tem sua evolugao governada
pela superposi¢ao de modos normais, isto é, solugoes Z(r,,w) da equagao de onda
(I582)) com frequéncias w, reais e positivas. Vishweshwara [88], apos estudar o com-
portamento do espaco-tempo de Schwarzschild para perturbacoes com frequéncias
reais, sugeriu que a estabilidade dos buracos negros deveria ser também testada para
frequéncias complexas.

Os modos quase-normais sao as solugoes Z(r.,w) das equagoes de perturbagao

correspondentes a frequéncias complexas w e satisfazendo as condigoes de fronteira

Z — Aw)e ¥ (ry— + 00),
(17.1)

— B(w)e™m™  (r,— — ),

onde 7, é a coordenada tartaruga. Por comparagao com a equacao ([I5.77), conclui-
se que (IZJ) corresponde a uma onda de incidéncia zero sendo puramente refletida
no infinito (r.— + 00) e puramente absorvida no horizonte (r,— — 0o) do buraco
negro.

Sejam R(w) e T(w) os coeficientes de reflexdo e transmissao de uma onda inci-

dente num buraco negro. No caso real, temos

AP R
R = @ = o —mr r O 72

que consiste na resposta apropriada a uma ressonancia em um oscilador harmonico
. N N A . T .

amortecido, onde wy corresponde a frequéncia de ressonancia e 3 determina a taxa

de amortecimento do oscilador (esse resultado é apresentado em [41]). Estendendo

a fun¢ao R(w) ao plano das frequéncias complexas, obtemos

Alw) _ 5
ik (17.3)
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Impondo as condigoes de fronteira de MQN, concluimos que os MQN correspondem
aos polos da extensdo analitica de R(w) ao plano das frequéncias complexas. Os
vinculos Re(w) # 0 e % regular nao-nulo servem para assegurar o cumprimento
das condigoes de fronteira [32]. Segue da interpretagao fisica da equagao (IT7.2) que
os MQN constituem-se em oscilacoes amortecidas.

Como vimos, o potencial V' em (I5.82) ¢ invariante sob a inversao simultanea dos
sinais de w e m, no caso de frequéncias reais; dessa forma, R(w) = R*(—w*) e T(w) =
T*(—w*) no plano complexo [32]. Assim, se w for uma frequéncia quase-normal,
—w* também sera. Concluimos, portanto, que os MQN dos buracos negros de Kerr
e Schwarzschild estao distribuidos simetricamente em relacao ao eizo imagindrio do

plano das frequéncias complexas.

Além disso, se reescrevermos a equagao de onda (I5.82) na forma

d*Z 9
e multiplicarmos por Z*, integrando o resultado de —oco a 400, obteremos o valor
médio do potencial efetivo U(r,) = w? — V(r,), que é dado por

_ [U@r.)|2)%dr.

U(ry) = = 17.5
"= T e

Para uma frequéncia complexa w = wy + iI", temos que (conferir [32])
U>0=T>0. (17.6)

Mas o buraco negro de Schwarzschild produz barreiras de potencial reais que garan-
tem a condigao (IT.6]), pois U(r.) > 0 em (ITZH). Portanto, as frequéncias quase-
normais estao confinadas ao semiplano superior do plano das frequéncias complexas
e |Z| — oo quando r, — Foo (J19], p.201). Concluimos assim que 0s MQN do buraco
negro de Schwarzschild divergem no infinito (r.— + 00) e no horizonte (r,— — 00).

A condigao (I76) revela que o buraco negro de Schwarzschild admite apenas
os modos quase-normais de oscilacao que sejam amortecidos. Segue ainda do seu
comportamento no horizonte do buraco negro de Schwarzschild que os MQN nao
representam perturbacoes pois divergem no horizonte onde a métrica é finita; esse
resultado decorre da admissao implicita na definicao de MQN de uma perturbagao

infinita no passado.
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Kokkotas e Schmidt [48] afirmam que nao esta claro ainda se, nos seus ultimos
estagios (isto é, para t > r,), uma perturbacdo pode ser expandida pontualmente
em termos de MQN. Ferrari e Mashhoon [32] determinaram que a resposta de um

buraco negro a perturbagoes externas comporta-se, em seus ultimos estagios, como
Uye(re,t) =270y flwg)e =), (17.7)
S

onde f (ws) € o residuo, no ponto singular w,, da fungao que representa a distri-
buicao das amplitudes das componentes da perturbacao com diferentes frequéncias.
As oscilagoes amortecidas correspondentes aos MQN estao presentes na expansao
([I7T1) com amplitudes dadas pelos residuos de R; mais que isso, tal resultado mos-
tra que, embora os MQN nao representem perturbagoes propriamente ditas no que
diz respeito a seu comportamento espacial, quando a dependéncia temporal é le-
vada em conta eles aparecem como oscilagoes amortecidas nos tiltimos estdgios da

perturbacao.

17.2 Determinacao

Nessa se¢ao apresentaremos alguns métodos semi-analiticos para a determinacgao
de MQN de buracos negros, isto é, desenvolvimentos da teoria de perturbacao que

resultam em anélise numérica.

Potenciais Parametrizados

Esse método baseia-se no estabelecimento de uma conexao entre modos quase-
normais e os estados fundamentai de potenciais de buracos negros submetidos a
transformacoes apropriadas. Vimos que os MQN correspondem as singularidades
do coeficiente de reflexao quando estendido ao plano das frequéncias complexas.
Kramers e Heisenberg [50] indicaram que as singularidades das amplitudes de es-

palhamento estao relacionadas aos estados fundamentais do potencial. Na verdade,

!'Em fisica, estados fundamentais correspondem aos autovetores do operador de Schrédinger
independente do tempo. Classicamente, estados fundamentais constituem trajetorias limitadas em

um campo de forga central.
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para um po¢o de potencial, as singularidades de R(w) para w = w® +il', w® =0 e
I' <0, correspondem aos estados fundamentais do pogo. Como foi visto no capitulo
15, os buracos negros apresentam barreiras de potencial, caso em que a conexao
nao é evidente; nessas condigoes, Ferrari e Mashhoon [32] mostraram que os MQN
correspondem aos estados fundamentais do potencial transformado.

Uma perturbacao genérica de um buraco negro é expressa pela superposi¢ao de

modos da forma (I5.81]) em que a parte radial R(r) satisfaz

2

d
N*Z=VZ, (A= PR w?). (17.8)

O método consiste em associar um conjunto de parametros p ao potencial (eles
podem ja pertencer ao potencial ou podem ser introduzidos como fatores de escala)

e submeter as fungoes envolvidas na equagao acima a transformacao formal
re— —ir, e p—m(p), (17.9)
de modo que o potencial transformado
U(re; Q@ p) = V(=irs w(p): p) (17.10)

constitua uma barreira de potencial real, onde

Q(p) = w(p), (17.11)
¢(riip) = Y(—irsp) (17.12)
% + (-2 +U)p=0. (17.13)

As condigoes de fronteira para modos quase-normais se reduzem a
¢(ri;p) o< e (ri— +00),
(17.14)
o et (r,— — 00).
Para Q(p) real ndo-negativo, as equacoes (I'7I3) e (I'T.I4]) correspondem a equa-

¢ao de Schrodinger independente do tempo,

42

da?

+ Vi = By,
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onde E denota a energia do sistema, aqui identificada com —Q2, o potencial é dado
por —U e as condigoes de fronteira sao apropriadas para estados fundamentais. Os
MQN associados ao potencial V(r,,w) podem ser determinados pela transformagao
inversa

w(p) = Qr~(p)) e ¥(rip) = ¢liz;m'(p)) (17.15)
e pelo restabelecimento dos valores originais dos parametros.

Infelizmente as tentativas em se determinar analiticamente os estados funda-
mentais fracassaram; para os buracos negros, essa funcao foi estimada por Ferrari
e Mashhoon [32] a partir do uso de um potencial mais simples que aproxima uma
barreira de potencial, especialmente nas proximidades de seu maximo (r, = rg). O
potencial de Péschl-Teller Upr é dado por

Uo

cosh? a(r, — 1)’

Upr = (17.16)

onde Uy e a > 0 sao, respectivamente, a altura e a curvatura de uma barreira de

potencial U, ou seja,

Uy = U(ro) (17.17)
[§
1 d2U
2 [ P — —
i [ 2 lro.- (17.18)

Proposigao 17.2.1. As frequéncias de MQN para o potencial —Upr sao dadas por

2
1
wn:i(UO—%)%+ia(n+§), n=0,1,2,... (17.19)

Demonstragdo. Substituindo (I716) em (I7I3) e fazendo uso da definigao da co-
ordenada tartaruga, as solugbes que satisfazem as condigoes de fronteira (I7.14)

produzem coeficientes de reflexao e transmissao dados por

_ PP+ B+ i) (=5 +iF)

R{w) TGE)T( T )T (F) (1720
B F1+8+i)I(-6+ Zg)
T(w) S e (17.21)



Para que os MQN correspondam aos polos de R(w) tais que Re(w) # 0 se

verifique e % seja regular nao-nulo, devemos ter 1 + 8+ 1% ou —f + 42 iguais a

—n, (n=20,1,2,...), donde resulta

1 24U,
wp, =ta(n+ =)+ iOz(u

5 )Z, n=0,1,2,... (17.22)

Como o buraco negro de Schwarzschild verifica as condigoes (I7.6) e 4U; > o?,

temos o resultado desejado. O

Proposicao 17.2.2. Segundo o método dos potenciais parametrizados, as frequén-

cias quase-normais do buraco negro de Schwarzschild sao dadas pela expressao (apro-

zimada)
wp = w4+ il,, (n=0,1,2,...), (17.23)
onde
e 2 1 1 (62 =1))2(c? = 1) = 3] 1
0 _ 1 (g2 —-1)—- -4+ — cp?
(17.24)
1(6?2—=1) 1 (6*—1)? 1 1
r,= e s o T2t 3),
ol giGEn T g 0y
com
V49 -9 -1
] = Qf (17.25)
e
- (17.26)
Yo Welva .
Nessas equacoes, o = 0 para fétons e 0 = —3 para grdvitons.

Demonstracao. A partir dos resultados do capitulo 15, podemos mostrar que o bu-

raco negro de Schwarzschild possui um potencial efetivo dado por

oM j(j+1) 20M
Ulr,) = (1 — , 17.27
r) =1 - 2T 2o (17.27
onde
,
. = In(— —1). 17.28
ro=r (1) (1729
Na equagao (I7.27), 0 = 0 para fotons e ¢ = —3 para gravitons; o parametro

e > 0 vale 1 para perturbacoes em buracos negros. Efetuando-se a transformacao
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(TT3) com w(M,¢e) = (—iM, —¢), as frequéncias quase-normais do buraco negro de

Schwarzschild sao dadas por
w=w"+il = Q(iM, 1), (17.29)

mas, como dito anteriormente, nao foi possivel se determinar analiticamente a quan-
tidade Q(M,e). As expressoes ([7.23)-(I7.24) foram obtidas a partir da férmula
(IT19), considerando que o potencial efetivo (I7.27) apresenta um tnico maximo rq

determinado por

=G G0 G

em que rg e 7 = My estao relacionados por (I7.28)). Para maiores detalhes, conferir

]+ {9+ 14] RE (17.30)

o apéndice B de [32]. O

A determinacao dos MQN do buraco negro de Kerr é complicada pelo fato de que
os potenciais podem ser complexos e dependerem da frequéncia de radiagdo w bem
como do momento angular J = aM do buraco negro. O método descrito acima pode
ser aplicado, desde que seja escolhido um conjunto de parametros adequado a fim de
produzir um potencial real. Ferrari e Mashhoon [32] determinaram explicitamente os
MQN do buraco negro de Kerr para um caso restrito em que se evita o aparecimento

de potenciais complexos.

Proposigao 17.2.3. As frequéncias quase-normais do buraco negro de Kerr com

rotagao lenta (a < M) e na aproximagao eikonal (j > 1) sao dadas por

wp = W+ iTy, (17.31)
com
1
W =ty + 5) + 2amng (17.32)
e
1
Fn:%(nJré), n=0,1,2..(n>j), (17.33)

onde j e o estao definidos por (17.23) e (I7.20).
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Demonstragao. Considerando apenas os termos lineares em -, pois a < M, e

usando o fato de que na aproximacao eikonal w® é proporcional a j, o potencial
efetivo para o buraco negro de Kerr é aproximadamente
2M  j(j+1)  damwM
o ) 2 T 3
r r r

Ulr,,w) ~ (1 (17.34)

Como esse ¢ um potencial real independente do spin da perturbacao, as frequéncias
quase-normais podem ser estimadas por meio do uso do potencial de Poschl-Teller.

O

Aproximagao WKB

A motivacao para se utilizar esse método ¢é a similaridade existente entre a equa-
¢ao de onda da teoria de perturbacao dos buracos negros e a equagao de Schrodinger
unidimensional para uma barreira de potencial. Sabemos que os MQN sao caracte-
rizados basicamente por possuirem frequéncias complexas e condi¢oes de fronteira
correspondentes a ondas se afastando da barreira nas diregoes oo. Mantendo a
analogia com a teoria quantica, os MQN correspondem a ressonancias do operador
de Schrédinger com autovalores (energias) complexos [47].

Em ambos os casos, a equagao basica (I7.8)) pode ser colocada na forma

Ty Qe =0, (Q=w 1), (17.35)

2
dr?
onde Q(r,,w) é o potencial efetivo que no caso quantico é real e, para os buracos

negros, pode ser complexo.

Proposigao 17.2.4. (Férmula de Schutz-Will) Considere a equagao (I7.33) na qual

Q representa uma barreira de potencial efetivo com pico em ro. Entdo vale a relagao

Qo = +i[20")5(n + %), (17.36)

onde Qo = Q(ro).

Demonstragao. Da equivaléncia ja mencionada entre a equagao (I7.30) e a equagao
de Schrédinger unidimensional para uma particula encontrando uma barreira de

potencial, segue a validade da regra de Bohr-Sommerfeld,
1

/ Cl0(Fdr, = (n+ o (17.37)
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onde 1y e ry sao raizes de (). Aproximando o potencial () por uma pardbola em

torno de seu maximo ry,

1
Qre) = Qro) + 5+ Q"(ro)(r. = 0)*, (17.38)
e substituindo em (I7.37), obtemos o resultado desejado. O

E possivel derivar-se a formula de Schutz-Will a partir do método descrito em
[41], baseado na determinac¢do da matriz de conexdo entre as solugbes para dife-
rentes regioes da barreira, mas a abordagem da aproximacao WKB via regra de
Bohr-Sommerfeld é muito mais direta e geral, podendo inclusive ser estendida a po-
tenciais complexos (ver [47]). Iyer e Will [41] estenderam a formula de Schutz-Will

ao considerar mais termos na expansao de (), obtendo

1
Q=A+iRQHn+ )1 +0) (17.39)
onde
_ 1 1 () 1 2y 1 Q! 9 )
Alr) = (204)* [5G (G + %) — 55 (Gy)° (7 + 607,
" ey - (4)
Q(n) = 286/ [th(%% )4(77 + 188&2) _ ﬁ(QoQggo (51 + 100(12)’ (1740)

(6)

oL (D267 1 68a2) + oL (WU (19 4 28a2) — L (D))(5 + 4a2)]
2304\ Q7 288\ Q2 288\ Q7 s

com o« =n + %

Por causa da expansao (I7.38) do potencial efetivo () em torno de seu ponto de
maximo, a formula de Schutz-Will é tanto mais precisa quanto maior for a proxi-
midade entre os pontos de retorno r; e r; essa situacao é possivel para frequéncias
com partes imaginarias de pequena magnitude. Kokkotas [47] afirma que esta é a
unica formula analitica a fornecer explicitamente as frequéncias dos MQN do buraco
negro de Schwarzschild com precisao satisfatoria. Nao é dificil ver que as frequéncias

quase-normais do buraco negro de Schwarzschild sao dadas por
2 . i 1
W = Voiz[Q\/O]?(n—i—ﬁ), (17.41)

onde Vy = V (rg) corresponde ao valor maximo do potencial.
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Para o buraco negro de Kerr, a equagao (I7.35]) nao é simples como no caso da
solucao de Schwarzschild. Decorre das equacoes do capitulo 15 para os potenciais
na geometria de Kerr que o potencial efetivo correspondente a uma perturbacao de
spin s é dado por

2rA — (r —1)(r* + a?) AA e

. =w?—2i — 2 17.42
Qry;w,a,s) = w’” —2isw CETOE [(T2 +a2)2+G +dr*]’ (17.42)
onde
A= QO+ d*w® + 2amw — s(s + 1), (17.43)
-1 A
=1 (17.44)

r2+a?  (r24a?)?
ea?=a*+ 42,
w
Dessa forma, uma expressao explicita para as frequéncias quase-normais do bu-
raco negro de Kerr ndo pode ser encontrada, pois a fungao Q(r,;w, «, s) é complexa
e a frequéncia complexa w nao esta separada do potencial V' (r) de uma forma ele-
mentar. Assim, a equagao complexa transcendental (I7.36]), ou sua extensao (I7.39),

serd resolvida com r( calculado através da equagao

d
f(r*;w,a, s) = 0. (17.45)

Kokkotas [47] sugere um procedimento numérico para a resolucao do sistema de
equagoes complexas nao-lineares (I7.36) e (I7.45]). A partir de um valor especifico de
«, sao dadas trés frequéncias e para elas a constante de separacao Q é determinada.
Apos isso, os coeficientes da parabola F(w) = aw? + bw + ¢ sdo calculados e a
solugao da equacao F'(w) = 0 fornece uma primeira estimativa para w; o processo
continua iterativamente até que uma solucao do sistema seja encontrada com a

precisao desejada.

Fracoes Continuas

O método das fragoes continuas (para uma exposigao completa, veja [53]) con-
siste no tnico procedimento semi-analitico capaz de fornecer as frequéncias de MQN
com partes imaginéarias pequenas e grandes. Ao contrario dos procedimentos an-

teriores, essa abordagem baseia-se na observacao de que as equagoes de Teukolsky
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sao equagoes de onda esferoidais generalizadas do mesmo tipo que aquelas resol-
vidas por George Jaffé [42] na determinagao do especro eletronico da molécula do
ion de hidrogénio. As equacoes de Teukolsky sao resolvidas analiticamente com o
auxilio de uma forma generalizada da solucdo de Jaffé, devida a Baber ¢ Hassé [4],
eliminando a necessidade de integracao numérica presente nos métodos anteriores.
No entanto, as frequéncias quase-normais e as constantes de separacao sao definidas
como raizes simultaneas de duas equacoes envolvendo fragoes continuas, as quais

devem ser resolvidas numericamente (mas com grande precisao).

Proposigao 17.2.5. As frequéncias de MQN do buraco negro de Kerr correspondem

as raizes da equaca

0001 0175 0573
0=p5 — 2 17.46
Y Bi- By B 1740
onde
al =n?+ (ro + 1)n + o,
Br = —2n%+ (c; + 2)n + cs, (17.47)
Vr=n?+(ca—3)n+cs—ca+2
e

2Temos que

B OUnYn+1 Un+1Yn+2 En+2Yn+3 _ 6 OnYn+1
n _ _ I Op4+1Yn+2
Prt1 Prve Pr+s Pt — O 12Vn+3
nt2 — T ...
ﬂnJrB*
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21w

cozl—s—iw—€(§—am),
. 4i w

g =—4+2iw(2+0b) + 3(5 —am),

= 513 3iw— (¥ am)
Cr =S8 w b9 am),

4 21
c3=w?(4+2b—a*) —2amw —s—1+ (2+b)iw— Q+ w;r Z(g—am),
9 , 4w+ 21w

ca=5+1—2w?— (25 + 3)iw — 2 (E—am), (b=+1—4a?).

(17.48)

Demonstracao. Utilizando a forma generalizada da solugao de Jaffé para as equa-
coes gerais de Teukolsky, é possivel expressar a parte radial da perturbagao como
uma expansao de poténcias de (%), cujos coeficientes d,, obedecem a relagao de

recorréncia
ajdy + Bidy = 0,
o+ Fido (17.49)
ardpr + B dy +ndn1 =0, n=12 ...
As condigoes da proposicao garantem a convergéncia da série que define a parte

radial da perturbagao. Para maiores detalhes, confira [53] e [72]. O

Finalmente vale ressaltar que, fazendo a—0 na proposigao acima, resulta que as
frequéncias de MQN do buraco negro de Schwarzschild correspondem as raizes da

equacao
QoY1 172 (e27y3

61_ 62_ 63_ o

0= — (17.50)

onde

ap =n?+ (2 — 2iw)n — 2iw + 1,
Bn = —(2n* + (2 — Siw)n — 8w? — diw + Q — 2 — (s* — 1)), (17.51)

Yo =n? — diwn — 4w? — (s> — 1) — 1.
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17.3 Discussao

Consiste numa evidéncia astrofisica que praticamente todo objeto estelar oscila
de alguma forma. No entanto, a radiacao gravitacional emitida pelas estrelas é
fraca e com frequéncias muito baixas o que exclui sua relevincia no estudo das
ondas gravitacionais. Esse nao é o caso quando se consideram objetos muito densos,
como estrelas de néutrons e buracos negros, pois suas oscila¢oes podem ser fortes o
bastante para serem detectadas pelos detectores de ondas gravitacionais atuais.

Um buraco negro pode ser perturbado pela incidéncia de ondas de diversos tipos,
mas também pode oscilar e emitir radiagao devido ao acréscimo de matéria ao seu
redor, ou pela presenca de um objeto atraido por ele, ou durante sua formacao medi-
ante um colapso estelar (supernova). No entanto, espera-se que uma perturbagao ird,
em seus ultimos estdgios, decair de wma maneira caracteristica do buraco negro e
independente da causa original, apresentando frequéncias e taras de amortecimento
proprias daquele objeto, da mesma forma que as ultimas notas emitidas por um sino.
Essa é a ideia em que se baseia o conceito de modos quase-normais. De fato, de-
vido & emissao de ondas gravitacionais, o buraco negro nao consiste num sistema
oscilante fechado e, por isso, os modos normais dao lugar a modos com frequén-
cias quase-normais (complexas), em que a parte real corresponde a frequéncia de
oscilagdo e a parte imaginaria indica a taxa de amortecimento. Além disso, uma
comparagao entre as equagoes (I5.77) e (7)) revela que as condigdes de fronteira
para MQN implicam na independéncia da perturbacao original & qual é imposta
amplitude zero. Dai a importancia dos MQN na tentativa de se identificar buracos
negros No universo.

Vimos nesse capitulo que os MQN podem ser interpretados como ressonancias
do operador de Schrodinger, ou seja, representam uma perturbagao inicial infinita.
Em outras palavras, os MQN consistem nos modos de oscilagao para os quais a
resposta do buraco negro a uma perturbacao externa é maxima. Por isso os MQN
sao importantes no estudo da estabilidade de buracos negros.

Com o intuito de se determinar os MQN de buracos negros, foram desenvolvidos

varios métodos [48]. Entretanto, o padrao de estudo numérico dos MQN de buracos
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negros segue o modelo estabelecido por Chandrasekhar e Detweiler [20], o qual
consiste em se escolher um valor para a frequéncia complexa, integrar a equacao de
perturbagao, e determinar as solugoes que satisfazem as condigoes de fronteira. Dos
métodos semi-analiticos apresentados, aquele desenvolvido por Leaver se destaca no
sentido de que evita a integracao em favor da determinacgao das raizes de equagoes
com fragdes continuas.

O calculo dos MQN mostrou que a parte real das frequéncias permanece cons-
tante enquanto que suas partes imaginarias (amortecimento) crescem proporcional-
mente com a ordem do modo [48]. Resultados como esse, e como o da equagao
([I77), visam garantir que os MQN de fato possam representar o comportamento da
radiacao emitida por buracos negros, observado através de investigacoes numéricas
as quais revelaram que, nos seus ultimos estagios, a resposta dos buracos negros a
perturbagoes externas é governada por oscilagoes amortecidas ([31],[47],[48]).

Outra caracteristica dos MQN é que, ao contrario do espectro continuo de
frequéncias reais (modos normais), o espectro das frequéncias quase-normais de um
buraco negro ¢é discreto. Essa propriedade decorre do fato de que a determinagao
dos MQN ¢é equivalente ao problema da teoria quantica elementar de se encontrar
os estados fundamentais de uma barreira de potencial. Mais que isso, o espectro de
frequéncias quase-normais do buraco negro de Schwarzschild ¢ infinito enumeréavel,
pois existem infinitas raizes para a equagao (I7.50), & semelhanca dos espectros da
molécula do ion de hidrogénio [53]. Como foi visto na se¢ao 17.1, tais frequéncias se
distribuem simetricamente em relagao ao eixo imaginario, ou seja, uma perturbagao
real que excite um MQN também excitara seu conjugado complexo; essa condigao
é essencial para que a radiagao emitida seja de fato real.

Como foi explicado no capitulo 15, o estudo das perturbagoes de buracos negros
surgiu com o intuito de se analisar a estabilidade dos espacgos-tempo associados a
fim de se determinar a possibilidade da permanéncia de tais objetos na natureza.
Buracos negros astrofisicamente relevantes sao consequéncia da coalescéncia de es-
trelas binarias de néutrons, supostamente munidos de grande momento angular, de
forma que um estudo detalhado dos MQN para o limite de Kerr (a = M) se faz

necessario. Para o buraco negro de Kerr, uma analise da conservacao do fluxo de
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radiagao revela que um MQN com frequéncia real nao pode existir no caso ordina-
rio, mas é em principio possivel para o super-radiante [32]. Portanto, a amplitude
de reflexao é limitada no eixo real restrito ao regime ordinério; dessa forma, se um
MQN se aproxima dessa parte do eixo de frequéncias reais, seu residuo se aproxima
de zero. Decorre dessa observagao e da equagao (IZ.7) que MQN pouco amortecidos
(I'=0) nao contribuem nos ultimos estégios das oscilagoes de um buraco negro de
Kerr. Esse resultado da indicios de que buracos negros de Kerr sejam estéaveis. Ao
lado disso esta a anélise, feita pelo método das fragoes continuas [72] e demonstrada
analiticamente por Detweiler [24], indicando que as frequéncias de MQN de Kerr

(para a = 0 até a = M) s@o limitadas pela frequéncia real
(17.52)

correspondente ao espalhamento super-radiante de uma onda incidente. Kokkotas
[47) afirma que Whiting [94] provou a estabilidade dos buracos negros de Kerr a
todo tipo de perturbagao; Onozawa [72] afirma que o comportamento dos MQN
para buracos negros com alta rotacao (isto é, proximos do limite de Kerr) ainda néo
¢ bem conhecido.

Uma confrontacao entre os resultados derivados pelos métodos semi-analiticos
apresentados e evolugao numérica das equagoes de perturbacao revela que o método
das fragoes continuas possui maior precisao e funciona para frequéncias com pequeno
e grande amortecimento. A aproximacao WKB tem a vantagem de sua precisao
poder ser aumentada mediante o acréscimo de mais termos na expansao (I7.39),
mas s6 produz resultados confidveis para pequeno amortecimento; para frequéncias
muito amortecidas, a parte imaginaria mantém a acurécia, mas a parte real nao. O
método dos potenciais parametrizados nao ¢é viavel, pois depende de um potencial
especifico e sua precisao nao pode ser determinada; sua importancia reside no fato
de ter sido a primeira tentativa de um método semi-analitico para esse tipo de
problema. No limite de Schwarzschild (a = 0), a precisao dos resultados obtidos
pelos métodos apresentados na se¢ao 17.2 esta em bom acordo com as frequéncias
determinadas por outros meios. A excecao esta na aproximagao WKB, pois os MQN

do buraco negro de Kerr surgem da solu¢ao numérica do sistema de equagoes (I7.36))
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e (I745), de forma que um erro pequeno no calculo de um dos parametros, ry ou
w, implica em erro no outro que, por sua vez, produz o mesmo efeito no valor, ja
errado, do parametro inicial.

O método de Leaver serve como padrao de comparacao para qualquer novo mé-
todo analitico relativo & determinacao dos MQN de buracos negros. No entanto,
ao contrario dos outros métodos, tal procedimento nao fornece insight sobre as
quantidades fisicas envolvidas de modo que os resultados, muitas vezes, carecem
de interpretacao sobre qual configuracao esta sendo representada. Por isso, a im-
portancia da teoria de perturbacao de buracos negros estd em fornecer modelos a
fim de permitir que os resultados numéricos possam ser comparados e interpretados
fisicamente. Do ponto de vista matematico, o estudo dos MQN de buracos negros
consiste em um campo aberto para a generalizacao da teoria de espalhamento da

mecanica quantica.
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Capitulo 18

Atualidade

Albert Einstein apresentou a teoria da relatividade geral ao mundo no ano de
1915. No ano seguinte, o proprio Einstein previa, a partir das equagoes de campo li-
nearizadas no limite de “campo fraco”, a existéncia de ondas gravitacionais: solugoes
de onda que representavam perturbagoes no espaco-tempo provocadas pela fonte de
matéria e que se moviam a velocidade da luz |26, 27]. Ele também percebeu que
a amplitude dessas ondas seria muito pequena para ser detectada com a tecnologia
da época, o que gerou muita discussao ao longo do século passado sobre a realidade
fisica das ondas gravitacionais.

Também no ano de 1916, Schwarzschild publicou a primeira solugao exata das
equagoes de Einstein, descrevendo uma fonte compacta do campo gravitacional que
posteriormente foi interpretada como aquilo que conhecemos hoje com o nome de
buraco negro [80]. O buraco negro de Schwarzschild foi mais tarde generalizado para
admitir rotacao, sendo denominado buraco negro de Kerr [44].

Durante todo o século XX, questionou-se a estabilidade dos buracos negros na
Natureza, especialmente por serem objetos tao exoticos e distantes da intuicao hu-
mana. O estudo da estabilidade das solu¢oes compactas das equagoes de Einstein
levou Vishweshwara [88| a criar o conceito de modos quase-normais que, por sua
vez, agucaram a pesquisa astrofisica por buracos negros na medida em que eles
carregavam informagoes caracteristicas dos objetos estudados e a evolugao numérica
revelava que eles poderiam ser detectados no caso de buracos negros muito massivos.

Assim, o problema criado em 1916 pela possibilidade de detec¢ao de buracos
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negros na natureza mediante as ondas gravitacionais emitidas por eles durante uma
perturbagao relativamente grande no passado se estendeu por todo o século XX. No
inicio desse século, foram construidos vérios observatorios espalhados pelo mundo:
TAMA no Japao, GEO na Alemanha, VIRGO na Italia e LIGO nos Estados Unidos.
Em 2015, cerca de cem anos apds a sua previsao, o LIGO (sigla para Laser Inter-
ferometer Gravitational-wave Observatory) anunciou a primeira detecgao de ondas
gravitacionais da historia [1].

Na primeira segao, faremos consideragoes finais sobre os desenvolvimentos da
teoria exposta na parte III e veremos como esses desenvolvimentos contribuiram
para a descoberta astrondmica recente. Na segunda se¢ao, discutiremos o problema
da determinacao dos buracos negros no universo e o que podemos concluir dos
resultados obtidos pela equipe do LIGO. Para o leitor interessado nessa descoberta
revolucionéaria, especialmente para a astrofisica, sugerimos a leitura do artigo original
[1] e de sua critica [14]. Nesses textos, o leitor podera encontrar também uma lista

de referéncias para estudos futuros.

18.1 Ondas Gravitacionais

Buracos negros consistem em solugoes exatas das equagoes de Einstein, as
quais descrevem como a matéria e a energia afetam a geometria do espago-tempo,
produzindo o que se conhece como gravitagao. A identificagdo direta de um buraco
negro no universo nunca foi feita por serem objetos distantes e isolados. No entanto,
existem intmeros indicios de que eles existam; de fato, existem vérios candidatos
resultantes de observagoes eletromagnéticas [90) 10, 18]. Embora nao haja até o
momento nenhuma evidéncia concreta da existéncia de buracos negros na natureza,
imagina-se que eles sejam corpos astronémicos formados pelo colapso estelar e que
constituam-se na fonte de energia responsavel pela atividade observada no ntcleo
das galaxias.

Na década de 50, o trabalho pioneiro de Regge e Wheeler [77] iniciou o estudo das
perturbagoes dos buracos negros com o intuito de analisar sua estabilidade mediante

influéncia externa. Esse estudo foi motivado pelo fato de que buracos negros, assim
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como as estrelas, oscilam mediante a incidéncia de campos de ondas, ou acréscimo
de matéria, de forma que surge a questao: caso tal objeto se forme, serd possivel a
sua permanéncia na natureza? Tentando responder a essa questao, Vishweshwara
[88] propos a necessidade de se considerar o efeito das frequéncias complexas nas
equacgoes de perturbacao, em que a parte real representa a frequéncia de oscilacao e
a parte imaginaria representa a taxa de amortecimento; tal observacao é condizente
com o fato de que um buraco negro deve ser visto como uma membrana infinita ao
invés de um sistema oscilante fechado, como uma corda de violao.

Quando um corpo astronoémico oscila, ele emite radiacao determinada principal-
mente pelo fendbmeno que provocou tal oscilagao; no entanto, acredita-se que uma
perturbagao iré, em seus tltimos estagios, decair de uma maneira caracteristica do
objeto oscilante e independente da causa original, apresentando frequéncias e taxas
de amortecimento determinadas exclusivamente pelos parametros daquele objeto,
da mesma forma que as ultimas notas emitidas por um sino. Solucoes das equagoes
de perturbagao dos buracos negros para certas frequéncias complexas, os modos
quase-normais (MQN), captam essa idéia e permitem caracterizar um buraco negro
através da radiacao gravitacional emitida por ele.

Apos o trabalho de Vishweshwara, foram feitos varios desenvolvimentos numé-
ricos e semi-analiticos, mas nos ultimos anos, o interesse pelos MQN de buracos
negros intensificou-se porque, diferentemente do caso estelar, a teoria prevé que a
radiacao gravitacional emitida por buracos negros com grande massa e rotacao é
suficientemente forte para ser detectada pelos detectores de ondas gravitacionais
existentes. Esses avancos, juntamente com desenvolvimentos no campo da relati-
vidade numeérica na ultima década, tornaram possivel modelar matematicamente a
fusao de um sistema binario de buracos negros e fazer previsoes acuradas das ondas
gravitacionais resultantes desse processo. Os resultados numéricos aplicados a um
buraco negro de Kerr formado por tal processo de fusao apontavam para um espec-
tro de modos quase-normais com intensidade suficiente para serem detectados pelos

observatorios existentes, como de fato aconteceu.
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18.2 Buracos Negros?

A teoria desenvolvida na parte III desse livro fornece uma base tedrica clara
para a descricao e investigagao do tipo de onda gravitacional que seria produzida
durante a formacao de um buraco negro. Esse corpo compacto e massivo poderia ser
formado pelo colapso de uma estrela com massa superior a dez massas solares, no
fenémeno que se conhece como supernova. No entanto, modelos recentes puderam
ser construidos nos quais um buraco negro é formado a partir da colisao e posterior
fusao de dois buracos negros. Esses foram os modelos usados na interpretacao dos
resultados obtidos em 2015 pela equipe do LIGO [1].

Em tese, as ondas gravitacionais sao produzidas em trés etapas.

inspiral stage: Antes da fusao, quando as 6rbitas dos dois buracos negros comecam
a reduzir e eles iniciam sua trajetéria em direcao ao lento colapso, o espectro
de frequéncias tem separacao larga e pode ser bem aproximado por teoria pos-
newtoniana. Nessa fase, a intensidade da radiacao emitida sera tanto maior

quanto menor for a distancia inicial entre os buracos negros.

merger stage: Durante o processo de fusao, as frequéncias e amplitudes das ondas
aumentam até atingir um pico caracteristico ao momento da fusao. Essa etapa

s6 pode ser descrita de maneira acurada por meio de simula¢oes numéricas.

ringdown stage: Esse processo cataclismico da origem a um buraco negro alta-
mente distorcido que rapidamente perde energia eliminando a deformacao ini-
cial. Essa é a fase em que o sistema “soa como um sino” produzindo radiacao
que perde forca, decaindo exponencialmente, enquanto o objeto final da fusao

se acomoda na forma de uma solugao de equilibrio das equacoes de Einstein.

O que vimos no capitulo 17 foi que a forma da onda gravitacional emitida por
um buraco negro perturbado sera, em seus estagios finais, dominada pelos modos
quase-normais (MQN). Portanto, se o objeto final do processo de fusdo descrito
acima for um buraco negro de Kerr, todo o espectro de MQN estaréa caracterizado
tao somente pela massa e pelo momento angular do buraco negro. Assim, a detecgao

de alguns poucos modos nesse espectro pode ser suficiente para se fazer medigoes
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precisas da massa e da rotacao de um buraco negro, comprovando a existéncia de
horizonte de eventos em objetos escuros e compactos. Esse raciocinio é anélogo a
percepgao de um objeto sonoro em um quarto escuro. Imagine-se em um canto de
um quarto totalmente escuro e suponha que exista uma segunda pessoa no outro
canto do quarto com um violao. Como vocé sabe que 14 naquele canto se encontra
um violao se vocé nao consegue vé-lo? Basta que a pessoa toque o violao para
que vocé identifique a presenca do instrumento por meio do som que ele emitiu. A
situagao ¢ idéntica para o problema da determinacgao de buracos negros no universo,
pois a sua evidéncia através da observacdo direta (radiacao eletromagnética) é no
minimo questionavel, restando-nos comprové-los indiretamente mediante as ondas
gravitacionais por eles emitidas (os MQN seriam as “notas musicais” de um buraco
negro).

O sinal detectado pela equipe do LIGO tem exatamente as caracteristicas acima,
o que levou a equipe do LIGO a concluir que as ondas gravitacionais observadas pela
sua interferéncia no sistema de lasers de fato comprovam a existéncia de um buraco
negro de Kerr formado a partir da fusao de um sistema binario de buracos negros
com rotacao. No entanto, recentemente uma equipe internacional de cientistas, lide-
rados por Vitor Cardoso, questionou essas conclusoes ao propor modelos alternativos
de objetos astronoémicos, sem um horizonte de eventos, que também poderiam ter
emitido radiagao gravitacional com o mesmo padrao detectado pelo LIGO (veja [14]
para a exposi¢ao completa do argumento).

A ideia de Cardoso baseia-se no fato de que todo objeto compacto possui um
anel de luz, que consiste numa orbita circular de fé6tons ao redor de corpos muito
compactos prevista pela relatividade geral. Estrelas de néutrons nao sao compactas
o suficiente para possuirem tais estruturas, mas buracos negros as possuem. O
ponto é que objetos exoticos, como gravastars — objetos celestiais cujo interior é
constituido de energia escura — e wormholes — variagoes topolodgicas do espago-tempo
interpretadas como tuneis ligando regioes distintas do universo — também possuem
esses anéis de luz, mas nao possuem horizonte de eventos. A equipe de Cardoso
mostrou que se um objeto é compacto o suficiente para possuir um anel de luz,

entao seu espectro de MQN serd quase idéntico ao de um buraco negro, sendo a
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semelhanga tanto maior quanto mais compacto for o objeto [14]. A conclusao a que
os cientistas chegaram apos as simulagoes numeéricas foi de que o espectro de modos
quase-normais estd associado ao anel de luz, ou seja, é o anel de luz que vibra e nao
o horizonte de eventos.

Cardoso [14] afirma que, embora a presenca de um buraco negro seja a hipotese
mais natural, nao podemos tomar conclusoes precipitadas a cerca da existéncia de
horizontes de eventos na natureza. O estudo de Cardoso e seus colegas revela que
ha divergéncia entre os MQN de objetos exdticos e buracos negros, mas o sinal de-
tectado pelo LIGO nao durou tempo suficiente para podermos fazer tal distingao.
Avanco na tecnologia utilizada e novos experimentos serao necessarios a fim de que
possamos ter uma comprovagao efetiva da existéncia de buracos negros no universo.
Dito isso, devemos registrar a importancia da descoberta feita pela equipe do LIGO
por comprovar uma previsao da teoria de Einstein feita ha um século atrés e por
estabelecer um novo rumo na pesquisa astrofisica. Diante disso, encerramos nosso
texto esperando que o leitor possa ter encontrado aqui uma base conceitual, ori-
entacao e, principalmente, motivacao para continuar seus estudos na tentativa de

entender melhor o mundo em que vivemos.
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