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ALGEBRE LINEAIRE DANS LES SEMI-ANNEAUX
ET LES DIOIDES

M. MINOUX
LIP 6, Université Paris 6

Résumeé

On présente une vue d'ensemble des propriétés algébriques de base des semi-anneau»
des dioides, concernant en particulier : les extensions de la notion de dépendance ¢
d'indépendance linéaires et leurs liens avec la notion de bidéterminant des matrices ; I
caractérisation des éléments propres (valeurs propres et semi-modules propres) de
matrices. Diverses applications des résultats généraux obtenus sont décrites : analyse ¢
données et analyse de préférences ; théorie des systemes a événements discrets.

Mots clés:

Semi-anneaux, dioides, dépendance et indépendance linéaires, bidéterminant, valeur
propres, vecteurs propres.

LINEAR ALGEBRA IN SEMI-RINGS AND DIOIDS

Abstract

We present an overview of basic algebraic properties of semi-rings and dioids, in

particular those related to :

— extensions of the concept of linear dependence and independence and their connection
with the so-called bideterminant ;

— the characterization of eigenvalues and eigen-semi-modules of matrices.

Various applications of the general results obtained are described : data analysis,

preference analysis and algebraic approaches to some discrete event systems.

Keywords :
Semi-rings, dioids, linear dependence and independence, bideterminant, eigenvalues
eigenvectors.



PARTIE 1

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE
LINEAIRES



1. INTRODUCTION

Ce rapport est consacré a |'étude des problemes de dépendance et d'indépendan
linéaires dans les semi-modules (et les moduloides). La structure de semi-module (resp
de moduloide) est celle qui intervient de facon naturelle dans les propriétés d'ensemble:
de vecteurs a coefficients dans un semi-anneau (resp : dans un dioide) : les semi
modules sont vis-a-vis des semi-anneaux l'analogue de ce que sont les modules pour le
anneaux.

Le § 2 introduit les principales notions de base, en particulier celles de morphismes de
semi-modules, de familles génératrices, de dépendance et d'indépendance linéaires
Contrairement au cas des espaces vectoriels, plusieurs notions distinctes de dépendance
d'indépendance linéaires peuvent étre considérées. En plus d'une ndiasedeci

nous conduit a proposer pour les semi-modules et les moduloides d'autres notions telle:
que : bases faible (ou W-bases), bases non redondantes (ou NR-bases).

Le 8§ 3 est ensuite consacré a I'étude des liens eftigekerminant d'une matricet les
notions de dépendance et d'indépendance linéaires précédemment introduites. Plusieul
résultats classiques de l'algébre linéaire dans les espaces vectoriels sont ici généralise
aux semi-modules et aux moduloides.

Le terme dalioidea été initialement proposé paKUNTZMANN (1972) pour désigner
la structure algébrique constituée par un ensemble E muni de deux lois de composition
internesl] et telles que (E[1) est un monoide commutatif, (E,) est un monoide

(non nécessairement commutatif) avec une propriété de distributivité a droite et a gauche
ded par rapport &l. En I'absence de propriétés additionnelles desla@sl], une telle

structure est assez pauvre et nous lui donnerons ici le ngmmédsemi-anneauy
réservant ainsi le nom dioide a des structures a deux lois munies de propriétés
supplémentaires qui seront explicitées plus loin.

Définition

On appellepré-semi-anneau a droitene structure algébrique (E, (1) formée d'un
ensemble de base E et de deux lois de composition internes avec les propriétés suivantes



() alb=b0a Oa, bOE (commutativité del)
(i) (@Ob)Oc=al (blc) Oa, b, cdE (associativité dél)
(i) (@db)Oc=al (bc) Oa,b,cdE (associativité dél)

(iv) all(bOc)=(aldb) 00 (allc) Oa,b,cOE
(distributivité a droite dél relativement &l)

La notion depré-semi-anneau a gauclest définie de fagcon analogue, en remplagant la
distributivité a droite par la distributivité a gauche :

(iv) @ b)Oc=(@dc)d(bOc) Oa,b,cdE.

Notons que dans les définitions ci-dessus, on ne suppose pas l'existence d'élément
neutres. S'ils n'existent pas (ni a droite, ni a gauche), on peut les ajouter sans probléme
Dans le cas og, I'élément neutre ajoutéld est absorbant paf, on a une structure de

semi-anneaul.
Définition

On appellepré-semi-anneaune structure algébrique (E, ) qui est a la fois un pré-
semi-anneau a droite et un pré-semi-anneau a gauche.

Définition

La relation de pré-ordre induite par la [diest définie par : & b, si et seulement si il
existe c tel que b =@ c. Lorsque cette relation est une relation d'ordre, on dit que
I'ensemble (E[]) estcanoniquement ordonrrélativement al.

Définition

On appelle pré-dioide a droite (resp : a gauche) un pré-semi-anneau a droite (resp : i
gauche) canoniquement ordonné relativement a

On appelle pré-dioide un pré-semi-anneau canoniquement ordonné relativement a



Définition (semi-anneau, semi-anneau a droite, a gauche)

Un semi-anneauest un pré-semi-anneau (El,, 00) qui vérifie les propriétés
additionnelles suivantes :
() O admetun élément neuge
(i) O admet un élément neutre e
(i) € estabsorbant polt, c'est-a-dire :
OallE:alle=¢glda=¢

Un semi-anneau a droite (resp : a gauche) est un pré-semi-anneau a droite (resp :
gauche) vérifiant les propriétés (i) a (iii) ci-dessus.
Un semi-anneau dans lequel I'opérafibest commutative est dibmmutatif

Définition (anneau)

On appelleAnneauun semi-anneau dans lequel I'ensemble de base E a une structure de
groupe commutatif pour l'additioril. Un anneau (E[1, [0) est ditcommutatifsi
l'opérationd est commutative.

Un cas particulier important de la structure d'anneau est évidemment la structure de
corpsdans laquelle I'ensemble de base E a une structure de groupe (non nécessaireme
commutatif) relativement a la lail. Lorsqueld est commutative, on parle de corps

commutatif.

Définition (dioide, dioide a droite, dioide a gauche)

On appelledioideun ensemble (E], ) muni de deux lois de composition internés
et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (E, 0) est un monoide commutatif avec élément neutre

(i) (E, O) est un monoide avec élément neutre e ;

(i)  La relation de préordre canonique relativement @éfinie par & b = [Ic:
b = all c¢) est uneelation d'ordre c'est-a-dire vérifie :dbetb<al a=b

(iv) € estabsorbant pout, c'est-a-dire JallE:alle=¢ 0 a=¢

(v) 0O estdistributive & droite et a gauche, relativement a



On appelle dioide a droite (resp : a gauche) un ensemblg,(B) vérifiant les
propriétés (i) a (iv) ci-dessus et Duest seulement distributive a droite (resp : a gauche)
relativement aJ.

La difféerence fondamentale entre un anneau et un dioide réside dans la propriété (iii).
Dans un anneau, l'addition induit une structure de groupe, tandis que
dans un dioide, elle induit une structure de monoide canoniguement
ordonné Notons que cela impliquane disjonction entre la classe des anneaux

et la classe des dioides.

Exemple
Z muni des opérations + et x usuelles, estiimeaumaisce n'est pas un dioide

En effet, dans cette structure, on a toujours, pour tout couple d'entiers relatifs a, b :
a< b et b< a pour la relation de préordre canoniqus ta= [Oc:b=a+ ¢)

Ce n'est donc pas une relation d'ordre. Par contre, le semi-alindansemble des
entiers naturels) est un dioide car la relation de préordre canonique coincide avec le
relation d'ordre (total) habituelle. ||

C'est donc la présence d'une relation d'ordre intrinsequement liée a la loi
addition O qui constitue la principale distinction entre anneaux et dioides

Cette relation d'ordre conduira naturellement a définir des propriétés topologigues.
Définition (Dioide idempotent)

On appelledioide idempotentin dioide dans lequel I'additidm est commutative et
idempotente.

Un cas particulier frequemment rencontré est celui ou l'additi@st non seulement
idempotente, maisélective (c.a.d. 0 a, b E : all b =a ou b).

Définition (Dioide sélectif)
On appelldioide sélectitin dioide dans lequel I'additibhest commutative et sélective.

Les dioides idempotents forment une classe particulierement riche de dioides qui contien
de nombreuses sous-classes, en particulier :



- les dioides double-idempotents et les treillis distributifs ;
- les dioides double sélectifs ;
- les dioides idempotents-groupes et les dioides sélectifs-groupes.

Définition
On appelledioide idempotent-groupen dioide (E[J, (1) qui a une structure de monoide

commutatif idempotent pour et une structure de groupe paur(tout élément de E \
{€} ayant un inverse poun).

Un cas particulier important pour les applications est celui ou l'opétatimtsélective
Définition
On appelledioide sélectif-groupen dioide (E[J, (0) qui a une structure de monoide

sélectif pour] et une structure de groupe paur (tout élément de E \e} ayant un
inverse pour]).

Exemple Dioide "Min-Plus"

Prenons pour E I'ensemble des rRls R O {+ 0} et définissons les opératiohket ]
par:

Oa, bOE: alb=Min({a, b}

Oa,bOE: alb=a+b (addition des réels)

(E, O) est un monoide sélectif avec, pour élément negtreteo, et (E,[0) un groupe
avec élément neutre e = 0.

La structure (EJ, O) ci-dessus est donc un dioide sélectif-groupe.

Notons que, dans la terminologie de la théorie des langages et des automates, des dioid
sélectifs-groupes tels que Min-Plus ou Max-Plus correspondent a la notion de semi-
anneaurropical (cf. par ex. SIMON 1994). ||

2. SEMI-MODULES ET MODULOIDES

La notion desemi-modulgénéralise celle de module lorsque I'ensemble de référence est
un semi-anneau au lieu d'un anneau.



2.1 DEFINITIONS
Définition 2.1.1 (semi-module)

Soit (E,O, O) un semi-anneau commutatif et e désignent les éléments neutreSlde
et ] respectivement. On appeBemi-modulesur E un ensemble M muni d'une loi de
composition interngjet d'une loi de composition exterhksatisfaisant les conditions
suivantes :
(@ (M, ) est un monoide commutatif dont I'élément neutre est noté O ;
(b) O est une loi externe sur M qui, a toue E, x & M associe\ 0 x € M et
vérifiant :
(bl) OA=E,O(XYy)e M2:
AOxoy)=A0x) o(dy)
b2 O\ pW=EL0xeM:
AOpwOx=A0x) g (uUx)
(b3) OM e E2,0xe M
AO@EOx)=@A0p)Ox
(b4) Oxe M,

eldx=x
edx=0

(b5) OAeE A00=0

Lorsque lI'ensemble de base (E, [0) est un semi-anneawn commutatifil faut
distinguer la notion desemi-module a gauchéu l'opération(] représente la

multiplication & gauche d'un vecteur par un scalaire) et la notisardiemodule a droite
(ou l'opérationd représente la multiplication a droite d'un vecteur par un scalaire).

Lorsqueld est commutative, les notions de semi-module a gauche et de semi-module a

droite coincident.

La définition suivante correspond a la généralisation de la notion de module lorsque

I'ensemble de référence est un dioide au lieu d'un anneau.



Définition 2.1.2 (moduloide)
Lorsque (E[J, O) est undioide un semi-module sur E est appelénvoduloide

Exemple 2.1.3
(E, 0, 0) étant un semi-anneau, considéron$ IEnsemble des n-vecteurs a
composantes sur E muni des opérationet [ définies par :

X=(X)i=1..n y=WMi=1,..n
X0Yy=2=(@)i=1.n ouli:zi=x0Yy;
AeE AOX=u=(i=1.n

ou,di: ui = A O x.

On vérifie aisément que I'ensemble™(E, O) ainsi défini est un semi-module.
Conformément a l'usage courant systématiquement adopté pour les moddled s
espaces vectoriels sk, la loi[; (addition des vecteurs) introduite ci-dessus, sera notée

O et la loi externé] (multiplication a gauche d'un vecteur par un scalaire) seraotée
Notons aussi que, par référence a cet exemple classique, les éléments d'un semi-modu
M sont appelés degcteurs||

Exemple 2.1.4

Soit (M, 0) un monoide commutatif, d'élément neutteet considérons le dioide
(M, +, x).

Définissons la loi externig opérant sur les éléments Hepar :

OnOHN,OxOM nOx=x0Ox0..0x (nfois) en convenant queDx =€¢.

On vérifie aisément que (M, [) est un semi-module suli( +, x). C'est donc un
moduloide||

Exemple 2.1.5
Soit (E,d, O) un semi-anneau commutatif, etsAMp (E) une matrice carrée n x n a
coefficients dans E. Soiehts E et Ve ENtels que :

AOV=A0V
(on dit que V est vecteur propre de A pour la valeur propre
L'ensembles) de tous les vecteurs propres de A pour la valeur progr& est un
semi-moduleEn effet, 0V & Uy, We Uy, (a,B) = E2:

AO («OVORBOW) =@OANOVOE@EODANOW
=AO@OVOROW)
d'ou I'on déduit que O VOB O W e Uy, ||
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2.2 MORPHISMES DE SEMI-MODULES OU DE MODULOIDES.
ENDOMORPHISMES

Définition 2.2.1

Soient U et V deux semi-modules sur le méme semi-anneal (B, Les lois internes
sont notées; et' respectivement et les lois externést [T respectivement. On appelle
morphisme de semi-modulde U dans V toute applicatign: U - V vérifiant les
conditions suivantes :

() DOxyeU? dxpoy) =90 () 0" (y)

(i) ONX)eExU: o¢AOx)=A00d (X

Un morphisme de semi-modules de U dans lui-méme est appel&amorphisméde
semi-module).

Lorsque l'ensemble de référence est dinide on parlera de morphismes ou
d'endomorphismes daoduloides

Conformément a l'usage, les morphismes de semi-modules pourront également étre
appelés deapplications linéaires

2.3 SOUS-SEMI-MODULE. SEMI-MODULE QUOTIENT

Définition 2.3.1(sous-semi-module)

Soit (M, 7, 0) un semi-module sur un semi-anneaul(E[J). On appelle sous-semi-
module de M toute partie M= M stable pour les lois induites par et .

Définition 2.3.2 (semi-module quotient)
Soit (M, [, 0) un E-semi-module (M', 7, ) un sous-semi-module de M et M/M'
I'ensemble quotient de M par la relation d'équivaléncgéfinie par :
xOy = O(u,v)OM'2 t.q:
Xgu=yngyv
est appeléemi-module quotient de M par.M'

On vérifie aisément que la relation d'équivalehtest compatible avec les lojs et
de M. En effet :
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X1yt « Xggu=y1 gvi avec upe M', vie M’
Xoys e Xo U=y V2 avec uze M', voe M’
d'ou I'on déduit que 7 x2) O (y1 7 Yy2) puisque W b [0 M et vy 7 vo OO M.

D'autre part, pouk O E,
x [y = XOgu=yngv avec ud M, vOM
d'ou I'on déduit :
AOX) oAOu=00y) go@ADv)
ce qui montre que\(Jx) [0 (A Oy) puisqueh Jud M etA Ov O M
Il découle de ce qui précéde queslajection canoniqué (qui a tout élément x de M
associe sa classe d'équivalence dans Mgst)un morphisme de semi-modules :
application linéaire).

2.4 SOUS-SEMI-MODULE ENGENDRE. FAMILLE GENERATRICE
D'UN (SOUS-)SEMI-MODULE

Définition 2.4.1(sous-semi-module engendré par une famille d'éléments)

Soit (M, 7, 0) un semi-module sur E et X =j{xg | une famille non vide quelconque
(finie ou infinie) d'éléments de M. On appedleus-semi-module engendré parnété

Sp (X), le plus petit sous-semi-module de M contenant X. Si Sp (X) = M on dit que X
est undamille génératric€ou : ensemble générateur) de M.

On démontre aisément la :
Proposition 2.4.2

Soit (M, 7, 0) un semi-module sur E et X =j{xg | une famille non vide quelconque
(finie ou infinie) d'éléments de M.

Alors Sp (X) est I'ensemble Y de tous les élémenidy de la forme :

03

(sommation au sens de) ou JZ | est un sous-ensemble d'indices de cardinal fini et,
0j0J, A0 E.
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Démonstration
Clairement Y, I'ensemble des y obtenus par (1), est un semi-module, les axiomes (a) e
(b1l) — (b5) étant aisément vérifiés. Cet ensemble contient X (pour ohtérsuffit de
prendre J = {i} etA\; = e) et 0 I'élément neutre de M (il suffit pour cela de prendre
I 01 quelconque et J = {iAj =€). Y est donc un sous-semi-module de M contenant X et
par suite Sp(X)CY.
Par ailleurs, on remargue que tout sous-semi-module de M contenan{) F¢gntient
toutes les combinaisons linéaires deonc

YZ Sp(X)
On en déduit que Y = Sp (X) et Y est le plus petit sous-semi-module de M
contenant X.

2.5 NOTIONS DE DEPENDANCE ET D'INDEPENDANCE LINEAIRES
DANS LES SEMI-MODULES

Dans les semi-modules, les notions de dépendance et d'indépendance linéaires peuve
étre définies de différentes facons.

Considérons une famille non vide quelconque (finie ou infinie) X d'éléments
dans un semi-module (M, 0).

Pour tout sous-ensemble d'indiceS J on notera X% la sous-famille de X restreinte aux
élements  j0 J, et Sp () le sous-semi-module engendre par X

Définition 2.5.1

() On dit que la famille X = () | estindépendantsi et seulement si :
Oh<lLbOLZ LN =9
Sp (X4) M Sp (X,) = {0} 2)

(WI)  On dit que la famille X estV-indépendant@ndépendante au sens faible) si et
seulement si :
gignLdbLcLilly:

Sp (X} ) N Sp (X,) = {0} (3)

(NR) Ondit que la famille X estiR-indépendanteunon-redondantsi et seulement

Si :

0i0LOSLiO lp:
{xi}N Sp (X,) =2 (4)
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Proposition 2.5.2
Soit X = (%)io) une famille indépendante (resp : W-indépendante, NR-indépendante)
d'éléments d'un semi-module (M, )

Alors toute sous-famille {§ o jJ J< | est indépendante (resp : W-indépendante,
NR-indépendante).

Démonstration
Elle découle directement des définitions précédentes. [

Dans les espaces vectoriels, les différentes notions d'indépendance introduites dans |
définition 2.5.1 ci-dessus sont équivalentes. Ceci n'est plus vrai, en général, dans les
semi-modules, comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 2.5.3

Soit (E,O, O) le dioide f, Max, x) avece =0, e =1, et M = E I'ensemble des
vecteurs a deux composantes sur E.

PourA > 1 entier, définissons :

_IAC _ [0C
Xl‘EoE e \=
etxg= DEOD dc

toH- g HE

Clairement x1 0 Sp({x2, x3})

x20Sp ({x1, xa})

x3 0 Sp({x1, x2})
Par suite la famille X = {x, X0, x3} est NR-indépendante. Par contre elle n'est pas
W-indépendantear, A 0 x3 0 Sp({x1, x2}). ||

Exemple 2.5.4

Soit M = B, I'ensemble des vecteurs a 4 composantedistirNlax, X) et considérons
X = {X1, X2, X3, X4} oU :

C C 0C 0C
(il [oC mC [oC
X1 =0LC = x3=0CLC Xq=0L

S T
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On peut vérifier que cette famille est W-indépendante mais elle n'estdggpendante
puisque :
dC

aC
X1 O xg=0C=x0 X3 I

La notion d'indépendance dans les semi-modules définie par (2) a été introduite et étudiés
par GONDRAN & MINOUX (1977, 1978, 1984). L'indépendance au sens faible définie
par (3) a été étudiée par WAGNEUR (1991) et la NR-indépendance (non redondance)
définie par (4) a été introduite et étudiée par CUNINGHAME-GREEN (1979) puis par
COHEN et al. (1985), MOLLER (1987) et WAGNEUR (1991).

La proposition suivante montre que, pour une famille X a éléments dans un semi-module,
la propriété d'indépendance est plus forte que celle de W-indépendance, qui est elle-mém
plus forte que celle de NR-indépendance.

Proposition 2.5.5

() Pour une famille X = @ig) d'éléments dans un semi-module, l'indépendance
impligue la W-indépendance, laquelle implique la NR-indépendance.

(i) Lorsque (E\E}, 0) a une structure dgroupe alors les notions de

W-indépendance et de NR-indépendance sont équivalentes.

Démonstration
La premiére partie de la proposition découle directement des définitions des différentes
notions d'indépendance. Pour la seconde partie de la proposition, il suffit donc de
montrer que si (EY}, 0) est un groupe, la NR-indépendance implique la
W-indépendance.
La preuve est par contradiction. Supposons que la famille Xj)a7(xsoit NR-
indépendante mais pas W-indépendante. Alors cela signifie qu'il existd i
etlhb T I (i 01y tels que :

AOxi= 5 yox

jdl2

(sommation au sens dg avecA D E,A #¢, yj O E @joly).
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En notant alord-1 l'inverse de\ pour on obtient :

Xj =

JDXI ()\_1 | MJ)D Xj
2

ce qui contredit le fait que X est NR-indépendante. Ceci établit(ii).

Définition 2.5.6

(i)

(i)
(ii)

On appellebase d'un semi-module (M[J, 0) une famille génératrice
indépendante.

On appelleN-basgbase faible) de M une famille génératrice W-indépendante.

On appelleNR-basede M une famille génératrice NR-indépendante (ou : non
redondante).

Remarquons que, de par la proposition 2.5.5 (i) toute base d'un semi-module est auss
une W-base, et toute W-base est aussi une NR-base.

Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons essentiellement la notion de bas:
correspondant a la définition 2.5.6 (i).

Montrons tout d'abord que, sous certaines conditions, si un semi-module, (1), a

une base (resp. un W-base, une NR-base), celle-ci est unique.
Pour cela introduisons tout d'abord la notiométiuctibilité

Définition 2.5.7

Soit (M, [, ) un semi-module sur (E], 0).

Etant donné un ensemble de vecteurs V g,(W0 K, avec \¢ O M (O k),

on dit qu'un vecteur XI M estréductiblesur sp (V) si et seulement si il existe x et
z#Xx, ylsp(V), z»Osp (V) telsque: x=y [Iz.

Dans le cas contraire, x seraitiductible.

Remarque x réductible sur sp (M)} xOsp (V) ||

Comme conséquence immeédiate de cette définition, on a la propriété suivante.
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Propriété 2.5.8
Si x est irréductible sur sp (V) alors une (et une seulement) des deux conditions suivantes
est satisfaite :
(i) xDOsp(V)
(i) x=y Oz avecylsp (V)etzZlsp (V)
U y=xouz=X

Proposition 2.5.9

Soit (E, O, O) un dioide.c et e désignant les éléments neutres pduet ]
respectivement, on suppose qué a=ell a=eoub=e

Soit (M, [, 0) un moduloide sur E canoniquement ordonné parOn notel] la
relation d'ordre canonique sur M.

On suppose de plus que pourdtM, v M, A E avec v uetvz0

v=ADOv Ju O A=e

Soit X = (%)i o une famille NR-indépendante d'éléments de M.

Alors O j O 1, x; est irréductible sur sp (X).

Démonstration
Supposons quejx y L[] z avec Yyl sp (X) et z[ sp (X). Noter que ceci implique
y O xj et z[0 x;.
y Osp (X)O
ONOE Ol Ul y= A Ox; (sommation au sens de).
iOlq
De méme
zOsp (X)O
Opi O E,
Ol LI z= SN OXx;
idly
En convenant de poskr=¢ pour il I,\l1 ety =€ pour il 11\, on a donc :
Xj = z ()\| U |.,l|) U Xj
id Ol
=\OwOx 0 Y (A Op)Ox
01301
i Zj
En posani = A 0
etu = Y (AjOp)Ox Osp X\ {5}

001,
i # |
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on obtient :
X; =A0x Ou (5)
avec ull sp (X \ {x}).
Du fait de la NR-indépendance, on doit avgi# X et x# u, d'ou il découla # €. Les
hypothéses de la proposition 2.5.9 impliquent alorse.
CommeA = A O y;, on doit avoir soih; = e, soity; = e.
Supposons par exemple= e.
Alors y se réeécrit :
y =xU > A OX
i 017 \{}}
d'ou I'on peut déduire ; X1y et, du fait que est une relation d'ordre, ceci implique
y = X.
Dans le cas ofy; = e on déduirait de fagon analogue que 7 = x
On en déduit l'irréductibilité dg XI.
Remarque 2.5.10
L'hypothése :
v=AUOv O ug
0 OA=e
vZu vz 0
est vérifiée dans de nombreux moduloides, en particulier ceux associés aux dioides
sélectifs-groupes ou sélectifs quasi-groupes.
Par exemple, considérons un moduloide dont les éléments sont des vecteurs a |
composantes sur (El, [I) avec les lois habituelles.
)iz OOz n = (6 O¥i)izg g

AO(Xi)izy = (NOX)

CEC
G
Alors la relation v =A O v [Ju implique qu'il existe i tel que;¥ u avec
vi=A0OvOu.
Nécessairement dans ce cpg ¥
Si [0 est sélective, alorsongwvA v, avecy#e
Par suite, si (EL]) est un groupe ou un quasi-groupe, on peut simplifier jpagyce
qui entraine =e ||

i=L..n
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Corollaire 2.5.11
Sous les hypotheses de la Proposition 2.5.9., si Xjk(xest une famille W-

indépendante (resp. indépendante) d'éléments de M,[ajdrsl, x; est irréductible sur
sp (X).

Démonstration

Elle découle du fait que :

X W-indépendantél X NR-indépendante

et

X indépendantél X est W-indépendante. u

Proposition 2.5.11

On suppose Vérifiées les hypothéses de la proposition 2.5.9 et de plus que :
allE,b0OE aldb=ell a=e etb=e

Alors : (i) si (M, [1, ) a une NR-base, elle est unique.

(i) si (M, [J, 0) a une W-base, elle est unique.

(iii) si (M, [, 0) a une base, elle est unique.

Démonstration
Démontrons (i) en utilisant la propriété d'irréductibilité des éléments d'une NR-base.
Soient X =(x;), ;, et Y :(yj)j  , deux NR-bases de M.

OxiXona:
Xi= 3 WOy
joJ

Mais sp (X) = sp (Y) = M.

La NR-indépendance de X implique queest irréductible sur sp (X), donc irréductible
sur sp (Y). Par suite : il existd] J tel que :

Xi :u} Uy pour u} OEet yOY.

De la méme fagon, on démontre qye 3@{( O X poureL OE et x O X.

D'ou % = uij O BL O Xk

et comme X est NR-indépendant, nécessairement i =pli<t6{( =e.

Onen déduiu} =e et e{( = e, ce qui montre que i XY;.

Ainsi, pour tout X[ X, on peut trouver )] Y tel que x=y;. On déduit X =Y, ce qui

démontre I'unicité. (ii) et (iii) découlent alors du fait que toute base est une W-base et
toute W-base est une NR-basel]
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3. BIDETERMINANT ET INDEPENDANCE LINEAIRE

On étudie dans ce paragraphe les liens entre dépendance et indépendance linéaires, et
notion debidéterminanipour des matrices carrées a €léments dans un semi-anneau ou un
dioide. On retrouve ainsi, dans un cadre beaucoup plus général, des résultats d'algebr
linéaire classique.

Il est intéressant de remarquer que, du fait quedEn'est pas un groupe, les
démonstrations sont trés différentes de celles que I'on connait en algebre classique et for
généralement appel a des propriétés combinatoires et a la théorie des graphes. E
particulier, le graphe G (A) associé a une matrice M, (E) jouera un role essentiel.

3.1 BIDETERMINANT ET BI-APPLICATIONS LINEAIRES
ALTERNEES

Etant donnée une matrice B M, (E), A :(a]-j)i _1 p» €10 une permutation de
j=1l..n

{1,..., n}, on appellgoidsde o, noté we), I'élément de E défini par :

W (0) = a1, 01) U @, 02) O0...0 &, o(n)

On rappelle que Ibidéterminant de A&st le couple

am=Her é/’ii ot

dett (A) = Z w(0o)
oOPert (n)
0
det (A) = Y w(o)
oOPer-(n)

Pert (n) (resp : Per(n)) dénotant I'ensemble des permutations de {1,..., n} de signature
+1 (resp : de signature -1). Comme sigit) = sign @), on remarque que A et’Ala
matrice transposée de A) ont méme bidéterminArfAT) = A (A)
Le permanentle A est défini par :
Perm (A) = det (A) O def (A) = ; w(0)

oOPer(n)
Contrairement au cas de l'algebre linéaire usuelle, le permanent d'une matrice dans ul
semi-anneau ou un dioide peut étre facile a calculer et avoir des interprétations
combinatoires intéressantes, comme le montrent les exemples suivants :
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Exemple 3.1.1

E=R u {+o}, 0 =min, 0 = +.
Le permanent d'une matrice[AMp, (E) correspond a la valeur de I'affectation de co(t
minimum. ||

Exemple 3.1.2

E=R u {+cw}, 0 =min, = max.
Le permanent d'une matrice B My (E) correspond a la valeur de l'affectation
"bottleneck”. ||

On remarque que si on multiplie une colonne (une ligne) jApar E (Aj # €), le
permanent est alors multiplie pgr

Définition 3.1.3 (Bi-application linéaire alternée)
Etant donnés X x2, ... ¥ n vecteurs de 'E une application & ] -~ E2 est une
bi-application linéaire alternési et seulement si la bi-application

. %2(x1, x{...,x”)%

est telle que :
« fietf sont des applications linéaires"?E. E

° f (X11 Ty )d.l LRRR} X.y LRERE] )@) = g;% entraTne

. . f oC

f(xL, .o A o, X = .

(x ) 5, F
Proposition 3.1.4

Chet™ (A)C

Le bidéterminantA (A) = est une bi-application linéaire alternée.

Démonstration
Evident en remarquant qu'une transposition change le signe d'une permutation.

Comme pour le déterminant en algébre linéaire usuelle, on peut établir une formule de
développement du bidéterminant par rapport a une ligne ou a une caeraenatrice.

Pour une matrice Al M, (E) notonsK{ la matrice n x n obtenue (& partir de A) en
remplacant tous les termes defdigne et de la§colonne pae (élément neutre dg)

sauf le termejpqui est remplace par e (élément neutréljle
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| ™m™ ™

Du fait de la linéarité des applications t€®) et det (A), on peut alors écrire
(développement par rapport a88¢ligne) :
n .
det (A)= Y a; Odet” (A )
j=1
- n -
det (A)= 3 ajUdet (Aj)
j=1
Ou encore, en notation vectorielle :
n .
AA)=Y & OA(A))
j=1

On obtiendrait évidemment une formule analogue en développant par rapport a une
colonne.
On déduit aisément de ce qui précede la :

Propriété 3.1.5

Si la matrice ATl M, (E) a une colonne (ou une ligne) dont tous les termes sont égaux a
(élément neutre de) alors det (A) = det (A) =¢

Démonstration

Effectuer le développement du bidéterminant par rapport a la colonne (par rapport a la
ligne) et utiliser le fait que est absorbant pour.

La réciproque de la propriété 3.1.5, est fausse comme on peut s'en convaincre dan
I'exemple suivant :

A O My (S) (n=4)

1 2 3 4
1| x|€e|e|e
2| x| €| €|¢
3[e|lx|€]|E€
4 (el el x]|x

Seuls les termes marqués d'une croix sont différerds@e a bien :

A1 (A) =405 (A)=¢€, mais il existe un terme différent dedans chaque ligne et chaque
colonne.
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3.2 BIDETERMINANT DE MATRICES A COLONNES (LIGNES)
LINEAIREMENT DEPENDANTES. RESULTATS GENERAUX

Nous étudions dans ce paragraphe des généralisations de la propriété bien connue ¢

algébre linéaire usuelle, & savoir que si une matrice a ses colonnes linéairement

dépendantes, alors son déterminant est nul. Pour les différentes notions d'indépendanc

introduites dans le § 2.5, nous retrouverons I'analogue de cette propriété, qui se tradui

ici par I'égalité des deux termes du bidéterminant.

Commencons par la propriété élémentaire suivante :

Propriété 3.2.1

Si la matrice ALl My, (E) a deux colonnes (ou deux lignes) identiques alors :

def” (A) = def (A)

Démonstration

Pour j = 1... n, notons iAa j¢Me colonne de A et supposons par exemple que

Al = Al avec i# j. Du fait que le bidéterminank (A) est une bi-application linéaire

alternée on a :

A (AL A2, A, LA, . A = %2? 8%
et:
_ Lhet” (A)E

A (AL A2 A, AL LAY et (F

Comme A= Al, ceci entraine bien :
def'(A) = def (A). [

Proposition 3.2.2
Soit A My, (E) et supposons que les colonnes de A soient NR-dépendantes.

Alors det (A) = det (A).

Démonstration

Puisque les colonnes de A 1,842, ... A" sont NR-dépendantes, cela signifie qu'il

existe une colonne, par exemplédui est combinaison linéaire des autres. On a donc :
n .

Al= JZZ)\ jOA

avecAjJE (j=2...n)
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En utilisant la linéarité du bidéterminant :
n
A(A)= 3 NjOA(AT,AZ,A3, AT, .A")
j=2
Comme, pour tout j = 2, ... n on a (propriété 3.2.1) :
det" (AJ, A2, ... A") = det (Al, A2, ... A" on en déduit : dét(A) = def (A). O

Proposition 3.2.3
Soit Al My, (E) et supposons que les colonnes (les lignes) de A soient W-dépendantes.
Alors :
() il existea O E,a #¢, tel que :
a O det” (A) = a O def (A).
(i) Si (E,, O) est tel que tous les éléments desE¥ont réguliers poul] alors
def (A) = det (A)

Démonstration
La W-dépendance des colonnel A. At implique I'existence d'une colonne de A, par
exemple A, et d'un sous-ensemble d'indices J2, ... n} tels que :

Sp (AY) N Sp (A)

[E
contient un vecteur différent de 0@%

Ce vecteur est nécessairement de la formé Al aveca O E\{e} et il existe
AjOE (OJ) tels que :
aOAl= 3 A OA!

jd
La matrice A' = ¢ O Al, A2, ... A") a donc ses colonnes NR-dépendantes, donc,
d'apres la Proposition 3.2.2, on a :*d@’) = det (A").
Dot : a O def (A)=a O def (A)
ce qui démontre (i). (ii) en écoule alors immédiatement.
Etudions maintenant le cas ou les colonnes de la matrice A sont linéairement dépendante
au sens de la définition 2.5.1. (I).
Nous établirons tout d'abord un premier résultat moyennant des hypothéses asse:
restrictives (régularité des éléments de E pgowet 1) pour obtenir I'égalité des deux
termes du bidéterminant. Nous étudierons ensuite d'autres types d'hypothéses moin
restrictives.
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Proposition 3.2.4

Supposons que (E], 0) est tel que tous les éléments de E sont réguliersipetitous
les éléments de Ef sont réguliers poul]

Alors, si les colonnes de & Mp, (E) sont linéairement dépendantes, on a :

dett (A) = det (A).

Démonstration
Comme les colonnes de A sont linéairement dépendantes, il exiStd1, ... n} et
> {1,..n} I1Z @, b#a, kN l> =g tels que:
y A OAl= 5 A 0Al
jdip jdin
avechj U EVe} pour jO 1 U I
Il n'est pas restrictif de supposer quell);. Soit A' la matrice déduite de A en
remplagant la colonne*par ) A O Al
jdiy
La matrice A' est telle que sa premiere colonne est combinaison linéaire d'autres
colonnes, Apour jO |,. D'apres la Proposition 3.2.2, on a donc :
def (A") = def (A)
Par ailleurs, en utilisant la linéarité du bidéterminant, on peut écrire :
def” (A) =M 0 det (A) O S AjOdet* (AJ,A2, Al _A")

o \{g
et:

def (A)=A1Odef (A) O S AjOdet™ (AT ,A2, Al AM)
o {1

Comme, 0 j O J\{1}, det™ (Al, A2 ... A, ... A") = def (A, AZ, ... A, ... AY) (cf
Propriété 3.2.1) et que tout élément est régulier gown en déduit que :
A O det” (A) =\ O det (A)
Comme\q # € est régulier poul], ceci implique : dét(A) = def (A).
Il existe cependant de nombreux exemples de semi-anneaux et de dioides pour lesque
les hypothéses de la Proposition 3.2.4 ne sont pas satisfaites. Nous étudions dans |
paragraphe suivant les liens entre dépendance lin€aire et bidéterminant pour la sous-clas:
desdioides sélectifs
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3.3 BIDETERMINANT DE MATRICES A COLONNES (LIGNES)
LINEAIREMENT DEPENDANTES : CAS DES DIOIDES
SELECTIFS

Dans ce paragraphe, nous ferons I'hypothése gue, (E) est undioide sélectijfc'est-

a-dire que l'opérationl est telle quell ald E,0bOE :
allb=aoub

On rappelle que, dans ce cas, la relation de préordre canarggtiengelation d'ordre

total..

Soit Al My, (E), 1 ={1, 2, ... n } 'ensemble des indices des lignes, J = {1, 2,... n}

I'ensemble des indices des colonnes, et considérons une relation de dépendance entre |

colonnes, de la forme :

> Al= 5 A

j0y j0Jy

avecdzg %9 N b=9

Remarquons que I'on peut toujours supposer que A n'a pas de colonne (ou de ligne) dor

tous les termes sont égaug. dEn effet, si cela était le cas, on aurait de facon immédiate

dett (A) =€ =det (A), cf § 3.1., Propriété 3.1.5).

Puisque a1 b =aou b (O all E,O b0 E) pour toute ligne i de A, on aura :

8 j;() = > & pourunindicej ()%
j0y
De méme :
8j,(3) = 2 & Ppourun indiceg (i) O »
j0d2
Considérons le graphE (graphe d'égalité) biparti dont I'ensemble des sommets est :
XU Y avec:
X ={X1, ...., %} (correspondant a I'ensemble des lignes)
Y ={y1, Y2 ..., \u} (correspondant a I'ensemble des colonnes)
et ou il existe un arc (xy;) si et seulement si

1 =j1(1) ouj = p(i).
Remarquons que le grapﬁa peut ne pas étre connexe (comme dans I'exemple 3.3.1 ci-
dessus ou le sommej gst isolé).
On notera : Yi={yj/j0x}
Y2={yj/j0 X}
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Exemple 3.3.1
Soit la matrice 5 x 5 suivante (ou on a marqué d'une croix les tefiipstjj (i) pour
chaque ligne i).

2 3 4 5
I Tx x|
L __ L __1__L__
2% Ix
i e B
I I I
4T TXTT
L L __ L __1L__L__
5 x| X
vv
J1 N7

Figure 1: Exemple de graphe d'égalité associé a une relation de dépendance

Considérons le grapheparti complet G(A) construit sur les ensembles de sommets X et
Y. Chaque arc (X yj) de G(A) correspond a un termejjade la matrice A, et
réciproquement.

A toute permutatiow de {1, 2, ..., n} on peut associer aouplageparfait (cf. BERGE
1970) et un seul dg(A) et réciproquement (correspondance biunivoque).

Etant données deux permutatiang o2 de {1,..., n}, K et Ko les couplages (parfaits)
de G(A) correspondants, I'ensemble{K;) O (K2\K4) forme un graphe partiel dgA)
dont chagque composante connexe est un qyaie élémentaire alterné enkt K,
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(cf. BERGE 1970, Lemme p. 118).
Soientyy, y, ...,y C€S composantes connexes de cardinalité :

lyil =2q
ly21 =20
lyr| = 2q

Considérons la permutati@an= 051 0 01.
A chaque cycle; (i = 1... r) correspond un cydle de G ¢) de cardinalité :
_ vil >
=20 >1
Wil 5
(les cycles de @) qui ne correspondent pas a un cyglesont des boucles, de

cardinalité 1).
La parité deo est donc celle de la quantité :

n n .
V|| C
S (wl-n=3 h-1
i=1 4 H2

01 etoz sont de parité opposeée si et seulement si la permutaéishimpaire, c'est-a-dire
si et seulement si le graphe associ&)Ggontient un nombre impair de circuits de

cardinalité paire. On en déduit :

Lemme 3.3.2

Une condition nécessaire et suffisante pour qa:ecrgl 0 07 Soit impaire (c'est-a-dire
pour quec; eto, soient de parités opposées) est que, dgA3, le graphe partiel
engendré par (KK») O (K2\K) contienne un nombre impair de cycles de cardinalité
multiple de 4.

On peut alors énoncer :

Théoréme 1(Gondran & Minoux 1977)

Soit (E,O, 0) un dioide sélectif (c'est-a-dire ou l'opératiorvérifie all b =aoub
Oalds,0d0b0OS) et soit AL Mp (E)

Si les colonnes de A vérifient une relation de dépendance de la forme :

SAl=5 A

joh i3,
avec. 1 Z2get 3Z@. In =g,
alors : dett (A) = det (A)

Démonstration :
Soito une permutation de {1,..., n} telle que :
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w (0) = & () = perm (A) = det (A) O def (A)

(produit au sens dg)

Remarquons que I'on a :

W)= Max - {w(r)

ou le maximum est pris au sens de la relation d'ordre (total) du dioide, (E).
(autrement ditg est solution optimale d'un probléme de type "affectation”).
Considérons le graphe d'égal@é et ajoutons %G les arétes du couplage K déA)
associé a la permutatian On obtient le graphe G'.

Considérons dans G' le cheminement suivant.
Partons d'un sommety, de Y1 (k1 O Ji) ; yk, est extrémité d'une aréte de K et soit

Xj, l'autre extrémite.

Il existe une aréte d& incidente ax; , €tayant comme autre extrémjztgé2 Y2 (ko= jo
(i1)). Remarquer que nécessairement I'anéitf ykz) n'est pas dans K.

Lorsqu'on est eryy,, il existe une aréte de K incidenteyg,. Soit x;, l'autre

extrémite. Nécessairemexy, # X;, . Et ainsi de suite...

A un moment donné, on a construit une séquence de sommets de G':

Ykgr Xigr Ykpo Xigs -+ Xigq Yk,

Lorsqu'on est erykp on vient dexip_1 avec une arétel K. D'autre part, k[ J; si p

est impair, k [0 J si p est pair.
Alors il existe une aréte de K incidente )Q{p et soit Xi, l'autre extréemité.

NécessairementiID # Xip—l puisque ((ip_l, ykp) 0 K.

A partir dexiIO il existe une aréte d& incidente éxip et dont I'extrémité es}kp+1
avec ykp+1 OY2 si ykp 0Yq

et ykp+l OY1 si ykp HR'E)

Necessalrementx(p, ykp+1) OK

On voit donc que ce cheminement peut se poursuivre indéfiniment. Au bout d'un nombre
fini de pas, on retombe donc nécessairement sur un sommet déja rencontré, et ce somm
ne peut étre qu'un deg, . On a alors détecté un cyglele G' ety contient autant de
sommets de ¥que de . Soit g ce nombre. On a:

ly|=4q.
Par ailleurs, lorsqu'on parcourt le cygleon rencontre alternativement des arétes qui
sont dans K et des arétes qui ne sont pas dans K.
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Considérons le couplage K' obtenu a partir de K en remplacant les arétesydeaK les
arétes dg\K : K' = (K\y) O (Y\K).
Soit ¢' la permutation associée a K'. D'aprés le Lemme 3.8.8tg' sont de parité
opposée.
D'autre part, chaque terngg j) est remplacé dans la permutatmnpar un terme de
poids supérieur ou égal : en effet;; ;@) = g, () pour tout i tel ques(i) 0 J 0 L eta
o) 28, pour o) DhO L car:ae )= Max {ai, j}
j03 03,
Onadonc:
w (0") = w (0).
Mais commeo a été choisie comme une permutation de poids maximum etegieine
relation d'ordre total, on a nécessairement :
w (0') = w (0) et par suite, si on avait par exemple : o< det” (A)
alors w (0") = det (A) et par suite dét(A) = def (A).
(Notons que le cyclg mis en évidence dans la démonstration ci-dessus n'est pas
nécessairement unique)

Corollaire 3.3.3

() Dans un dioide sélectif (&), O), si A Mp (E) a ses colonnes linéairement
dépendantes, alors il existed E\{¢} tel quea O def (A) =a O def (A)

(i) Si, de plus, tout élément de EMestrégulier pourd (cas des dioides sélectifs-
guasi-groupe)
alors : det (A) = def (A).

Démonstration
Par hypothese, il existg 8t > (hn b =2 ) ef\jze (j 0 h 0O B) tels que :
2 )\jDAj:Z )\jDAj
[JEN;] RN
Considérons la matricd = (A1, ..., A M telle que :
Al=NOA jOXD %
Al=Al 0jO0Q0 %,

Posons o = M A j
j03 0
Ona: def (A) =a O det” (A)

def (A) =a O def (A)
La matriceA satisfait les hypothéses du théoréme 1 donc :
def” (A) = def (A) et I'on en déduit la premiére partie du corollaire.
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Sia # ¢ est régulier, on en déduit la deuxiéme partie du corollaife(dpt def (A).

3.4 BIDETERMINANT ET INDEPENDANCE LINEAIRE DANS LES
DIOIDES SELECTIFS-GROUPES

Les dioides sélectifs-groupes constituent une sous-classe intéressante de dioides auxque
s'applique le corollaire 3.3.3 du 8§ 3.3 : pour une matrice A a colonnes linéairement
dépendantes, les deux termes du bidéterminant sont égaux. Nous démontrons dans ¢
paragraphe ungciproquede ce résultat : si A est une matrice a coefficients dans un
dioide sélectif-groupe commutatif vérifiant EleéA) = det (A), alors on peut construire

une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de A (cf Théoréme 2). Dans tout ¢
paragraphe, nous considérons donc guest sélective et que (El) est un groupe
commutatif. Notons que, dans ce cas, le préordre canonique sur E est un ordre total (cett
propriété est utilisée dans la suite). Nous commencerons par établir deux résultats
préliminaires utiles.

Lemme 3.4.1
Soientoq O Per (n) etoy O Per (n) deux permutations de {1, 2, ..., n} de parités
opposées telles que :

w(y)=w@E2= S w(@= Max {w(o)}
oOPer(n, o OPer(n)
(maximum pris au sens de la relation d'ordre total du dioide).

Il existe alors une permutation paimg [1 Per(n) telle que :

()  w(oz)=w(2)

(i) Les permutations; et 0, ne différent que par un cycle dag@\), c'est-a-dire
gue le graphe associé@lool n'a qu'un circuit pair de longuegrr2 et des
boucles.

Démonstration

Considérons le graphe biparti compi#f) et soient K et Ky les couplages (parfaits) de
G(A) associés aux permutationg etoo. On rappelle que X désigne I'ensemble des
sommets deg(A) correspondant aux lignes de A et Y, I'ensemble des sommets
correspondant aux colonnes de A.

Puisqueo; etoy sont de parités opposées, le graphe partial;(@¢ engendré par
(K1\K»2) O (K2\K 1) contient au moins une composante connexe qui est un|cylde
cardinalité multiple de 4 ju| = 4 q.

Soit X' C X I'ensemble des sommets(kgnes) appartenantg et Y'C Y I'ensemble
des sommets;jYcolonnes) appartenanfiaPosons :

X" = X\X' Y" = Y\Y"
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Ona:

X'1=2q  [Y'|=2q  etlu|=[X]+[Y|
Considérons le graphe parti@él de G(A) engendré par KO Kz (I'ensemble des
éléments de la matrice apparaissant dans au moins une des deux pernujtatians.
I est une composante connexeG@le
La permutatioro; se décompose alors en deux bijectioﬁ]sde X' dans Y’ etoi de X"
dans Y".
On note 01 = (0'1, 01)
Deméme 02= (0'2, 0"2)
D'apres le lemme 3.3.2q'1 et 0'2 sont de parités opposees.
Montrons que :

w (a7) = w (0p)
On peut écrire : w(01) =w (0'1) O w (01)

W (02) =w (02) O w (03)

Si on avait par exemple :

w (07) <w (0))
Alors la permutation :

0= (0'2, 01) aurait un poids w@) > w (01), en contradiction avec le fait que
01 est de poids maximum.
De méme on ne peut avoir : w'10 >w (0'2).
Par suite, w (5'1) =w (0'2) (parce que est une relation d'ordre total).
La permutationo, cherchée est alors

0, = (0p, 07). 0
Lemme 3.4.2

Soienta1 O Per (n) etap O Per (n) deux permutations de poids maximum, et notons
K1 et Ky les couplages dg(A) qui leur sont associés. On suppose :

— quea; g, (i) = & g,() POUri=1,2,..,n
— que le graphe partie£=B induit par (K \ Ky) O (K2 \ K;) est connexe et constitué par
un cyclep de cardinalité 4 q (q entier) avec éventuellement des arborescences

pendantes de cardinalité paire.
Alors pour tout x[J p et pour tout y O | :

Ak =& 0y(i) = &, 0,()
Démonstration
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Elle se fait par I'absurde, en supposant qu'il existelxet y [1 u tels que :
Ak =8 0y(i) = &, 05()

et en montrant que I'on met alors en évidence une permutétielle que
w (0*) >w (01) = w (02).

I
C —Xi O/C> X;
| c | (o
y
Vs 1
(o [ C |
Yk
OoO———O
I C | c
| ="ligne" | ="ligne"
¢ = "colonne" ¢ = "colonne"
(5a) Cycleu (5b) Couplage parfait

Figure 5

Il est facile de voir (cf. figure 5) qu'il existe un couplage parfait pour les sommpts de
utilisant l'aréte (x yk) et tel que les autres arétes appartiennent touige effet, les
cardinalités des deux chemins entre une ligne i et une colonne k sur lgucymte
impaires).
Il existe donc un couplage parfait pour les sommet&datilisant I'aréte (% yk) et tel
que les autres arétes appartiennent tout€s ((es arborescences paires pendantes ne
posant pas de probléme).
Soito* la permutation correspondant a ce couplage parfait.
Nous avons alors :
Aik = &, o*(i) ~ &, 01(i) = &, 05(i)
et pour tout = {1... n}\{i}

Y o*(1) =, 01(1) = H,09()
On en déduit :

w (0%) > w (01) =W (02)
ce qui est contraire a I'optimalité de et deoo.
(Remarque : on a utilisé ci-dessus le fait que, dans un dioide sélectif-groupe, pour tout
czeona:a<bl all c<bOec.
En effet,< est compatible avec la ol donc:a<hbl all c<bOc.
Mais on ne peut avoir I'égalité car € étant régulier, &l c=b0 c 0 a = b ce qui est
contraire a I'hypothése. Donc Bac < b ¢).

Nous pouvons alors énoncer le :
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Théoréme 2 (Gondran & Minoux 1977)

Soit (E,O, O) un dioide sélectif-groupe commutatif e AMy, (E).

Si  def (A) =def (A)

alors les colonnes de A (et de la méme facon les lignes de A)iséairement
dépendantesAutrement dit, il existe Jet d (J1#9, b#Z 4,3 n b = @) et des
coefficientsA; O E{e} (pour j UJ1 O J) tels que :

Z )\jDAJ:.z )\jDAJ (6)
103 103,
Démonstration

1) Commell est sélective, il existe deux permutationetor de parités opposeées, telles

que :

wEp=wE2)= Y w(o)= Max {w(o)}
oOPer(n) oOPer(n)

Remarquons que les permutatianset o, restent optimales lorsque I'on multiplie une ou
plusieurs colonnesiAle A pan\j (Aj # ).

D'aprés le lemme 3.4.1 on peut supposerapuge differe dev; que par un cycle pair.

2) Si on représente par une croix les élémeptieda matrice A tels que je (i) ou

j =02 (i) et aprés réarrangement éventuel des lignes et des colonnes, on obtient la
configuration ci-apres :

Considérons alors la sous matrice A' de A formée par les 2g premiéres lignes (X'), les 2q
premieres colonnes (Y') et par les éléments marqués d'une croix (les autres éléments d
A' étantg).

Dans I'exemple suivant, le cygkedu lemme 3.4.1 rencontre successivemeny Xo,

Y2, X3, Y3, X4, Y4, X1 (sa cardinalité egfi| = 8).
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X2| &1 & & €

Cherchons a détermin@n A2 A3 A4 O E\{e} et les ensemblesi ket 3 < {1, 2, ...,

29} de facon a ce que l'on ait, pour la matrice A’ :
Y A OAl=3 ADA! (7)
j0q j0J

On pourra choisir un de arbitrairement (puisquél est inversible), par exemple
A1 = e. On construira les ensemblextl p, en parcourant le cycie et en mettant les
colonnes (sommets y) successivement rencontrées alternativement etaohens 21
Ainsi dans I'exemple, en partant de: x

on arrive a y que I'on attribue &J
puis de X2 on arrive a y que I'on attribue &J
puis de x3 on arrive a ¥ que I'on attribue &J
enfin dex4 on arrive a y que l'on attribue &.J
On obtient donc :4J={1, 3} b ={2, 4}
LesAj sont alors déterminés de fagon a satisfaire la relation (X). Sk on doit avoir
nécessairement :

M Oai1=A0 a4 d'oli i Ag=ag1 0 (a14)?

puis A0 aga=A30 g3 d'oli : A3=A4 0 aua O (3)?
puis A3 0 agz=Ap 0 agp d'oli : Ap =A3 0 ag3 0 (agp) 1
Puisque w (0'1) =w (0'2)

ona: a110 app U agz3l aga= a4 0 ap1 U ago U 43

et on vérifie que la deuxieme relation :
AU ao=A10 a1
est automatiqguement satisfaite.
Ce qui précéde se généralise de fagon immediate au ¢aa aae cardinalit@u| = 4q
quelconque (g > 1).
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3) Multiplions chaque colonne | d@% par la valeudj ainsi déterminéet). On obtient
une matriceA = (jj) de dimensions (2q x 2q) telle que :
i - ai,ol(i) =éi’02(i) 0J, et o,(i) 0J,.
Par cette transformation une permutation optimale reste optimagt o, restent donc
des permutations de poids maximum.
Démontrons maintenant que I'on a bien :
y Al=y Al (8)
0y j032
Pour cela, il suffit de remarquer qu'en vertu du lemme 3.4.2., tout @jnde A est
inférieur ou égal 3‘_31',010): 8,0, -

4) Revenons maintenant a la matrice initiale A.
Pour chaque lignejxJ X", donc pouri=2q+ 1, ..., n, soit :

bj = max{a]--D)\-}: z a]--D)\-
y;0Y’ ] j ijY,J j

Montrons alors qu'il existe n - 2q coefficiesassociés aux colonnes de Y" (et aux
lignes de X") tels qué&,] x; O X" :
gij O Aj= Z aijD)\iji (9)
Yj ay
[E3
Le systéme (9) est équivalent au systeme :
= -1 -1 "
A=y aﬁDaii D)\jDa“ Ob, Ox; OX (20)
yj oy
j#i
Puisque la permutation identité est une permutation optimale de la mlaf('icdzl en
découle que le graphe associé a la matage] aﬁl)i x+ & tous ses circuits de poids
jay"
plus petit que l'unité e. Cette propriété reste vraie si I'on remplace tous les termes
diagonaux de cette matrice gac'est-a-dire pour la matrice du systéme (10).

Alors, la matrice du systeme (10) gsiasi-inversibleet le systéeme (10) admet une plus
petite solution\.

(1) On noteA;((: la sous-matrice de A induite par le sous-ensemble de lignes X' et le sous-ensemble de
colonnes Y'.
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Avec les valeurd ainsi déterminées, on @,x; 0 X" :

ai DAi= aijD}‘j (11)
Yj gy
J#i
Pour chaque i =2 q +1, ... n, il existe donc un ingi¢@ # i tel que :
ai OAi=a ¢a) U Apg) = z a]-j 0 )\j (12)
Yj ay
j#i

5) Notons(E le graphe partiel dg (A) défini de la fagon suivante :
— 0O x O X', G contient les deux arétes du cyplencidentes ax
— Ox OX", G contient les deux arétes,(x) et (%, Y4(i))-

CommeG a autant d'arétes que de sommets, chacune de ses composantes connext
contient exactement un cycle élémentaire et éventuellement des arborescences pendante

Montrons qu'il n'est pas restrictif de supposer Guest connexe.

Si C~5 n'est pas connexe, il possede une composante coingaet tous les sommets
appartiennent a X1 Y".
Pour tout xO © on ne peut avoir I'inégalité stricte.
ai O Aj=a, ¢a) O Apg) > z & O )\j (13)

Yj uy

y,uc
En effet, si (13) est vérifiégl x; 0 G, alors il serait possible de diminuer tous Ags
yj O © tout en satisfaisant (9), ce qui contredirait le fait juest solution minimale
de (9).
Par suite, il existejX1 € et y 0 T tels que :
ai OAi=a ¢@) U Apgi) = ak O Ak

On peut alors remplacer dagasl'aréte(xi, y¢(i)) par (%, Yk) ce qui diminue d'une unité

le nombre de connexité deé. On repétera si nécessaire le raisonnement précédent tant
que la condition de connexité n'est pas satisfaite, pour obtenir en un nombre fini d'étapes

un grapheG connexe.

La figure 7b montre le graph® (connexe) correspondant a la matrice de la figure 7a ou,
dans chaque ligne, les croix correspondent aux terimetsaag ) de la relation (12).
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6) Comme chague sommet @@ associé a une ligne a un degré exactement 2, on
remarque que :

— les branches arborescentes@lese rattachent nécessairemepten des sommets y
0 Y' (colonnes) ;

— les sommets pendants (i.e. de degré 1) de ces branches arborescentes soi
nécessairement des sommetsly" (colonnes).

Les colonnes de Y" peuvent alors aisément étre attribuées saibiaa J en procédant

de la fagon suivante.

Chaque branche arborescente est parcourue a partir de son sommet de rattaghement a
lequel appartient déja soit @ $oit a J. Entre ce sommet et chague sommet pendant, les
sommets ysont alternativement affectésaed a J. Ainsi, pour I'exemple de la Figure

7b (ou on sait déja qua Z {1, 3} et = {2, 4}) en parcourant la branche rattachég a y

la colonne 8 est rajoutée dan®dles colonnes 6 et 10 dans J

On obtiendra finalement :

J={1,3,6,7,9,10} X2={24,5,8}

7) Avec les valeur3; et les ensembleg &t 3 découlant de ce qui précede, on satisfait

les relations :
0i=1,2,..2q:
_ > aijD)\j:_ > quAj (14)
j0dnYy j0dk,ny
X1
W Y1|Y2|Y3|Ya|Ys5|Ye|Y7|Y8|Y9|Y10
X' 72 ['x]x
X3 X | X
X4 X | X
X § X :
X
XG X X
X" |77 X X
Xg X X
Xg X X
X10 X X
Y'! Y

Figure 7 a
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X

*19 ° Ye(d;)

(J1) Yo
Figure 7b

eti=2qg+1..n:
'Zaij)\j:'z aijD)\j (15)
[REN JRENY
Il reste a vérifier la relation :
Oi=1,..2q:
z aijD)\jz.Z aij)\j (16)
[REN [RENY

et pour cela, nous allons montrer que :
Ox OX'etyDY":
Max { } = Max { } >a
j0d Ny % j0d,nY %] = %k
Ceci va se faire par un raisonnement analogue a celui utilisé dans la démonstration dt
lemme 3.4.2. Supposons que poulIxX' et y O Y", on ait g > 8g4(i) = igy(i).

L'aréte (X, yk) joint un sommet xJ p a un sommetyy p. Soit yy O W le point de
rattachement de la branche arborescent& deontenant . On construit un couplage

parfait deG O {(xi, y)} en sélectionnant :
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— toutes les arétes du couplage maximurp tissant insaturés ety ;
— le couplage maximum de la chaine L joigngretyy laissant insaturé le sommegt.y

— laréte (X, k) ;
— toutes les arétes de la forme %) pour tous les sommets
i n'appartenant nig, ni a L.
Soitc™ la permutation correspondant a ce couplage parfait (la Figure 8 illustre le couplage
obtenu sur I'exemple de la Figure 7, en prenaatg et \k = Yg).

OO < yl

ot /
lej- \'y'4

Y2 /.
Ve X3

_;\x
P

X2 __y
Ysg =4

Figure 8
On aalors @ = g, ¢* () > g, o1 () = &, a0y () et U I O{1, ..., n}\{i}:
a,0%() = 8, a1() = &, ox(l)
d'ol I'on déduit w*) >w (o1) = w (02), ce qui est contraire a I'optimalité deet de
O2.
On en déduit la relation (16) et le théoreme est démaontré.

Une conséquence directe de ce résultat et du Corollaire 3.3.3 est la caractérisation de
matrices singuliéres sur les dioides sélectifs-groupes commutatifs :

Corollaire 3.4.3
Soit (E,d, O) un dioide sélectif-groupe commutatif. [AMp (E) est singuliére si et
seulement si d&t(A) = det (A).
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3.5 BIDETERMINANT ET INDEPENDANCE LINEAIRE DANS LES

DIOIDES MAX-MIN OU MIN-MAX
On s'intéresse dans ce paragraphe aux propriétés du bidéterminant pour une autre sou
classe importante de dioides, les dioides MAX-MIN (ou MIN-MAX). Cette sous-classe
appartient a l'intersection ddmides double sélectiét dedreillis distributifs.
Un dioide MAX-MIN est donc un dioide sélectif (E], [0) avec la propriété
additionnelle :

ODadE,O0bOE:adb=Min{a, b}
(le minimum ci-dessus s'entendant au sens de la relation d'ordre total dérivant de la loi
sur E).
On voit donc qu'un dioide MAX-MIN peut étre défini de fagon plus directe a partir d'un
ensemble E totalement ordonné muni des(lo& [ suivantes :
OaldE,bO E: al b=Max{a, b}

ald b =Min {a, b}
On remarque qu'il s'agit aussi de dioideable-sélectifparticuliers.
L'exemple suivant montre que, pour une matrice A a éléments dans un dioide MAX-MIN
(E, O, O), I'existence d'une relation de dépendance linéaire de la forme :
S A OAl= 5 A 0A

joy 1032
(avec 1 # 8, J2# 8,J1n L =g@etAj#¢€ pour j0 0O J) n'implique pas
nécessairement detA) = det (A).

Exemple 3.5.1
Sur le dioide R*,Max, Min) considérons la matrice :

4 1 1C
_ C
A= %r 3 2
B 3 4&
PourAo = 2 etA3 = 2 on a bien la relation de dépendance :

aC
)\2DA2=)\3DA3=%E

Cependant on remarque que :

dett (A) = 3 (le poids de la permutation pairele poids maximum définie par :
0(1)=1;0(2)=2;0(3)=23), et:

det (A) = 2 (le poids de la permutation impaglede poids maximum défini par :
0'(1)=1;0'(2) =3;0" (3) =2).
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On a donc dans cet exemple, 'dea) # def (A) malgré la dépendance linéaire des
colonnes. ||
On remarquera que la situation mise en évidence dans l'exemple précédent peu
s'expliquer par le fait que les coefficieAtset A3 ont été choisis trop petits.
Plus généralement, si At Ak sont deux colonnes quelconques distinctes dont tous les
termes son® O, en choisissam; etAy vérifiant.
O0<Aj=A¢s Min {Min{ai,j ;ai’k}}
i=1...n

alorsona: AjO A=)\ 0O AK
méme pour une matrice quelconque telle que @tz def (A).
Le résultat suivant montre que choisir tous A¢& perm (A) dans la relation de
dépendance est suffisant pour garantir I'égalité des deux termes du bidéterminant.
Propriété 3.5.2
Soit (E,, O) un dioide MAX-MIN et AL My, (E).
Si les colonnes de A vérifient une relation de dépendance linéaire de la forme :

S AOAl = SAOA!
j0x j0d
avec, Oj: Aj=perm (A) =det(A) O def (A)

alors det (A) = def (A).
Démonstration

En utilisant le corollaire 3.3.3. du § 3.3, on obtient :

det (A) = o Odef (A)

det (A)= o O def (A)

avec det(A) =det (A)eta = M A (produit au sens de).

J |:|Jl g 32
La condition :
a= Min {2 perm(A)=Max{det (A),det- (A)}
j03, 0 J,

entraine alors :

a O def (A) = def (A)

a O det (A) = det (A)

d'ou le résultat cherchg.

Etudions maintenant la réciproque de la propriété précédente.

L'exemple ci-dessous montre que, contrairement au cas des dioides sélectifs-groupe
(cf. § 3.4) det (A) = def (A) nimplique pas nécessairement l'existence d'une relation
de dépendance linéaire de la forme
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y AjOAl= 3 A OA (17)
i0n i03,
avec [j, Aj=perm (A) (18)

Exemple 3.5.3
Dans le dioidelR ¥, Max, Min)
considérons la matrice
2 1 0C
A=d 2
A 2 X
qui vérifie def (A) = def (A) = 2 et perm (A) = 2.
On remarque que, pour tout j =1, ..., 3Ask 2, alorsAj 0 Al = Al
Par conséquent, s'il existe une relation de dépendance vérifiant (17) et (18), elle esl
nécessairement de la forme
sAl = 5 Al
j0g j0J
avec J#@,3#20,3dn b =0.
On observe aisément que ceci est impossible|si |3| = 1 (car les trois colonnes de A
sont distinctes) et également impossible$HJd et |d = 2 (car, dans la premiére ligne,
aucun des coefficients n'est égal au maximum des deux autres). ||
D'apres I'exemple précédent, on voit que dans un dioide MAX-MIN la singularité d'une
matrice A0 M, (E) ne peut étre caractérisée par I'égalité @ot= det (A).

Nous allons voir que pour des matricesCAMp(E) satisfaisant une condition
additionnelle, dite deon-dégénérescendieest néanmoins possible de caractériser la
singularité des matrices dans les dioides MAX-MIN en termesaleration
d'hypergraphes.

Définition 3.5.4
A 0 My, (E) est ditenon-dégénérési il n'existe pas une ligne i contenant deux termes
aj eta tels que @=ax < perm (A)
Remarque
On notera que vérifier la non-dégénérescence d'une matrice peut se faire en temp:
polynomial puisque le calcul de perm (A) se raméne a un probleme d'affectation "Max-
Min" ou "bottleneck”. ||
Pour les matriceson-dégénéréesn a la propriété suivante.
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Propriété 3.5.5
Soit A My, (E) une matrice non dégénérée.
S'il existe une relation de dépendance impliquant un sous-ensemble de colonnes de A
alors il existe une relation de dépendammanpléte c'est-a-dire dans laquelle
interviennent toutes les colonnes de A.
Démonstration
Supposons qu'il existe une relation de dépendance de la forme

> AjOAl= 5 A OAl
j0y j0dy
avec J#9,3#29 Ihnk=0
etJd0XLzJ={1, ..., n}
En multipliant les deux membres de la relation ci-dessua paperm (A)
et en remarquant que poyr= perm (A) A O Aj = by on obtient :
oigl={1,2,...,n}

S AOaj= Y A0a; = v
iy j0d2
On a nécessairement; < A.
Sipouridl,ona:y< A, ceci implique qu'il existe j0 J et p 0 J tels que :
%h:@na:V<X
ce qui implique une contradiction avec I'nypothése de non dégénérescence.
Onadoncl iOE:v=A etpar suite en posakif = A (pour tout jO J)
J1 =3 J>=J\J onalarelation:
oigl: Z )\']Da” = Z A'JDa”

jO0Jy j0Js

qui est une relation de dépendanoenplétesur I'ensemble des colonnes deA.

Introduisons maintenant la notiomgpergraphe-squelet#une matrice A donnée :

Définition 3.5.6

Soit AO My, (E) etA = perm (A))

On appellehypergraphe-squelettde A I'hypergraphe H (A) = [J& (A)] ayant

J={1, ..., n} comme ensemble de sommets et dont I'ensemble des arétes est :

A (A)={S1(A), S (A), ... S (A}

ou,didlL,§(A)={/AOagj=A}={/aj=perm (A)}.

Dans H (A), chaque aréte correspond a une ligne de A, et contient au moins un sommet
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En effet, puisqué\ = perm (A), il existe au moins une permutatiode {1, ..., n} telle
que :

w©)=aom0 a0 . 0aom= A

Ce quiimplique quell il :a g = A

d'ou X O & 0() = 7_\

ce qui montre ques (i) O S (A).

Le nombre chromatiqud'un hypergraphe H (cf. BERGE 1970) est le nombre minimum
de couleurs nécessaires pour colorer les sommets de H de fagon a ce que pour chaqt
aréte ayant au moins 2 sommets, tous les sommets n'aient pas la méme couleur. U
hypergraphe de nombre chromatique 2 esbidiblorable On peut alors énoncer la
caractérisation suivante de matrices non dégénérées singulieres dans un dioide MAX:
MIN :

Théoréme 3(Minoux 1982)

Soit (E,d, O) un dioide MAX-MIN. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
matrice non dégénéréelAM,, (E) soit singuliere est que I'hnypergraphe-squelette H (A)
vérifie :

(i) chaque aréte de H (A) a au moins 2 sommets

(i) H (A) est bicolorable.

Démonstration

(@) Pour AO M, (E) avec\ = perm (A)
notonsA = (a@j) la matrice dont les coefficients sont :
ajj = A O aj

Clairement, A est non-dégénérée si et seulemehtest non-dégénérée.
Par suite, une matrice B M,, (E) non-dégénérée est singuliére (a un sous-ensemble

de colonnes dépendantes) si et seulement si il existelJtels que :

j0y j0d

avec :
h#0;b#0;n) =@
J]_ 0 J2 =J

(b) Supposons maintenant que A soit singuliere. Comme A est non-dégénérée, d'apre:
la propriété 3.5.5., il existe une relation de dépendance linéaire compléte de la forme
(19) sur les colonnes d& = A O A avec A = perm (A).

(19)
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Alors, en attribuant une couleur aux sommets de H (A) correspondant aux colonnes
j O J et une autre couleur aux sommets de H (A) correspondant aux colonnes
J O X, on obtient une bicoloration de H (A).

Réciproquement, supposons que H (A) soit bicolorable et que chaque aréte contienne
au moins 2 sommets. Ceci signifie que J = {1, ..., n} peut étre partitionnézem J
('ensemble des sommets ayant la couleur 1) &td (I'ensemble des sommets
ayant la couleur 2), de telle sorte que chaque ligneAl @entienne au moins deux
termesg;;, et aijzégaux ah avecjd Jetpdd.

On a donc une relation de dépendance complete de la forme (19) pour les colonnes
de A ce qui, d'aprés (a), montre que A est singuliére.
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PARTIE 2

VALEURS PROPRES ET SEMI-MODULES
PROPRES
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1 - INTRODUCTION

Cette deuxieme partie est consacrée a la caractérisativalel@s propret desvecteurs
propresd'endomorphismes de semi-modules et de moduloides.

Dans le § 2 on étudie des conditions permettant de garantir I'existence de valeurs propre
et de vecteurs propres. Ces conditions font intervenir la quasi-inverse A* de la matrice A
associée a I'endomorphisme.

Dans le 8§ 3, on établit, pour différentes classes de dioides idempotents, des résultat
permettant de caractériser le moduloide propre associé a une valeur propre donnée.

Le 8 4 est consacré a I'étude du cas particulier des dioides a structure de groups
multiplicatif. Un analogue du classique théoreme de PERRON-FROBENIUS est obtenu
pour une sous-classe de dioides sélectifs-groupes dans le § 4.2.

Quelgques applications intéressantes de la recherche de valeurs propres et de vecteu
propres dans les dioides sont présentées dans les paragraphes 6 et 7 : classificatic

hiérarchique, analyse des préférences, théorie des systemes dynamiques linéaires dans
dioide [ O {- o}, Max, +).

2 - EXISTENCE DE VALEURS PROPRES ET DE
VECTEURS PROPRES : RESULTATS GENERAUX

Soit (E,J, ) un semi-anneau (alest I'élément neutre de et e I'élément neutre de
1) et notons M = Ele semi-module dont les éléments sont les vecteurs a n composantes
appartenant a E. L'opération interne de M est |'opératidéfinie par :

X0 [va0O X 0yiC

D0 V20 O - C
0.0p0.0=0 . C
00000

L
FoH Bl Baoyak
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et I'opération externd est définie par :

X100 AOXC

XoO _ [ANOXpC
Oo- 0 -

0. C
S Bnoxt

Soit h : M - M un endomorphisme de M. Puisque tout vectelirM peut s'écrire :

OACE : A

x=x10eOxx0ed..0xy0e (ou,0j=1,..n, edénote le vecteur dont
la jléme composante est e et toutes les autres composhotesoit que h est parfaitement
défini par la donnée des n vecteurs 1),(b (e) ... h (g), ou encore par la matrice A
= (aﬂ)i. dont les colonnes sont hyje... h (&).

J:

1.
1

55

(X110
Onaalorsgx=E"8 0 M: hx=ADOx

o
en définissant le produit de la matrice MM, (E) par le vecteur XI M par :

n

Oi: (AOx)= _Z gj U X;

j=1
(la sommation ci-dessus s'entendant au sens de |'opérationsemi-anneau). Ainsi,
pour les semi-modules de dimension finie n, il y a correspondance biunivoque entre les
endomorphismes et les matrices carrées n x n a coefficients dans E.

Etant donnée une matricelAMy, (E) (c.a.d un endomorphisme d&Fon dit que\ 0 E

CEC
K

est valeur propre de A s'il existelVEN, V # o

tel que :

AOvV=Ax0OV

V est appel&ecteur proprale A pour la valeur proppe

Si l'opération] est commutative, on vérifie aisément que I'ensemble des vecteurs
propres de A pour la valeur prophe notéqs (A), est un sous-semi-module de

EN appelésemi-module propreSi I'opératiori] n'est pas commutative alors(A) est un
sous-semi-modul@ droite c'est-a-dire quella OE,BOE, VO urA) WO ar(A):
VOaOWOBRDOuE®).
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Propriété 2.1
L'opération] étant supposée idempotente et commutative, si V est vecteur propre de A
pour la valeur propre e, alokd] V est vecteur propre de A pour la valeur propre

Démonstration

Ona AOV=V

d'ou : AOMNDOV) = AD(AOV)
= AOV
= A2V
= AOMADOV) 0

Rappelons que le graphe G (A) associé a une matridevi (E) est le graphe orienté

ayant X ={1, 2, ... n} comme ensemble de sommets et ou (i, j) est un arc si et
seulement sijp# €. Pour tout arc (i, j) de G (A), le coefficient ast appelé lpoidsde

I'arc (i, ).

Pour kO N on notera X la puissancei&mMede la matrice A et
Al =AOA20 .0 Ak

Lorsque les matrices M ont une limite, quand k- o, on notera A cette limite et
A" =10 A* (I est la matrice identité de ME)). Il est facile de voir que les matrices A

et A* vérifient la relation :
AOA"=A"0OA=A} 1)

On rappelle également que le terme (i, i) depAut s'écrire :

AT = 3 wi(y) )

y UP;;

ou R; désigne I'ensemble des circuits de cardinalitépassant par i dans G (A) etyy (
le poids du circuiy O Bj.

(siy={(i1, i2), (i2, i3), ... (k. i)} @lors: w §) = a,.i, O @pig 0 ... 0 &, ip)

Rappelons que, & n'est pas commutative, le poids d'un circuit dépend du sommet de
départ choisi pour le parcourir et il faut faire appel alors a la notiomaigt pointé Dans
ce cas, dans la relation (2), @ésignera I'ensemble des circuits pointés d'origine i.

Désignons par [A]l et [A"]i la i€Me colonne de la matric&* et de la matrice A
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respectivement. On peut alors énoncer :
Théoreme L(Gondran et Minoux 1977)

Si I'on suppose I'existence de la matrice(Aoter alors que celle detA A0 A” en
découle) alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

U U] ] ]
() ng w(y)O A DA=EgP wy)ooAr @)
B/ i H B’ i H

pour i [1, n] et pour une valew [ E.
(i) [A*] O\ (ainsi que [A] O \) est vecteur propre de A pour la valeur propre e.

Démonstration
Montrons que (i) (ii)
D'aprés (1) on a:
[A+] = ADOI[AT]
= A D ([0 [A)
ou I'on a noté [iJla i¥mecolonne de la matrice identité I.

La condition (3) permet d'écrire que :
[A*]I O A =IO [Af]H O A
= [A+]i O A
d'oul la relation (1) permet de déduire que][Al A = [A*]i O A est vecteur propre de A
pour la valeur propre e.

Montrons maintenant que (i) (i).

Supposons que [A O A est vecteur propre de A pour la valeur propre e.

On a donc:
ADOI[A*iOA

[A*] O A 4
('O A*H O A

Comme A A* = A+ on déduit de (4) :
Al O A = [A*]i O A
ce qui entraine alors[A*]I OA = ([I]' O [A*]) O A
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Pour la #Mecomposante, I'égalité ci-dessus implique :

[A*], i DA =N O [A*] ;O A

qui n'est autre que I'équation (3).

Plusieurs résultats intéressants vont découler directement de ce théoréme.

Corollaire 2.2
Si A" existe et s'il existp 0 E et un circuit point§ de sommet initial i tels que :
w(y) OO p =w(y) Oy, alors [A] O u est vecteur propre de A pour la valeur

propre e.

Démonstration

Il suffit de remarquer qu'en vertu des hypothéses du corollaire 2.2, la relation (3) est
vérifiée. 0

Le théoréeme 1 et le corollaire 2.2 seront souvent utilisés dans le cas paticubesu

H =e.

Corollaire 2.3
Si A" existe et si 0 A = A, alors toutes les colonnes d& gont vecteurs propres de A

pour la valeur propre e.

Démonstration
Elle découle directement du corollaire 2.2 en prepant et wY) = a;. [

Le corollaire 2.4 ci-dessous est une conséquence du théoreme 1 dans le c8l eat(E,
un groupe (I'inverse d'un élément] E pourl] est noté\_l).

Corollaire 2.4

(i) Si(E,O) est un groupe, sh: 0 A)* existe et si :
i, i

(\1OA); O e = (MDA), (5)

alors [A-1 0 A)*]i est vecteur propre de A pour la valeur propre
(i)  Si, de plus[] estcommutativealors la condition (5) peut étre remplacée par :

ly| vl

> owy)o™ Oe= 3 wy)o@™) (6)
y OPji y OP;i

ou Oy[J dénote le nombre d'arcs du circpét ou i dénote I'ensemble des circuits
de G (A) passant par .
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Démonstration

(i)

(i)

La relation (5) montre que le théoréme 1 s'applique a la matti€e A et que, par
suite, [A-1 0 A)*]i est vecteur propre del O A pour la valeur propre e. On en
déduit que ce vecteur est aussi vecteur propre de A pour la valeuryropre
Dans le cas olll est commutative, le poids d'un circyitle G A-1 0 A) n'est
autre que wy) [ ()\'1)DyD ou w () est le poids de ce circuit dans G (A)r

Le résultat suivant concerne un autre cas d'application important, celui ou les deux
opérationg] et sont idempotentes.

Corollaire 2.5
Supposons qué et[] sont idempotentes, quer &xiste, et définissons E par :

H=[AY 0 = S w(y) (7)
y OPji

Alors [A*]i O p est vecteur propre de A pour la valeur propre e.

Démonstration

Commel et sont idempotentes, ong@ O p =p2 et,u étant défini par (7) on voit
que la relation (3) est satisfaite aves U ; le résultat découle alors du théoréme(1.
Dans le cas ou, en plus de l'idempotentélds [1, on suppose la commutativité de

I'existence de Aest garantie et on obtient le corollaire suivant

Corollaire 2.6
Si 0 est idempotenté,] idempotente et commutative, alors :

0
(if)

At et A" existent :
en posant :

H= [A+]i, i = > w(y)
y UPji

pour touth 0 E,A O p O [A*]i est vecteur propre de A pour la valeur propre

Démonstration

()

Dans le cas oll et[] sont idempotentes, tout élémerill & est 1-stable et admet
un quasi-inverse*a= el a. Si, de plus, la Idil est commutative, toute matrice
carrée A admet une quasi-inverse:Aexistence de Aet de A est donc garantie.
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(i) En appliquant le corollaire 2.5 on déduit immédiatement qugi[A p =
u O [A*]1 est vecteur propre de A pour la valeur propre e. Par suite d'aprés
la Propriété 2.10 A O E,A O p O [A*]i est vecteur propre de A par la valeur
propre A. ]

3 - VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DANS
LES DIOIDES IDEMPOTENTS. CARACTERISATION
DES MODULOIDES PROPRES

Nous présentons dans ce paragraphe un certain nombre de résultats permettant c
caractériser les semi-modules progt&Q\) associés a des valeurs propres

Tous ces résultats seront obtenus en supposant geesoiidempotentesoitsélective
c'est-a-dire correspondent a des cas ou{H,) sont dedlioides (idempotents ou
sélectifs). Les semi-modules propres dont il est question dans ce paragraphe sont don
desmoduloides

Nous commencerons par étudigi(e). Nous montrerons ensuite comment on peut en
déduire des résultats pdut(A) avecA quelconque.

Lemme 3.1
Soient (E,[J, OJ) un dioide idempotent et A M, (E) admettant la valeur propre e, et
telle que A existe avec A= AP =10 A O ... O APpour un entier I N.

Alors : VO U (e)d V=A"0OV
Démonstration
On peut écrire :

V =V

ALV =YV

A2V =AOV=V

AKOV =A0OV=V
pour tout kO N. llenrésulte que : M AOQ ...0OAK OV = AV OV =V et par suite
si A* = AP) pour p00 N, on en déduit :

A*0OV=V. [
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Le résultat précédent montre ainsi que, lorsque I'ensemble de référence est un dioid
idempotent (a fortiori un dioide sélectif), tout vecteufliige) est combinaison linéaire

des colonnes de*A Cependant, les colonnes dé Aappartiennent pas elles-mémes
nécessairement® (e) (cf le théoreme 1 du § 2 et ses corollaires).

Avec I'hnypothése, plus forte, de sélectivitéidenous allons montrer que I'ensemble des
vecteurs de la forme [Al O pi qui appartiennent & (e) forment une ensemble
générateur d&/ (e).

Théoreme AGondran et Minoux 1977)

Soit (E,O, ) un dioidesélectifet A0 My, (E) admettant la valeur propre e et telle que
A* existe avec A= AP) pour un entier @ N.

Alors il existe KU [1, n] et des coefficientsi, U E (k=1 ... K) tels que

K .
vV OU(Ee)D V=3 [ATk DO,
k=1

avec,0 k : [A*]ik 0 yj, OU(e)

Démonstration
0 est idempotente, on a donc V 2 A V d'apres le lemme 3.1 et par suite :
n .
V=3 [ATov (8)
i=1

Par ailleurs, puisque ¥ U (e) :
Dizl,...n: ga”DVJ:V|

j=1
Comme[ est sélective, a chaque indiceél {1, ... n} on peut faire correspondre un
indice j =¢ (i) tel que : a () O V(i) =V (s'il existe plusieurs indices j tels que
aj 1 Vj = Vj, on choisit arbitrairement un de ces indices gdu).

Le graphe partiel H de G (A) formé par le sous-ensemble des arcs de la fap(ie (i,

pouri=1, ... n, comporte n sommets et n arcs. Son nombre cyclomatique est donc éga
a son nombre de connexité. Par ailleurs, comme tout sommet de H a un demi-degré
extérieur exactement égal a 1, chague composante connexe de H contient un circuit et u
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seul. Notons H, HZ, ... HX les composantes connexes de H, et, potr{k, ... K},
notonsyK le circuit contenu dansd4Tout sommet 0 HK soit appartient § soit est relié
ayK par un unique chemin d'origine i et d'extrémit&y.

Supposons qug = {iq, i2, ... ig}
On a:
91 i O Vi2
dis i3 O Vi3

TR
< <
N [

8igip U Vip = Vi
d'oli I'on déduit, pour un sommet i quelconquatd@ar exemple i =1) :
w ) OV =V

On peut donc écrire :
w (k) O VO Vj=Vi=w (K OV,

On remarque alors que, de ce fait, les hypotheses du théoreme 1 sont vérifiées ave
A =Vj, ce qui implique :
[A*]iO0ViOU(e)

Considérons maintenant un sommet j quelconquekds khontrons que, dans la somme
(8), le terme [A] O V; est absorbé par le terme*[AC Vi |

Dans H il existe un chemin unique; joignant j a i. Sur chaque arc (s, t) de ce chemin

on a la relation :
astJ Vi = Vs

d'ou lI'on déduit :
w (15) O Vi= V]

On peut donc écrire :

[A'IOV;O[ATOVi=[[A"]i0w@mg)0[A]] 0V

w(Ti;) intervient dans le terme (j, i) de la matrick &0 r est le nombre d'arcs du chemin
m;i. De la propriété élémentaire * Al A* 0 A" = A* (qui découle de I'idempotence
de ) on déduit que :

A" O w (i) O [A'] = [AY]]
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ce qui montre que :
[AX10 Vi O [A*]I0 V) = [AY1 0 V;
Il résulte de ce qui précede qu'il suffit dans la somme (8) de retenir un seul terme de la

forme [A*]ik O Vi, avec k 0 yK pour chaque composante connexedd H, et I'on

a:
K .
V=3 Ak OV
k=1
et [A*]'k O V; 0O U (e) pour k =1... K,
ce qui démontre le théoreme. [

On peut déduire du théoreme 2 les conséquences suivantes.

Corollaire 3.2

Soit (E, O, ) un dioide sélectif-groupe et A My, (E) telle que A* existe avec
A* = AP (pON)

Alors, si e est valeur propre de &, (e) est le moduloide (a droite) engendré par les
colonnes de A elles-mémes vecteurs propres de A pour e.

Démonstration
D'apres le Théoréme 2, silV U (e), alors V est de la forme :
V=3 AR O
avec,d k, [A*]1k O px O VU (e) (sommation sur un sous-ensemble d'indices de
{1, 2, ..., n}).

Puisque (E[J) est un groupg)k # € a un inverse pour et :

A O [A¥] kO pg = [A*]k O pk montre (en multipliant & droite paud—1) que l'on a
aussi [A*K O U (e)

On en déduit le corollaire 3.2. [

Dans le corollaire 3.3 e tle théoreme 3 qui vont suivre, on fera I'hypothesé egte
sélective, quél est idempotente et que e est le plus grand élément de E. Alors, on sait
gue l'ensemble E est totalement ordonné par la relation d'ordre canonique et il est facile
de voir que :

OalE, bOE, ald b =Min {a, b} (9)

En effet, on a:

allbOa=al(bOe)=a

allbOb=(@0e)db=>b
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Ce quiimplique @l b<aetdlb<b

Si maintenant on supposed, on a :

all b =a eton peut écrire :

allb=(@Ob)Ob=alblOb

d'ou l'on déduit ad b= b et (par I'antisymétrie de) ald b = b. De méme :
as<b0O allb=a.

Corollaire 3.3

Soit (E,O, O) un dioide sélectif pour lequel :

- laloi O est idempotente ;

- e estle plus grand élément (c.a.d.all E, ed a=e)

Soit A My, (E) admettant e pour valeur propre. AlorseXiste eflf (e) est le moduloide
(& droite) engendré par I'ensemble des vecteurs de la forfiie Ay (pour i =1... n)

ou, 0 i:yj= z w(y) :[A+]i,i
y OPj

Démonstration

En vertu des hypotheses, on a pour tout circuit pgide2G(A) :

w(y)de=e

ce qui montre que G(A) est sans circuit 0-absorbant.

On en déduit I'existence dé fnoter gu'ici on ne suppose pas la commutativité)de
De plus, & = A1),

D'aprés le corollaire 2.5, les vecteurs i[B]y; (avecy; = [A™];;) sont éléments de
U(e).

Appliguons maintenant lehéoréme 2 tout vecteur VO Uf (e) peut s'écrire :
V = S[A*k Oay (10)
avec [AK O ax O U (e).
(Somme sur un sous-ensemble d'indices de {1, 2, ..., n}).
D'apres le théoréme @ vérifie I'équation (3) c'est-a-dire :
Mk U ak O ok =pk O ak

Par ailleurs :
Mk DakOakx = (uk U e)d ag
=ak (carpg e =e)
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Par suite, on apk O ok = ak et (10) peut se réécrire :

V= Z([A*]kDUk)DO‘k

Ceci montre que I'ensemble des vecteurs de la forméA1] (i =1, ... n) est un
générateur d&'(e). [

D'apres le corollaire 3.3, I'ensemble des vecteurs de la forﬁ]é[ﬂﬁ{A*]i,i est un
ensemble générateur d&(e). Le résultat suivant est fondamental, car, sous les mémes
hypothéses, il montre qu'il s'agit d'un ensemble généramenimal, et qu'un tel
ensemble esinique

Théoreme 3
Soit (E,, ) un dioide sélectif pour lequel la Idi est idempotente et ou e est le plus
grand élément. Soit Al M, (E) admettant e pour valeur propre.

Alors A* existe et G = [ {Vi}, I'ensemble des vecteurs distincts de la forme
i=1..n

V= [A*] 0 [A™]; i (pour i = 1,... n), est 'uniquensemble générateur minimale

U(e).

Démonstration
L'existence de Aet le fait que led/' forment un ensemble générateurlfige) découlent
du Corollaire 3.3.

Montrons donc que G est un générateur minimal et qu'il est unique. Raisonnons par

contradiction et supposons qu'il existe un autre générateur minimal G' %Wk} de
k OK

U (e) composé des vecteurskW parcourant un ensemble fini d'indices K. Certains
vecteursV' peuvent coincider avec des vecteurs de G', mais il existe nécessairement at
moins un indice i tel queVi # WK pour tout klJ K. Comme G' est un ensemble
générateur d&r(e), il existe des coefficientg O E tels que :
Vi= S wk Oy, (11)

k O.K
La composante i d¥'" est[AJf]i,i

(En effet, on a:

[A*]i,i H [A+]i,i - BSD[AJr]i,iED [A+]i,i :[A+]i,i
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puisque e est le plus grand élément de E).

Commel] est idempotente, il existe un indice kK tel que :

Vi=[a*], =Wk Dy, (12)

Comme W 00 U (e), d'apres le lemme 3.1, il peut se mettre sous la forme :
n .

k' _ al K'

we=y [a]ow
=1

d'ou l'on déduit :

W<z [A*] Dwk

Comme, d'aprés (12)K 2[A+]i .

on en déduit :

W= [a"] O [A*]i’i = Vi (13)
La relation (11) permet d'autre part d'écrire :
Vizwk Oy,

puis, en remarquant que (d'apres (12))= [A“‘]i’i :
Vi>wk O [A*]i,i (14)

En multipliant maintenant (13) p{aA*]i ; et en remarquant que, du fait de I'idempotence

vio [A+]ii =V
on obtient :
wk [ [A*]i’i > Vi (15)

Les inégalités (14) et (15) impliquent alors :

Vi=w D [A*] (16)

i
Le raisonnement précédent montre que, pour tout vebteue coincidant pas avec un

des vecteurs \W il existe un indice K1 K tels que les vecteurg! et WK vérifient (16)
(c'est-a-dire sont "colinéaires").

De plus, I'ensemble des‘Wk O K) ayant été supposé minimal, il ne peut contenir de
vecteur W(t 0 K) qui ne corresponde & un des (en effet, dans ce cas, un générateur
strictement plus petit au sens de la relation d'inclusion serait obtenu en éliminant le
vecteur V\?)
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On en déduit donc que les ensembles G et G' sont en bijection. Pouttéytiotons
a (k) =1, l'indice du vecteuV correspondant a fvon a donc kO K:

wK = vak) oy Wk O [A*]a(k) o) = va(k)

Dans tous les cas, on a donc :
wk > Va(k) pour tout k.
Ceci montre que, parmi tous les générateurs minimaux (au sens de l'inclusion) en

bijection avecG = [ {Vi}, G est celui qui contient les plus petits vecteurs (au sens
i=Ll..n

de la relation d'ordre sur les vecteurs & B est donc I'unique générateur minimal
avec cette propriété

Notons que le théoréme 3 ci-dessus généralise un résultat de GONDRAN (1976) établi
dans le cas particulier du dioidB (Min, Max).

Les résultats suivants vont nous permettre de caract&{@gmourA # e dans le cas de
dioides sélectifs a multiplication idempotente.

Lemme 3.4

Soit (E, O, O) un dioide avedd commutative et e plus grand élément de
EJal E:el a=e). Soit AJ My (E).

Alors A* existe, et sk [J E est valeur propre de A :

VOUMNDOV=A*OV

Démonstration

En utilisant la commutativité dé, AOV =A0O V entraineJ kO N :
AkOv=AkO v

Comme e est le plus grand élément de E, on@AéI A\20 ...0 Ak =¢
d'ou, O k:
(IOADOA2O..0AOV=V

Comme AK) = A* dés que k2 n - 1 on en déduit le résultat.
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On peut alors établir le :

Corollaire 3.5(Gondran et Minoux 1977)

Soit (E,d, O) un dioide sélectif pour lequel :
- la loi [J est idempotente et commutative ;
- e est le plus grand élément (c.aldlald E : el a=¢)

Soit AJ Mp, (E). Alors :

() A* existe et toul [] E est valeur propre de A ;
K

i) VvOU@AOv=yY [Aik OA Oy,
k=1

avec K< netdk: [A*]'k OA D W, OUQ)
avech = [A™Tiy, ik

Démonstration

(i) découle directement du corollaire 3.3. Démontrons donc (ii).
n :

Les hypothéses du Lemme 6 étant vérifiées, ona: VEAY = 5 [A*]'Ov;
i=1

Par ailleurs, on a :

n
Di:1,...n: aijDVj:)\DVi
et

J

Comme dans la démonstration du Théoreme 2, on peut construire le graphe partiel H de
G(A) dont les arcs sont de la formed(i(i)) ou,0i=1, ... n:
g, o() U Vou =A 0OV, (13)

Chaque composante connex& d¢dntient un circuitX. En écrivant les relations (13) le
long du circuityk, et en tenant compte du fait gleest idempotente, on obtient pour
i O yK:

w (V) O Vj=A0Vj

Ceci permet d'écrire :
wy)OANDOViOADVi=wyK) OADO Vi
d'ou I'on déduit, d'aprés le corollaire 1, que : AN O Vi O U (e)

On remarque alors que I'on a également [A¥]\ O V; O U (M) (en effet,d étant
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idempotente et commutative, AU =U entraine: AAANDO U)=AOAOU=AO
U =A20 U, ce qui montre que U U (e)d A0 U O UQ).

Comme dans la démonstration éoreme »n montre également que tout terme de la
forme [A*i O A OV, (j #1, j O HK) est absorbé par [A¥ A O V;.

En choisissant alors un sommgetl yK dans chaque composante conne¥elelH on
peut écrire, en notant K le nombre de connexités de H :
K :
v=7y [A]kOArDv;,
k=1
avec,0 k, [A*]'* DA DV, OUQ)

ce qui démontre (ii).

4 - VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DANS
LES DIOIDES A STRUCTURE DE GROUPES
MULTIPLICATIFS

On étudie dans ce paragraphe le cas particulier, important pour les applications, des

dioides (E[], O) pour lesquels (E]]) est ungroupe

Pour des matrices a coefficients dans de tels dioides, nous verrons que I'on retrouve ains
des propriétés bien connues de matrices irréductibles a coefficients positifs dans I'algébre
ordinaire. Nous utiliserons ensuite ces propriétés pour établir un analogue du classique
théoreme de PERRON-FROBENIUS pour des matrices a coefficients dans certains

dioidessélectifs-groupes

On rappelle qu'une matrice[AMp, (R*) est diteirréductible si et seulement si le graphe
associé G (A) edibrtement connexeEn algebre linéaire classique, le théoréme de
PERRON-FROBENIUS s'énonce :
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Théoreme

Soit A My, (IR*) une matrice irréductible @t(A) son rayon spectral (le module de la
valeur propre de plus grand module). Alprg¢A) est valeur propre de A, et I'espace
propre associé est engendré par un vecteur propre a composantes toutes stricteme
positives.

Dans le cas des dioides a structure de groupes multiplicatifs nous commencerons dans |
8§ 4.1 par établir quelques résultats préliminaires.

4-1 VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES : PROPRIETES
GENERALES

Lemme 4.1.1

Soit (E,, O) un dioide. Alors :

all b=¢g O a=>b=¢ (14)
Si de plus, (E[J) est un groupe, alors :

all b=¢g O a=goub=¢ (15)
Démonstration

Supposons que@d b =e¢.

Montrons que & ¢ et b# € est impossible. Si & ¢, alors al, inverse de a pour
existe, et on en déduit b =ld1 € =¢ (a cause de la propriété d'absorption) ce qui
constitue une contradiction. On en déduit (15);

Lemme 4.1.2AGondran et Minoux 1977)

Soit (E,d, O) un dioide tel que (E,) est un groupe, et Al M, (E) une matrice
irreductible (G (A) fortement connexe) Alors, si V 5\ ; est vecteur propre de A
pour la valeur propr& on a:

A>¢g (16)
et:

Oi=1,..n: Vi>¢ a7)
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Démonstration
Démontrons d'abord (16). On a nécessairement (€ est le plus petit élément au sens
de la relation d'ordre). 3i=¢ alorson a:

CEC

LEC

L

Fer

donc,0i=1...n:
n

> aj U Vj=¢
i=1

AOV=

D'apres le Lemme 4.1.1, ceci implique :
i, 0j: g O Vj=¢

et encore :
aj =¢ ou Vj =¢.
CEC
Comme V est vecteur propre,i\/g:E il existe doncg tel que \, # €.

ain

Alors la relation g, O Vj, =¢ implique g, =¢, et ce, pour tout i. Il en résulte une
contradiction avec la forte connexité de G (A). Par la suite, on ne peufAavairet
(16) est démontré.

Pour démontrer (17) raisonnons encore par contradiction. Supposons que V ait des
composantes M= €. L'ensemble X = {1, 2, ... n } peut alors étre partitionné en :
X1={/Vj=¢tetXo=X\XretlonaX# @ Xo# @.

En réordonnant au besoin les lignes et les colonnes de A et les composantes de V, on pe

ViC
VoL

(ou Vp correspond aux composantes de V égalestiVo, aux composantes de V

différentes de) et A sous la forme :

A = DA11 Aral
[A21 Al

mettre V sous la forme V =

ouldl0{1, 2} etk {1, 2} A}, est la sous-matrice induite par le sous ensemble de
lignes X et le sous-ensemble de colonngs Da relation ALl V = A [0 V entraine alors
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CEL

CEC
tLC

ain

Vo ayant toutes ses composaritess on en déduit, par un raisonnement analogue au
précédent, que la sous-matricgAa tous ses termes égaux.aCeci contredit
l'irréductibilité de la matrice A, et démontre (17)

A0 Vo =

Ce résultat va maintenant étre utilisé pour étudier les propriétés des valeurs propres dt
matrices a coefficients dans des dioides a structure de groupes multiplicatifs.

Lemme 4.1.3Gondran et Minoux 1977)

Soit (E,O, O) un dioide ou (E[]) est un groupe commutatif, B My, (E) irréductible et
A O E une valeur propre de A. Alors :

() Pour tout circuiyde G (A)on a:
w (y) < APP (18)
(ou Oyl dénote la cardinalité du circuyit

(i) Si [0 est sélective, il existe un circuit élémentgice G(A) tel que :
w(y) = AV (19)

(i)  SiO estidempotente, la matrice¥ 0 A)" existe.
Démonstration

() Considérons un circuit quelconque {i1, i2, ... k, i1} de G (A) oully(l = k.
SiV = (V)= nestunvecteur propre associe a la valeur propos a :

Jzailj DVJ-:7\DVi1

Jzaizj DVj=)\DVi2

Jzaikj DVj:)\DVik



- 66 -

Ceci implique :
ai;ip O Vi, <A 0O Vj, E
ai,ig 0 Vig<s A O Vi, ] (20)

Qi O Vip <A 0O Vi, E

En multipliant pai la premiéere inégalité (et en utilisant la compatibilitégmur
(1) on obtient :

De méme, en multipliant parcette derniére inégalité et en utilisant la relation :
gizis O Viy <A 0 Vi 0on obtient :

aigi, Ja,ig0aigi, 0 Vig<sA3O Vi,

et en itérant k fois ce processus :

aigi, 0 ..0 & i, 0 Vip<A™0 v, (21)

Comme A est irréductible onda# € et V; #Z € (j = 1... n) (cf. lemme 4.1.2) donc

Vi, # €. Alors en multipliant les deux membres de l'inegalité préecédente par
-1

(Vil) on obtient :

di1io U ayig0... O gy ig < ADVE

ce qui démontre (18).

(i) SiV= (\/j)j -1._n€st vecteur propre de A pour la valeur progren a,

Oi =1... n:
ZaﬁDVj = )\Dvi
J

Commel] est supposée sélective, a chaque indi¢d1, ... n} on peut associer
un indice(i) tel que :

g, ¢() U Vo) =A D Vi

(s'il existe plusieurs indices j tels qug @ Vj = A 0 V; on choisit arbitrairement
un de ces indices podir(i))

Le graphe partiel H de G (A) formé par le sous-ensemble des arcs de la forme
(i, ¢ (i)) comporte n sommets et n arcs. Dans H, chague sommet a un demi-degré
extérieur égal a 1, il existe donc un cir@l@émentairey. Le long de ce circuit, les
relations (20) sont vérifieessec I'égalité et la relation (21) s'écrit :

w(y) O Vi, =AIO V),
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Comme \{; est inversible (y;# € en vertu du lemme 4.1.2) on en déduit la
relation (19).

(i) L'existence deX-1 O A)" découle directement de (18). En effet, gaih circuit
guelconque de G (A). Son poids relativemehtld] A est :
0(v)=w ()0 AH
(18) implique alors queé (y) < e et, par suite, pour tout circyitle G (A) on a:
B(yyOe<eOe=e.Commé® (y) Jezeonendéduld (yye=e
ce qui montre qué (y) estO-absorbantL'existence deX(l O A)* s'en déduit.;

Du lemme 9 précédent on peut alors déduire :

Corollaire 4.1.4

Soit (E, 0, O) un dioide sélectif-groupe aved commutative, et Al My (E)
irréductible. Alors si A admet une valeur propreelle-ci est unique.

Démonstration
SoientA1 etA2 deux valeurs propres distinctes de A.

D'aprés le lemme 4.1.3 il existe deux circuits élémentgiresy> de G (A) tels que :
W (yl) — )\1|V1|
w (Y,) = )‘Zlyzl

Par ailleurs, toujours d'apres le lemme 4.1.3 on peut écrire :

et

w (y,) < )\2|V1|
On en déduit :

;\1IV1I < )\Zlvll (22)
et:

}\2|V2| < )\1|V2| (23)

Commel] est sélective< est une relation d'ordre total, donadsi# A, on a, soif\; <
)\2 soit)\2 < )\1.
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Sil'on a, par exempl@, <A, alors on peut en déduire :
)\1|V2| < )\2|V2|

qui est incompatible avec (23).
De facon analogue, &b <A1 il vient :

Iv4l V4l
A,V A V2

qui est incompatible avec (22).
A, # A\, aboutit donc a une contradiction, ce qui démontre la propriété.

Pour une matrice A a coefficients dans un dioide sélectif-groupe et ayant une unique
valeur propre\, le résultat suivant caractérise les générateurs minimaux du moduloide
propre‘s (A).

Théoreme 4

Soit (E,O, O) un dioide sélectif-groupe aveccommutative, et Al My (E) une matrice
irréductible admettarit comme (unique) valeur propre. Notong (@) (graphe critique)

le sous-graphe partiel de G(A) induit par I'ensemble des sommets et des arcs appartenal
& au moins un circuit de poids wg) = AV (circuit critique). Soient i Hy, ... Hy les
composantes fortement connexes @A et choisissons dans chague composante un
sommet particulier soityjd Hy, o O Hp, ... jo O Hp. Alors la famille de vecteurs

F ={[A"]'1, [A*]'2, ... [A*])P} est un générateur minimal du moduloide progi@).

Démonstration

Nous donnons la démonstration pour le gas e. Le cas général d'une matrice A
admettant une valeur propxe] E, A # e, s'en déduit aisément en considérant la matrice
A'= (A1) O A. Remarquons également que, d'aprés le lemme 4.1.3, il existe au moins
un circuit critique, donc gadmet au moins une composante fortement connexe non vide.

(@ Montrons d'abord que F est un générateut'de).
Notonsy; un circuit critique de K passant parjy. un circuit critique de bl
passant paej etc.
Soit V = (Vj)j = 1... n Un vecteur propre associe a la valeur propre e.
Notons que, A étant irreductible, d'apres le lemme 40.p= 1, ... n \{>&.
En utilisant la démonstration du lemme 4.1.3 on a, le long de chacun des circuits
Y, ---Yp -
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[ail i2 DViZSVil

B, i OV <V,
| | |
|]23 .3 2

(24)
0 ;
Fiy i U Vig s Vi
(ig, Ip, ... ik, i1 désignant la succession des sommets rencontrés le long du

circuit). Si l'on avait I'inégalité stricte dans au moins une des relations ci-dessus,
ceci impliquerait :

diipUayig ... Oa i %e

d'ou il résulterait une contradiction avec le fait que les cirgyits... yp sont
critiques (W (1) =w (y2) = ... w (yp) = e).

Pour chacun des circuitg, y», ... Yp, les relations (24) sont donc toutes des
égalités.

En utilisant alors la démonstration du Théoréme 2 on déduit tout d'abord :

(b)

[A*J10 V), OV (e)
[A*]120 V), OV (e)

[A*]POI Vj, 0V (e)

et, comme (E[]) est un groupe et que chacune des composantes de V est distincte
deg, ceci entraine :

[A*1O0U (e), [AT20U (e) ... [APPO U (e).

D'autre part, toujours d'aprés la démonstration du théoreme 2, on sait que la

Nor o
relation (8) est vérifiée et que, dans la som@e[A ] [0 V;, il suffit de retenir un
i=1

seul terme de la forme [Nk O Vj, pour chaque circuil (k =1, ..., p).
On en déduit que 1 U" (e) peut s'exprimer comme la somme :
P ik
v=3 [T oV,
k=1
ce qui démontre que F est un générateddde).

Vérifions maintenant que F est un générateur minimar de).

Pour cela nous montrerons que pour tout [1, ... p], aucun des vecteurs*M

i 0 Hq, ne peut étre exprimé comme combinaison linéaire des vectél]ljra‘{/Ac
j O Hq, q#a.

Raisonnons par contradiction et supposons qtfi(]:i,[AD Hqa soit combinaison



-70 -

linéaire d'autres colonnes dé prises dans des composantes fortement connexes
toutes différentes et différentes dg, lét notons KU {1, 2, ..., n} 'ensemble des
indices de ces colonnes.
Considérons alors la sous-matrice B déduite teméliminant toutes les lignes et
les colonnes dont les indices n'appartiennent paSldiK
Il est clair que, par construction, la sous-matrice B a ses coldnéasgrement
dépendantedonc :

det" (B) = det (B) (25)
Par ailleurs, chaque terme diagonal de B correspond a un terme diagdnab{A
j est un sommet du graphe critiqug(&). Par suite [A]j,j (le poids du circuit de
poids maximum passant par j) est égal a e & [~ e [A"]j; = e.
Il en résulte que B a tous ses termes diagonaux égaux a & (&)dee.
De la relation (25) on déduit alors I'existence d'une permutation impaire des indices
de KO {i} dont le poids est égal a e. La décomposition en circuits de cette
permutation impaire permet alors d'exhiber au moins un circuit élémentaire (non
réduit & une boucle) et de poids e dans G (B). Ce circuit correspondrait a un circuit
critique (de poids e) dans G (A) joignant des sommets appartenant a des
composantes fortement connexes différentes du graphe critique. On aboutit ainsi a
une contradiction, ce qui démontre le théoréme. 0

Nous allons maintenant utiliser les propriétés précédentes pour établir un analogue du
théoreme de PERRON-FROBENIUS dans certains dioides sélectifs-groupes.

4-2 LE THEOREME DE PERRON-FROBENIUS POUR DES DIOIDES
SELECTIFS-GROUPES

Dans ce paragraphe nous considérons une classe particuliere de dioides sélectifs
groupes : celle dans laquelle le calcul de la racif@ex'un élément (pour p entier
naturel) est toujours possible.

Nous supposerons donc, dans tout ce paragraphe, guel(Eest un dioide sélectif-
groupe ave€l commutative ayant la propriét#) (suivante :

QD pdN,O0ad E, I'équation :
(M P=a
Fa une solution unique dans E, notéé&a

Exemple 4.2.1
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Un exemple typique de dioide sélectif-groupe ayant la propriété ci-dessus est le dioide

(R, Max, +). L'opération] étant I'addition des réels, pour toutlaR I'équation
xP=a (pUH, pz0)

a une solution unique qui est le réel a/p (quotient habituel du réel a par I'entier p)

Nous pouvons maintenant définirrbeyon spectralp (A) d'une matrice A1 Mp, (E)

Définition 4.2.2

Soit (E,O, O) un dioide sélectif-groupe avec la propriétg. Le rayon spectralde

A 0O My, (E) est la quantité :
n

p(A) =Y (tr(AK))

k=1
(sommation au sens de) ol tr (AK) dénote la trace de la matric& Ac'est-a-dire la
somme (au sens dé de ses éléments diagonaux.

=

(26)

La propriété suivante montre que le rayon spectral ainsi défini peut se réexprimer
simplement en fonction des poids des circuits élémentaires du graphe G (A).

Propriété 4.2.3

Soit (E,, ) un dioide sélectif-groupe avec la propriétg (
Soit A0 My, (E) etp (A) son rayon spectral. Alors :
1
Il
pA= 3 (w(y) (27)
y ur
ou I dénote I'ensemble des circuits élémentaires de G (A)

Démonstration

La matrice A a pour #Meterme diagonal la somme des poids des circuits de longueur k
(élémentaires ou non) passant par i dans G (A). Commst sélective, (B;; est donc

le poids du circuit de poids maximum de longueur k passant par i (maximum au sens de
la relation d'ordre totat du dioide).

Par suite tr (&) est le poids du circuit de poids maximum et de longueur k dans G (A).
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On peut donc réexprimer(A) sous la forme :

1
o) =3 (w(y)" (28)

ou la somme s'étend a tous les circyie G (A) de cardinalité comprise entre 1 et n.

Montrons que, dans cette somme, seuls les circuits élémentaires ont a étre pris en compt

Supposons qug soit un circuit non élémentaire qui se décompose en deux circuits
élémentaireg; etyo.

Commex< est une relation d'ordre total, on peut toujours supposer que
1 1

Wi i,
wiy,) 2 < wiy) "

Montrons alors que :
1 1

w(nM < wiy,)"™

1 1 1
vl lvql Yol
Posonsa:w(y)IYI & =w(y,) " a, =w(y,) °

Comme :
w(y) =w (yp) O w(y,)

on a:

et comme @< &, ceci implique :

Mca Iy, | Oa IV, |
1 1
d'ou: a< &.
1
Par suite, dans la somme (28), tout terme de la fomn(g) IYIOL‘Jy est un circuit non
1

s : o el L
élémentaire est dominé par un terme de la fomnly,) 1 ou y1 est un circuit
élémentaire. On en déduit la propriété annoncée,
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Remarque 4.2.4

La définition donnée ci-dessus pour le rayon spectral d'une matrice, d&)Mst
cohérente avec la définition classique pour des matrices réelles. En effet, dans I'algébre
usuelle, pour une matrice A dont les valeurs propres sont réelles positives, le rayon

spectral de A est égal hm (tr Ak)% (comme on peut s'en convaincre en mettant A

oo
sous forme triangulaire).

D'autre part, dans l'expression (26) la sommation peut étre étendue de k = 1loa k = +
comme |'a montré la démonstration de la Propriété 4.2.3 (la somme des poids des circuit:
non élémentaires ainsi ajoutés est absorbée par la somme des poids des circuit
élémentaires).

On voit donc que l'expression (26) est bien I'analogue du rayon spectral hibituel.

On peut alors énoncer le résultat suivant qui est un analogue du théoreme de PERRON
FROBENIUS.

Théoreme 5

Soit (E,, O) un dioide sélectif-groupe aveccommutative et vérifiant la propriéta)(
Si A0 M, (E) est une matrice irréductible de rayon spectral
1
n

pA) = T (rAk)k
k=1

() p (A) est valeur propre de A

(i) p (A) est l'unique valeur propre de A

(i) si vV =(Vi);-, pest vecteur propre de A pour la valeur propréA) alors
p(A)>eetdi=1...n: Vj>¢

Démonstration

(i) D'apres la Propriété 4.2.3 il existe un circuit élémentgide G (A) tel que :
1

Ivol
P (&)= (w(vo) ’
et, pour tout circuiy de G (A)

1 1
Vol

(w(v)) " < (W (Vo)) (29)
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Nous allons voir que le corollaire 2.4 s'applique pogrp (A).
Montrons tout d'abord qua{ O A)" existe, et pour cela montrons que dans
G (\-1 0 A) le poids de tout circuit est 0-absorbant. $aih circuit quelconque

de G (A). Son poids relativemenhd [ A est :
vl

0 () =w 0) 0 0 =w ) 0 futy)) Dol

D'aprés l'inégalité (29) on a :
vl

e (W(yo))ly0|

Iyl
Ivol

et par suité(y) < (w(yo))IYOI O %w(yo))_lé = e

vl

On a donc, pour tout circujtde G p-1 0 A) :
B(yyUe=e
et par suitd (y) est 0 - absorbant. On en déduit chré [J A]” existe .

Montrons maintenant que si i est un sommetygl@lors la relation (6) du
corollaire 2.4 est vérifiée.

D'aprés ce qui précéde, le premier membre de (6) est égalae eton a:
vl

> wy)o@a?t)y =.e
y OPji
Par ailleurs pour le circujp passant pariona:
W (yo) O A-1HP¥H = A5 g (A-1)™°Y = ¢ ce qui montre que le second
membre de (6) est aussi égal a e.
Ceci montre que\ =p (A) est valeur propre de A et que, pour touf yo,
[(A-1 O A)*]i est un vecteur propre associé.

L'unicité de la valeur propme (A) découle du corollaire 4.1.4.

Ceci découle directement du lemme 4.1.2.
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5. VALEURS PROPRES, BIDETERMINANT ET BIPOLYNOME
CARACTERISTIQUE

On étudie dans ce paragraphe les liens pouvant exister entre les notions de valeur
propres/vecteurs propres et :

- la notion de dépendance ;

- le concept de bidéterminant et de bipolynéme caractéristique.

Commencons par établir un résultat général valable dans les dioides :
Théoréme 6

Soit (E,, O) un dioide aved¢] commutative et A1 M, (E). | désignant la matrice
identité n x n, pour tout 0 E, soitA (A) lamatrice 2nx2n:

Alors A est valeur propre de A si et seulemenA$iA) a ses colonnedépendantes

Démonstration

(i) SiV=(Vy Vs ..., V)T O En est vecteur propre de A pour la valeur propadors
en choisissantir [1,2, ... n}, 3={n + 1, ..., 2 n} et les coefficients :
K=Vi(=1..n)

Hj = Vjn (=n+1,...,2n)
la relation A V = A O V implique, sur les colonnes d& (\), la relation de

dépendance : . '
S woAW'= 3 wo[AN)] (30)
0% 03,

(i) Réciproquement, supposons les colonneé d@) linéairement dépendante.
En notant ({1, U2,... Un, Un+1,-.- M2n) les coefficients de pondération associés aux
colonnes deA (M), on a donc une relation du type (30) avee 8 bzZ2o 3 n b
= getyj#epour j0 N O b. (par conventionyj =€ pour j0 3 O J).
En utilisant les équations (30) sur les composantes n+1 a 2n, on voit que, pour tout
j O [1, n], les indices j et n+] ne peuvent étre tous les deux danstdus les deux
dans g (en effet, dans le cas contraire, on aupgitl un+j =€ ; (E, ) etant
canoniquement ordonné, ceci impliquerait :
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Hj = Un+j = €). Par suite, si [J J; alors nécessairement nij J, et la relation de
déependance (30) impliqueua+j = 1.

De ce fait, dans la relation de dépendance (30), les indices | et n+j sont
interchangeables et on peut donc toujours supp@ser {IL, 2,... n}.

En posant alors :
Vj=y pourjdJ,1<j<n
Vj=¢ pour jO[1, n]\J

la relation (30) s'écrit sur les n premiéres composantes des colonAef\)le

A O VL
szDAJ ZA‘DV = OVt
=1 =1
‘ ‘ B\ 0 vnE
ce qui montre qua est valeur propre de A et V = {\. V] T un vecteur propre

associé

Remarque 5.1

Dans le cas de l'algeébre linéaire classique oljEst un groupe :

det B AL — et AZAL L AL ot (A )

I E B0 1 IE

la condition du Théoreme 6 redonne bien le résultat classiqast:valeur propre de A
si et seulementsidet(AH =0 [

En considérank comme variable, chaque terme du bidéterminant de la ma&rife)
peut étre considéré comme un polynémelerLe bipolynéme caractéristique de
A O My, (E) est alors défini comme la paire *(R), P— (A\)) ou :

Pt () = det (A (M)
P-(\) = det (A (M)

En utilisant le bipolynbme caractéristique, on peut alors énoncer le résultat suivant, qui
étend, a certaines classes de dioides sélectifs, la caractérisation classique des valeu
propres comme racines du polynéme caractéristique.
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Proposition 5.2

Soit (, U, O) un dioide sélectif, avedd commutative, AT Mn (E) et (P (A), P~ (A))
son bipolynéme caractéristique.

(i) Si tout élément de E e} est régulier pour], alors toutA valeur propre de A
vérifie I'équation caractéristique R\) = P- (M)

(i) Si (E, d) est un groupe commutatif, alors todt vérifiant I'équation

caractéristique :
Pt (A\) = P~ (A\) est valeur propre.

Démonstration
(i)  SiA est valeur propre de A, en vertu du Théoréeme\6)) a ses colonnes

linéairement dépendantes, eton a:
det" (A (\)) =det (A (M)

(i) Si(E,O,0) est un dioide sélectif-groupe commutatif, alorstdeét (\)) =
det (A (M) implique I'existence d'une relation de dépendance linéaire sur les
colonnes deA (M) ; le Théoréme 6 permet alors de déduireXjast valeur propre
de A.

6. APPLICATIONS EN ANALYSE DE DONNEES

Ce paragraphe est consacré a la présentation de quelques applications importantes ¢
calcul d'éléments propres dans les dioides en Analyse de Données.

En classification hiérarchiquen part de la donnée d'umatrice de dissemblancestre

objets. En se placant alors dans le didifée O {+}, Min, Max), on montre dans le §

6.1 qu'a chaque niveaude la classification on peut faire correspondre un ensemble de
vecteurs propres de la matrice de dissemblances associés a la valeuk prdprplus,

cet ensemble constitue (I'unique) générateur minimal du semi-module PtdpjeCeci

établit un lien intéressant avec une autre approche classique de I'Analyse des Données,
savoir I'Analyse Factorielle.

En Analyse des Préférencdss'agit d'ordonner un ensemble d'objets a partir de la
donnée d'unenatrice de préférence@btenue en procédant & un certain nombre de
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comparaisons par paires). On montre dans le 8 6.2. que plusieurs des méthode:
existantes peuvent alors s'interpréter, dans un cadre unificateur, en termes de recherck

de valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de préférences dans des dioides te
que R+, +, x) (R* O {+}, Max, Min), (R* O {+w}, Max, x).

6.1 APPLICATIONS EN CLASSIFICATION HIERARCHIQUE

Etant donné un ensemble de n objets X = {1, 2,... n}, supposons que I'on soit capable
de définir, pour chaque paire d'objets (i, j), un indice ou une mesutissEmblance

dij O IR* (notons que cet indice ne satisfait pas nécessairement les axiomes de distance;
La dissemblance jdprendra des valeurs faibles si les deux objets i et j sont trés
semblables (en particulierj & O si i et j sont identiques) ; inversemejtodendra des
valeurs grandes si les objets i et j sont tres dissemblables.

Ainsi, a tout ensemble d'objets X = {1, 2,... n}, on fera correspondrenatece de
dissemblances D = (dij)izl n

j=L...,n
Notons que cette matrice est symeétrique et a diagonale lle K : d;j = 0).

Une classificationdes objets de X consiste a déterminer une partition de X en sous-
ensembles (classes) de telle sorte qu'au sein d'une méme classe les objets soient au:
semblables que possible, et qu'au contraire, des objets appartenant a des classe
distinctes soient fortement dissemblables.

Comme on peut donner de trés nombreux sens différents a la notion de proximité ou
d'homogénéité d'un sous-ensemble d'objets, il existe une tres grande variété de méthode
de classification. Ewrlassification hiérarchiquen procéde de la fagon suivante. La
matrice D = (¢) peut étre considérée comme la matrice d'incidence sommets-sommets
généralisée d'un graphe complet non orienté G = [X, U] dont les sommets corresponden:
aux objets, et dont les arétes sont valuées pajj les d

Pour tout réeh > 0 on considere le graphe partiel de G au Seuibté : G = [X, U]
ot Uy ={(i,j) DU/dj<A}.

Les composantes connexes def@ment une partition de I'ensemble des objets X. Les
éléments de cette partition constituent les classes de la classification de X &u seuil

En vertu de ce qui précéde, deux sommets i et j sont dans une méme classea aueteuil
seulement si il existe dans G une chaine joignant i et j et dont toutes les arétes ont de
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valuations< A. De fagon équivalente, i et j sont dans une méme classe ai seet
seulement si il existe dans G un chemin de i agugesectiors A, la sup-section d'un
chemintt= {ig =1, iy, i2,... Iip = j} étant définie par :

o (m= Maxp—l{dik ik+l}

(cf Gondran & Minoux 1995 chap 4, § 2.9).

Ainsi, pour que i et j soient dans une méme classe auseilifaut et il suffit que
di = Min {o ()} <A

Y nop; to (m}
(ol R; dénote I'ensemble des chemins entre i et j dans G).

R . D C
Puisqued;; peut se réécrired;j = ) di, i"’flE
T[|:|Pij
avecl] = Min et] = Max) on voit que la matrice D* ) n'est autre gue la quasi-
ij

inverse de D dans le dioid®{ O {+ «}, Min, Max).

D'apres un résultat de Hu (1961), une chaine de sup-section minimale entre deux
sommets dans G correspond a la chainkad®&e de poids minimurde G joignant ces

deux sommets. La matrice D* peut donc étre déterminée de facon efficace a partir d'un
algorithme d'arbre minimum (cf. par exemple COLLOMB et GONDRAN 1977).

L'arbre de classificatiors'en déduit alors directement en considérant toutes les valeurs
possibles du seul (au plus n - 1 valeurs distinctes sont a considérer qui correspondent

aux valuations des n - 1 arétes de I'arbre minimum).

Sion a p valeurs distinctesk; >A2> ... >Ap  (p< n - 1), les classes de la partition
du niveauhj + 1 sont incluses dans les classes de la partition de n\jdae 1, ..., p -
1) (d'ou le nom de classification hiérarchique).
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Sur un ensemble de 7 objets X{4, 2, 3, 4, 5, 6, }, considérons la matrice de

dissemblances suivante :

10
0
7
5
D = 8
[0

-

7
0
2
10
9
9

5 8 10
2 10 9
0O 7 11
7 0 8
11 8 O
10 4 9

5

Ho 10 9 11

8 10

L'arbre minimum correspondant est donné a la figure 1.

Figure 1 : arbre de poids minimum correspondant a la matrice de dissemblances D

La matrice D* s'en déduit simplement.
Ainsi, par exempled;7 est la sup-section de l'unique chaine de l'arbre joignant les

sommets 2 et 7 donc :
do7 = Max{ d23, da4, dss, 57} = 8

On obtient :

D* =

&P LHARR S

00 N 00 NN O O

0 N 00N O N O

0O~ OO O N N N

U1 0 ©O 0 0 00 0

0 O 0~ N NN

1 0 & 991 €9 PP P

(31)
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Au seuilA =5, on a par exemple :

dys <A dizg <A dyg < A

ce qui montre que les sommets 1, 2, 3 sont dans une méme classe ; de méme le
sommets 4 et 6 sont dans une méme classe.

Par contre les sommets 3 et 5 ne sont pas dans une méme classe car

dys =8>5

L'arbre de classification hiérarchique pour I'exemple ci-dessus est donné a la figure 2

L - 0-& @ O0-0 O
Figure 2 : Arbre de classification correspondant a I'exemple 1

Pour obtenir la partition en classes correspondant a un nivegmné, il suffit de
"couper"” l'arbre de classification de la figure 2 par une horizontale d'orddnA@esi,
par exemple, la classification au niveae 5 est la partition {1, 2, 3} {4, 6} {5, 7}
au niveau\ =4 : {1} (2, 3} {4, 6} {5} {7} I

Comme D a tous ses termes diagonaux égaux a e = 0 (I'élément néljtendze
D =10 D et par suite :
D* =D" 1
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Dans le dioidelR* O {+}, Min, Max) on a donc : ([ = D* ce qui montre que Dest
unedistance ultramétrique.a.d. vérifie[11, j :

dij < Ml‘(c':lX {dik’dkj}

On rappelle que Dest la distance ultramétrique sous-dominante, c.a.d. le plus grand
élément de I'ensemble des ultramétriques inférieures ou égales a D.

Nous allons voir maintenant qu'il existe des liens intéressants entre classification
hiérarchique et la structure des vecteurs propres de la matrice des dissemblances D. L
dioide ®* O {+ o}, Min, Max) est sélectif et a multiplicationcommutative
idempotentePar ailleurs, e = 0 est le plus grand élément (au sens de la relation d'ordre
canonique) caflJad R+*: eda=Min{0,a}=¢e

Les principaux résultats du 83 (théoréme 3 et corollaire 8) peuvent donc s'appliquer. En

particulier (en tenant compte du fait que, : dﬂ =e=0):

— l'ensemble des vecteurs distincts de la forW}ie:[D*]i constitue (l'unique)
générateur minimal d&e) ;

— toutA O R* est valeur propre de D ;

— pour toutA O R+, I'ensemble des vecteurs distincts de la fohtrﬁle[D*]i constitue
('unique) générateur minimal di(A).

Le résultat suivant montre que, pour chacun des nivkdexa classification, I'ensemble
des vecteurs propres pour la valeur prapeentient toute l'information nécessaire pour
définir les classes de niveau

Théoréme 6(Gondran, 1976)
A chaque niveaw\ d'une classification hiérarchique relative a une matrice de

dissemblances D = {¢, deux objets i et j appartiennent a une méme classe si et
seulement si les deux vecteurs proprE*s[D*]' etA O [D*]l sont égaux. Les vecteurs
distincts de la forma [ [D*]I pouri=1, ..., n forment I'unique générateur minimal de
U A).

Exemple 1(suite)
lllustrons les résultats qui précédent sur la matrice D* donnée par (31).
Au niveauA = 5 par exemple, une premiére classe est formée par les objets {1, 2, 3}.

On vérifie que I'on a bien :
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C
0bC
1 2 3 L
AO[D*]"=AD0[D*]* =A0[D*]°=DOC (32)
BC
7L
BE
Une deuxieme classe est formée par les objets {4, 6}, et on vérifie que :
7C
YT
4 6 4
ADO[D*]*= A0 [D*]° = [bC (33)
[BC
(L
BE
La troisieme classe est formée par {5, 7}, etl'on a :
(8L
BC
5 7 (8L
ADO[D*]?P=A0[D*]" = BC (34)
(BC
[BL
L

Les trois vecteurs donnés par (32) (33) et (34) constituent (I'unique) générateur minimal
du moduloide propr& (5). ||

L'interprétation des classes a un niveau quelcoqee termes de générateurs du
moduloide propre associé a la valeur praprétablit une analogie intéressante avec une
autre approche classique de l'analyse des données : I'analyse factorielle (cf. par exempl
Benzecri 1974).

Dans les deux cas, l'information pertinente servant de support a lI'analyse est fournie pa
les éléments propres de la matrice des dissemblances. Seules les structures algébriqu
sous-jacentes sont différentes.

6.2 APPLICATIONS EN ANALYSE DES PREFERENCES

Etant donnés n objets, on cherche a établir un ordre de préférence sur ces objets a part
de comparaisons entre paires d'objets réalisées, par exemple, par des arbitres ou dt
juges (cas des tournois) ou par des consommateurs (cas d'une analyse de marché).

On suppose donc donnée la matrice de préférences sur les paires d'objets, laquelle se
notée A :(aij)i

J:

1,...,n
1,...,n
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Ainsi, pour toute paire (ordonnée) d'objets (i, j),est égal au nombre de juges (de

consommateurs) ayant préféré i a j. On convient de pqse%aen cas d'indifférence

entre les objets i et j. Dans le cas d'un tourjosesia €égal au nombre de parties gagnees
sur j au cours de rencontres entre i et j.

Différentes approches pour ordonner des objets a partir d'une matrice de préférences or
été proposées. Nous allons voir que, pour chacune d'elles, l'information pertinente
permettant de comparer les objets est fournie par des valeurs propres et des vecteul
propres de la matrice de préférendass un dioide bien chaoisi

a) La méthode de "l'ordre moyen" et le dio{de+, +, x)

Cette méthode, proposée dans BERGE (1958), consiste a ordonner les objets (les joueul
d'un tournoi, dans I'exemple étudié par BERGE) selon les valeurs des composantes di
vecteur propre associé a la valeur propre (réelle) de plus grand module de la matrice A
(cette valeur propre étant simple, le sous-espace propre associé a pour dimension 1 (¢
BERGE 1958, chapitre 14). Comme, d'aprés le théoreme de Perron-Frobenius, ce
vecteur propre a ses composantes toutes strictement positives, I'ordre proposé — encol
appeléordre moyen- correspond simplement a celui des valeurs décroissantes des
composantes.

Exemple 2
Considérons, pour un ensemble de 4 objets, la matrice de préférences suivante :

00 3 4 35
0 C
W 0304 1f
02 2 0 5[
5 5 1 oOf

A étant une matrice réelle a coefficients tous positifs ou nuls, son rayon spéairaist
égal a la plus grande valeur propre réelle positive, #B,92.
On vérifie que le vecteur propre associé est :

[0,56C

VI i

0, 50C

0,47
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L'ordre moyen qui en résulte sur les objets est: 1, 3, 4, 2 (I'objet 1 est le premier,
I'objet 3 est le second, etc.). ||

La méthode de "l'ordre moyen" exploite ainsi les informations fournies par un vecteur
propre particulier (celui qui correspond a la plus grande valeur propre réelle positive)
dans le dioidelg *, +, x).

b) La méthode des ordres partiels et le diqRe] {+ «}, Max, Min)

Une seconde méthode, proposée par DEFAYS (1978) procéde par détermination d'une
hiérarchie de relations d'ordre (partiel) sur les objets, dont les classes d'équivalence sor
emboitées les unes dans les autres. Plus précisément, poui_tdiif les classes de
niveau A sont définies comme les composanfestement connexedu graphe

G) = [X, U,], ou X est I'ensemble des objets et ou I'ensemble d'arcs est :

Un={(i j) / & 2 \}

Sion note § (i) la classe de niveaucontenant i, alors pour toNt< A
Cy (i) U Gy (i)

En notantg, la relation d'équivalence :

i R < ietjappartiennentala méme classe de nikxeau

alors, pour chaque niveau le graphe quotient & ®) est un graphe sans circuit, donc

le graphe d'une relation d'ordre (partiel). Lorsquprend toutes les valeurs réelles
possibles, on obtient ainsi un ensemble d'ordres partiels sur des classes emboitées ¢
unes dans les autres.

Comme en classification hiérarchique (cf. 8 5.1), les classes obtenues a chaquk niveau
(donc I'arbre de classification) se déduisent de la structure des vecteurs propres associés
la valeur propre dans le dioideR* 00 {+ oo}, Max, Min).

L'exemple suivant illustre la méthode, et montre que la matriceAtient en réalité une
information plus riche que celle nécessaire pour construire I'arbre de classification seul :
elle permet, en plus, d'obtenir les graphes quotients, c'est-a-dire les ordres partiels ¢
chacun des niveaux. Cette information peut étre extrémement utile pour l'interprétation
des résultats de l'analyse.



Exemple 3
Reprenons la méme matrice que dans I'exemple 2, mais considérée, cette fois, dans |
dioide R+ O {+ =}, Max, Min). La matrice A = A A2[] A3 est:

0 4 4 4

A+_% 0 4 4E
"B 5

0 5
854
La classification comprend donc trois niveayx=5 A =4 etA3=3

La figure 3 indique les graphes GGy, et G, et les graphes quotients obtenus aux

différents niveaux de cette classification.

Au niveauA1 = 5 on a quatre classes {1} {2} {3} {4}. Au niveah, = 4, on a les
deux classes {1} {2 3 4} et au niveay = 3, on a une classe unique {1, 2, 3, 4,}.

@ @
A =5
4 <+-—0O Z <+—0Q

Le graphe G, Le graphe quotient §3 / R,
D
)\2 =4
i 229
Le graphe G, Le graphe quotient §3/ K‘\Z
4 <4 3
Le graphe G, Le graphe quotient §3/ Ra,

Figure 3 : Les graphes fset les graphes quotients Gry obtenus aux différents
niveaux de la classification dans I'exemple 3
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On observe qu'au niveaig = 3, les quatre objets apparaissent équivalents. Cependant
I'examen du nivead, = 4 permet de raffiner I'analyse, le graphe quotiept/@&y 2
montrant qu'a ce niveau, l'objet 1 est préféré aux trois autres. Au myehas trois
objets 2, 3, 4 apparaissent équivalents, mais au niveau le plus,lFa8)(ils peuvent

étre différenciés : 3 est préféré a 4, qui lui-méme est préféré|ja 2.

C) La méthode du "circuit de moindre consensus" et le dioide
(R* O{+ o}, Max, x)

Cette méthode, suggérée par GONDRAN (1995), utilise l'information fournie par la
valeur propre et les vecteurs propres associés de la matrice de préférences A dans |
dioide (R+* O {+ =}, Max, x). D'aprés le lemme 9 et le corollaire 9 du § 4, A admet
une valeur propre unigue qui correspond au cikgude G (A) tel que :

1 1

Vol vl
A= wiyo)  =Max{w(y) "}
(maximum pris sur I'ensemble des circuits élémentaires du graphe) ou pour chaque circui
Y, |y| dénote le nombre d'arcs du circuit etyyvl¢ produit des valuations; @es arcs
dey.

Le circuity, est donc le circuit du graphe G (A) pour lequel la moyenne géométrique des
valuations est la plus grande. Ce circuit peut étre interprété comme I'ensemble des objet
pour lequel le consensus est le moins bon (cf. GONDRAN 1995).

Exemple 4
Pour la matrice de préférences de I'exemple 1 considérée maintenant dans le dioidt
(R+ 0O {+ o}, Max, x) on a:

09 17,5 12 200

0 C
08 9 12 20
A2= [ C
25 25 8 7C

[ L
115 7,5 20 8,76
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2,5 100 70 60

[] C
050 100 36 60[
A3=

C
075 37,5 100 43,7%
0 C
040 43,75 60  100C

[B00 300 400 350

500 300 400 18P
Ad=

C
200 225 300 500
0 C
250 500 175 300

Par suite, la valeur propre de A est :

A =Max{~9; ¥100; 4300} = 3100=4,64

et cette valeur propre correspond au circuit

vy={(2, 3) (3, 4) (4, & de poids wy) =4 x5 x 5 = 100. [

7. APPLICATIONS EN AUTOMATIQUE : THEORIE DES
SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES DANS LE
DIOIDE (R O {- »}, Max, +)

La théorie des systemes dynamiques linéaires est une branche classique et tres développ
de l'automatique. De nombreux problemes d'observabilité, de commandabilité, de
stabilité, de commande sont bien résolus dans cette classe de systemes. Ceci contras
avec le domaine du non linéaire ou la théorie fait souvent défaut.

Cependant, un des résultats remarquables de ces derniéres années a été la mise
évidence de sous-classes particulieres de problémes non linéaires (au sens de la théor
classique) pouvant étre traités par des techniques d'algebre linéaire, a condition d'écrire
leurs équations de comportement dans des structures algébriques appropriées, autres q
I'algebre usuelle sUk.

Un exemple caractéristique est celui du didiBe] {- o}, Max, +) qui s'est révélé étre

la structure algébrique de base pour modéliser certains systemesdésements
discrets De nombreux résultats classiques de I'automatique ont ainsi pu étre transposés
dans ce cadre nouveau et donner naissance a une véritable théorie des systemes dans
dioide "(Max, +)".
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Aprés un bref rappel sur les modéles classiques de I'automatique linéaire (8§ 7.1) et sur le
Réseaux de Petri (8 7.3), nous montrons dans le § 7.4 comment le comportement
dynamique d'une classe particuliere de Réseaux de Petri (les graphes d'événement
temporisés) peut étre modélisé par des équations d'état linéaires dans les dioide
(R*, Max, +) ou B&*, Min, +). Dans le § 7.5, on s'intéresse aux performances
maximales qu'il est possible d'obtenir de tels systémes en mode de fonctionnement
autonome. On montre que le taux de production maximum est lié a l'unique valeur propre
dans le dioidel [J - 0, Max, +) de la matrice intervenant dans I'expression explicite de

la solution de I'équation d'état.

7.1 SYSTEMES LINEAIRES EN AUTOMATIQUE CLASSIQUE

La théorie des systemes dynamiques linéaires s'intéresse a I'étude de systemes dont
comportement au cours du temps est décrit (dans le cas d'un modele a temps discret) pi
une équation d'évolution de la forme :

H((t): A.x(t-1)+B.u(t) (35)

é‘y(t) = C.x(1)) (36)
ou:

X1 (H)C
X5 (t)C

xO=p ¢

0 .. .C
Bn (DE

désigne leecteur d'étatdu systeme a l'instant t ;

y1 () C
Oy, (H)E

y(t) = B . E désigne leecteur des observatiorsur le systéme a l'instant t ;

O . L
Bm (DE

bp () C
by (H)C

u(t) = B : E désigne leecteur des commandappliquées au systéeme a l'instant t ;
a . L
Fup (OF
A, B, C sont des matrices réelles de dimensions n x n, n X p, m X n respectivement

(lorsque les ccefficents de ces matrices sont variables avec le temps, on parle de systen
non stationnaire. Lorsque ce sont des constantes indépendantes du temps, on dit que
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systeme est stationnaire).

Les équations d'évolution (35) et (36), qui utilisent les opérations de l'algebre usuelle
dansE", constituent une des modeles de base de I'automatique et de la théorie des
systemes, et les applications en sont extrémement nombreuses : contrble de processt
industriels, contrble de trajectoires, théorie du signal, etc. (cf. par exemple
KWAKERNAAK & SIVAN 1972, KAILATH 1980).

Il existe néanmoins beaucoup d'autres applications qui ne peuvent étre appréhendées p.
ces modéles linéaires classiques. C'est le cas, en particulier, de problemes de typ
"ordonnancement dynamique".

7.2 LES PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT DYNAMIQUE

Les problémes d'ordonnancement dynamique apparaissent dans de nombreuse
applications, telles que la productique (optimisation d'ateliers flexibles par exemple) ou

I'architecture de systemes informatiques paralléles ou distribués (compilation

d'applications paralléles, placement de taches, etc.).

Dans de tels problemes, il s'agit typiguement de traiter un flux de taches en entrée, er

affectant ces taches a des unités de traitement (machines, processus) sous des contrain

diverses (exclusion mutuelle, synchronisation, délai maximum de traitement, etc.). Parmi

toutes les solutions existantes, on s'intéresse souvent :

— ades solutions particulieres (ordonnancements cycliques par exemple) ;

— ades solutions optimisant un critere tel quel de productiorfnombre de pieces
traitées par unité de temps).

De tels problémes ne peuvent se réduire a des équations linéaires de la forme (35) (3€
dans l'algebre usuelle. Par contre, de nombreux travaux tels que ceux de
CUNINGHAME-GREEN (1962, 1979, 1991), CUNINGHAME-GREEN & MEIJER
(1988), COHEN et co-auteurs (1983, 1985, 1989), BACCELLI et co-auteurs (1992) ont
montré que certains problémes d'ordonnancement dynamiques pouvaient étre représente
par desnodeles linéaires dans des dioidggpropriés tels quéR( [ {- «}, Max, +) ou

(R O {+ o}, Min, +). Comme nous le verrons au § 7.4, il s'agit essentiellement de
systémes dont les évolutions au cours du temps correspondent au comportement d
réseaux de Petri particuliers : Iggaphes d'événements temporisRappelons tout
d'abord quelques notions de base sur les réseaux de Petri.
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7.3 MODELISATION DE SYSTEMES A EVENEMENTS DISCRETS
PAR RESEAUX DE PETRI

On rappelle (cf. par exemple PETERSON 1981, BRAMS 1983) qu'un réseau de Petri est
un graphe biparti orienté et valué RIR 0 T, U], ol I'ensemble des sommets est formé
par un ensemble delacesP et un ensemble deansitionsT, et ou I'ensemble U
comprend des arcs joignant une place a une transition et des arcs joignant une transition
une place (le graphe étdmparti, il n'y a pas d'arc joignant une place a une autre place, ni
d'arc joignant une transition a une autre transition). A chaque arc u = (i, j) de R est
associé ungaluation a (i, j) O N. La figure 4 donne un exemple de réseau de Petri ou,
selon l'usage, les places ont été indiquées par des cercles et les transitions par de
rectangles allongés.

2
——>—I
L
1

'\ 1
1

P

2
Figure 4 : un exemple de réseau de Petri ot s pp, ps} est I'ensemble

des places et T §ty, t, t3} est I'ensemble des transitions.
Les valuations sont indiquées en regard de chacun des arcs

Un réseau de Petri R est diarquélorsqu'on associe a chaque pladé P un nombre
entier naturel M(p) appel@arque de p

Dans les applications, la marque d'une place correspond typiquement a une quantité d
ressource disponible a un certain endroit dans le systeme. La marque d'une place e
souvent représentée par ¢etens on dit alors que la place p contient M(p) jetons.

L'évolution au cours du temps des marques des places dans un réseau de Petri se fe
selon le processubactivation(ou de tirage) des transitions.
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Une transition t1 T est dite activable (ou tirable) a partir d'un marquage donné M si et

seulement si:
OpOrt@={i/idP,(G(,t)0U},ona: M (pxa (p,t)

Lorsque cette condition est satisfaite, I'activation (le tirage) de la transition t conduit a un
nouveau marquage M' défini,p O P, par :

CM (p) = M(p) sipOr™ (O™ (1)

D 1 . —

M (p) = M(p) —a (p, t) sip0r (t)

M (p) = M(p) +a (t, p) sipOr™ (1)

Ainsi, par exemple, dans le cas du réseau de la Figure 4, en partant du marquage
[BC

M= 3 (o M () =3, M () =3, M () = 1), on atteint par tirage de la
acC

[RC
transition { le marquage M' 4 ; puis a partir de M', par tirage de la transitigiort
[OC

CLC
obtient le marquage M" £2[ et ainsi de suite.
[(PC

Le formalisme des réseaux de Petri généraux est trés puissant, en ce sens qu'il permet «
représenter de facon fine et précise une grande variété de comportements des system
réels. Sans étre exhaustif, on peut mentionner :

— le conflit entre deux (ou plusieurs) séries d'actions. La figure (5a) en fournit un
exemple : a partir du marquage indiqué, chacune des deux transjtietns ést
activable, mais une et une seulement parmi les deux transitieh$ pourra étre
activée.

— l'exclusion mutuellépartage de ressources par exemple). La figure (5b) fournit un
exemple ou les deux sous-systemgestSy ne peuvent évoluer indépendamment I'un
de l'autre, du fait qu'ils partagent la ressource représentée par la place cgntrale p
L'entrée en fonctionnement d'un des deux sous-systémes consomme le jeton
initialement présent enyp l'autre sous-systeme doit donc attendre que le jeton soit
revenu en gpour commencer a fonctionner.
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(5a) Exemple d'une situation (5b) Exemple d'une situation

de conflit entre deux transitions d'exclusion mutuelle représentant

t; et b : seule une des deux peut le partage de ressource commune a deux
étre activée sous-systemes; &t S

Figures 5: deux exemples caractéristiques de comportements
modélisables par réseau de Petri

— la synchronisatiorentre plusieurs processus.

Evidemment, la puissance d'expression du formalisme des réseaux de Petri généraux
une contrepartie : la difficulté de résolution de nombreux problemes de base tels que :

— laccessibilité: existe-t-il une séquence de transitions activables les unes a la suite des
autres et permettant d'atteindre un marquage M' a partir d'un marquage M donné ?

— la vivacité: a partir de n'importe quel marquage accessible est-il possible, pour toute
transition t, d'atteindre un état ou t est activable ?

— le caractere borné existe-t-il un entier naturel B tel que, pour toute placefpet tout
marquage accessible M, on ait M £iB ?

Pour tous ces problémes (et quelques autres), il n'existe pas d'algorithmes pratiquemer
efficaces, sauf pour des sous-classes restreintes de réseaux de Petri telles que : machir
a états, graphes d'événements, réseaux a choix libre et a choix libres étendus (cf. par e:
PETERSON, 1981). Nous allons voir que, parmi ces sous-classes particuliéres, le
comportement dynamique dgsaphes d'événements temporipést étre représenté par
deséquations linéaires dans des dioides



-94 -

7.4 LES GRAPHES D'EVENEMENTS TEMPORISES ET LEUR
REPRESENTATION LINEAIRE DANS (R O {- =}, MAX, +) ET
(R O {+ ©}, MIN, +)

On appellegraphe d'événements réseau de Petri ayant la propriété particuliere que
chaque place posséde un seul arc en entrée et un seul arc en sortie (nous not
restreignons au cas ou tous les arcs ont une valuation 1).

La figure 6 donne un exemple de graphe d'événements (tiré de BACCELLI et co-auteurs)
qui nous servira d'illustration dans la suite.

Notons que les graphes d'événements ne permettent pas de modéliser les situations ¢
conflit ou d'exclusion mutuelle telles que celles illustrées par les figures (5a) et (5b).
Néanmoins, cette sous-classe de réseaux de Petri est intéressante pour de nombreus
applications ou I'on doit essentiellement modéliser des contrainsmderonisation

entre plusieurs processus.
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Figure 6 : Exemple d'un graphe d'événements (temporisé).
Les temporisations indiquées entre parenthéses en regard de chaque place, représentent
temps minimal de séjour d'un jeton dans les places. On a indiqué également les jetons
dans le marquage initial
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On dit qu'un graphe d'événementstestporisési on associe a chaque placel p un
tempsO (p) interprété comme la durée minimale de séjour d'un jeton dans la place. (On
peut aussi associer a chaque transitianrtun temp® (t) — durée minimale d'activation

de la transition t — mais on montre facilement qu'il est toujours possible de se ramener at
cas ou seules les places sont temporisées). La figure 6 fournit un exemple de grapht
d'événements temporise.

Le comportement dynamique d'un systeme tel que celui de la Figure 6 peut se représente
algébriquement de différentes facons.

Une fagon naturelle de procéder consiste a associer a chaque transition t une fonctiot
croissante x N — IR* ou, pour tout rid N, x; (n) désigne la date a laquelle se produit

la néme activation de la transition t (date comptée a partir de l'instant 0, considéré comme
le début du fonctionnement du systeme). Nous allons voir que les variglledoivent

vérifier un ensemble d'inégalités dites "équations aux dateurs".

lllustrons d'abord le principe de la mise en équation sur les petits exemples de la figure 7,
ou I'on a trois transitions et deux placesep p temporisées ave8 (p1) = 2 et

0 (p2) = 3.

(7a) L'équation de fonctionnement pour cet exemple est
x3(N)=Max{2+x (n);3+x% ()}
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(7b) L'équation de fonctionnement pour cet exemple est :
xz(N)=Max{2+x (n-1);3+x%(n-2)

Figure 7 : principe de la mise en équation du fonctionnement
d'un graphe d'événement temporisé

Sur la figure (7a), aucun jeton n'est présent initialement dans les places. La date au plu:
tot de la ffme activation de la transition £st donc conditionnée par la date dei¢a
activation de i et la date de lai¢ine activation de4 Si I'on tient compte du temps de
séjour minimal d'un jeton dang pn doit avoir :

X3 (N)2 2 + % (n)

et de la méme facon, en tenant compte de la temporisation de p

X3 (N)2 3 + % (n)

On obtient donc poursx(n) l'inéquation % (n)> Max {2 + x; (n) ; 3 + % (n)}

La figure (7b) représente une situation plus générale ou des jetons peuvent étre présen
dans certaines places a l'instant initial. Dans ce cas, la date au plus t6ti&fee la n
activation degest conditionnée par la date au plus t6t de la (AeBctivation det(car

un jeton est présent initialement dang @t par la date au plus tét de la (n 2%
activation de 4 (car deux jetons sont présents initialement dahsLfinéquation sur

X3 (n) peut alors s'écrire :

xz(N)=Max{2+x (n-1);3+x%(n-2)}
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En appliquant maintenant ce principe au réseau de la figure 6 tout entier, on obtient le
systeme :

Ekl (n)= Max{ 4+x, (n-1);1+u, (n)}

X, (n)2 Max{3+x1(n) ; 5+u, (n)}

%(3 (n)= Max{ 3+%q (N); 4+ X, (N); 24Xy (n—l)}

5/ (n)= Max{x2 (n-2) ;2+x3(n)}

(ou les inégalités s'entendent au sens de la relation d'ordre habitudlg. yotons

que, dans I'ensemble des relations ci-dessus, on obtiendra des dates au plus tot en faise
en sorte que chaque inégalité soit satisfaite avec I'égalité.

Dans le dioidelR O {- «}, Max, +) oud = Max etl] =+,&€ =—o, € =0, le systeme
précédent se met sous la forme :

X4 ()= 40X, (n=1) 0 10u, (n)

B, (n)2 30x,(n) O 50u, (n)

kg (N)= 30%, (n) O 40x, (n)0 20 x5 (n-1)

B (n)z220 x5 (n)0elx, (n-1)

ou encore, de fagcon matricielle :

(N)2A,Ox(n)OA;Ox(n-1)O0BOu(n) (37)
(nN)2Cy, Ox(n)0COx(n-1) (38)
avec :

(E € €[ & 4 €L
Ay= 83 € EE A= % € sE

(B 4 €L B € 2

1 &L
B= & 5

B ef
Co= [¢ & 2 Ci= [e e g

Par analogie avec le cas classique (équations (35) et (36) du § 7.1) I'équation matricielle
(37) est I'équation d'état, I'équation (38) est I'équation d'observation, x est le vecteur
d'état (ici a trois composantes), u le vecteur de commande (ici a deux composantes) et
le vecteur des observations ou sortie du systéeme (ici & une composante).

Pour résoudre I'équation d'état (37), on peut utiliser les résultats généraux concernant
résolution de systemes linéaires de la forme XZ X [0 B, en les appliquant a :
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x(N)=AOxMOAOx(n-1)OBOu((n) (37)
(c.a.d. (37) dans lequel toutes les inégalités ont été remplacées par des égalités).

Moyennant I'existence dAB, quasi-inverse de @A(c.a.d. en supposant l'absence de

circuit positif dans G (4)) la solution minimale de (37)' s'écrit :
x(N)=AgOA; Ox(n-1)0 AgOBOu(n) (39)

Comme x (n) donné par (39) vérifie aussi (37), on remarque qu'il s'agit également de la
solution minimale de (37). Dans cette solution, toutes les inégalités sont satisfaites avec
I'égalité : (39) définit donc I'ensemble des dates au plus tét pour le fonctionnement du
systéme. Ainsi, a partir de la donnée de la suite des vecteurs de commande u (1) u (2)..
et de "I'état initial" x (0), (39) permet de déterminer successivement toutes les valeurs
X (1), x (2), ... du vecteur d'état.

Chaque composante i du vecteur d'état correspond a une transiti®ysteme et, dans
la solution donnée par (39), 1) représente ldate au plus tétle la premiére activation
de t, X (2) ladateau plus tétde la deuxieme activation dedtc.

Les graphes d'événements temporisés peuvent également étre représentés comme d
systemes dynamiques linéaires dans le dioidel R «}, Min, +) en considérant au

lieu de "I'équation aux dateurs" (37) - (38), une autre forme d'équation d'état appelée
"équation aux compteursAinsi, pour I'exemple de la Figure 6, en associant a chaque
transition x (resp. : u y) une variable X1) (resp : ¥(1), y (1)) représentant le nombre

de tirs de la transitionjXresp : 4 Yy) jusqu'a l'instant, on obtient le systeme
d'inéquations suivant :

Ok (1) £ Min {1+, (T-4);u (T - 1)}

E?(z (1) < Min{x1 (1-3);up (1 -5)}

X3 (1) < Min {1+x3 (1-2) ; X1 (1-3) ;% (T -4)}
B (1) < Min {1+x, (1) ; 3 (1 - 2)}

Il s'agit d'un systéeme linéaire du méme type que (37) - (38) mais dans le dioide
(R g {+ «}, Min, +).
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7.5 VALEURS PROPRES ET TAUX DE PRODUCTION MAXIMUM
D'UN SYSTEME AUTONOME

Considérons un graphe d'événements temporisé dont I'équation d'état est de la form:
(37) et dont, par conséquent, la solution minimale (dates au plus tot) est donnée pat
(39) :

x(N)=A:0x(n-1)0 BOu(n)
avec A= AyOA;etB=A, 0 B.

Etudions les évolutions de ce systéme en mode de fonctionnaantenbmec.a.d. avec
des commandes u (n) ne contraignant pas les évolutions du systeme (on peut choisir pe

[(Foo[
exemplelI n, u (n) :E":mE ).
Es
Onaalorsfin:
x(n)=A0x(n-1) (40)
d'ou :
x(n)=(Ap"0x(0) (41)

En supposant, pour simplifier, que la matrite estirréductible (G (A1) fortement
connexg nous savons d'aprés le théoréme 4 (8§ 4.2 de ce rapport) qu'elle admet une
unique valeur propra =p (A1) (rayon spectral). Alors, pour tout vecteur propre w
associé & =p (A1), en choisissant x (0) = w on obtient d'aprés (40) :

x(n)=A0Ox(n-1)

On a donc, pour toute transition i du réseau :

Xi(nN)=A+x(n-1) (42)
ce qui montre qu'une activation additionnelle de chacune des transitions du réseau a liel
toutes lesA unités de temps. Si le systeme représente, par exemple, un atelier de
production, (42) peut s'interpréter comme la production d'une nouvelle unité toutes les
unités de tempsk est donc l'inverse diaux de production

D'aprés les résultats du § 4, la valeur proprep (A1) correspond, dans le graphe

G (A1), au poids moyen du circuit de poids moyen maximum (le poids d'un circuit étant
la somme des poids des arcs qui le composent). Par analogie avec la notion de chemi
critique (pour les problémes d'ordonnancement statiques de type PERT), un tel circuit est
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appelécircuit critique du systéme. Ce sont les circuits critiques qui limitent les

performances du systeme et la valc%wz (1K ) est le taux de production maximum qui
P(A1

puisse étre obtenu. Par ailleurs, les vecteurs propres associés a la valeuk prppre
(A1) fournissent les différentes conditions d'initialisation possibles permettant de tirer du
systeme ces performances maximales.

Pour d'autres détails concernant les applications du difde {- «}, Max, +) aux
systemes dynamiques discrets représentables par des graphes d'événements, on pourre
référer a BACCELLI et co-auteurs (1992).
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