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Résumé — L’objet des travaux présentés ici est d’améliorer la méthode de modélisation par éléments
finis multifibres en créant un nouvel élément à cinématique enrichie, permettant de tenir compte du
gauchissement des sections transversales dû au cisaillement. Les degrés de liberté de gauchissement
sont calculés simultanément aux degrés de liberté de type poutre, de manière implicite, permettant un
couplage entre l’évolution du gauchissement et celle de l’endommagement du matériau. Plusieurs cas-
tests sont présentés, mettant en évidence l’intérêt de la prise en compte du gauchissement.
Mots clés — poutre multifibre, gauchissement, cisaillement, endommagement, analyse non linéaire.

1 Introduction

L’étude de la vulnérabilité des structures existantes sous séisme requiert l’utilisation de méthodes
numériques efficaces. Alors que le dimensionnement au séisme de structures neuves peut s’appuyer
sur des hypothèses de fonctionnement (rotules plastiques, éléments fusibles) permettant d’utiliser des
méthodes d’analyse simplifiées, la vérification des structures existantes nécessite des méthodes d’analyse
plus sophistiquées basées sur le calcul non linéaire du comportement à l’échelle de la structure. En
réponse à ce besoin, la modélisation par éléments finis multifibres allie la rapidité de calcul et l’ergonomie
des éléments poutres avec la possibilité d’obtenir des informations précises sur le comportement local
de la structure, grâce à l’ajout d’une échelle aux éléments poutres classiques. La figure 1 schématise le
principe des éléments finis multifibres. Les déformations dans la section ε sont calculées à partir des
déformations généralisées es par une hypothèse cinématique, en général basée sur la théorie des poutres
d’Euler-Bernoulli ou de Timoshenko. Les contraintes σ sont calculées en chaque point d’intégration de
la section grâce à une loi de comportement préalablement définie, et qui peut être différente en chaque
point si la section se compose de matériaux différents. Les efforts généralisés Ps sont ainsi calculés
par intégration des contraintes sur la section [16]. Répondant au besoin de simulations à coût de calcul
réduit, la méthode de modélisation par éléments finis multifibres permet d’obtenir de bons résultats pour
des éléments structuraux élancés sollicités en flexion [8, 10]. Toutefois, lorsque les sollicitations de
cisaillement deviennent prédominantes, la méthode de modélisation par éléments poutres multifibres
ne permet plus d’obtenir de résultats satisfaisants [12].

Pour élargir le champ d’application de la méthode, plusieurs auteurs ont proposé d’enrichir l’hypo-
thèse cinématique à la base du calcul des déformations dans la section, pour tenir compte du gauchis-
sement sous l’effet du cisaillement. Ainsi, [7] a proposé d’enrichir un élément poutre 2D multicouche
par un profil de gauchissement dû au cisaillement transversal, calculé par la satisfaction de l’équilibre
élastique local inter-fibres. Le profil de déformations obtenu est ensuite gardé constant au cours du cal-
cul, seule l’amplitude du gauchissement varie avec l’intensité de la sollicitation, ce qui ne permet pas de
prendre en compte l’endommagement du béton dans les changements de rigidité et donc de la forme de
la section gauchie. Sur le même principe, [15] ont développé un modèle de gauchissement de torsion,
conservé fixe au cours du calcul. Ce modèle a servi de socle pour construire un modèle d’élément mul-
tifibre enrichi par le gauchissement de torsion, où les déformations de gauchissement sont couplées à
l’endommagement du matériau au cours d’un calcul multifibre [3]. Pour tenir compte du gauchissement
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sous l’effet couplé de la torsion et de l’effort tranchant, les modèles de [1] et de [11] permettent la déter-
mination intrinsèque du gauchissement lors du calcul de structure, de manière simultanée au calcul des
déplacements et rotations aux noeuds des éléments poutres.

En prenant appui sur ces modèles, la présente contribution propose un modèle de gauchissement
sous cisaillement transversal et torsion, couplé à l’endommagement du matériau béton. Le principe de
l’enrichissement et de la résolution est présenté dans un premier temps, suivi par la validation de la
formulation à l’échelle de la section. Les résultats de tests numériques et expérimentaux à l’échelle de
la structure sont enfin présentés, afin d’analyser l’impact de l’enrichissement sur la représentation du
comportement de la structure.

U U
×
es

×

ε ε → σ σ

×

F F
×
Ps

FIGURE 1 – Principe des éléments poutres multifibres

2 Enrichissement des éléments poutres mutlifibres

2.1 Enrichissement de la cinématique

Le gauchissement de la section est pris en compte par un enrichissement de la cinématique, équation
(1). À partir des déplacements up dans une poutre de Timoshenko, dont la section reste plane, un dépla-
cement uw de gauchissement est ajouté dans la direction longitudinale x de la poutre. Ce déplacement
peut varier dans les directions transversales de la section y et z, mais aussi dans la direction longitudinale
de la poutre, ce qui permet de tenir compte de la variation de l’intensité de chargement le long de la
poutre et de l’effet de conditions aux limites de gauchissement bloqué.

u = up +uw =

u− yθz + zθy

v− zθx

w+ yθx

+
uw

x (x,y,z)
0
0

 (1)

À partir de cette cinématique enrichie, le tenseur des déformations linéarisé est donné par l’équation
(2). En notant σ le tenseur des contraintes, obtenu à partir des déformations par une loi de comportement
non linéaire σ = σ̂ (εp,εw), l’équilibre de la poutre en l’absence d’efforts volumiques est donné par
l’équation (3).

ε =
1
2
(
grad(u)+grad(u)T )= ε

p + ε
w (2)

div(σ) = 0 (3)

2.2 Formulation variationnelle des équations d’équilibre

La formulation variationnelle de l’équation d’équilibre s’écrit :∫
Ω

(
δupT +δuwT

)
div(σ)dΩ = 0 (4)

δup et δuw représentent les champs virtuels associés aux déplacements de la section plane et de
gauchissement respectivement. Sous l’hypothèse d’orthogonalité de up et uw, l’équation (4) est projetée

2



sur l’espace des déplacements virtuels de la section plane (équation (5)), et des déplacements virtuels de
gauchissement (équation (6)). Cette hypothèse d’orthogonalité signifie que le champ de déplacements de
gauchissement doit être indépendant de celui de la section plane, au sens où le gauchissement ne doit
pas pouvoir produire de mouvement de corps rigide de la section. La conséquence de cette hypothèse
d’orthogonalité sur la formulation est approfondie en section 2.4.∫

Ω

δupT div(σ)dΩ = 0 (5)

∫
Ω

δuwT div(σ)dΩ = 0 (6)

L’équation (5) représente l’équilibre global de la poutre. Le développement de cette équation mène-
rait aux équations d’équilibre classiques globales de la poutre [1]. L’équation (6) représente l’équilibre
local au sein de la poutre, non vérifié habituellement. Après intégration par partie des équations (5) et
(6), on obtient la formulation variationnelle des équations d’équilibre, donnée par les équations (7) et (8).
Le second membre de l’équation (8) représente les efforts générés par un champ de gauchissement gêné.
Si la poutre est libre de gauchir, l’équation (8) devient

∫
Ω

δεwTσ dΩ = 0.∫
Ω

δεpTσ dΩ =
∫

∂Ω

δupT (σn)dS (7)

∫
Ω

δεwTσ dΩ =
∫

∂Ω

δuwT
x (σxxnx)dS (8)

2.3 Discrétisation et méthode de résolution

Les degrés de liberté du problème sont les déplacements et rotations classiques de l’élément poutre,
contenus dans un vecteur Up

el , ainsi que les degrés de liberté additionnels de gauchissement, interpolés
aux noeuds des éléments poutres et rangés dans un vecteur Uw

el . Avec Bp et Bw les matrices regroupant
les dérivées des fonctions de forme associées à la discrétisation spatiale longitudinale, et as et aw les ma-
trices contenant l’interpolation des degrés de liberté dans la section, la part des déformations provenant
des déplacements de la section plane εp et celle provenant du gauchissement εw sont alors données par
l’équation (9). Pour plus d’information sur le contenu précis des matrices citées, le lecteur est invité à se
référer à [2].

εp = asBpUp
el , εw = awBwUw

el (9)

La formulation variationnelle du problème construite au paragraphe précédent permet d’obtenir les
équations à résoudre pour calculer Up

el et Uw
el . Après discrétisation des équations (7) et (8), on obtient la

forme discrète du problème complet non linéaire à résoudre, par assemblage sur les nel éléments multi-
fibres enrichis de la structure (équation (10)). Fext représente le vecteur des efforts imposés aux nœuds
des éléments poutres, et F w correspond au vecteur des efforts générés par la restriction du gauchisse-
ment. Ces équations d’équilibre discrétisées sont ensuite résolues par un schéma implicite, basé sur une
méthode de Newton Raphson.

nel

A
e=1


∫

ΩeBT
p as

T σ̂ (εp,εw) dΩe

∫
ΩeBT

waw
T σ̂ (εp,εw) dΩe

=

Fext

F w

 (10)

2.4 Projection des fonctions de forme sur la section

Pour assurer l’orthogonalité du champ de déplacement de gauchissement à celui de la section plane,
les mouvements de corps rigide doivent être ôtés des possibilités de solution pour uw. Pour cela, les fonc-
tions de forme pour l’interpolation du gauchissement sur la section Ni (y,z) sont projetées sur l’espace
orthogonal aux déplacements de corps rigide de la section plane. La matrice aw contient alors les fonc-
tions de forme obtenues après projection, notées Ñi, et leurs dérivées. La méthode de calcul présentée ici
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s’appuie sur celle définie par [11], mais propose un calcul des dérivées des fonctions de forme projetées
différent, afin de libérer uw des mouvements de corps rigide pour une discrétisation quelconque de la
section.

uw ne possède qu’une composante selon x, comme indiqué dans l’équation (1). Or, la composante
axiale du champ de déplacement de Timoshenko up

x est générée par les fonctions de base 1, y et z.
La projection des fonctions de forme dans l’espace orthogonal au champ de déplacement up

x est alors
donnée par l’équation (11), et les dérivées des fonctions de forme projetées par l’équation (12). Les
constantes a1, a2 et a3 sont calculées par intégration numérique sur la section. La précision de leur calcul
conditionne l’efficacité de la projection, et nécessite un nombre de points d’intégration suffisant dans la
section.

Ñi =Ni−
∫

S
Ni

[
1
a1

y
a2

z
a3

]
dS

1
y
z

 avec a1 =
∫

S 1dS ; a2 =
∫

S y2 dS ; a3 =
∫

S z2 dS (11)

∂Ñi
∂y = ∂Ni

∂y −
∫

S Ni
y
a2

dS et ∂Ñi
∂z = ∂Ni

∂z −
∫

S Ni
z

a3
dS (12)

En pratique, l’enrichissement présenté ici est implémenté sous la plateforme de calcul ATL S [9],
dans un élément poutre de Timoshenko linéaire, sous intégré pour éviter les blocages en cisaillement. La
section est discrétisée en éléments triangulaires quadratiques, car les 3 points d’intégration par élément
sont nécessaires pour le calcul exact des fonctions de forme projetées. Les calculs présentés dans les
parties 3 et 4 sont réalisés avec cet élément.

3 Validation à l’échelle de la section

La formulation de l’enrichissement ayant été établie, cette partie présente le test de l’élément mul-
tifibre enrichi en élasticité linéaire sous sollicitation d’effort tranchant. Une poutre console de section
rectangulaire homogène est soumise à un effort vertical à son extrémité libre (figure 2). L’expression
analytique des déformations de cisaillement εxz, provenant de la formule de Jourawski, est donnée par
l’équation (13). On note h la hauteur de la section et Iy son moment quadratique. Vz représente l’effort
tranchant et G le module de cisaillement du matériau.

εxz (x,z) =
Vz

2GIy

(
(h/2)2− z2

)
(13)

Le calcul numérique est effectué avec une poutre de longueur L = 1m, sollicitée par un effort
F = −1N dans la direction z, et discrétisée en 10 éléments multifibres enrichis du gauchissement cou-
plé. Ce nombre relativement élevé d’éléments poutres est choisi pour limiter les erreurs intrinsèques à la
formulation de l’élément de Timoshenko sous-intégré, afin d’observer uniquement l’erreur liée à la for-
mulation du calcul du gauchissement. Le module de cisaillement G vaut 12,5GPa. La section de la poutre
est rectangulaire, de dimensions 0,1m×0,2m. Le maillage de la section est composé de 64 éléments, et
est représenté sur la figure 2.

Le profil de déformations de cisaillement εxz obtenu par la formule (13) est tracé sur la figure 3. En
accord avec le chargement appliqué, les déformations dans la section multifibre, calculées aux points
d’intégration, ne varient pas selon y. On choisit alors la première colonne de points d’intégration pour
tracer les valeurs de εxz obtenues numériquement sur la figure 3.

La figure 3 montre ainsi que la déformation de cisaillement transversal εxz est très bien calculée par
l’élément multifibre enrichi. Des études complémentaires ont été menées sous cisaillement transversal et
torsion, pour finaliser la validation de l’élément multifibre [2].

4 Applications structurelles

Une fois la formulation et l’implémentation de l’élément poutre multifibre validées, des tests nu-
mériques sont réalisés à l’échelle structurelle pour analyser l’influence de la prise en compte du gau-
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F

L = 1m
× x

z

0.1m

0.2m ×O y

z

FIGURE 2 – Cas test pour la validation analytique de l’élément enrichi, sous sollicitation de cisaillement
dû à l’effort tranchant : géométrie et chargement de la poutre ; et représentation du maillage de section
utilisé.

(a)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0
ǫ

xz ×10-6

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04
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0.08

0.1

z
 [

m
]

Analytical solution
Fiber solution

(b)

FIGURE 3 – Comparaison de la solution analytique et de la solution multifibre avec élément enrichi, sous
effort tranchant appliqué dans la direction z

chissement dans la modélisation. Le comportement de poutres en torsion testées expérimentalement est
présenté dans un premier temps, suivi par un calcul dynamique sur une maquette de structure.

4.1 Simulations d’essais sur poutres en torsion

Afin d’examiner l’influence du gauchissement sur la réponse structurelle, les essais de poutres en
torsion de [5] sont simulés par des calculs multifibres sans et avec enrichissement de gauchissement. Les
poutres testées ont une longueur de 1,30m, et sont discrétisées en 4 éléments multifibres. Différentes
formes de sections sont testées, représentées avec le maillage utilisé sur la figure 4. Le chargement est
appliqué sous la forme d’une rotation imposée aux extrémités, en 50 pas de 0,03rad.

Les poutres sont composées de béton pur, modélisé par le MU modèle [14], modèle d’endommage-
ment basé sur le modèle de Mazars [13], avec de bonnes performances en cisaillement et permettant de
tenir compte de l’effet unilatéral. Afin de représenter la variabilité du matériau et l’existence de défauts,
les valeurs du module d’Young dans les éléments de la section sont distribuées aléatoirement autour d’une
valeur moyenne déterminée à partir de la résistance en compression expérimentale. Les paramètres du
modèle caractérisant la part non linéaire du comportement sont calés au préalable sur les résultats expé-
rimentaux pour l’une des formes de section, grâce à un algorithme génétique. Le calage des paramètres
est effectué séparément pour le modèle multifibre sans enrichissement et avec gauchissement, afin de ne
pas privilégier l’une ou l’autre formulation [3]. Les résultats du calcul prédictif sur les autres formes de
section, sans et avec enrichissement de gauchissement, sont présentés sur la figure 4.

L’introduction du gauchissement dans le modèle apporte une souplesse structurale supplémentaire
en torsion. Le modèle sans gauchissement surestime la rigidité initiale pour chacun des cas-tests. En
moyenne, la rigidité de torsion est ainsi prédite avec une précision accrue de 90% par le modèle avec
gauchissement. La précision avec laquelle est déterminé le moment au pic est comparable pour les deux
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FIGURE 4 – Comparaison des courbes moment-rotation obtenues expérimentalement et par prédiction
numérique (sans recalage de paramètres matériau). 4(a) section Ls ; 4(b) section Ts ; 4(c) section T.

modèles, grâce au calage indépendant des paramètres du modèle matériau sans et avec gauchissement,
mais la rotation à rupture est systématiquement sous-estimée par le modèle sans gauchissement, qui
présente un comportement plus fragile. Il n’y a pas de comparaison post-pic possible avec les résultats
expérimentaux, car les spécimens en béton pur ont tous rompu de manière brutale au pic [5].

Le résultat de ces tests atteste donc de l’importance de la prise en compte du gauchissement dans
le modèle numérique lorsque l’on souhaite simuler le comportement de poutres en torsion. Ce gain de
précision est obtenu au coût d’un temps de calcul multiplié par 2,5 en moyenne, ce qui est important,
mais non prohibitif pour des calculs à l’échelle d’une structure complète.

4.2 Structure soumise à une sollicitation sismique

Dans cette partie, la formulation de l’élément multifibre avec gauchissement est appliquée à la ma-
quette de la structure CAMUS, figure 5(a) [4]. La structure est constituée de deux murs parallèles en
béton armé, de section 1,70m×0,06m, joints par des planchers. La structure comporte 5 étages, chacun
d’une hauteur de 0,90m, et repose sur un soubassement plus large d’une hauteur de 0,60m. Des signaux
synthétiques d’intensité croissante sont appliqués à la base de la structure dans le plan des murs, par
l’intermédiaire d’une table vibrante.

L’objectif de notre étude est d’évaluer l’effet de l’introduction du gauchissement sur la réponse numé-
rique de la structure. Le modèle numérique de la maquette CAMUS utilisé ici se base sur celui établi par
[6], modèle brochette avec masses concentrées au niveau des planchers. La discrétisation de la structure
est représentée sur la figure 5(b). Chaque étage est subdivisé en 3 éléments multifibres, le soubassement
étant subdivisé en 2 éléments multifibres. Le maillage de section utilisé est représenté sur la figure 5(c).
La section est composée des deux murs en béton de la maquette, chacun maillé par 12 éléments trian-
gulaires, et 3 triangles d’acier représentant les armatures longitudinales. Les modes propres numériques
de la structure sont calculés sans et avec gauchissement dans le modèle, puis un calcul dynamique non
linéaire est réalisé avec les deux modèles, par application d’un accélérogramme en pied de structure. Le
déplacement en tête au cours du temps est tracé sur la figure 6.

(a)

–
––
––
––
––
––

P0
P1

P2

P3

P4

P5

P6

x
z

5,1m

(b)
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0
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0.8

×

(c)
FIGURE 5 – Modèle numérique de la maquette CAMUS
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FIGURE 6 – Déplacement du point P6 au cours du temps : comparaison des résultats numériques avec et
sans gauchissement.

Avec l’ajout du gauchissement dans le modèle, les modes de flexion sont diminués de 5%. La struc-
ture modélisée avec gauchissement est plus souple que la structure sans gauchissement, ce qui est cohé-
rent avec la diminution de rigidité théorique pour une poutre gauchie et avec la diminution de rigidité
observée en torsion. Cette différence de fréquences propres de la structure selon le modèle choisi in-
duit un déphasage progressif des courbes du déplacement en tête, observé sur la figure 6. La différence
de fréquences, bien que paraissant faible, est aussi à l’origine d’une réponse différente de la structure
au signal sismique appliqué. On voit en effet apparaitre un déplacement résiduel en fin de calcul sans
gauchissement, probablement lié à une plastification des aciers, qui n’apparait pas pour le calcul avec
gauchissement.

5 Conclusion

Pour répondre à la problématique du manque de précision des éléments finis multifibres en cisaille-
ment, un élément enrichi avec gauchissement est développé. Les degrés de liberté de gauchissement sont
interpolés aux noeuds des éléments poutres et sont calculés simultanément aux degrés de liberté clas-
siques dans une procédure de calcul implicite. Les cas-test sur poutres en torsion monotone ont démon-
tré l’importance de la prise en compte du gauchissement dans le modèle pour prédire le comportement
de structures en torsion, dans le domaine linéaire et non linéaire. Le temps de calcul de la formulation
enrichie est accru, mais un calcul à l’échelle de la structure reste possible. Le calcul dynamique de la
maquette CAMUS montre l’applicabilité de la méthode à une structure complète et l’influence du gau-
chissement sur le déplacement en tête sous séisme, influence qui serait certainement plus importante
encore sur des structures moins élancées. De plus, des études complémentaires ont montré l’influence du
gauchissement sur la répartition de l’endommagement à l’échelle de la section [2].

Pour améliorer l’efficacité de la méthode, et donc réduire le coût de calcul additionnel engendré par
l’enrichissement, la programmation peut être optimisée. L’enrichissement pourrait être implémenté dans
des éléments poutres d’ordre supérieur, ou avec des sections discrétisées par des éléments quadratiques.
Une formulation permettant de condenser les degrés de liberté de gauchissement sur les degrés de liberté
classiques de la section serait à développer, afin de permettre le dialogue entre différents types d’élément
au sein d’une même structure et imaginer un maillage modulé en fonction des besoins de précision de la
modélisation.
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