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Meétriques d’Einstein-Kahler sur les variétés
a premiere classe de Chern positive

Christophe REAL

Université Pierre-et-Marie-Curie, Département de Mathématiques, Boite courier 172,
4, place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France.

Résumé.  Pour prouver I’existence d’une métrique d’Einstein-Kihler sur des variétés kihlériennes
compactes a premiere classe de Chern positive, on étudie I'invariant «;,, introduit par
Tian, tout d’abord sur P,, (C) puis sur les hypersurfaces de Fermat X, »- On prouve
la conjecture de Tian et Yau: a¢, (P,, (C)) 2 inf {1, p/(m + 1}}. Ceci conduit au
théoreme : des quep 2 (rn + 2)/2, il existe sur X, , une métrique d’Einstein-Kihler.

Einstein-Kahler metric on manifolds
with positive first Chern class

Abstract. 7o prove the existence of an Einstein-Kdhler metric on compact Kdahler manifolds with
positive first Chern class, we study the invariant «;,, introduced by Tian, first on
P... (C) then on the hypersurface of Fermat X, ,,. We prove the conjecture of Tian and
Yau: o, (P,, (C)) Z inf {1. p/(m + 1)}. This vields the theorem: if p 2 (m + 2)/2,
there is on X, , an Einstein-Kdhler metric.

Le probleme

Sur une variété kihlerienne compacte V donnée, existe-t-il une métrique d’Einstein-Kihler ?

Les ¢quations différentielles qui se rapporient a ce probléme ont été étudiées de maniere approfondie
par Aubin ([1] et [2]) et Yau [6].

Une métrique d’Einstein-Kiahler ne peut exister que si la premiére classe de Chern est positive,
négative ou nulle. Les cas nuls et négatifs ont été entierement résolus. Seul le dernier cas nous
intéresse désormais.

Aubin a ramené I’existence d’une telle métrique & la valeur prise par un invariant. Puis Tian a
introduit les invariants < et g que nous étudions. Précisons qu’une fonction ¢ C™ est dite admissible
pour ¢ dés que, la métrique ¢ étant désormais fixée dans la premiere classe de Chern, la forme g+ d¢

Note présentée par Thierry Ausin.
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est définte positive. Si V' désigne la variété ¢étudiée, on note :
(V) =sup {a > (/3 C > 0tel que toute fonction ¢ C*° admissible

vérifiant sup ¢ = 0 satisfait & / e” dV < C}.
JV

On note v (V) Pinvariant obtenu en restreignant 'inégalité précédente aux fonctions ¢ G-inva-
riantes, (G représentant un groupe d’automorphismes de V.
Les travaux de Aubin et Tian permettent d’établir :

THEOREME. — ¢ (V) > 0 et si ag (V) > m/(m + 1) ot m désigne la dimension complexe de V,
alors il existe sur V. une métrique d’Einstein-Kdhler.

1. o sur P, (C)

THEOREME. — Dans ce cas : «wg = 1.

On dit qu’une fonction est G-invariante si, dans le systeme de coordonnées usuel [zg, z1,..., Zm],
elle est indépendante des arguments et symétrique par rapport a toutes les variables. Elle ne dépend
donc que de g, xy1,..., £, OU pour tout 4, x; = z; Z;. On note K le potentiel de Kihler associé
a g qui est la métriqgue de Fubini-Study multipliée par (m + 1). On considere les fonctions ¢ O™
admissibles pour ¢ et on se place sur la carte zp = 1. Fixons (xy,..., x,) € ([0. 1])”‘. Puisque
(K + ¢) est symétrique par rapport aux variables z; et z,, on peut supposer xo < ;.

On vérifie que la plurisousharmonicité de (K + ¢) se traduit par la sousharmonicité de la fonction
E' de A définie sur C @ (A A) — (K 4+ @) (u/xy, u? o /ey, wes/my, ..o, uay, /21) ol u = A\

Cette sousharmonicité implique la croissance en u de M (u) = w F' (u) (pour 1 < u < Jx1/x2).
Or la G-invariance de ¢ et la valeur explicite de K permettent d’obtenir aprés calcul :
M (\/xi/xs) = (m <+ 1). Ainsi, pour 1 < u < /u1/xa, uF'(u) < (m + 1). En divisant cette
inégalité par = et en intégrant de | & y/xy /o, on obtient :

(A) K-|—(/)) (1/!1, I)/.T ..... ) .’L'T,_./.’L']_)
—(K + ¢)(1//r1 o, 1. :173/\/:1?1 {5 R m/\/ Ty ) 1) Log v/ SVETY
¢ étant invariante par la transformation qui échange zg et zy, ¢(xq,... s X)) = (1 xq,
axofuwy. ..., x,, /ay). Puis la forme explicite de K nous donne :
(B) —(K+¢)(V/wy, ..., xn /o) = —(K 4+ ¢)(x1,..., ) + (rn + 1) Log 4.
En transformant de la méme maniére le deuxiéme membre de (A), il vient, apres simplifications :
(C) —(K 4+ @) (x1, 22, T3,y ..o X)) < —(K + @) (Vi1 12, VX1 X2, T3, .00y Tm).

En appliquant (C) aux différentes variables plusieurs fois de suite, dans le cadre d’une récurrence
et apres passage éventuel a la himite, on établit :

D) —(K+¢) (1, 20y w0) < ~(K+ @) (£ 6. €) o0 €™ =19 2.

Cette derniére expression, comme fonction de £, est sousharmonique et il en résulte une inégalité,
I’analogue de (A) : m

(A') ~(K+¢)(&..., ) < —(K+¢)(1.....1) —mLog& < C — Log { []

=1
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ou C est une constante qui ne dépend pas des fonctions ¢. En comparant (D) et (A’) on obtient :
(E) —(K+¢)(x1,..., ) <C—Log (H .’L‘i).
i=1

Supposons que pour tout 2 € {1,..., m},z; < 1. Alors : K = Log(l+xz1+...+wx,,) £ Log (m+1).
Soit «v < 1. Puisque ¢ est symétrique par rapport a toutes ses variables :

/ T AV < (m+ 1) / e ) qV (1)
v JV,r, =1

. ' dry...dx
< e (m 4+ 1) / ~ am <.
Jo,1]m  Fp - o

Ceci prouve le théoreme : «a¢ (P,) 2 1.

2. a¢ sur P, (C)

Si p € N* est fixé, on dit qu’une fonction est (7, -invariante si, dans le systeme de coordonnées
(20, ..., zm], elle est invariante par les permutations de coordonnées et par Y4, 2 /p» 1a multiplication
d’un z; par ¢%"/?_ Pour montrer que ag, = inf {1, p/(m + 1)} on énonce tout d’abord une :

PROPOSITION 1. — Soit w, la métrique de Fubini-Study sur P, (C). Posons pour 1 > 0 et p € N*
fixé : E, , = {p € C* (P, {(C)), v admissible pour juw,, invariante par les y; 2./, 7 = 0, 1}. Soit
a < p/p. Alors: 3C > 0, Vo € E, ,,

1 2m y
(1) 7 e () gy
™ Jo
s
. o — A
< C exp {—9—”;/ o (ré )de] / B(r. o)LV y ACH Y

oun :
Iv)

1 & : 1 2m . | 9 it
B(r Q)= ( / d(?-erf&’ Q) d()) (_ / d (re', 62)_/3 d’u,)? 8= (v}! <9
27/, 27/, .

Pour montrer ce résultat, on se réféere a Aubin [3], qui prouve que si F! = se définit comme

P
E, , a cect pres que 'on n'impose aux fonctions aucune invariance, mais qu’on leur demande
2T
d’étre d’intégrale nulle, alors (1/2m) / e (rei8) g < ¢ pour o < 1/p. En appliquant sa
J0

démonstration, valable sur £

2T
a @ (ret?) — (1/27) / @ (re'®)df, on démontre (1) sur E, ,
* 0
pour v < 1/pu.
Dans le cas ou les fonctions posseédent les symétries imposées par la définition de £, ,,, on modifie
le raisonnement précédent en remarquant que (y — A¢) est positive et qu’il existe des parties 3,
de P, telles que P; = UE;, et (1/4 w)/ (jt — Ad)dV = pi/p. Ces deux conditions permettent

5

g

d’obtenir la proposition pour v < p/p. On démontre ensuite la :

PROPOSITION 2 : .
, ' d
Vyelo. 1. 3K, >0/¥QeP,(C) / B(r,Q)L <K..
0

Y
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Pour montrer cela, on établit tout d’abord qu’il existe & > 0, tel que :

fu inf (r, |(J])
sup (7, |Q])

et I'on majore I'intégrale de 0 a | en majorant chacune des intégrales de 0 a |Q| et de |Q] a 1.
Pour montrer que «, 2 inf{1. p/(m + 1)}, on choisit un réel o < inf {1. p/(rn + 1)}. Toute

fonction ¢ sur P,,, G,-invariante, "> admissible et d’intégrale nulle, vérifie les hypotheses de la

proposition avec . = . + 1 pour chacune de ses m variables, les autres étant fixées. En appliquant

— .H

e (s,

b2

T

I{; L2
B(r.Q)< /
0

(1) successivement a toutes les variables, on majore / e™" dV par :
PI‘H

k, / G_QII) ) Fio.o.Tm (h'l . d'rm.
J{o, 1)

X / B (7'13 (21) ...B (?17113 ()2'::.5) dl/l (Ql) coe dv’ (Q'm,)
(21 .. EP,

.....

ol A est une constante qui ne dépend pas de ¢ et ol @ est la moyenne angulaire de ¢ [ceci est vrai
car «« < p/(m + 1)]. On majore cette derniére intégrale par une constante en utilisant (E) ainsi que
la proposition 2. En effet ® est G-invariante car ¢ est G ,-invariante et le calcul fait apparaitre m
intégrales du type de celle de la proposition 2 avec le parametre vy = 2 — 1 < 1, car o < 1.

3. X,, , admet une métrique d’Einstein-Kéhler

On d¢finit la sous-vaniété X, ,, de P, ;1 (C) par I'équation : z§ + ... + zﬁlﬂ = (0. La métrique

w=(m+2—pddLog (

20

4ot )y € CL (X p)

est invariante par (i, le groupe d’automorphismes de X, ,, induit par le groupe G, de P, (C).
Comme sur P, (C), wo = (m + 1) 00 Log (|20l + ... + |2 |?) € C1 (P,,,), on peut montrer que :

m + 1 m+ 1 / .
vy (X, p) 2 gy (P (€)) 2 >0 diy que p 2

m + 2
m-+2—=1p m4+2—-—pm+1~— '

2

X, , admet donc une métrique d’Einstein-Kdhler des que p 2 (m + 2)/2.

Nadel [4] a démontré ce résultat, 1l est obtenu ici par une toute autre approche et d’une maniére
élémentaire.

Note remise le 9 juin 1994, acceptée le 15 novembre 1994
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