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Le p—graphe t-modal 1-planaire

document provisoire

Féacumé ‘ 3«-HM~

Er 1780, nous avionsiFoposé une premiére synthése entre
la description de 1lespace en terme daire dotée dune métrigue
et celle an j de réseau. Flle consistait en 1 utilisation
d'un graphe pdanaire et de son dual., ce gui permettait de
prmndre v ocompte simultanédment les deus aspects prcaltuu, AVEC
: ntes et les limites de 1°outil.

Ce
/ les limite

propose de gé :érdlzser cette tentative dont
zailre planarité du graphe,

sidaient dans la 6
de prendre en compte des transports en site

CCe gquioint
/ propre par

traite, entre autres, de p-graphe,

La théorie
: =t de graphes chromatigues.

de p

Mous nous proposons de définir une catégorie intermédiaire
le p-agraphe t-modal (chromatique) l-planaire pouwr décrire les
rseaux de transports en prenant simultanément en compte les
divers modes, ainsi que |7espace grace au planaire gui permet
detablir un pavage, aveo une mosal que polygonale réguliére ou
rnor, gendrali rnt ainsi le probléme du carroyvage.

U tel outil posséds de mu111p195 applications 3
description de 17 espace, vapiation des différents quFéQ desg
sammets, détwwmiﬁafﬁmn de»frﬁgminz & vdleur m:nlmdle ~distance,
coat, temps-— (1unm Fésentations
pouwr aboutir FET@ ﬂhhiul dutne que 1 espace, par
exenple le réamalyﬁﬁ'de FegEaux whains,
hidrarchies f tion des divers modes
de transport applicatiaons aus
I ésEa Lhu014ﬁur.. ] et temps dans
1 utlliwmby/ﬂ des @l @ Cﬁwtwqurnre temporalités
twbdlnu;/dlvwraes, \/
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Cest diune évidente banalité de considérer que 1 espace
s*est profondément modifié depuis la Révolution Industrielle.

Clest une évidence plus significative daffirmer que
&u’mgﬁi R 17 egspace a été profondément modifié depuis le Révelutiaon
Industrielle dans sa nature et ses dimensions par 17 invention
de divers modes de transport et notamment en site propre.

Ern effet, auw début de cette période tout tramsport
sgffectuait sur la swface, et celle—ci pouvait Etre
considérés, ainsi que le 3t von Thunen, comme continue,

i zsomorphe, isotrope, c'est & dire comme une surtace de
transport, exception faite de la riviére...

Maisg. 1*apparition et le développement du chemin de fer,
pUiS. .. de l'avion compliguérent considérablement le probléme,
biern que...

Biern qu'é& priori significative, 17évidence est souvent non
Jj:: signifiante : 1 espace, faute dioutils et de concepts adéquats
thJ . » Est trés généralement considéré comme une simple surface,
composee d une ou de plusieuwrs aires dotdes de métriques
TpeTiTigues — exit réseaux et modes de Transports —, ou plus
rarement comme un-reéseau —- et adieuw aires petites ou grandes —.

Ern 1980, nous avions proposé d'utiliser les graphes
o planaire§_9ui, s*ils prétendaient, arace a leuwr propriété de
J;%)’ dualité,pouvoir permettre le passage d'une des conceptions &
Lrn Fautre, n en reflétaient pas moine wne conception archéo—
écornomi que car bidimentionelle l7espace ¢ la surface, toute
la surtace, mais rien gue la surface!

Lt

Or., & 17 évidence -~ ncore une %Gis; - nous possédons les
putils nows permettant de dépasser cette limitation.

—

—_ En effet, les p—graphes permettent de prendre en compte
1"existence de plusiewrs réseaux entre dew: sommets, les p-
graphes planaires de plusiews modes dans le mEme réseau banal,
gt enfin les p-graphes chromatigues permettent dindividualiser
les différents arcs dans un p—graphes!
Mous nous proposcons donc de définir une catégorie
o\ F spéci¥ique de graphes, combinaisons des catégories précédentes,
ffgf;,q que nous appelerons p-graphe t-modal 1-planaire, c est & dire
un praraphe dans lequel un des p (au sens des graphes
chromatiques) , par définition le premier, serait planaire, et
dont les t modes pourraient Etre individualisés comme le Sont
Tes arce d un graphe p-chromatigue.

Ceci suppose une définition précise du graphe l-planaire.

S'Z:tm([l(_

graphe l-planaire strict est wn graphe dont tous les
Xi_appartiennent & unersWrface—S—et—dort les arcs XKIXJ
ctituant 1@ l—graphe planaire appartiennent & la swiace oH.

con
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Mais, en fait, ceci ne d

apparten

large,

o

des sommet

s peuvent ne

onc au l-planaire.

ammeE uwn graphe p-coloré

A R .

appartient a

é%lhlf auun graphe plan,

planarité nécessite gue soit
51 17on congidére un rés
tragable sw une suwrface 5 s

des
ne se

powr articulation
S5, deus

das

COnmexions

carticulati

points
coaupant

faites dautres
quelcongue, i1l "est
peut le réaliser
QoW COonnesions
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QRS , dehors,

ons qu'elles. peuvent avoir en command
— Deux réalisatians diun méEme résean sont dites

lorsquelles

e déduisent 17
continue de la surface dans

réseau suwr la surtace.

powr gue Fészau K osur la

considére comne application

appartenant & la surface sw
étant totalement ordonnés,
soient bijectives, monoto
Crolssantes Radtmann et Plc

le

oy gz

Cela implious st e

il faut

=

une de 17 autre par

1"espace & trois dimensions,

surface soit planaire,
Fla projection
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=41
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bien
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n - m + ¥ = &

aviec n nombre de sommets
m nombre darétes
+ nombre de face

du graphe

il

Sur un graphe important, cette véritication est longue,
l—graphe appartenant & 5, n et m sont déterminés immédiatemant,
=t sachant gue f=y-1, cela revient & déterminer le nombre
cyclomatigus Y, c’est & dire le naombre de cvcles élément

ires

]
]

minimausx du l—-graphe plan.

Une des propriétés trés intéressante, fondamentale pour
e ; . S
notre propos, du graphe planaire gst oo dualiteé.

En effet, " considérons un graphe planaire G, connexsse el
sans sommets isclésy; on lul fera correspondre un graphe
planaire G° de la fagon suivante : & l17intériewe de toute face

a 2

o de G, on place un sommet <7 de G'3 & toute ardte & de G on

- 0

fera correspondre wne arte &7 de G gui reliera les sommets «7
et v correspondants aux faces s et 0 qul se trouvent de part
et dautre de 17aréte e. lLe graphe G ainsi défini est
planaire, connexe, et n'a pas de sommet isolé : on 17 appelle le
graphe dual de G.

i w REQGE

O remarque que
1) le graphe dual de G est G 3 clest & dire ( G*) =06
2y 4 toute boucle de G epond uwne ardte pendante de G et
vice versa .
IV si G admet plusieurs ardtes reliant les mEmes sommets, G
admet des sommets de degré Z." (Berge 19832)

Il est donc possible dassocier a tout réseau existant sur
une surface 5 une partition de 17espace par le hiais du graphe
dual . De plus le tracé du dual st relativement souple @ la '
Tocalisation du sommet %71 da ra~¥Hce &s ThFE, 11 suffit
gutil. soit mathématiguement distinct de x=i.

arn peut donc caractériser 17 espace, de facon discréte.
par uneg ou plusieurs valewrs, un vectew , attribué & chaque
+a_amdu~duaLNELMchalisg_éuﬁ (I THT e du primal eventuel LEMment ,
et/ou étendre & chague face du dual les valeurs des sommetsd du
primal correspondant que 17an considérera alors comme moyenne
pows la zone. '




Dang la définition stricte, les sommets du qraphe planaire
aont aussi les sommets du p-graphe dont_les arcs |

N appartiennent pas & la surfaceg 8

N

&

On est alors en présence dun p-graphe l-planaire. un p-
graphe dont 1 des sous graphes est planaire. Ce sousgraphe est
un sous graphe de G engendré par 5 X . Cest le graphe &8
dont les sommets sont des points de 5, et dont ley arcs sont

des arce de 5., 51 6 = ( X , ) est un p—graphe, c’est dono le

—

l—graphe GBS = { 5 ,r§ )avec
rs (wd o= o 0 O\ 8 (n 3)

que 1'on nommera le 1 planaire d7ob la notation @ p-graphe 1-
planaires '

5i 17on adopte la défimition large, c'est & dire gue 17 on
généralise la définition en intégrant des sommets n’appartenant
pas & 5, cela ne change pas le i-graphe : 15_}—plangire S &
towjours défini par son appartenance & la surfac
nature " planamire', -Far TONtre 1a naturée et :

ot - T o ooy : e . .
sommets Nt appartenant pas & 5 devront €tre précisés.

o e tvpe de qraphe peut pallier 1Minswffisance constatée
dés la premiére utilisation des graphes planaires (Mathis 1980,
181> ¢ 1 impossibilité diutiliser dautres modes de transpaort
gue le résean en site banal et & 17intérisuwr de ce réseaun les
transports individuel s,

e p-graphe Mplanaire permet au contraire diutiliser
simultandment les transports individuels en site banal, le
transport collectif en site banal, le transport collectit en
site propre comme le métro, le chemin de fer, 1'avion dont par
définition les sommets appartiennent & la surface.

darns le cas d une définition large, un sommet rnon plan
correspondrait par ezemple & wie gare ceouterraine station de
métro correspondance métro ouw métro-RER. ..

Cet élargissement aux différents modes de transport n’en
. ; o —— ; - - - ———
réduit pas T applicabilité car les principaw: algorithmes de |
B - B . “v —_— P
recherche de ciieming, de chemine caractéristiques, notamment lea

vy




plus court ouw de plus petite valeuw etc sont génédralisables

. : P Y 2 _'nm
alsément aux p-graphes (Haufmann et Fichat t

R, 19777,

Bi cette détinition permet de congidérer simultanément les

st différents modes de transport, elleé doit cependant Flre
ﬁw"JX" précisée pour gagner en efficacité, en s'inspirant des graphes
AXJvLL’\ chromatl gues et en généralisant cette notion @ le p-graphe t-—-
JL‘Wth madal l-planaire. On individualise chague mode comme un sous-—
graphe partiel de mEme couwlsgr =

Far convention, chague mo i

des transport pris en compte

- o par le p—ﬂraph@ t—modal l1-planaire, sera décrit par dne ﬁﬁfrigfi
w*h associée spécifigue. Il v awra donc T matrices CDFIECpunddnt
aus T modes de transports avec g = ¢ =z 1 et Gf = F, .

En effet plubtpurr modes peuvent utiliser le mEme réseau
par exemple 10 avtomobile individuel at transport
collectit auvtobus, mEme =i les sommets ne coincident
éventuellemnsnt pas.

Sur chacune des mabtrices figurera la totalité des sommets
considéres.

On aura donc s

i
i
M
T
by
T
-
T

B = ( By Gouwauy B = ( E, E,ovews Eg5. T 5 -1, )

gamren T
Chagque mode sera donc une edtension de 17arc coloré et
considére comme un sous graphe coloré ou modal composé des arcs

gt des sommets considérés @ un sous—graphe partiel de G.

Le p-graphe t-modal l-planaire sera donc le graphe compos
25 Tt sous-—graph v conpris le l-planaire. Le passage

SgE
VA“KJ}M a_I“au"FE—ﬂes~smuS graphes s'effectuant par le biai des

EL

ommets communs a deud ou plus sous—graphes modauws, ceus-—ci
erTant c;mplfﬂFﬁtﬂrfar'Icg ars ﬂ@t‘Eﬁ?rea“_ N '

L'ensemnble est composé darcs orientés et doté diune
ation de ressemblance - ve et symétrique — et de ce
t fe i

foartement connexe ma<imal {(Kauwfmann 1568)

l"!

/, =1
) f &l

| Compte ternue de 1 extension faite, il est nécessaire d°
L - son pove ¥ - oy o o o f - i - 2 i -
pd étendre la notion de degré du graphe poQr la préciser.

j;;:;; On conservera la notation générale H

Udﬁ@“ O app demi degré extériesur ‘un_sommet x le numbre
_Enrerd Ml sUmmet # L& T
[ IRF= g _pourE— nité Lnltlwlu

T T T T e e




e
Py

an appelera demi degré intériew dun sommet le nombre d’arcs
ayant = pour extrémite finale i : -
@ et et e T e,

———————

—_—

dl ) o= R om I (V)
a y& ] '
+t

le degré d'un sommet sera 1 entier

dq () = dg (23 + da ()
En étendant cette définition., on appellera : l MWJJ &Lr

demi degré extériew intra modal d'un sommet x le nombre diarcs
ayvant ® pouw sRtrémité initiale danse le sous-—graphe ti s
- -\

dz (%) = £ m}t (GTERVD
(3 aéﬂ Gﬁ )

demi degré intériew intra modal dun sommet ¢, le nombre
darcs ayvant x pow extrémité finale dans le sous-graphe ti s
d7 () = L m_ Gi,y)
e yév Qe
et pow degré intra modal :

H) o= d&»(x) + da (3
[ &

. Uﬁ~—meLL_44 le ﬂﬁﬁblh de mode
nt_ﬁﬂﬂiﬂ.lnltldlc d”au moins un arc 7 _ T———

o dY (e o= m ¥ (x.y)

— GT gea. Qr
demi degré inter modal le degré i dun sommet x, le nombre de
mode avant x comme extrémité fimale dau moins un arc

da () = % w7 (xa.y)

ar 3e-”Gr i
et pow degré inter modal

d,) = df {(x)+ d. ()

Gr LGT Gt

et bien sur le degré d'un sommet est égal & la somme des degrés
s == - me fes degre:
intra modal dua meéme sommet.

- —

Un p—graphe t-modal l-planaire sera dit-"régulier" si tous
les =ommets ont mEme degré. On pouwrra donc avoir des graphes
Féguliers intra modes, régulier inter modes ouw régulier en
géneral. Damns les situations concrétes, la régularité semble
Etre 1 exception.

Il est & noter que le degré inter—-modal est pouwr chague
mode de matwre booldéenne @ le sommet posséde ou non 1a
propriété dfappartenir au sous-—graphe G considéré.

it}

lLe degrd intra-modal indigue la richesse ponctuelle,
quantitative de chague mode, le degré inter—-modal la richesse
ponctuelle gqualitative en mode, la variété des modes. ..




les degrés peuvent Etre considérds comme indicatewrs de
dével oppement ou de potentialité de développement, o’ est aussi

ur indicateuwr de 17accroissement des dimensions d'un espace.

> S b e,

les applications concrétes des p-graphes t-modals 1-
planaires sont multiples @ calcul des chemins les plus couwrts
multimode transformations topologiqgues et caertes chroniques
ou économi ques dont le référentiel nest plus la distance mais
le temps ouw le codt, étude des réseaux whains, hidérarchies et
zones d'influences en fonction des divers modes et des
substitutions modales, application aux réseaus théoriques et
reels, études des comportements des populations face aux
multiples modes, & un espace de ce fait discontinu, troué,
temporalités différentes =n fonction de la contrainte de coit
et de la substitution temps/coldbt....

_ Veloan

le calcul d@sSchamins les plus courtes entre origines et
decstinations est un probléme classigue dont les algorithmes de
resolution sont connus 17utilisation du p-graphe t-modal 1-
planaire facilite et implique la généralisation du probléme en
permettant la prise en complte simultanée des t modes de
transport et la détermination dy ghemipn le-moins couteux ou le
plys rapide od une comritsienn de ces deux éléments, ce gui EEt
pFOs important gue. [& notion de distance pure en_économis

<=

patiale,

Une extension prévue de cette premiére application
consiste en la prise en compte des temps et des coits de
rupture de charge entre modes pour effectuer une compacaison
multimodale cogplétes, considérant d une part dans un _point de
vie micro gconomigue, le coidt direct pour l17utilisateur. et -

CPE&&EE‘Qth, dans wie optigue plus macro eéconomique, glchale,

e

Les trangformations topologigues du graphe permettent
d"éfEblir des cartes en trois dimensions et leurs projections
suwr uwn play en changkant_de reférgntiel., substituant le temps

ou le coidt & la distance” comme le montre 1 exemple simple
suivant

MsYeNcE TENYS VO TYRE AUToRouvTE TevV AvioM

20 253, L %y, <L: :
, H < 2 N 5 4 20
¢h w3,




Cette transformation topologigque du graphe permet
d*eélaborer des cartes qui re soient plus basédes sur les
sempiternels isochrongs jisocolits relatifs & une origine et qui
re permettant d* évaluer que des palres ou des triades. -

Cela permet de nuancer le caractére de prox ijte oui est
relatif au moven dg transport wtilisdé et non . ahsc Nice
plus prés de Paris par avion que Tours par l”autur"utu. I1
apparait ainsi des classes de villes en foncticon des prodimités

. T L T
elatives. S

(=R

Les canséguences de ce phénoméne sont trés importantes et
se manifestent dans 17 étude des réseaux urbains et des
comportements vis & vis des dI;IEF:TEE\WiVEauH hiérarchigues,
ITexistence d’attraction en cascade, de zones diSCOALINUES,
d*espaces trdués sont 1iés aux -diffdrammodes.

Cette varidété potentielle de comportements lids & la
coexistence des différents modes et de leurs caractéristiguess
permet de poser 1 hypothése de sensibilités différentes vis
vis du temps et du coit en ftonction des revenus, du temps
dis crpilonnalr e_et de 1'1n+urmﬁt10n, donc de compOfFtengnts et

de temporalités différents qui coexisfeEnt sans guere

ng&z* 1 s e Dl s Lobid L1INSSE 5 Camanguy, e

A

-~

Fowr faciliter certaines analyses, on peut définir des
SOUS—OF fortement connexgs -par exempld dews villes
orsqu’on étudie les réssaux de villes — et les considérer
C omine dPS sommets. ..

D*autres généralisations sont possibles : des p—graphes t-
modals n planaires , c'est & dire comportant plusieurs sous-
graphes appartenant & la mEme surface (ce qui est déja
pratiquement le cas avec le dual du primal) soit & d”autres
surfaces, eéventuellemsnt orthogonales les unes aux
autres...L’utilisation d”hyperaraphes. ..
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