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Résuné

DanscetteNote on étudie la convectionmixte enfluide binaireaveceffet Soreten canalrectangulairehaufféparle bas.On
s’intéresseplus particulierement la transition verslesrouleauxtransversauD qui apparaissenpour de faiblesnombresde
Reynoldset de Rayleigh L'analysede stabilitélinéairede I'’écoulementde Poisauille, stratifiélinéairenententempératurest
concentrationmontrel’influence du facteurde séparatiorsurle nombrede Rayleighcritique de la transitionversles rouleaux
transversauxA faible nombrede Reynoldson metenévidencda présencelerouleauxsepropageantiansle mémesensouen
sensinversede I'écoulementmoyen.On montreégalementue danscesconditions,la fréquencede propagatiordesrouleaux
correspondh la sommedesfréquencesbtenuesenconvectiomrmixte thermiqueetenconvectiomaturellethermosolutale.

Abstract

Mixed convectionin binary fluid with Soret effect: study of the transition towards transverse 2D rolls. This Note
dealswith mixed convectionin binary fluid with Soreteffectin arectanguladuct heatedfrom below. In particular,we study
the transitiontowardstransverseéD rolls appearingat low Reynoldsand Rayleigh numbers.The linear stability analysisof
Paseuille flow, with linearly stratifiedtemperaturend concentratiorfields, showsthe influenceof the separatiorratio on the
critical Rayleighnumberat the transitiontowardsthe transversalD convectivepatterns.t highlights the presenceat low
Reynoldsnumberspf propagatingtransverseolls in the downwardsaswell asin the upwardsdirection.Finally, we point out
that, undertheseconditions the propagatingrequencyof therolls is the sumof two well definedfrequenciesthefirst related
to the Reynolds, the second to the separation ratio.



Abridged English version

Many works on mixed convection in pure fluid are g&hle since at least one decade [1-7], but only a few deal
with mixed convection in binary fluid with Soret effect][8.e. a mass flux induced by a temperature gradient).

The present work, belongs to the last mentioned studies and has practical applications, e.g. in C.V.D. (Chemical
Vapour Deposition), of interé# the electronic industry.

We consider a Poiseuille—Rayleigh—Bénard flow betwaerparallel and horizontal planes, heated from below,
in the 2D approximation. We study the transition from the Poiseuille flow, linearly stratified in temperature and
concentration, towards the transversal 2D roll patteres \{ith their axis perpendicular to the mean flow). This
transition appears at low Rayleigh and Reynolds numfdrs linear stability analysis is performed for different
values of the separation ratig'(< 0 or ¥ > 0) and at fixed Lewis and Prandlt numbers.

First, we write the dimensionless equations describing the problem, in the frame of the Boussinesq approxima-
tion (Eg. (1)): the equation of continuity, the Navier—Stokes equation, the energy equation and the conservation of
the species (system (2)). The associdtedndary conditions are described in Egs. (3).

For low Rayleigh and Reynolds numbers, the Poisetiide, linearly stratified in tenperature and concen-
tration, is the solution of the sym (2) satisfying the boundary conditio(®). The corresponding temperature
and concentration fields are independent of the downstream directiond are linear functions of the vertical
directionz. We investigate the transition between this basic state and the onset of transverse 2D rolls.

The dimensionless system (4), describing the dynamics of small perturbations, is associated with the boundary
conditions Egs. (5) and (6). The normal mode analysis (Eq. (7)) is introduced into system (4) and leads, after
eliminations of the horizontal velocity componéiit) and the pressurg(z), to the system (8) with the boundary
conditions (9). The perturbations are then expandeafutsie polynomial form (Egs. (10)) and the system (8) is
solved by the Galerkin method, using a symbolic code. Weetover some previous results of the literature (e.qg.
Raco = 170776 together withkc = 3.12 when¥ = 0 and Re= 0) (Table 1), but we also point out some new
observations.

For ¥ > 0 and a fixed Reynolds number, more the sepamatédio increases more the flow is destabilised
(Fig. 1). On the Fig. 1 one can notice that the higher the Reynolds number is, the less the Soret effect is perceptible.

For¥ < 0, the higher the separation ratio is (in absolute value), the more the flow is stabilised (Fig. 3). We also
observe that the critical Rayleigh numiiRac > Raco. After the transition, transverse rolls appear (Fig. 2) with a
propagating frequencywic.The two frequencies correspond respectively to the downwargl$ and upwards
() travelling waves (Fig. 4).

For low Reynolds numbers, the onset of convection might starts the pulsation of theg@s ¥ ), obtained at
fixed Re and ¥, is almost to the sum of two pulsationgc(Re = 0, ¥) andwzc(Re, ¥ = 0), which, respectively,
correspond to the critical pulsation obtained in naturalrtfesolutal convection and in mixed thermal convection
(Table 2).

To conclude, the originality of this work is that, for negative separation ratio, we point out the existence of two
separate branches of rolls, one travelling with the mean flow and an other one opposite to the mean flow.

1. Introduction

L'étude de la convection mixte en fluide monoconstituarfait I'objet de nombreux travaux durant les dix
derniéres années aussi bien du pointde théorique (étude de stabilité lindgifaiblement non-linéaire [1,2]),



que du point de vue numérique (étude 2D pour I'analyse des rouleaux transversaux [3,4] et 3D pour I'analyse
des rouleaux longitudinaux [5]) et d’'un point de vue expémntal (visualisation par plan laser et anémomeétrie
laser [6,7]).

Ce sujet présente a la fois un intérét fondamental et un intérét pratique. En effet, la convection mixte permet
d’expliquer certains phénomenes météorologiques et d¢bevient dans des applications industrielles & forts en-
jeux économiques tel que le refroidissement ou la fabrication de composants électroniques.

Le travail présenté ici, a savoir I'étude de la convection mixte en fluide binaire avec prise en compte de I'effet
Soret (i.e. gradient de concentratimduit par un gradient de température), constitue une extension des travaux
antérieurs avec comme application pratique, par exengle,V.D. (dépbts de vapeurs chimiques). Ce sujet est
actuellement ouvert et trés peu de publicas sont disponibles da la littérature [8].

On consideére I'écoulement de Poiseuille Rayleigh—-Bénard entre deux plaquesigmetilgéorizontales, dans
I'approximation 2D.

On étudie la transition de I'écoulement de Poiseuille, stratifié linéairement en température et concentration,
vers les rouleaux transversaux 2D (dont I'axe est perpendiculaire a I'écoulement moyen imposé par le gradient de
pression). Cette transition a lieu pour de faibles nashlite Reynolds. L'étude de stabilité linéaire est effectuée
pour différentes valeurs du facteur de séparationifipos négatif) a nombres de Prandtl et de Lewis fixés.

2. Formulation mathématique

On considére une conduite parallélépipédique rengaieun fluide binaire pour lequel on prend en compte
I'effet Soret. Dans toute la suite, nous nous plagons dans I'approximation 2D, avec une cellule d’extension infinie
dans la direction horizontal@x et confinée dans la direction verticale. Les parois horizontales, imperméables,
sont maintenues aux températures uniforifieenz =0 et7> enz = H ou H est la hauteur de la conduite, avec
T, > T». L'écoulement moyen est généré par un gradient de pression, constant, appliqué sel@w!'drda
conduite. Les équations régissant ce probléme sont écrites dans le cadre de I'approximation de Boussinesq : les
propriétés thermo-physiques du fluide binaire sont constantes a I'exception de la masse votuauigqusecau du
terme générateur de la convection. Dans ce cas, la mahksaique dépend linéairement de la température locale
et de la fraction massique :

p = pref(1— (T — Tref) — Bc(C — Cref) 1)

ou Bt et Bc sont respectivement les coefficients d’expansion thermique et massique, T est la température dimen-
sionnelle et C est la fraction massique du constituant le plus dense du mélange.
Ainsi les équations adimensionnelles de continuité,afeservation de la quantité de mouvement, de I'énergie
et de conservation des espéces chimiquesgnt en compte I'effet Soret, s’écrivent :
V-V*¥=0
1 /av* 1
— V*.VV* ) = = —VP* 4 VAV* £ Rar(T* + ¢ CHk
Pr(at*+ ) Pr * +Rar(™+y )
aT* (2)
+V*.VT* = V2T*
ar*
ac*
ar*
Les grandeurs de référence choisies pour rendre adimensionnel le problérHegmntla longueurg / H pour
la vitesse ou a désigne la diffusivité thermique du fluiHé,/a pour le tempspres (a2/H?) pour la pressionT
pour la température é1C pour la concentration. Les variables adimensionnelles sont alors :

* . *_Z, * 14 . * a * P . *_T_TZ.
ey r sy VEge e P eyt T T e
a/ préfac/

1
+V*.VC* = L—(vzc* —V2T¥)
e
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ou 8T = T1 — Tz, Cret la fraction massique initiale du constituant le plus defigg= Ci et §C = —86TCi(1 —
Ci)(D1/D), ou D7 et D sont respectivement le coefficient de thermodiffusion et le coefficient de diffusion de Fick
du constituant le plus dense.

Les conditions aux limites associées sont :

V*=0 Vx* pourz*=0,1
T*=1 pourz* =0
T*=0 pourz* =1 3)

VC* - n=VT*-n pourz*=0
VC* . n=VT*.-n pourz*=1

Le probléme considéré est ainsi régit par cing parametres adimensionnels qui sont : le nombre de Reynolds :
Re= pUpH/u ou u est la viscosité dynamique &fy est la vitesse débitante, pas explicitement présent dans

le systéeme d'équations (2), mais qui intervient par le biais des conditions aux limites; le nombre de Ray-
leigh thermique :Rat = (gB18T H3)/(va) ol v désigne la viscosité cinématique; le facteur de séparation :

Y = —(Bc/B1)(DT/D)Ci(1 — Cj); le nombre de PrandtlPr = v/a et le nombre de Lewis Le=a/D. Par

la suite, les grandeurs adimensionnelles seront non étoilées afin d'alléger la notation.

3. Transition vers les rouleaux transversaux 2D
3.1. Ecoulement de base

Pour de faibles valeurs des nombresRdg/leigh et de Reynolds, I'écoulentate Poiseuille, linéairement stra-
tifié en température et en concentration, solution du systeme d'équations (2) avec les conditions aux limites (3)
est physiquement observable. Cet écoulement de base est caractérisé par le champ dé(¥ites$e0) ou
il(z) = —6RePr (z% — z).

Les champs de température et de conegian correspondants sont indépendants dg sont des fonctions
linéaires dez, définies par T(z) =1—z etC(z) = cS'— z.

Pour étudier la stabilité de I'’écoulement décrit & la Sec8d., on introduit des partbations infinitésimales :
v=V-V, §=T-T, ¢c=C—-C et p=P—P, ouV,T,C etP sontles quantités perturbées

En négligeant les termes du second ordre on obtient alors les équations linéaires aux perturbations (4) :

V-v=0
L&,y VW) +V-V(v) | = ! Vp+ V2 +Ra 0+ o)k
Pr\ ar ~Tp ' f T ¢
0 = = o2 (4)
—+V.-VO+Vv-VT =V“o
at
Jdc  — —_ 1
— +V.Ve+Vv-VC = —(V%—V%
o1 + c+ Le( c )
auxquelles sont associées les conditions aux limitesef etz =1 :
0 0
v=0, =0 et —-S_0 (5)

9z 0z



Afin de faciliter I'étude, nous introduisons la fonctigr= 6 — ¢, en remplacement de la perbation de concen-
trationc, nous obtenons alors les condits aux limites suivantes :

d
v=0, 6=0 et a—”:o enz=0,1 (6)
Z

Puisque I'on cherche a caractériser la transition entre I'écoulement de Poiseuille stratifié en température et en
concentration et les rouleaux transversaux 2D d@xeperpendiculaire & I'ax®x de la conduite, la perturbation
du champ de vitesse se réduit@= (u, 0, w).

Les perturbations sont développées en modes normaux sous la forme :

v,0,n) = (\A/(z), é(z), ﬁ(Z)) e(lkxfcrt) (7)

ou k désigne le nombre d’onde dans la direction infidie, o = o, + Iw 0OU o, est le facteur d’amplification
temporelle de la perturbation £ = —1.

Les perturbations sont remplacées par leurs expmessii-dessus dans le systéme (4). En tenant compte de
la forme de I'écoulement de bat en éliminant successivement) et p(z), on obtient le systéme (7) en
(W(z),0(2),1(2)) :

L?(W) + PiL(w) - II)—k(ﬁL(ﬂF) — D%(i)®) — Rark?(0(L+ ) — i) =0
r r
L®)— (ik—0)d+w=0 (8)
L L) — Uitk—0)(— ) — D=0
Le

ou I'opérateurD désigned% et l'opérateutL. = (D? — k?).
Le nouveau systeme (8) ne dépend maintenant plus queide/diriables et quatre paramétres adimensionnels.
Les conditions aux limites associées a ce systéeme sont :
. ow A on
p="Y_0 6=0, -0 enz=0Oetz=1 9)
0z 0z
Pour étudier la transition vers les rouleaux transversaux 2D, on détermine la courbe de stabilité marginale asso-
ciée au systeme (8) et correspondamt & 0 par la méthode de Galerkin. Pour cela les foncti@iis), 0(z), 7(z))
sont écrites sous la forme d’'un développement de fonstpolynomiales vérifiant latalité des conditions aux
limites (9) :

N N
D) =Y anz D%, @) =) bz D" et
n=1 n=1
N-2
@) =c1+c2(® = 22%/3) + ) enyalz — D" (10)
n=1

ou N correspond a I'ordre de troncature de I'approximation.
3.3. Exploitation et synthése des résultats

L'étude de stabilité linéaire nous a permis de retrouverésultats obtenus dans les cas limites classiques des
problémes de Rayleigh—Bénard et dedeaille Rayleigh—Bénard (Luijkx [1]) partir de I'approximation d’ordre 4.
Pour les autres cas, I'ordre de troncature qui assure la convergence augmente en forgtjeat da nombre de
Reynolds (Tableau 1).

Nous nous sommes restreints aux cas des faibles nombres de ReyreotdS) et nous avons considéré des
facteurs de séparation positifs et négatifs, pour un nombre de Prandtl égal a 10 et un nombre de Lewis égal a 100



Tableaul
Rac en fonction de 'ordre d’approximation

Table 1
Rac function of order of approximation
Re v=0 ¥ —0,05

N=2 N=4 N=5 N=7 N=3 N=5 N=7 N=9 N=11
0,00 1749,98 1708,55 1707,76 1707,76 1816,26 1815,17 1815,36 1815,38 1815,38
0,01 1749,98 1708,56 1707,77 1707,77 1815,64 1814,81 1814,80 1814,82 1814,82
0,05 1749,98 1707,87 1707,87 1707,87 1813,17 1812,95 1812,92 1812,91 1812,90
0,07 1707,97 1707,97 1707,97 1707,97 1811,90 1812,08 1812,00 1812,00 1812,00
0,10 1750,00 1708,94 1708,94 1708,95 1810,64 1810,25 1810,08 1810,11 1810,11

(valeurs voisines de celle de I'eau salée). En effet, la thermodiffusion n’a plus d’effet pour des grands nombres de
Reynolds.

En fluide monoconstituant, I'’écoulemerg Boiseuille retarde la naissance des rouleaux convectifs. Si on exclut
la naissance des rouleaux longitudinaux, le nombre de Rayleigh critiqueRasitér, Re), associé a la naissance
des rouleaux transversaux augmente avec le nombre de Reynolds et dépend du nombre de Prandtl, contrairement
au probleme de Rayleigh—Bénard ou le nombre de Rayleigh crifigue, associé a la premiére bifurcation est
indépendant du nombre de Prandtl.

En convection thermosolutale, avec prise en compte de I'effet Soret, on montre [9] que pour une couche hori-
zontale chauffée par le bas, la premiére transition est stationnairelpsud, alors que pou¥ < 0, la premiére
bifurcation est une bifurcation de Hopf avec des rouleaux propagatifs selod oux < 0. Qu’en est-il lorsque
I'on superpose les effets dus a la convection mixte et a la convection naturelle thermosolutale ?

Pour¥ > 0, le constituant le plus lourd migre vers la paroi supérieure froide rendant plus instable la solution
d’équilibre (Rac < Ragc = 1707,76) alors que la présence de I'écoulement de base suivéant> 0) a un effet
stabilisant. La Fig. 1 montre que plus on augmente le facteur de sépa¥atipius I'écoulement de Poiseuille
est déstabilisé a Reynolds fixé. On montre également que pour fixé, le nombre de Rayleigh critiquac
augmente avec le nombre de Reynol¥s ce qui est en accord avec linterprétation physique précédente. On
remarque également que pour chagudonné, il existe un nombre de Reynolds au-dela duquel la thermodiffusion
n'a plus d’effet sur I'écoulement.

Pour¥ < 0, le constituant le plus lourd migre vers la paroi chaude (i.e. vers le bas), assurant ainsi une plus
grande stabilité a la solution de base ptmute valeur du nofire de Reynolds. Polre = 0, la solution de double
diffusion perd sa stabilité pown nombre de Rayleigh critiquBac > Ragc avec une fréquence angulaire de
propagation des rouleaukw;c. Nous présentons, Fig. 2, I'allure des rouleaux transversaux obtenus a partir de
simulations numériques juste a la naissance de la convection.

Pourw =0 etRe > 0, la solution de base perd sa stabilité pBag = Rap(Pr, Re) > Ragc et pour une fré-
quence angulaire de propagation des rouleaisx> 0.

La Fig. 3 montre que, pour un Reynolds donné, ovludonné(¥ < 0), plus on augmentg/|, ou Re, plus
on stabilise I'écoulement. PolRe <« 1, nous avons mis en évidencepour des facteurs de séparation négatifs, la
présence de deux branches de solutions distinctes a la naissance de la convection (Fig. 4). Ces solutions naissent
avec des fréquences de propagations des rouleauxsporréant a des pulsations positives ou négatives, ce qui
traduit le fait que les rouleaux transversaux 2D vont se propager soit dans le sens de I'écoulement moyen, soit en
sens inverse de I'écoulement moyen imposé par le gradient de pression externe.

Nous avons également montré que, pour de faibles nombres de Reynolds et des facteurs de séparation négatifs,
la fréquence de propagation des rouleaux trouvée a la naissance de la convection mixte thermosolutale, est égale a
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la somme de la fréquence de Hopf obtenue en convectionaliattmiermosolutale et la fréquence de propagation
des rouleaux transversaux obtenue en convection mixte thermique, soit (Tableau 1) :

oc(Re,¥) =wic(Re=0, ¥) + woc(Re, ¥ =0) (11)

4. Conclusion

L'étude de stabilité linéaire de I'écoulement de Poiseuille linéairement stratifié en température et concentration,
nous a permis de montréimnfluence du facteur de séparation sur leiséces d’apparition des rouleaux transver-



Tableau2
wc = f(Re, W) trouvée par I'analyse de stabilii@éaire et comparaison avec de 1 + wco

Table 2
wc = f(Re, ¥) found by the stability analysis and comparison wig; + wc2
Re v =0 v =-0,05 v =-05

w2 wé? ) wc1+oc2 wé‘ " wc1+ oc? wé? ) wc1+oc? wé? * wc1+oc2
0,00 0,00 —4,45 —4,45 4,45 4,45 —19,44 —-19,44 19,44 19,44
0,01 0,40 —4,03 —4,04 4,86 4,85 —19,02 —19,04 19,87 19,85
0,05 2,02 —-2,38 —-2,43 6,53 6,46 —-17,30 —-17,42 21,59 21,46
0,07 2,83 —-1,55 —1,62 7,37 7,27 —16,45 —16,62 22,46 22,27
0,10 4,04 -0,33 -0,41 8,63 8,48 —15,17 —15,41 23,75 23,48

wc1=wc(Re=0,¥) etwco = wc(Re, ¥ =0). wg‘) etwg‘*) pulsations des ondes allant respectivenoemtre et dans le sens de I'écoulement

(%)
C

moyen.wg‘ ) andwl™ wave pulsations going respectively in thpwards and downwards directions.

saux 2D. Nous nous sommes ensuite plus particulieremgmessés au cas des facteurs de séparation négatifs et
nous avons mis en évidenceRaet ¥ donnés, I'existence d’ondes progressives rapides, dans le sens de I'écoule-
ment moyen, ou plus lentes, dans le sens contraire allément moyen. D’autre part, nous avons montré, qu’'aux
faibles valeurs d&e et ¥, la pulsation critique obtenue a partir de I'analyse de stabilité linéaire est la somme de
deux pulsations critiques clairement identifiées autrement@i(¥, Re) = w1(Re=0,¥) + w2(Re, ¥ = 0) et
ceux pour les deux branches de solutions possibles.

Des simulations numériques 2D, effectuées a I'aide d’'un code spectral de type collocation, ont permis de re-
trouver avec une bonne précision les résultats de I'analyse de stabilité linéaire.
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