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Résumé

L’objet de cet article est de présenter quelques premiéres tentatives
de modélisation multiphysique basées sur ’analyse tensorielle des réseaux
pour réaliser des études amonts. Nous présentons le formalisme détaillé
pour considérer un systéme électro-thermo-mécanique. L’objectif est de se
doter d’une expression généralisée de la variété associée a un tel systéme.
Dans ’approche proposée, la température apparait comme un parameétre
au méme titre que le temps, ces parameétres permettent de déterminer
la courbure de l’espace lorsque les opérateurs qui s’appliquent aux flux
dépendent de la température. Nous pouvons noter que ce comportement
est tout & fait général au-dela de certaines limites en température. Cette
affirmation montre que les espaces physiques sont toujours courbes méme
dans le cadre de la mécanique classique.

1 Introduction

Nous allons présenter tout d’abord le formalisme qui intégre les trois phy-
siques que sont la mécanique, 1’électronique et la thermique. La thermique ap-
parait comme un élément central dans le couplage entre les physiques. Ensuite,
nous établissons le développement de Newton de ce systéme pour ensuite faire
apparaitre explicitement la métrique du probléme et ensuite les conditions de
courbures.

2 Notations

R résistance

0 température

R résistance thermique
k courant

D fonction de domaine
a coefficient thermique
¢ tenseur fondamental
e source d’énergie

m masse d’inertie



v vitesse
F tenseur des dissipations
F pertes mécaniques
S tenseur du mouvement angulaire
f forces sources
€ tenseur des translations
B tenseur du champ électromagnétique
L tenseur d’inertie électromagnétique
A matrice de changement d’axes
w, ) coordonnées de rotation
L inertie mécanique
T couple mécanique
O dissipations thermique par rotations
G métrique de la rotation
I' couple moteur
K moment d’inertie
1 flux d’induction mécanique

3 Démarche

Rappelons tout d’abord que la température () est un processus entropique.
Ainsi, contrairement & ’électromagnétisme classique, le champ généré n’est pas
issu de mouvements accélérés de particules libres ou d’ions mobiles, mais de
transitions électroniques. Si le processus est réversible unitairement, nous savons
qu’il ne l'est pas globalement. De fait, ’émission de chaleur, par exemple, est
issue d'un effet Joule Rk? ; en prenant en compte le fait que la résistance dépend
de la température. Il existe donc une relation du type R(0)k?. La température,
quant & elle, est déterminée & partir de cette valeur de résistance a un instant
donnée et de la puissance dissipée. Nous pouvons donc déduire une relation
entre R(0 = 0(t))k? et O(Rk?(t)). Pour ce faire nous appliquons un opérateur
au courant, celui-ci dépendant de la température e, = RJ, - 0,k’. Dans la
notation proposée, le point indique 'application de 'opérateur au paramétre
et aux variables. Pour cette loi, nous avons une matrice qui permet de faire
correspondre a la puissance donnée une température :

RooRS, - 0,kkD = 6,

Cette écriture permet de poser le probléme sans avoir une dépendance de la tem-
pérature avec elle-méme. Effectivement, dans ’équation en température, cette
derniére n’est plus un parameétre mais l'inconnue du probléme. De I’équation
tensorielle nous extrayons l’expression courante des puissances de dissipations
vers I’équation en température et par itération, on déduit la température & 1’ins-
tant suivant. Dans ce passage, le parameétre 6 est fixé et constant, ce que I'on
exprime en transformant la relation :
R, - 0,k" = Roe RS0, kK"

La technique que nous proposons, a la base de I’élaboration de I’équation multi-
physique et incluant la température, permet de respecter les variances des objets
tensoriels en couplant les équations avec celle matricielle de la thermique. Dans



FIGURE 1 — Phénoménologie

lopérateur de ’électromagnétisme, la température détermine des lois de résis-
tance (par exemple) en agissant sur des domaines. Une telle loi est de la forme :

6 4
R, = D1R + D (R + af)

Alors que R, est la résistance thermique du circuit. C’est cette démarche qui est
sous-entendue et appliquée & tous les opérateurs de dissipations et impédances
thermiques dans notre article.

4 Phénoménologie multiphysique

Thermique et électronique sont indissociables. Les modélisations électro-
niques supposent en général, sans le dire, que les conditions de température
sont fixées et invariantes dans le temps. En statique, nous pourrions dresser
un tableau avec les valeurs prises par le courant circulant dans une résistance
alimentée en fonction des valeurs du générateur source e et de la température
ambiante § variant dans une plage fixée. Ce tableau explorerait toutes les com-
binaisons de température et source pour y faire correspondre un résultat en
courant ou en valeur de résistance : en fait un produit Rk. Ces combinaisons
sont redonnées par le produit tensoriel du vecteur des sources e par le vecteur
des températures 6,,. Elles déclinent les produits e161,e105...eg0, etc. L’ana-
lyse de ’hypersurface décrite par les courants généralisés communs aux diffé-
rentes physiques sont les coordonnées curvilignes, les résistances électronique ou
composite (produit de la résistance électronique par une résistance thermique)
deviennent les composantes des vecteurs de base de ’espace tangent. Le dessin
figure 1 montre le processus et le croisement des flux en multiphysique. p est la
puissance Rkk.

La technique proposée consiste a séparer le produit de variables k6 issu du
produit tensoriel des espaces des diverses physiques en un produit d’une va-
riable d’un espace dont I’élément de temps est le plus rapide par un parameétre
dont la valeur est déterminée par une relation connexe portant sur ce seul para-
métre. Cette remarque met en avant tout l'intérét d’exploiter la différence des
constantes de temps dans les différentes physiques.



5 Formaliser I’équation tensorielle multiphysique

Entre 1’électronique et la thermique, les échanges sont basés sur les dissipa-
tions contrairement aux autres termes qui traduisent plutot les accumulations.
Nous pouvons alors séparer le tenseur fondamental d’un probléme quelconque ¢
en deux tenseurs, dont I'un R regroupe tous les termes résistifs (notons que cette
séparation est souvent automatique dans le cadre d’une seconde géométrisation
[1]) :

Cap = Cap + Rap (1)

Or en fonction d’un état thermique, les opérateurs ¢ et R peuvent évoluer.
La température 6 étant un scalaire, nous devons effectuer un produit tensoriel
entre I'espace naturel et ’espace dual : 8 ® k. Soit d’écrire, en restreignant 0 ® k
au produit 6l (nous verrons plus loin un ensemble regroupant plus de termes) :

ea = (35 Ook" + RS 5 - Ook°

(2)
0 = Roo R 5k kP

(notons que les points placés derriéres les tenseurs permettent de rappeler leurs
caractéres d’opérateurs qui s’appliquent aux objets membres de droite aprés le
point). Nous voulons ensuite coupler la mécanique a ce systéme. Nous formulons
Péquation tensorielle de la mécanique en translation sous la forme [2] :

d q
iy G+ PGy 00+ (55, €6) -0, [t = 1, 3)

Le terme S est le tenseur de mouvement angulaire alors que € est le tenseur
de translation. m est le tenseur d’inertie et F' le tenseur de dissipation. f est
la force source. La température engendrée par le mouvement mécanique est
intrinséquement décrite par le tenseur F'. Nous pouvons donc rajouter un terme
a I'équation thermique de la forme F! avec :

0 = Roo RO kK’ + FL Fov1 (4)

Inversement, les courants engendrent des forces électromagnétiques. Ce sont
les forces de Laplace appliquées aux branches considérées dans ’équation mé-
canique en translation, de la forme k[ B. Nous les écrivons Biﬁqkﬁxq. Soit de
compléter ’équation 3 par :

dv?
Mig— + Fy - 0,0 + (87, + €7,) - 6, /t dtv? — B,k /t dtvi = f;  (5)

Notre systéme devient alors :
ea = (G5 - 0ok" + Ry - 0,k°
0o = Roo RS gk kP + Fi Fout (6)
fi = mig % + Fg - 0,07 + (S, + €7,) - 0, [, dtv? — Biggk? [, div?

Nous devons encore ajouter ’équation de la mécanique des rotations et celle
associée, des couplages similaires a ceux opérant entre référentiels en rotation



dans une machine électrique. Nous voulons montrer ici le mécanisme d’établisse-
ment du systéme d’équations multiphysique. D’autres équations pourraient étre
prises en compte. Dans cet article, nous ne prétendons pas que notre écriture
est exhaustive du point de vue des équations considérées.

Le tenseur fondamental doit étre remplacé par I'expression [3] :

o o o \cC a)\g u
Caﬁ — Cozﬁ + L:C'onz aqu (7)

Le systéme est de nouveau complété pour obtenir :

o v
o =[G + LI T2 0] - 0547 + R - 0,87
0o = RooREskKP + Fi, Fov (8)

fi =mig B + FS - 0,07 + (S, + €7,) - 0, [, dtv? — Biggh? [, dtv?

L’équation aux couples est donnée par [2] :

d

T = aLb + Op, - 050! + Gy /dtvq (9)
t

Nous la complétons par le couple moteur engendré par le champ [3] o p traduit

le frottement mécanique :

4

'y = Ky
b bu'

QY+ pp, - 00" — Y kY (10)

1 est le flux d’induction dans la machine.
Finalement :

6 Y
ea = [CTs + Lo g0t - Q4] - 0K + RS0,k
fi =mig B + FS - 0,01 + (S5, + €7,) - 0, [, dtv? — Biggh® [, dtve )

Ty = %Lb + @l()fq 0,07 + Ghq ft dtvd — Kbu%Qu — Pou2 4 Yk

0o = Roo R gkk? + Fi Fui + Qb p7, Q" + OF 07 v

oo’ iq

en acceptant la notation a-b-c=a - (bc).
Réordonnons les termes et généralisons :

— o o 0 B Lo ca)‘g 0._Qu B
o = [+ a0k + L2055 0,0k

fi=(mG & + FZ + (5, +€7,) [, dt) - 0,07 — Biggk? [, dtv?

iq dt 1q

To — %Lb = Vpuk® + ( ltvjq JrG‘gqftdt) v — (Kl?u% - pgu) 0,82

0o = RooR3gkk? + Fl, Fovl + Qb p7, Q% + 04 67 vl
(12)



6 Solutions

En partant de la forme 12 : nous voulons résoudre un systéme non linéaire
faisant apparaitre certains éléments du produit tensoriel des espaces naturels
comme QMEP. kPz9, k®kP. Rappelons que la température absolue ou relative 6
est un parameétre.

Nous définissons le vecteur des flux : s = [ kP ovr Qu }, et le covecteur
des excitations : v; = [ ea fi T } L’objet 6, est un paramétre défini par
une tierce équation couplant toutes les physiques. Nous 'appelerons équation
scalaire thermodynamique. Nous pouvons voir §, comme un paramétre généra-
lisé comme le temps, intrinséquement compris dans les fonctions d’excitations.
L’hypersurface v; = (;;s' évolue donc en fonction du couple de paramétres
(t,65).

Ce caractére de paramétre apparait clairement lorsque nous nous intéressons
a I'hypersurface ¢ définie par le systéme :

0= [C5+ RZs] - 0h7 + £2, 00 50 - 0,00K° — 4
0= (mg, 4 +Fg+ (S5, +¢€,) [,dt) - 0,01 — Biggk? [, dtv? — f;

0 = ¢puk" + ( z;'q +Ggq‘f;5dt) 050 — (Kgu$ _pgu) 0,00 — (Tb B %Lb)

0 = Roo RS gk kP + Fi, Fut + Qb p7, 0" + 05,07 vi — b,
(13)
Le systéme s’écrit maintenant de fagon trés compacte ¢, (sﬁ ) = 0. Il possede
un jacobien :
0pa
0sP
Le systéme peut alors étre réécrit par un développement de Newton sous la
forme :

Jop = (14)

Jagésﬂ = —q (sﬁ) (15)
Multiplions les deux membres par la transposée du jacobien Q' :
Q0 Japds’ = —Q%pq (s”) (16)
mais comme [4] Q5 Jop = Gy, alors :
Gpds” = ~Qpn () (17
En notant T;) = Q) ¢a (55 ), nous retrouvons une forme einsteinienne :
T, = —G,p0s” (18)

Le vecteur curviligne s est projeté localement sur la base des scalaires vy qui
influent sur la courbure de I'espace et le glissement de l’espace cartésien local
sur 'hypersurface curviligne. Chaque colonne du jacobien bg = Ji4)p est un
des vecteurs de base de l’espace local. La courbure est alors définie par leurs
variations pour les paramétres (¢, 6, ) pour chaque direction curviligne de s.



7 Conditions de courbure

Commengons par exprimer le jacobien J (nous simplifions en écrivant O C

Tap =
o o po o se 2% u o se 2B u
[caﬁ+Ra5}-ea+Lm>\d8wu L 0,0 0 LI NG ok 0ok
: L oNo
Bigg Jy dtvd (migd + Fig + (Siq + ciq) J dt)7 - 00 — BiggkPt 0
B i b
2RUURZBIJ FioFf Qo rly

(19)

Les trois directions de la base locale sont définies par 1'égalité J,z = [ b: by bg }
La courbure s’exprime en étudiant les produits scalaires entre les vecteurs
de base b; et leurs dérivées en fonction des mémes directions curvilignes. Si ces
composantes sont non nulles, cela signifie que les vecteurs changent en fonction
du lieu de ’espace local. L’angle qu’ils forment avec la base est a I'image de la
courbure de I'espace curviligne. Le ccefficient de Christoffel I'y . est défini par :

Fab,c = <aba bc> (20)

osb’

Comme nous avons une métrique G de dimension 3, il y a 27 coefficients de
Christoffel possibles. A regarder le jacobien équation (19), nous voyons que peu
de ces termes sont nuls. Calculons ces coefficients. Nous notons les vecteurs de
base by, by, bg — s, s, 5. Cette notation a pour but d’aider a I’établisse-
ment des ceefficients en restant sous une forme généralisée. Nous devrions noter
par exemple I'y, o @ I'12 3. Mais les indices devraient tourner pour autant de
dimensions que chaque physique en décrit. Effectivement le vecteur s est décrit
de facon abstraite par le trio (k“, vb, Qc). De fait sa dimension concréte est
inconnue. Elles dépendent des dimensions de I'espace électronique et de ’espace
mécanique.

Nous présentons équation (21) les expressions de ces coefficients. Nous dis-
tinguons trois types de coefficients :

1. des termes dissipatifs ;
2. des termes issus de la force de Laplace;
3. des termes provenant de la "force de Coriolis" magnétique.

Nous savons que les référentiels en mouvement relatif de rotation engendrent
des ceefficients de Christoffel non nuls. Par contre il est intéressant de voir que les
dissipations électromagnétiques ou mécaniques engendrent aussi ces coefficients.
Une autre fagon d’exprimer ce constat est de dire que les dissipations mécanique
ou électromagnétique engendrent un systéme forcément non linéaire. Et ¢a, nous
le savions sans y préter plus d’attention. Lorsqu’un composant électronique
ou une piéce mécanique chauffe, ses propriétés respectivement électronique ou
mécanique changent. Ce qui signifie que 'opérateur associé a ces éléments évolue
aussi en fonction de la température. La non linéarité en multiphysique semble
donc étre un comportement intrinséque.



8 Analyse

Nous pouvons interpréter les coefficients de Christoffel vis a vis de 'accé-
lération. Par rapport aux coordonnées curvilignes s®, les vecteurs de base b,
donnent les directions de 'espace local tangent aux coordonnées curvilignes. Si
par exemple nous avons une loi unique e = Rk, la coordonnée curviligne s = k
engendre un vecteur de base by = R = 9s/0k. Nous donnons ici les quatre
premiers coefficients (nous reportons en annexe les autres ccefficients).

Ti11 = Dre = (92, br) = 2Roo R gk K

Tiig = Tirw = (226, by) = FL Fok°

oo’tiq

Iiig=Tgro= <%7bﬂ> = 2R o0 RS5Q0 07,

Tio1 =Thor = <%7bk> = (Bipg)t [, dtv*

N’importe quel vecteur de ’espace correspondant se décline comme un dé-
veloppement sur les vecteurs de base de composantes sous la forme V = b, k".
Nous pouvons alors "lire" la composante V gréice a une métrique choisie de. La
mesure s’effectue par la réalisation du produit scalaire qui conduit & I’évaluation
de la grandeur :

e= /de -V =ey - (byk") = Guuk" (22)

Parmi les nombreux choix possibles pour la base e, I'un s’impose grace a ’ap-
proche géométrique : la base qui engendre une action. Dés lors, un choix s’impose
de lui-méme qui est de prendre pour base duale les vecteurs duaux de la base
locale, & savoir : e, = 0. b,. Alors

d= /ey (buk") = \/Guukvkv (23)

La distance est I’énergie potentielle normalisée.

Maintenant ’espace curviligne est ’espace plat lorsque, quelles que soient les
amplitudes de k* et k“, G reste invariant. Par contre si G dépend des valeurs
des coordonnées curvilignes, ’énergie potentielle varie avec le lieux ou nous
I’évaluons. C’est typiquement le cas de la gravitation. Tant que la vitesse est
assez faible, la gravitation ne dépend pas de cette vitesse. Si par contre la vitesse
devient trés rapide, la situation change et la "distance" va dépendre du chemin
choisi. Ou autrement dit, la somme des potentiels sur un parcours fermé n’est
plus nulle : elle dépend de la courbure de l'espace local. Il faut alors évaluer
le coefficient directeur de la pente local pour déterminer l'incrément local de
potentiel en faisant quelque chose de la forme :

_ i b a __ 0 b 0 b a
e = ol (Gabk )k = {(6kcGab> k> + Gabakck }k (24)

La démarche est la méme que si nous avions une fonction f = ax et nous
étudions df /dx = a pour reconstruire f = df /dxx.

Le premier terme est nul si la métrique G ne dépend pas de k. Sinon ce terme
vient s’ajouter au potentiel "plat" Gpk®. Dans le cas de la droite nous aurions



un terme non nul da/dz qui ajouterai xda/dx x a 'équation f = az :
d / / 2
f= d—a(w)x—l—a x =zd (z)x 4+ ax = axr + o' (z)x
x

Cet ajout provoque la courbure de la droite par adjonction d’un terme carré.
Dans notre cas I'ajout est de la forme :

— @=T a 2
(%C Gab> L W (25)

Les coefficients de Christoffel permettent donc d’évaluer 1’écart & la linéarité.

En multiphysique, les écarts au comportement linéaire proviennent donc soit
des forces de Laplace, soit de pertes. Dans le cas des pertes cela semble évident.
Comme les pertes engendrent elles-mémes des comportements non linéaires des
piéces mécaniques ou des composants électroniques, les trajectoires curvilignes
des courants ou des déplacements s’en trouvent forcément impactés. Dans le cas
des forces de Laplace, cet effet provient de deux phénomeénes fondamentaux :

1. le comportement magnétique des matériaux est non linéaire ;

2. le champ magnétique courbe les trajectoires des particules.

9 Application a I’électronique

Pour un élément de conducteur de longueur z, section s et conductivité

thermique k nous avons :
lzx

ks
Le coefficient k s’exprime en Watts par degré Celsius par métre. La résistance
thermique R,, est en Watts par degré Celsius. Nous avons quelques ordres de
grandeurs :

Raa = (26)

Matériau | Cu Al Fe ‘ Amiante Mica  Air

k |387 200 65| 019 036 0,023

Pratiquons un peu les mécanismes théoriques présentés dans le cas d’un simple
transistor en analysant la montée en température de la jonction sous certaines
conditions d’utilisation électronique.

Considérons le probléme suivant : un transistor MOS dissipe une puissance
de 10 W. Il est monté sans radiateur et utilis¢é dans une environnement chaud
a 70 degrés Celsius. Nous voulons calculer la température de jonction.

La température de jonction (7;) est égale a la somme de la température
ambiante (offsett : T4) complétée de la fuite de température entre le boitier
du transistor et le radiateur (résistance thermique R), puis de la résistance
thermique Q entre le radiateur et I’air ambiant. Nous pouvons écrire :

Tj=Ta+ P(R+ Q) (27)

P est la puissance électrique dissipée dans le transistor. Si k est le courant dans
le transistor, nous avons :
P = R,k k® (28)
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FIGURE 2 — Expérience
Sous écriture généralisée nous avons donc :
0; = Rjj Ry kK" + Qj; Ry kK" (29)

avec 0; = T; —T4. Application numérique : Pour R = 2 et Q@ = 35 nous trouvons
T; = 440 °C. Cette température est trop élevée, une solution doit étre trouvée
pour mieux dissiper I’énergie thermique véhiculée par la jonction du transistor.

10 Seconde application

Nous avons réalisé une expérience regroupant un électro-aimant attirant une
tige d’acier centrée, elle-méme supportant une petite balance avec un poids. Le
courant de 1’électro-aimant est apporté par une alimentation via un MOSFET
piloté par un arduino. Nous présentons une photographie de I’expérience figure
2 et le schéma de principe figure 3.

Partant de cette description physique de ’expérience, nous allons en déduire
dans un premier temps les schémas dans chacune des physiques électronique,
mécanique et thermique.

10.1 Shéma électronique

Le schéma est présenté figure 4. On y reconnait sur la gauche le circuit de
commande de I’arduino sur le MOSFET. Le condensateur grille - source Cy, est
piloté par la sortie 9 de I’arduino de schéma équivalent avec un générateur £ 4 et
une impédance propre R, de 1 k). L’inductance du circuit d’entrée L, de 'ordre
de 10 nH correspond & I'inductance du céblage entre ’arduino et le MOSFET
TRF520. Le second circuit est constitué de 'inductance de 1’électro-aimant L de
100 mH en paralléle avec une diode anti-retour d’opérateur D dépendant de la
tension développée aux bornes de la jonction drain - source du MOSFET et de

10



FIGURE 3 — Photo de 'expérience
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FIGURE 4 — graphe électrique

la valeur fixe d’alimentation. Cette jonction est d’impédance d de la forme :

(1 + ﬁej)

d=
gVys

(30)

avec
1

(Rg+ Lgp)Cysp+1

Vgs = Ey

En paralléle de 'alimentation d’impédance propre R, nous avons un conden-
sateur de filtrage C,. Les deux branches en paralléle de 'alimentation et du
condensateur de filtrage peuvent étre remplacées par une seule en utilisant le
théoréme de Thévenin. La tension source devient :

1

Ua = R,Cop + 1

Va (31)

11



L’impédance étant :
R,

_ 2
R,Cop+1 (32)

Zo =
(p est Vopérateur de Laplace).

L’opérateur de domaine associé & la diode que 'on peut supposer parfaite,
rend la diode passante si la tension & ses bornes est négative (donc la tension
développée aux bornes de I’électro-aimant) :

D=1+ o.5e—1°3<VAd—0~6>} B (33)

avec Vag = Uq—d-k?, et k? le courant de la seconde maille faite des impédances
L, z,,d. Finalement 'opérateur fondamental du probléme électrique est donné
par :

[ R, + Gyt Lop 0 0 |
. —1
0 Lp Lp+ ([1 + 0.567103<VAH>.6)} ) 10° 41077

(34)
La source étant T' = [ Ey Uy O ] . Le probléme électrique est posé par I’équa-
tion

Ty = Cack® (35)

10.2 Schéma mécanique

Le schéma mécanique est assez simple. La for ce engendrée par 1'électro-
aimant est donnée par :

1 N?
fB = 555 1o (k* + k%) (36)

S est la section du solénoide, N le nombre de tour de fil sur I’électro-aimant. La
force de frottement du centreur est de la forme fy = —awv. Enfin le poids dans
la balance plus la balance elle-méme engendre une force de gravité fo = mGp.
Soit finalement :
dv
fB+fr—fa= Sl—Quo(kQ—i-kB) —av—mGo—mE (37)
ou :

mG S—,u Kk + S—u k3 — (a4 mp)v (38)

10.3 Schéma thermique

0; est la température de jonction et 64 la température ambiante. d étant
I'impédance de commutation du MOSFET, nous avons :

0; — 04 = R;pdk’k* + Rpadk®k? (39)
R;p est la résistance thermique entre la jonction et le boitier du MOS et Rpa

la résistance thermique entre le boitier du MOS et ’ambiant.
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10.4 Systéme multiphysique couplé

Nous obtenons finalement en choisissant les variables naturels et duales adé-
quatement :

Ej = (Rg + ok + Lgp) !
Uy = <7(1;‘Zi-7) +Lp+ zo> k* + Lpk®
(40)

-1
0 = Lpk? + [Lp + ([1 + 0,510 (Vaa=0.0) ) 10° + 10—3] k3

mGo = %Sy—;uok%z + %S%zuok?’k?’ — (a+mp)v

—04 = R, pdk*k? + Rpadk?k? — 6;

Le vecteur naturel est : @ = [ k' k* k* v 6; |. Le covecteur est : T =
[ Ex Us 0 mGy —0a ] et ¢ le tenseur fondamental. Nous en déduisons
la base :

by

(7(1;‘22") +Lp+ zo)
by =  2lpk?
S];[—;uok2
2 (RJ‘B + RBA) dk?
0
Lp

—1
bs = [Lp + ([1 + 0.56—103(VAd—0,6)] ) 105 + 10_3}

2
S%,Ltokg

et enfin :
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D’ou finalement ’équation du probléme avec Jo, = [ba],, ['S = [JM]T et
JTJ =G :

Goaldz® =T (Ty — Cav®) (41)

11 Temps thermique

Considérons le cas trés simple d’une résistance alimentée. Le systéme d’équa-
tion suivant la théorie présentée précédemment, s’écrit :

u=R(1+ab)k
(42)
0 = oRkk

o est ici la résistance thermique, R la résistance électrique, k le courant, u la
source d’énergie, 6 la température et « le coefficient thermique. Le probléme
étant multiphysique, il peut étre projeté dans un espace naturel résultant du
produit tensoriel des vecteurs de base. Ce produit engendre de nouvelles obser-
vables, ici {k, 0,k%, 02, k@}. Dans la mesure o la variable 62 n’est pas utilisée,
nous pouvons nous limiter & un espace a 4 dimensions regroupant {k, 0, k2, k@}.
Le systéme d’équations précédent peut alors s’écrire :

u = Rk + 00 + 0k* + Ra(k6)
(43)
0 =0k — 0 + o Rk* + 0(k6)

Nous pouvons chercher le jacobien J de ce systéme pour le vecteur x = [ kE 6 k> ko ] :
R 0 0 Ra
J = (44)
0 -1 oR O

Nous en déduisons la métrique G = JT.J :

R? 0 0 R%a
0 1 —oR 0
0 —oR 0%R? 0

R« 0 0 R?a?

Nous obtenons les sources en calculant T = [ 0]J : T=[ Ru 0 0 Rau |.
L’équation du probléme est alors donnée par T, = Ggz’. Cette équation ten-
sorielle redonne bien sar le systéme (43).

Cet exemple montre que la température intervient en variable primaire, mais
aussi dans un produit de variables. Le temps est un paramétre qui régle le rythme
de variations de toutes les variables, soit ici le courant est la température, leurs
carrés et leur produit. Les variables issues du produit tensoriel ne sont pas
indépendantes, mais peu importe. Le formalisme permet d’établir I’équation du
probléme et de faire apparaitre des propriété intrinséques ou des couplages.
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12 Annexe

Ti22 =Thow = (22, b,) = Biggt oo

Ti23 = Dhoo = (225, bo) =

Tis1 = Thax = (526, bi) = LI A 552 M)00J11
(52

szy >:

T35 =Tro0 = (52, bg) = (ﬁ“ X 52 N)0 ) kv

lizo=Trow =

a Jwv

—(Bigq) tftdtvq

(5
1_\21,2 = vk v < % bv> = Bz,@thQQ
(

To11 = Dorr = (52¢,by)

o)

b,
To13 = Lok = (52,ba) =

Q!

Iao1 =Tyor = <g%,bk> =0

F22,2 = Fvv o= glz:j,b > 0

Taz3 =Ty = (22, bg) =0
Tas1 = Tuar = (52 ,by) =0 (46)

F23,2 = F’UQ,’U = <%abv> =0

Pozs3 =Tvoa= <3gmbﬂ> 0

Q bk> L:o’ ¢ 1%} 0 )QQu

ey o Qw

Isi1=Takk <8

Isi2=Tqkv = <%ts’2,bv> =0
P13 = Tara = (328, ba) = (L2,A8 552 A}05 )k

T30 =Tauk = (222,by) =0

F32,2 = FQv,v = <%2?7bv> =0

I'ss3 =Tqp0=

Isz1 =Taor =

Iszo=Tqq. =

I'ss3 =Tqn0 =
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