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Avant-propos

«... I prefer concrete things and | don't like to learn more about abstract stuff
than | absolutely have to. . ..». Marc Kac (1914 — 1984), in Enigmas of Chance :
An Autobiography (1985, chapitre 5 page 112).

Ce recueil est une collection accumulée au fil du temps que nous souhai-
tons partager avec plaisir et enthousiasme. Il a été concu pour étre consulté
ponctuellement, au hasard, en feuilletant les pages, en consultant la table des
matieres ou 'index. Ce type de document nous semble utile dans un univers
scientifique hyperspécialisé laissant peu de place a I'ouverture et a ’éclectisme.

Le premier public visé est celui des enseignants-chercheurs en probabili-
tés, débutants ou confirmés. Ce recueil a pour but de les aider a enrichir leur
culture probabiliste en excitant leur curiosité. Nous espérons qu’il les inspi-
rera pour la conception de leur enseignement de master ou ’encadrement de
stages d’ouverture a la recherche. De nombreux chapitres peuvent également
bénéficier directement a des étudiants de master ou préparant ’agrégation.

Le parti pris de cet ouvrage est de polariser la rédaction par les modeéles
plutdt que par les outils, et de consacrer chaque chapitre a un modele. Bien que
parfois reliés, les chapitres sont essentiellement autonomes. Ils ne contiennent
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pas ou peu de rappels de cours. Nous fournissons toutefois en fin d’ouvrage,
juste avant la bibliographie, une liste de références conseillées concernant les
théoremes limites, les martingales a temps discret, les chaines de Markov
a espace d’états au plus dénombrable, et les bases du calcul stochastique.
En téte de chaque chapitre sont proposées des listes de mots-clés et d’outils
utilisés, ainsi qu’une indication du degré de difficulté (de une & trois étoiles).
L’introduction et surtout la section «Pour aller plus loin» de chaque chapitre
ont pour but de mettre en perspective le théme abordé et de proposer des
références bibliographiques.

Ce recueil ne prétend pas constituer une référence sur des modeles proba-
bilistes en biologie, informatique, ingénierie, ou physique, et prétend encore
moins fournir des solutions pour les praticiens de ces domaines d’applica-
tion. Les modeles considérés dans ce recueil ne sont souvent qu’inspirés des
applications, et le traitement ne concerne en général que des versions consi-
dérablement simplifiées. Cela est déja beaucoup !

Ce recueil puise sa source dans les cours de Master de mathématiques
appliquées et de préparation a 1’épreuve de modélisation de l'agrégation de
mathématiques, que nous avons dispensés aux étudiants des universités de
Toulouse, Rennes, Marne-la-Vallée, Paris-Dauphine, et Tours. La qualité du
texte, aussi bien sur le fond que sur la forme, doit beaucoup a nos tous pre-
miers lecteurs, petits et grands. Grand merci, donc, & nos anciens étudiants!
Grand merci également a Arnaud Guyader et a Bernard Bercu pour leur relec-
ture substantielle. Grand merci aussi a Jiirgen Angst, Amine Asselah, Jean-
Baptiste Bardet, Charles Bordenave, Raphaél Butez, Marie-Line Chabanol,
Bertrand Cloez, Yan Doumerc, Olivier Durieu, Lucas Gerin, Hélene Guérin,
Bénédicte Haas, Igor Kortchemski, Jamal Najim, Julien Poisat, Justin Salez,
Pierre Tarres, Marie-Noémie Thai, Frédérique Watbled, et Pierre-André Zitt
pour leur aide. Ce recueil a également bénéficié des relectures attentives et
constructives de plusieurs rapporteurs anonymes. Nous sommes enfin recon-
naissants a Sylvie Méléard de nous avoir incités a transformer un polycopié en
un livre, puis d’avoir mené un solide travail éditorial. Malgré tout, et comme
toute ceuvre humaine, ce recueil reste limité et imparfait. Un erratum sera dis-
ponible sur Internet, ainsi que les programmes ayant fourni les illustrations.

Bonne lecture!

Djalil Chafai et Florent Malrieu
Vincennes et Saint-Avertin, automne 2015
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Toutes les variables aléatoires de ce recueil sont définies sur cet espace.
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Pile, face, coupons

Mots-clés. Combinatoire ; loi discrete ; distance en variation totale; loi
des petits nombres ; convergence abrupte ; loi de Gumbel.

Outils. Loi des grands nombres; théoreme limite central; inégalité de
Markov.

Difficulté. *

Ce chapitre est consacré au jeu de pile ou face et au probleme du collec-
tionneur de coupons, deux objets probabilistes importants qu’il est bon de
connaitre et savoir reconnaitre. Ce chapitre contient également une étude de
la distance en variation totale pour les mesures de probabilité discretes.

1.1 Jeu de pile ou face

Le jeu de pile ou face consiste en des lancers successifs d’une piece de
monnaie qui donnent & chaque fois soit pile (succes, codé 1) soit face (échec,
codé 0). On modélise cela par une suite (X, ),>1 de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées de loi de Bernoulli Ber(p) :

P(X,=1)=1-P(X,,=0)=pecl0,1].
Le nombre de succes dans les n premiers lancers

est une variable aléatoire & valeurs dans {0, 1,...,n} qui suit la loi binomiale
Bin(n,p) de taille n et de parameétre p, donnée pour tout k =0,1,...,n par

P(S, =k) = (Z)p’“(l —p)"h = k,(n!k)!p’“(l -p)" k.

\n—
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La moyenne et la variance de S, sont donnés par
E(S,) =np et Var(S,) =np(l —p).

Le temps T' du premier succes, qui est aussi le nombre de lancers pour obtenir
un premier succes, est donné par

T:=inf{n>1:X, =1}
Sip >0, T suit la loi géométrique Geo(p) sur IN* de parameétre p donnée par
P(T=k)=(1—-pFtp, kelN*

OnaT=oc0sip=0et P(T <o0)=1sinon. De plus

1 1-
B(T) = et Var(T) = p2p.

Le nombre d’échecs avant le premier succes
T =inf{n>0: X,;1=1}=T-1
suit la loi géométrique Geon(p) sur IN et de parameétre p donnée par
P(T'=k)=P(T—-1=k)=(1-p)fp, ke,
et on a

1-—p

B(T') = B(T) ~ 1= =% et Var(T") = Vax(T) = 1=p

p2

Pour tout r € IN*, le nombre de lancers T, nécessaires pour obtenir r succes
est défini par récurrence par

Th:=T e Tp1:=inf{n>T,:X, =1}

Les variables aléatoires 17,15 — 11,13 — T, ... sont indépendantes et identi-
quement distribuées de loi géométrique Geo(p). La variable aléatoire T, suit
la loi de Pascal ou loi binomiale-négative Geo(p)*”. On a pour tout k > r,

P(T.=k)= > (1-p"lp-(1=prp=0-p"p <Ij - i)

et
r
E(T,) =rE(T)=- et Var(T,)=rVar(T)=r
p p
Le processus de Bernoulli (Sp)n>0 a des trajectoires constantes par mor-
ceaux, avec des sauts d’amplitude +1, et les temps de saut sont donnés par

(Tr)r>1 (temps inter-sauts i.i.d. géométriques). Il constitue le processus de

1-p
—.
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comptage de tops espacés par des durées indépendantes de méme loi géomé-
trique, analogue discret du processus de Poisson. Comme S, est une somme
de variables indépendantes, (Sy,)n>0 est une chaine de Markov sur IN de noyau
P(z,y) = ply—zt1 + (1 —p)Ly—y, et (S, — np)n>0 est une martingale.

Par la loi des grands nombres (LGN) et le théoréme limite central (TLC)

Sn Py et _Vn (STL—p) £>N(0,1).

Cela permet notamment de construire un intervalle de confiance asymptotique
pour p appelé intervalle de Wald, qui est cependant peu précis.

Remarque 1.1 (Intervalle de Clopper-Pearson). Il est également possible de
confectionner des intervalles de confiance pour p mon asymptotiques, comme
celui de Clopper-Pearson par exemple, basé sur la correspondance Beta-
binomiale. Soit Uy,...,U, des v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. No-
tons Uqpy < -++ < U,y leur réordonnement croissant. Alors pour tout
k=1,...,nlav.a.r. Uyy suit la loi Beta(k,n —k + 1) sur [0,1] de densité

tk71(1 _ t)nfk
Beta(k,n — k + 1)

1
tel0,1] — , ot Beta(a,b) ::/ 57711 — 5)P7 1 ds,
0
et
P(Sh 2 k) = P(Liv,<py + - + Lu,<py 2 k) = P(Ukn) < p)-

On déduit de cette identité une expression exacte de la probabilité que S,
appartienne a un intervalle donné. Notons que comme S, est discréte, ses
quantiles sont aussi discrets, ce qui empéche de fabriquer un intervalle exact
de niveau o € [0,1] arbitraire, et suggére de procéder d un lissage.

Remarque 1.2 (Motifs répétés et lois du zéro-un). Lorsque 0 < p < 1, le
lemme de Borel-Cantelli (cas indépendant) entraine que toute suite finie de 0
et de 1 apparait presque surement une infinité de fois dans la suite X1, Xo, ...
L’indépendance est capitale. Un singe éternel tapant sur un clavier finira tou-
jours par écrire les ceuvres complétes de William Shakespeare! Alternative-
ment, on peut déduire ce résultat de la nature géométrique du temps d’appari-
tion du premier succés dans un jeu de pile ou face obtenu en découpant le jeu
de pile ou face en blocs successifs de méme longueur que la chaine recherchée.

Remarque 1.3 (Jeu de pile ou face et loi uniforme sur [0,1]). Si U est une
variable aléatoire sur [0,1] et si U = > "7 | b,27™ est son écriture en base 2,
alors U suit la loi uniforme sur [0,1] si et seulement si les bits (by),,~, de son
écriture en base 2 sont des v.a.r. i.i.d. de Bernoulli de paramétre 1/2.

Remarque 1.4 (Algorithme de débiaisage de von Neumann). Soit (X»),,,
une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de paramétre
0 < p <1 inconnu. On fabrique la suite (Yn)n>1 de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi sur {0,1,2} comme suit
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X1 Xo X3Xy---
—— ——
Yy Y

en posant Yy, = 0 si (Xopn—1,X2,) = (0,1), Y, =1 si (Xan_1, Xon) = (1,0), et
Y,, = 2 sinon. La suite (Zn)n>1 obtenue a partir de (Yn)n>1 en effacant les 2
est constituée de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parameétre
1/2. La production de chaque terme de la suite (Zy),,, nécessite un nombre
aléatoire géométrique de termes de la suite (Xy),,~,-

1.2 Approximation binomiale-gaussienne

Soit (X,),5; des v.ar. iid. de moyenne m et variance 0 < o < oo, et
S, = X1+ -+ X,,. Le théoréme limite central indique que pour tout ¢t € R,

lim IP(Snnm < t> = / Lef72 dz.
n—00 Vno o V2T

Le théoreme limite central de Berry-Esseen raffine ce résultat asymptotique en
fournissant une borne quantitative uniforme : si X, Xo, ... sont de Bernoulli
de parameétre p €]0,1[, on a m := E(X1) = p, 0% := E((X —m)?) = p(1 — p),
7%= E(|X1 —mf*) = p(1 - p)(1 - 2p(1 — p)), et

2
JR
t 2

]P(Sn < \/W—p)t—knp) —/ e\/%dx

— 00

sup
teR

73 B 1—-2p(1—p)

S Ve T ol o

Cette approximation de la loi binomiale par la loi gaussienne est d’autant
meilleure que (1 — 2p(1 — p))/+/np(1 — p) est petit. A n fixé, cette borne est
minimale pour p = 1/2 mais explose quand p se rapproche de 0 ou de 1. Pour
ces régimes extrémes, il est plus approprié d’utiliser une approximation par
la loi de Poisson, abordée dans la section 1.4.

Lorsque X1, X, ... sont des variables de Bernoulli de parametre p €0, 1],
le TLC suggere d’approcher la loi binomiale Bin(n,p) de S,, par la loi gaus-
sienne N (nm,no?) lorsque n est grand. Le théoréme limite central de de
Moivre et Laplace précise que pour tous —oo < a < b < +00,

(kfnp)2 )
exp (—ni_
lim vn sup |P(S,=k)— i) | 0
n—00 " per (a,b) 2mnp(1 —p)

ou

np(l—p

I,(a,b) = {O<k’<n: k:—np) € [a,b]},
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Lois binomiales

L A
02 4 [
L : ------ Bin(42,0.1) [ ]
- — Bin(42,0.5) P 1
L --- Bin(42,09) | i ]
0.15 .
= I o]
x 0.1Ff P
T i AR
0.05 - ; Lo-
0 - -

T T N R N S N TR S S N TR TR SR N

0 10 20 30 40

n

Fig. 1.1. Lois binomiales de méme taille, pour trois valeurs du second parameétre,
illustrant la pertinence de 'approximation de la loi binomiale par une loi gaussienne
et par une loi de Poisson selon les cas.

qui redonne le TLC par intégration :
S, — 1[0 .
lim P| 22" [a,b] | = —/ e 2 dx.
n—oo np(l —p) V21 Ja

1.3 Distance en variation totale

Dans toute cette section, E est un ensemble au plus dénombrable muni de
la topologie et de la tribu discrétes P(E). L’ensemble des lois sur F est un
espace métrique complet pour la distance en variation totale

dvr (p,v) = sup u(A) —v(A)].
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Notons que dyt (@, v) = ||pt — v||yp ot |[n]lyr = supcg [n(A)| pour toute
mesure signée 7 de masse finie sur E. On a 0 < dyr (i, v) < 1 car le diametre
de [0,1] est 1. De plus dyr (u,v) = 1 si p et v ont des supports disjoints.

Théoréme 1.5 (Autres expressions). Si u et v sont des lois sur E alors?

[ran- [rav

De plus, le supremum dans la définition de dy (-, ) est atteint pour 'ensemble

1
dyt (u,v) ==  sup
2 p B

=2 lu(a) — w(a)].

el

A= {o € B pla) > v(a)},
et il est atteint dans Uexpression variationnelle fonctionnelle de dyr (-, ) pour
f - ]lA* - ]lAi .

Démonstration. La seconde égalité provient de 'inégalité

‘/fdu—/fdv

qui est saturée pour f =14, — 1 4. Pour la premiére égalité, on écrit

< I @llue) = v(@)] < sup | /()] > lule) —v(z)

rel relE

) =) = | [~ [ saar

ou f =14 — 14, ce qui donne

= 5 3 lnlw) — (o)

z€E

1
A v <G \ [rau- [san

qui est saturée pour A = A, car, par définition de A,,
20u(A.) — V(AL = (AL — V(AL) + p(AS) — p(A2)
= |u@) —v(@)|+ Y |u(x) - v(x).

zEA, TEAS
O

Théoréme 1.6 (Convergence en loi). Si(X,),, sont des variables aléatoires
sur E et si p, désigne la loi de X,,, alors pour toute loi p sur E, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. limy, oo [ fdpyn = [ fdu pour toute fonction bornée f : E — R ;
2. limy o0 pin(z) = p(z) pour tout x € E;

L. En particulier on a 2||-[|yr = ||l 1 g)-
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3. limy, o0 dvT (llfnv N’) =0.
Lorsqu’elles ont lieu on dit que (X,,) converge en loi vers u quand n — oo.

Toute fonction £ — R est continue pour la topologie discrete sur E.
Démonstration. Pour déduire 1. de 3. il suffit d’utiliser I’expression varia-

tionnelle fonctionnelle de dyr (+,). Pour déduire 2. de 1. on peut prendre
f = 1y,y. Pour déduire 3. de 2. on observe que pour tout A C E,

D (@) = u(@)| = Y pnl@) = p@) + D lual@) — plz)].

zel r€A reA°

Gréce & 2., si A est fini, alors pour tout € > 0, il existe un entier N = N (A, ¢)
tel que le premier terme du membre de droite est majoré par € pour tout
n > N. Le second terme du membre de droite peut se controler comme suit :

D7 (@) = p@)] < > pal@) + Y pla).

rEAC TEAC TEAC

Puisqu’on a

D (@) = (@) =Y pal@) + Y (),

TEAC TEA T€A TEAC

on obtient

> pn(@) = @) <Y (@) — pl@) +2 Y p(2).

rEAC z€A zEA®

Puisque p € P, pour tout ¢’ > 0, on peut choisir A fini tel que pu(A°) < €.
Ainsi, on obtient

lim Y (@) — pl@)| =0,
el

qui n’est rien d’autre que 3. d’apres le théoreme 1.5. O
Remarque 1.7 (Dispersion a linfini). Si (un),s, sont des lois sur E et
p(x) = limy, 00 pin(x) alors p n'est pas forcément une loi, sauf si E est fini.
En effet, lorsque E est infini, il peut se produire un phénomene de dispersion

de masse a l'infini. Un contre-exemple est fourni par E = IN et ., qui affecte
la masse 1/n auzx singletons {1}, ...,{n}, ce qui donne u identiquement nulle.

Théoréme 1.8 (Minimum). Si p et v sont des lois sur E alors

dvr () =1 =Y (u(@) Av(x)).

zEE

En particulier, dyr (p,v) = 1 ssi u et v ont des supports disjoints.
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Démonstration. Rappelons que a A b = min(a,b). I suffit d’écrire

> (ulz) Av() = % > (ul@) +v(e) = |u@) = v(@)]) = 1 = dvr (g, v).

zeE el

Théoréme 1.9 (Couplage). Sip et v sont des lois sur E alors
d = inf P(X#Y
v (1, v) ()I(I}Y) (X #Y)

ou linfimum porte sur les couples de variables aléatoires sur E x E de lois
marginales p et v. De plus, il existe un couple de ce type pour lequel I’égalité
est atteinte c’est-a-dire que l'infimum est un minimum.

Le théoreme 1.9 est souvent utilisé de la maniére suivante : on construit
explicitement grace au contexte un couple (X,Y") de variables aléatoires tel
que X ~ pet Y ~ v, et on en déduit que dyr (i, v) < P(X #Y).

Démonstration. Soit (X,Y") un couple de v.a. sur E' x E de lois marginales y
et v. Comme P(X = 2,Y = z) < p(z) A v(z) pour tout = € E,

1—dyr (1) =Y (@) Av(@) > Y P(X =2,Y =2) =P(X =Y).

zER el

11 suffit donc de construire un couple (X,Y) pour lequel I’égalité est atteinte.
Posons p = 1 — dyr (1, V) € [0,1] et distinguons trois cas.

— Cas ot p = 0. On prend (X,Y) avec X et Y indépendantes de lois
respectives p et v. Puisque dyr (i, v) = 1, p et v ont des supports
disjoints, d'ou P(X =Y) = > pu(z)v(z) = 0;

— Cas ot p = 1. Alors dyr (p,v) = 0, d’ott p = v. On prend (X,Y) ou
X~petY =X,

— Cas ou 0 < p < 1. Soit U, V, W des variables aléatoires de lois

pHuAv), (1=p) Hu—(uAv), (1=p)~'v—(uAv)).

Notons que p = > p(u(z) Av(x)) (théoreme 1.8). Soit B une v.a.
de loi de Bernoulli Ber(p) indépendante du triplet (U, V, W). Posons
(X,)Y)=(U,U)si B=1et (X,Y) = (V,IW) si B=0.On a alors
X ~ puetY ~ v, et puisque les lois de V et W ont des supports
disjoints, on a P(V=W) =0, et donc P(X =Y)=P(B=1) =p.

O

1.4 Approximation binomiale-Poisson

Si S, suit la loi binomiale Bin(n,p) alors pour tout k € IN, on a,
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np (n0)" n n—k+1 —ap ) (2)*
P(S,=k)—e P = 1) — e | \E)
( )—e k! n(l—p) n(l—p) (L=p)—e k!

Ceci montre que si p dépend de n avec lim, _,., np = A alors la loi de S,
tend vers Poi(\). La distance en variation totale permet de quantifier cette
convergence en loi : I’inégalité de Le Cam du théoreéme 1.10 ci-dessous donne

>

k=0

k
(0
P(S,=k)—e p% < 2np?,

utile si np? est petit. Si par exemple p = \/n alors np = X et np? = \?/n.

Théoréme 1.10 (Inégalité de Le Cam). Soient Xi,...,X, des variables
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli Ber(py),...,Ber(p,). Soit u, la
loide S, = X1 +---+ X, et soit v, =Poi(p1 + -+ pn) la loi de Poisson de
méme moyenne que Sy. Alors on a

Avr (fin, Vn) < P2+ -+ p2.

Démonstration. On établit par récurrence sur n quesi ag,...,an et 81,..., 0,
sont des lois de probabilité sur IN alors on a I'inégalité sous-additive

dyr (a1 % -k, B1 %+ % By) < dvr (01, 1) + -+ - + dvr (an, Bn)-

On établit ensuite que dyr (Ber(p), Poi(p)) < p?, et on exploite le semi-groupe
de convolution des lois de Poisson : Poi(a) * Poi(b) = Poi(a + b). O

L’inégalité £2 — {1 — (> suivante

2 2

Prto P S (ot pa) max py

permet de retrouver la loi des petits nombres : si (Xp x);<pc,, €St un tableau
triangulaire de variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli avec
Xk ~ Ber(p, 1) pour tous n > k > 1, et si

lim pp1+- -+ pnn=A et lim max p,r =0,
n—oo ’ noo 1<k<n

alors X, 1 +---+ X, », converge en loi vers Poi(\) quand n — oo.

1.5 Probleme du collectionneur de coupons

Le probleme du collectionneur de coupons est dans la méme boite & outils
que le jeu de pile ou face ou le jeu de dé, auquel il est intimement relié. Un
grand nombre de situations concretes cachent un collectionneur de coupons
ou une de ses variantes. Nous nous limitons ici a sa version la plus simple.
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11 faut jouer un nombre de fois (aléatoire) géométrique & pile ou face pour
voir apparaitre les deux cotés de la piece. Si on remplace la piéce de monnaie
par un dé a r > 2 faces, combien de fois faut-il lancer le dé pour voir appa-
raitre les r faces différentes 7 On modélise cela, pour un entier fixé r > 2, en
considérant la variable aléatoire

T:=min{n>1:{X5,...,. X,,} ={1,...,r}}
=min{n > 1:card{Xy,..., X} =r}

ol (X, )n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
{1,...,r}. La variable aléatoire T est le premier instant ou les r faces du
dé sont apparues. Ce temps dépend bien entendu de r mais, par souci de
simplicité, nous omettrons cette dépendance dans la notation. Le nom col-
lectionneur de coupons provient des coupons a collectionner présents dans
certains paquets de céréales.

Théoréme 1.11 (Combinatoire). On a T > r, et pour tout n > r,

P(T =n) = Z{Z‘i}

ot la notation en accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espece,
qui est le nom donné en combinatoire au nombre de maniéres de partitionner
un ensemble a n — 1 éléments en v — 1 sous-ensembles non vides.

Démonstration. On a X & {X1,...,Xr_1} car le coupon qui termine la col-
lection n’a forcément jamais été vu auparavant. Si on fixe n > r, ’événement
{T = n} correspond & choisir le type du dernier coupon puis & répartir les
n—1 coupons restants sur les r—1 types restants. Le résultat désiré en découle
car la loi des types est uniforme. a

Bien qu’explicite, le théoréme 1.11 n’est malgré tout pas tres parlant. Le
résultat intuitif suivant va beaucoup nous aider & étudier la variable T

Lemme 1.12 (Décomposition). OnaT =Gy +---+ G, ou Gy,...,G, sont
des variables aléatoires indépendantes avec

r—i+1
Gy ~ Geo(m), mi= T2 1<i<n
T

En particulier, on a P(T < 00) =1, et de plus
2

E(T) = r(log(r) +v) + 0r500(r) et Var(T) = %rz + orﬂoo(rz),

oty = lim, o0 (Y1 1/i — log(n)) = 0.577 est la constante d’Euler.
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Démonstration. On pose Gy =1 et pour tout 1 <i < r
Gi=min{n >1: X¢g, ,1n €{X1,..., Xc,_, }}.

On a card({X1,...,Xg,}) = ¢ pour tout 1 < i < n. Les variables aléatoires
G1,G1 + Go,...,G1 + --- + G, sont les temps d’apparition des r premiers
succes dans un jeu de pile ou face spécial dans lequel la probabilité de gagner
change apres chaque succes : cette probabilité vaut successivement

r—1 r—2 1

, M3 = g ey T = —.
r r r

m =1, mp =

La décroissance de cette suite traduit le fait qu’il est de plus en plus difficile
d’obtenir un coupon d’un nouveau type au fil de la collection.
Calculons a présent les moments de 7. La linéarité de ’espérance donne

T):ZE( ZE

i=1

_Zr—z+l TZ%:T(log(T)—i—v—l—o(l)).

i=1
D’autre part, I'indépendance des v.a. Gq,..., G, (exercice!) donne
T T 1 —
Var(T) = Var(G;) = L
() =3 Ver(@G) =3 5

rEjT‘Z—”r‘—mmg>+wr+mﬁy

Théoréme 1.13 (Queue de distribution). Pour tout n > 1,

r , N
P(T > n) = ;(—1)’“*1 <k> (1 - r) .
Démonstration. On a
{I'>n}=E,1U---UE,, ou E,,:={X1#4,...,X, #i}.
Sidy,...,ix € {1,...,7} sont deux & deux distincts, alors, en notant
R={1,....,7}\ {i1, ..., ix},
on a

IP(Enﬂ‘l n---N En,ik) IP(Xl S R) (X S R)
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—k\" E\"
r r
On utilise enfin le principe d’inclusion-exclusion ou crible de Poincaré?. O

Il est délicat de déduire le comportement de la queue de T' en fonction de
n et r a partir du théoreme 1.13 en raison de l'alternance des signes.

Théoréme 1.14 (Déviation). Pour tout réel t > 0,

T—rl
P(T > rt+ rlog(r)) = P(TW > t> Letter
T

ot g, = (rt + rlog(r) — [rt + rlog(r)])/r € [0,1/r][.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, on peut écrire
P(T > n) = P(Ul_, En,) < ZIP wi) Of Enii={X1#i,..., X, #i}.

Comme P(E,, ;) = (1 —1/r)" < e™™/", on choisit n = |rt + rlog(r)]. O

Pour o > 0 et r fixés, on peut choisir ¢ assez grand pour que e~ ¢T¢" < a,
par exemple ¢ = —log(a) + 1/r, ce qui donne l'intervalle de prédiction non
asymptotique [r, rlog(r) — rlog(a) + 1] de niveau 1 — a pour T

Théoréme 1.15 (Comportement asymptotique).
T L
rlog(r) r—oo
Démonstration. Fixons € > 0. Par I'inégalité de Markov et le lemme 1.12,
ol T L. < BT = o))
rlog(r) e2r2log(r)>?
(T

_ Var(T) + (B(T) — rlog(r))?
e2r2log(r)?

=)

Il s’agit d’une preuve par méthode du second moment. Dans le méme esprit,
une méthode du quatrieme moment est utilisée pour le théoreme 11.6.

La borne établie dans la preuve du théoréme précédent n’est pas sommable
en r et ne permet donc pas de démontrer une convergence presque sire en
utilisant le lemme de Borel-Cantelli, qui n’aurait de sens qu’avec un espace de

2 P A0 = S, ()7 Sy Pk 00 A,

a



1.5 Probleme du collectionneur de coupons 13

probabilité unique valable pour tout r. D’autre part, la borne établie permet
d’obtenir un intervalle de prédiction non asymptotique : pour a = 0.05, r fixé,
et t bien choisi, on a P(|T — rlog(r)|/r > t) = O(1/t%) = . L’intervalle de
prédiction est de largeur 2rt, et se dégrade quand ¢ croit (a diminue).

Le théoréme suivant affirme que les fluctuations asymptotiques dans la
convergence précédente suivent une loi de Gumbel.

Théoréme 1.16 (Fluctuations asymptotiques). On a
T—rl T oi
I Trosln o8() =log(r)| ——= —1 L% Gumbel
T rlog(r) r—00

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartition t € R — e’

La figure 1.2 illustre ce résultat.

Queue du collectionneur de coupons r=20

T T T T T T T T T T T T T T T T T T

r — Monte—Carlo N=2000
S Gumbel

0.8 |-

0.6 -

P(T>n)

04 -

0.2 -

Fig. 1.2. Approximations de la queue de distribution de la variable aléatoire T par
celle de rlog(r) + rG ou G suit la loi de Gumbel en vertu du théoréme 1.16, ainsi
que par une méthode de Monte-Carlo avec N tirages en utilisant la représentation
de T en somme de variables aléatoires géométriques indépendantes.

Démonstration. 1l suffit d’établir que pour tout ¢ € R on a
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lim P(T > rlog(r) +tr) =S(t) :=1—e¢

r—00

Fixons t € R et supposons que r est assez grand pour que rlog(r) + tr > 7.
Introduisons Pentier ny . = [rlog(r) + ¢r]. Le théoréme 1.13 donne

P(T > rlog(r) + tr) = P(T > n,,) = i(—mk—l (;) (1 - k>m

r
k=1

Comme (;) <rF/klet 1 —u < e pour tout u > 0, on a

r 17 E Nt r i) eftk;
k r r—oo k!l

Enfin, par convergence dominée, on obtient

k=1 k=1

Ceci acheve la preuve du théoreme. Alternativement, il est possible d’établir
le théoreme en utilisant 'approximation exponentielle des lois géométriques.
Posons Hy, := %Gr,kﬂ. Pour tout & > 1 fixé, la suite (Hk)@k converge en
loi vers la loi exponentielle de parametre k. On dispose de plus de la version
quantitative suivante sur les fonctions caractéristiques : pour tout t € R et
tout k > 1, il existe une constante C' > 0 telle que pour r assez grand,

, - C
E itHp\ E itEy g —
[B(eH) — B )] <

ou Ej est une v.a.r. de loi exponentielle de parametre k. En utilisant I'inégalité
lag - ar —by-- by <lag —b1|+ - +lar — by, a,be{z€C:|z] <1},

il vient, en considérant des variables aléatoires réelles Fi,..., F, indépen-
dantes de lois exponentielles de parameétres respectifs 1,...,r,

E(eit%) . E(eit(E1+-~~+Er)) < Clog(r)'
r

Le lemme de Rényi 11.3 indique que E; + - - -+ E, a méme loi que la variable

aléatoire max(Fy,..., F,.) ou Fi,..., F,. sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponen-
tielle de parametre 1, puis on utilise la convergence en loi vers la loi de Gumbel
de la suite de v.a.r. (max(Fy,..., Fr) —log(r)),> ;- O

Le théoréme 1.16 fournit un intervalle de prédiction asymptotique pour la
variable aléatoire T : pour tous réels b > a,
—b —a

lim P(T € [rlog(r) + ra,rlog(r) +rb]) =e ¢ —e™*

r—00
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La loi de Gumbel est trés concentrée, et sa fonction de répartition fait
apparaitre une montée abrupte de 0 & 1. Cela donne un phénomeéne de seuil®
pour la variable aléatoire T'. La quantité P(T' > n) passe abruptement de ~ 1
a =~ 0 autour de n =rlog(r) sir>1:

Théoréme 1.17 (Convergence abrupte en n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,
P(T > rlog(r) +rc) <e T ou 0<e. <1/r.
Si (¢r),en- €st une suite qui tend vers l'infini, alors

lim P(T > rlog(r) —re,) = 1.

T—00
Démonstration. La premiere majoration provient du théoreme 1.14. D’autre
part, le théoréeme 1.16 affirme que (T — rlog(r))/r converge en loi vers la loi
de Gumbel quand r — oo, ce qui donne, grace au fait que ¢, — oo,

P(T > rlog(r) —re,) = ]P(T_HOg(T) > —CT> — 1.

r r—00

1.6 Pour aller plus loin

Notre étude du jeu de pile ou face fait I'impasse sur un certain nombre de
propriétés remarquables, comme la loi de ’arc—sinus et les principes d’inva-
riance, abordées dans le livre de William Feller [Fel68, Fel71]. Ce livre contient
également une preuve du théoreme de Berry-Esseen, a base d’analyse de Fou-
rier. Un joli probléme de la plus longue sous-suite commune a deux jeux de
pile ou face est étudié dans le livre d’optimisation combinatoire randomisée de
Michael Steele [Ste97]. L’article [Ste94] de Michael Steele sur ’approximation
par la loi de Poisson est bien éclairant. On trouvera également dans le livre
[BHJ92] de Andrew Barbour, Lars Holst, et Svante Janson une version ren-
forcée de I'inégalité de Le Cam, obtenue par Barbour et Eagleson en utilisant
la méthode d’intégration par parties de Louis Chen et Charles Stein :

dyr (Ber(py) * - - x Ber(pn), Poi(p1 + -+ + pn))
pit-+p)

< (1 _ e*(PlJr---JrPn)) .

X

A titre de comparaison, une version inhomogene du théoréme limite central
de Berry-Esseen, tirée du livre de William Feller, affirme que si (X,,),>1 sont
des variables aléatoires indépendantes alors en notant S, = X; + --- + X,,,
op = E(| Xk — E(Xi)?), 7 = E(| Xy — E(X)]*), on a

3. «Threshold phenomenon» en anglais.
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_ K 2
p [ Sn — BB E(Sn) <z |- L / e~ T dt
Var(S,,) V271 J oo
D’autre part, on peut voir la distance en variation totale dyr (-, -) comme
une distance de Wasserstein (couplage). Pour le voir, on observe tout d’abord

que P(X #Y) =E(d(X,Y)) pour la distance atomique d(z,y) = 0z, d'ou,
en notant I7(u,v) Pensemble des lois sur E x E de lois marginales u et v,

2
34 ... 3)2

sup < (i + +Tn)3.

zeR (U%—‘r—f—o’%)

dvr(ur)= win [ diwy)de(ay)
€l (p,v) JExE

Le probléme du collectionneur de coupons est notamment abordé dans le
livre de William Feller [Fel68, Fel71], le livre de Rejeev Motwani et Prabhakar
Raghavan [MR95], et dans les articles de Lars Holst[Hol01] et de Aristides
Doumas et Vassilis Papanicolaou [DP13]. Donald Newman et Lawrence Shepp
on montré dans [NS60] que si on impose que chaque type soit observé m fois,
alors le temps de complétion de la collection vaut en moyenne

rlog(r) + (m — 1)rlog(log(r)) + O(r).

D’autres variantes se trouvent dans le livre de Claude Bouzitat, Gilles Pages,
Frédérique Petit, et Fabrice Carrance [BPPC99]. Le théoréme 1.16 révélant
une fluctuation asymptotique de loi de Gumbel a été obtenu par Paul Erdés
et Alfréd Rényi [ER61a]. Une analyse du cas non uniforme associé a une pro-
babilité discrete (py,...,p,) est menée dans un article de Lars Holst [Hol01].
Lorsque r n’est pas connu, on dispose de ’estimateur

T = card{Xy,..., X, }.
Sieq,...,e, est la base canonique de R" alors le vecteur aléatoire
Cp=(Cha,...,Cpp)=ex, +---+ex,

de IN" suit la loi multinomiale de taille n et de paramétre (p1,...,p;), et on a

?n = Zl]l{cn,i>0} =Tr— z_; ]l{cn,,iZO}-

En particulier,

T T

E(F,) =r—Y P(Chi=0)=r-> (1-p)"

i=1 i=1

Notons enfin que comme les r types sont ordonnés, la variable aléatoire

max(Xy,...,X,) est un estimateur du bord droit » du support {1,...,r}.
Le collectionneur de coupons est un cas particulier du probléme du recou-

vrement abordé dans 'article [Ald91] de David Aldous, dans le livre de David
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Aldous et James Fill [AF01], dans le cours de Amir Dembo [Dem05], et le
livre de David Levin, Yuval Peres, et Elizabeth Wilmer [LPWO09] : si (X,,)n>1
est une suite de variables aléatoires, pas nécessairement indépendantes ou de
méme loi, et prenant leurs valeurs dans un méme ensemble fini F, alors le
temps de recouvrement® de E est T :=inf{n > 1:{X1,...,X,,} = E}.

4. En anglais : covering time.
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Marches aléatoires

Mots-clés. Marche aléatoire ; temps de sortie ; ruine du joueur ; probléme
de Dirichlet ; fonction harmonique ; champ libre gaussien.

Outils. Combinatoire ; chaine de Markov ; martingale ; loi multinomiale ;
transformée de Fourier ; groupe symétrique ; collectionneur de coupons.

Difficulté. *
Les marches aléatoires constituent des objets probabilistes incontour-

nables, d’une richesse et d’'une diversité surprenante. Ce chapitre en présente
quelques aspects simples, en liaison notamment avec le caractére markovien.

2.1 Marche aléatoire simple sur la droite

La marche aléatoire simple sur la droite Z est la suite (X,,),,~, de variables
=
aléatoires définie par la relation récursive (ou autorégressive)

Xpr1=Xpn+ens1=Xo+e1+--+ent1

pour tout n > 0, ot (¢5,),,5, est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi de Rademacher,
indépendante de Xy. On pose

p:=Pl,=1)=1-P(g, =-1) €]0,1].
La suite (X;,),, est une chaine de Markov d’espace d’états Z et de noyau de
transition donné pour tous x,y € Z par
P($> y) = pll{y:erl} + (1 - p)]l{y:mfl}

et la matrice P est tridiagonale. Une variable aléatoire B suit la loi de Ber-
noulli (1 — p)dp + pdy si et seulement si la variable aléatoire 2B — 1 suit la loi
de Rademacher (1 — p)d_; + pdy. Ainsi, pour tout n > 0,

Xn—X0+n

5 ~ Bin(n, p).
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Trajectoires de la marche simple
60 T T

Position Xn

-60
0 200 400 600 800 1000
Temps n

Fig. 2.1. Trajectoires issues de 0 de la marche aléatoire simple sur Z.

Théoréme 2.1 (Récurrence). La marche aléatoire simple sur Z est récurrente
nulle si p = 1/2 (marche aléatoire simple symétrique) et transitoire sip # 1/2
(marche aléatoire simple asymétrique).

Démonstration. Rappelons qu’un état = est récurent lorsque la marche issue
de z y revient p.s. ou de maniere équivalente lorsque cette chaine visite une
infinité de fois . Un critere utile est le suivant : ’état x est récurrent si et seule-
ment si Y, P"(z,z) = co. La chaine est de période 2 et donc P?"*!(z,z) =0
pour tout n > 0. Comme la chaine est irréductible, tous les états ont méme
nature, et on peut donc se ramener a 1’état 0. La formule binomiale donne

P2"(0,0) = P(Xa, = 0] Xo = 0) = (2:>p”(1 —p)".

La formule de Stirling n! ~ v/27n(n/e)™ donne, en notant p = 4p(1 — p),

n

p
NS

A présent, si p = 1 /2 alors p = 1 et la chaine est récurrente tandis que si
p# 1/2 alors p < 1 et la chaine est transitoire. Lorsque p = 1/2 la mesure de
comptage est symétrique (car la matrice P est symétrique) donc invariante,
et comme il ne s’agit pas d’'une mesure finie, la chaine est récurrente nulle.
On peut alternativement traiter le cas p # 1/2 avec un peu plus d’intuition
probabiliste. En effet, la loi forte des grands nombres affirme qu’on a presque

P2"(0,0) ~
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strement X,, = Xo +n(2p — 1 4+ 0n—00(1)), donc X,, — 400 p.s. sip > 1/2
et X,, = —oo p.s. si p < 1/2, ce qui interdit toute récurrence. a

Le théoréeme suivant permet d’étudier le probleme de la ruine d’un joueur
qui gagne 1 Euro avec probabilité p et perd 1 Euro avec probabilité 1 — p.
La fortune initiale est x et le joueur quitte le jeu lorsqu’il possede a < x
Euros (ruine) ou b > z Euros (gain). On adopte la notation conditionnelle
traditionnelle P, (-) :=P(- | Xg = z) et E,(-) = E(-| Xo = 2).

Théoréme 2.2 (Sortie de boite! ou ruine du joueur). Soient a < b dans Z,
et les temps d’arrét 1., Ty, et T définis par

Te=nf{n>0:X,=0a}, m=inf{n>0:X,=0}, e 7=min(r,,n).

Alors pour tout x € [a,b] N Z, il existe ¢ > 0 tel que E (e") < co. En

1—
particulier B, (1) < 0o et donc P, (7 < 00) = 1. De plus, en posant p = J,
p
b T
P’ —p"
o SiPF D
P,(X,=a)=" "°
b—=x . 1
sip=3
b—a p=3,
et 0 )
Tx—a —a)p® —p® . 1
. sip# b,
E,(r)=41-2p 1-2ppb—pe 2
(b—2)(x—a) sip=1.

Si p = 1/2 alors la chaine est récurrente et visite presque siirement chaque
état une infinité de fois et donc P,(7, < 00) = 1 et P,(7, < 00) = 1 pour
tout @ < < b. En revanche, si p # 1/2 alors la chaine est transitoire et
les temps d’atteinte de a ou de b ne sont plus finis presque siirement (selon
la probabilité p et le point de départ z). On le voit bien dans les formules
du théoreéme 2.2 en faisant tendre a ou b vers 'infini. Le temps de sortie 7
de [a,b] est identique en loi au temps d’absorption T' par {a, b} de la chaine
Y = (Yn)n>0 d’espace d’états fini {a, ..., b} de mémes transitions que (Xn)n20
mais avec absorption en a et b. Comme pour Y, les états a et b sont récurrents
et tous les autres (en nombre fini) transitoires, et comme presque siirement
la chaine Y ne visite qu’un nombre fini de fois chaque état transitoire, on en
déduit que P, (7 < 00) = P, (T < 00) = 1 pour tout a < z < b.

Démonstration. Montrons que E;(7) < oo pour tout a < z < b. Il suffit
d’obtenir une majoration géométrique pour la queue de la loi de 7. Il serait
possible de procéder par couplage, comme pour le modele de Wright-Fisher,
voir remarque 12.7. Pour tout a < x < b, il existe un chemin ¢, de longueur
[€:] < (b—a) qui méne de z & a ou d. On a

1. Quoi de plus naturel pour un ivrogne modélisé par la marche aléatoire.
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P,(7 > (b—a)) < IP(XI:\ZH # Ly)
=1- ]P<X1:|€I\ = Zm)
< 1 —min(p,1 —p)M”I.

Si 7 = max,<,<p(1 — min(p, 1 — p)/%!) < 1 alors on obtient, par récurrence,
pour tout £ > 1, en utilisant I'indépendance conditionnelle du passé et du
futur sachant le présent,

P.(r > k(b—a))
= Z Po(r > k(b—a), Xg—1)(p—a) =¥, 7 > (k—1)(b—a))

a<y<b

Z Py(r > (b—a)Pe(X-1)p—a) =¥, 7 > (k= 1)(b - a))
a<y<b
<P(1 > (k= 1)(b—a)) <™t =1

Comme 1 < 1 on obtient que E,(e°™) < oo pour un réel ¢ > 0, et en particulier
tous les moments de 7 sont finis sous P, et P, (7 < 0o) = 1. Calculons

r(z) = Py (X, = a).
On a pour tout a < x < b

(@) =P, (X;=a|Xi =2+ 1)p+P(X; =a| Xy =2—-1)(1-p)
=pr(z+1)+ (1 —p)r(z-1).

L’ensemble des solutions de cette récurrence linéaire d’ordre deux est un es-
pace vectoriel qui contient la solution constante 1. Si p # 1/2 alors p” est
aussi solution, linéairement indépendante de 1, et donc les solutions sont de
la forme A + Bp® avec A et B constantes. Les conditions aux bords r(a) = 1,
r(b) = 0 fixent A et B, ce qui donne I'unique solution

P’ —p
r(z) = .
Pb _ pa

Sip =1/2 alors p = 1 et les deux solutions fondamentales précédentes sont
confondues. Cependant, on observe que dans ce cas, x est également solution,
linéairement indépendante de 1, et donc les solutions sont de la forme A+ Bx
ot A et B sont des constantes. Les conditions aux bords r(a) = 1 et r(b) =0
fixent A et B, ce qui donne I'unique solution

b—=x
b—a

r(z) =

Calculons a présent
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En conditionnant selon X; on obtient pour tout a < x < b la récurrence
linéaire (la méthode est valable pour toute chaine de Markov, idem pour r(z))

R(z)=pR(z+1)+(1—-p)R(x—1)+1.

La présence du second membre 1 fait rechercher des solutions particulieres. Si
p # 1/2 alors /(1 — 2p) est solution particuliére, et les solutions de 1’équation
sont de la forme R(z) = z/(1 — 2p) + A + Bp®. Les conditions aux bords
R(a) =0 et R(b) = 0 donnent enfin

z—a (b—a)p’—p"

R = — .
S T

Si p = 1/2 alors —a? est solution particuliere, et les solutions sont de la forme
—2 + A + Bx. Les conditions aux bords R(a) = R(b) = 0 donnent enfin

R(z) = (b—z)(x — a).
On peut de méme calculer les fonctions suivantes :
F(z,s) =E.(s7), G(x,8) =E,(s"1x,-q), et G(z,8) =FE,(s"1x )
qui, pour a < z < b et s €] — 1,1], vérifient la relation de récurrence
r(z) =psr(x+1)+ (1 —p)sr(z —1)
avec les conditions aux bords respectives suivantes :
F(a,s) =F(b,s)=1, G(a,8)=1=1-G(b,s), H(a,s)=0=1—H(b,s).

On peut alors retrouver l'expression de I, (7) en dérivant la fonction généra-
trice. Les expressions explicites de F', G et H sont toutefois assez lourdes. 0O

Remarque 2.3 (Les théorémes limites a la rescousse). Voici un autre argu-
ment pour établir que P, (7 < oo) = 1. Posons m = 2p — 1 et 0? = 4p(1 — p).
Sim # 0 alors par la loi des grands nombres, presque surement (Xn)n>1 tend
vers 400 sim > 0 et vers —oo si m < 0, et donc Pp(r < 00) =1. Sim =0
alors pour tout n > 1, en posant I, = ﬁ]a,b[, on a

P,(1=00) <Pa< X, <b):]P(f/(% e[n>.

Or (’I’L_l/2Xn)n>1 converge en loi vers N'(0,02) par le théoréme limite central.
Mais I,, dépend de n. Cependant, comme (In)7121 est décroissante,

X 1 t2
limsupP( == € I,, ) < inf / e 202 dt = 0.
n%oop (\/E > nzl 4/ 2mo? I,
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Remarque 2.4 (Martingales). Si (Z,,),5 est une chaine de Markov sur E
fini de noyau P = L+1 alors pour toute fonction f : E — R, la suite (Mn)n>0
donnée par My = 0 et pour tout n > 1

n—1

M, = f(Zn) = f(Z0) = >_(Lf)(Z)

k=0

est une martingale pour la filtration naturelle de la suite (Zn)nZO' La formule
ci-dessus peut étre vue comme une formule d’Ito discréte. Lorsque f est har-
monique pour L, c’est-d-dire que Lf = 0, alors (f(Z,) — f(Zo))n>0 est une
martingale. Il se trouve que le vecteur des probabilités d’atteinte d’un ensemble
clos est harmonique. Il est possible de retrouver les formules du théoreme 2.2
en utilisant des martingales bien choisies et le théoreme d’arrét. Par exemple,
la martingale (Xn —n(p — q)),,5¢ donne Eo(X;) = (p — ¢)Eo(7) tandis que
la martingale (pX")n>0 donne Eo(pX7) = 1. Cette méthode d base de mar-
tingales s’adapte au cadre des processus da temps et espace d’états continus,
et permet notamment d’obtenir des formules pour le temps de sortie pour un
processus de diffusion sur R%, voir chapitre 27. D’autre part, les équations
satisfaites par les fonctions r et R dans la preuve du théoreme 2.2 sont des
cas particuliers du probléme de Dirichlet du théoréme 2.8.

Théoréme 2.5 (Nombres de Catalan). Si 7 :=inf{n > 1: X,, = 0} alors

2 2n
Po(r =2n+2) = n+1<n)p"+1(l —p)"*tt n>o0.

Fig. 2.2. Un chemin de 0 & 0 ne restant pas positif et le chemin de 0 & —2 qui lui
est associé dans la preuve du théoréme 2.5.

On reconnait le n® nombre de Catalan n}H (2:) Les nombres de Catalan

sont également les moments pairs de la loi du demi-cercle, voir chapitre 21.
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Démonstration. Sachant {X, = 0}, ’événement {7 = 2n + 2} correspond a
une trajectoire de longueur 2n + 2 partant de 0 et revenant & zéro en restant
strictement positive ou strictement négative. Ces deux cas sont équiprobables,
d’ou le facteur 2 dans le résultat. Dans les deux cas, il y a eu forcément n + 1
incréments +1 et n + 1 incréments —1, d’ou

Po(r = 2n +2) = 2C,p" (1 — p)" .

ou C,, est le nombre de chemins de longueur 2n+2 partant de zéro et revenant
a zéro, et restant strictement positifs. Le premier incrément est forcément +1
et le dernier forcément —1 et C,, est égal au nombre de chemins de longueur
2n partant de zéro et revenant a zéro et restant positifs. Il y a n incréments
+1 et n incréments —1. Considérons les chemins partant de zéro et revenant
a zéro et contenant n incréments +1 et n incréments —1. Il y en a (27?). Si
un chemin de ce type n’est pas positif alors juste apres la premiére position
négative, modifions tous les incréments en permutant le signe des +1 et des
—1. Un exemple d’illustration est donné dans la figure 2.2. On obtient de
la sorte un chemin avec n — 1 incréments +1 et n + 1 incréments —1, et il
s’avere que tous les chemins partant de zéro avec n — 1 incréments +1 et n+1
incréments —1 s’obtiennent de la sorte, et il y en a (ffl). Cette bijection

donne donc C,, = (*") — (,>")) = n%‘_l (*™) (formule de Désiré André). O
Théoréme 2.6 (du scrutin?). Sin=a+b etk =a—b avec 0 < b < a alors

k —b
P(Sl>0»~~75n>0|50=0»5n=/€):ﬁ:24—5.

Le théoréme 2.6 indique que lors d’une élection avec deux candidats A et
B et n votants, dans laquelle A obtient a votes et B obtient b < a votes, la
probabilité que A soit devant B tout le long du dépouillement des n bulletins
de vote est (a —b)/(a +b).

Démonstration. Notons tout d’abord que 0 < k < net (n+k,n—k) = 2(a,b).
Soit P, 1 I’ensemble des chemins de la marche aléatoire simple, de longueur n,
partant de (0, 0) et finissant en (n, k). Tous ces chemins posseédent exactement
a incréments +1 et b incréments —1. Ils sont donc au nombre de (“}°). Soit
PJ . l’ensemble de ces chemins strictement positifs aux temps 1,...,n. On a

p*(1—p)°

P(S; >0,...,5,>0|Sy=0,8,, = k) = card(P" .
(51>0,..., 8, > 0] S )= eard(P )5, = %5 = 0)

D’un autre coté P(S, = k| Sy = 0) = card(P, ) p*(1 — p)® et donc

card(P,)
B(S) > 0,80 > 0] Sy = 0,80 =K) = —aptts.

s

2. «Ballot theorem» en anglais.
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Il est tout a fait remarquable que cette formule ne dépende pas de p. L’en-
semble P, 1 \P;' i est invariant par la réflexion sur la portion du chemin située
avant le retour a 0. On reconnait 1a 'astuce de la preuve du théoréeme 2.5. Il en
découle que l'ensemble des éléments de P, i, \ P; , qui commencent par un in-

crément +1 est en bijection avec I’ensemble des éléments de 1’3717;€\P7L+ & qui com-
mencent par un incrément —1. Or ce dernier est en bijection avec I’ensemble
des éléments de P, j qui commencent par un incrément —1, lui méme en bi-
jection avec P, k41. Cela donne card(P, x) —card(P;,) = 2card(Pn 1 k11)-
Comme card(P, ) = ((nﬁc)m), on obtient enfin

card(P},) = ((n +nk)/2> - 2((nn_|__k;;/2> - Z<(n +nk)/2>'

En d’autres termes, card(P;k) = (k/n)card(P, k). O

La formule a base de nombres de Catalan du théoréeme 2.5 s’écrit

22" P2P(S; > 0,..., 89,41 > 0[Sy =0, Sopi2 = 0)

1 2n
== Card(P;l+l71) - m ( n)

2.2 Marche aléatoire simple symétrique dans ’espace

La marche aléatoire simple symétrique sur Z¢, d > 1, est définie par
Xny1=Xp+en1=Xo+er+-+enp

ol (€),>; est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendantes de la
>
position initiale X, et de loi uniforme sur {+ej,...,+eq}, oltey,...,eq est la
base canonique de R?. La suite (Xn),,>¢ est une chaine de Markov d’espace
=

d’états Z< et de noyau de transition

1
P(mvy) = ﬁ]l\xfyh:l
ou |z|, := |z1]|+- - -+|zq|. On parle également de marche aléatoire symétrique
aux plus proches voisins pour la norme |-|,. Les incréments (en)n>1 sont de loi
uniforme sur la sphére unité pour la norme |-|,. En concevant les incréments
€1,...,En comme issus de n jets d’'un dé équilibré a 2d faces, on voit que
Loi(X,, — Xo) est I'image de la loi multinomiale

1 1 1 1 n 1 1

par 'application
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Trajectoire de marche simple sur le plan

o

Fig. 2.3. Début de trajectoire de la marche aléatoire simple sur Z>.

(k‘l, . .,kjgd) € IN2d — (k‘l — ko, .. .,kjgd,1 — k’gd) € Zd.

Notons que le temps (aléatoire) au bout duquel la marche aléatoire a emprunté
les 2d directions qui s’offrent a elle suit la loi du collectionneur de coupons
étudiée dans le chapitre 1 avec r = 2d.

Théoréme 2.7 (Marche aléatoire simple symétrique). La marche aléatoire
simple symétrique sur Z.* est récurrente nulle si d < 2 et transitoire si d > 3.

Démonstration. La preuve est basée sur I'analyse de Fourier. Rappelons tout
d’abord que pour toute variable aléatoire Z & valeurs dans Z® on a

P(Z=2) = / 230 oo (1) de ot pg(x) = Z e 2z P(Z = 7).
(0,11 z€Z

Ensuite, en introduisant un parametre p € [0, 1[ pour permuter série et inté-
grale, on a, en utilisant ce qui précede, la série d’égalités suivante :

>p (0,0):1%12,) P'(ey+ 4 ¢en,=0)
n=0 n=0

= lim / Pt O o e () da
AR V(BT

o0
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=i (e, ()" d
3%111/[0,1[de (e, (2))" dz

n=0
1
= lim ——dx
P Jjo,1[e 1 — ppe, (z)
d
= lim v dx
711 o p_, (1 - peos(2ray))

d
/[0,1[d Zgzl(l — cos(2mxy))

dzx

)

ou la commutation de la limite quand p T 1 et de l'intégrale s’obtient par
convergence monotone. Le comportement de l'intégrale obtenue dépend uni-
quement du comportement de la fonction sous le signe somme au voisinage
de 0. Un passage en coordonnées sphériques ainsi qu'un développement limité
en 0 montrent que l'intégrale est finie ssi r > 0 + 7973 est intégrable au
voisinage de 0, c’est-a-dire d > 2, c’est-a-dire d > 3 car d est entier! a

On peut étudier la récurrence de la marche aléatoire simple symétrique
sur 74 (Xn)n>0 en utilisant la combinatoire, plutét que ’analyse de Fourier.
En effet, la chaine est irréductible et de période 2 pour tout d > 1 et il suffit
donc d’étudier Y, P?7(0,0). La formule multinomiale donne

o0 - T ()

T1yee.,T
A4 frog=n 1 s 12d
T1=T2,..,Td—1="d

1 (2n)!
NCIER Z 22’

ridetrg=n

Le cas d = 1 est déja traité. Restent les cas d =2 et d > 3.
Cas d = 2 (méthode directe). L’identité de Vandermonde® donne

qui n’est donc pas sommable, et la chaine est donc récurrente. La récurrence
nulle vient du fait que la mesure de comptage, qui n’est pas finie car Z2 est
infini, est une mesure symétrique et donc invariante.

Cas d = 2 (méthode astucieuse). Soient U, et V,, les projections de X,
sur les premicre et seconde bissectrices (pentes £1). On vérifie que (Un),,,

3. 1l s’agit de la formule de «convolution» ("tm) => o (Z) (TTk).



2.2 Marche aléatoire simple symétrique dans l’espace 29

dépendantes! De plus, X,, = 0 si et seulement si U, = V,, = O,ch qui
donne P?"(0,0) ~ #, et la chaine est donc récurrente. Attention : les
composantes de (X,),, (abscisse et ordonnée) ne sont pas des marches
aléatoires simples sur Z, mais constituent des chaines de Markov de noyau
Q(z,y) = i]l\:c—m:l + %]lz:y (il est possible d’établir qu’elles sont récur-
rentes, mais cela ne conduit & rien de bien utile).

Cas d =3 (méthode directe). La formule du multindéme donne ici

P2n(070) — i Z (Qn)'

6271 7’1!27"2!27’3!2

et (Vi),o sont des marches aléatoires simples symétriques sur %Z, in-

r1+re+rz=n

sl X () ()

r1tr2+r3=n

Si n = 3m alors une petite étude montre que

n n
<
(Tl T9 7“3) (m m m)

et donc, grace a la formule du trindbme de taille n et de second parametre
(1/3,1/3,1/3), on obtient, pour n = 3m,

2n)! n 1/3\%2 c
P2n < ( ~ | = = .
(0,0) 22n3nn|2 (m m m) 2 <7m> n3/2
Ainsi, -, P™(0,0) < co. Comme pour k = 1,2,

1
@P&n (07 0) < P6m+2k (0, 0)’

S P0,00= > Y P(0,0) < oo,

k=0,1,2 m

il vient,

et donc la chaine est transitoire.

Cas d > 3 (méthode astucieuse a partir du cas d = 3). Soit X' = (X},),,5¢
la chaine projetée sur Z?3 c’est-a-dire constituée par les trois premiéres coor-
données de X = (X,),,,- Il s’agit d’une chaine de Markov sur 73 de noyau

d_3>P+ﬂI

Q=(1- :
ol P est le noyau de la marche aléatoire simple symétrique X" sur Z3. Un
retour & zéro de X s’accompagne toujours d’un retour & zéro de X', et donc si
X' est transitoire alors forcément X 'est aussi. Or les trajectoires de X’ sont
les trajectoires de X’ avec des temporisations géométriques a chaque site, et
en particulier, les fréquences asymptotiques de passage sont les mémes, ce qui
fait que la transience de X" implique celle de X', et donc X est transitoire.
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2.3 Probléme de Dirichlet et champ libre gaussien

Soit (Xn)n>0 la marche aléatoire simple sur Z¢, et P son noyau de tran-
sition. Pour toute fonction bornée f : Z% — R et tout = € Z< on a,

E(f(Xnt1) | Xn = 2) = f(z) = (Pf)(2) - f(z) = (Af) (@),

ou A :=P —1I. L'opérateur A est le générateur de la marche aléatoire simple
symétrique sur Z?. Il s’agit d’un opérateur laplacien discret, qui calcule 1’écart
a la moyenne sur les voisins :

@nw=4 X 0| -r@=5 Y 0w - f@).

y:ly—z|, =1 y:ly—a|, =1

On dit que f est harmonique sur A C Z< lorsque Af = 0 sur A, ce qui signifie
qu’en tout point de A la valeur de f est égale a la moyenne de ses valeurs sur
les 2d voisins. L’opérateur A est local en ce sens que (Af)(x) ne dépend que
des valeurs de f en x et ses plus proches voisins. Ainsi la valeur de Af sur A
ne dépend que des valeurs de f sur A := AU 0A ou

A={ygA:Jxec A |z—y|, =1}

est le bord extérieur de A. Le probléme de Dirichlet consiste a trouver une
fonction harmonique sur A dont la valeur sur JA est prescrite. 1l s’agit en
fait d’un probleme d’algebre linéaire, pour lequel le théoréme 2.8 ci-dessous
fournit une expression probabiliste de la solution utilisant le temps d’atteinte

Toa = 1inf{n > 0: X,, € 0A}.

On s’intéresse & la méme question sur un ouvert de R¢ pour l'opérateur la-
placien classique dans le chapitre 24.

Théoréme 2.8 (Probléme de Dirichlet). Soit A C Z4 un ensemble non vide
fini. Alors pour tout x € A on a Py(7sa < 00) = 1. De plus, pour toute
fonction g : A — R, la fonction f: A — R définie pour tout © € A par

f(@) = Ea(9(X700))
est l'unique solution du systéme

f=g sur 0A,
Af=0 surA.

Lorsque d = 1 on retrouve la fonction r étudiée dans la preuve du théoreme
2.2 sur la ruine du joueur. D’autre part, d’apres la remarque 2.4, 'image d’une
chaine de Markov par une fonction harmonique pour son générateur est une
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martingale, ce qui explique apres coup la formule probabiliste pour la solution
du probleme de Dirichlet grace au théoreme d’arrét.

La quantité f(z) = Es(g9(toa)) = >_,co1 9(¥)Pu(T04 = y) est la moyenne
de g pour la loi p, sur A, appelée mesure harmonique, définie par

,U'm(y) = IP-T(XTBA = y), y € 0A.

On peut également parler de noyau de Poisson discret par analogie avec le
probléme de Dirichlet sur un ouvert de R¢ (voir chapitre 24).

Démonstration. La propriété P, (14 < oo) = 1 pour tout = € A peut étre
établie en procédant comme dans la remarque 2.3, ou encore comme dans la
preuve du théoréeme 2.2, qui fournit de plus une borne sous-géométrique pour
la queue de la loi de 7.

Vérifions que la fonction f proposée est bien solution. Pour tout x € 0A
on a 74 = 0 sur {Xy = z} et donc f = g sur OA. Montrons & présent que
Af =0 sur A. On se ramene tout d’abord par linéarité au cas ou g = 1y,
avec z € OA. Ensuite on écrit, pour tout y € A,

Fy) =Py(Xrp, =2) = > Py(X, = 2,700 = n)

n=0

=1, +]ly€AZ Z P(y,z1)P(x1,22) - - - P(xp_1, 2).

n=lzi,...,zn-1€A

D’autre part, comme f = 0 sur A\ {z} et A est local, on a, pour tout z € A,

(Pf)(x) = > Pla,9)f(y) =P, 2)f(2) + Y_ P(x,9)f()-

yeZ yeA

Par conséquent, pour tout x € A,

(Pf)@) =P, 2)f(2)+>, > PlyPyz) P, 1,2)
n=1y,z1,...,.2,-1€A
=P(z,2)f(2) + (f(2) — (1p=s + P(,2)))
= f(x)

ou la derniére égalité vient de 1,—, = 0 et f(z) = 1. Ainsion a Pf = f sur
A, c’est-a-dire que Af = 0 sur A.

Pour établir 'unicité de la solution, on se ramene par linéarité a établir que
f = 0 est 'unique solution lorsque ¢ = 0. Or, si f : A — R est harmonique
sur A, linterprétation de (Af)(z) comme écart a la moyenne sur les plus
proches voisins permet d’établir qu’a la fois le minimum et le maximum de f
sur A sont (au moins) nécessairement atteints sur le bord dA. Or, comme par
ailleurs f est nulle sur 0A, il en découle que f est nulle sur A. O
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Le théoreme 2.8 se généralise de la maniere suivante :

Théoréme 2.9 (Probléme de Dirichlet et fonction de Green). Si A C Z¢
est un ensemble non vide fini alors pour toutes fonctions g : 0A — R et
h:A— R, la fonction f: A — R définie pour tout © € A par

Toa—1

f(x) = ]EI(Q(XTSA) + Z h(Xn))
n=0

est l'unique solution de

f=y sur OA,
Af =—h sur A.

Lorsque d = 1 et h = 1 on retrouve la fonction R de la preuve du théoreme
2.2. Le théoréeme 2.8 correspond au cas ou h = 0. Pour tout z € A on a

f@) = gW)Pu(roa =y) + > h(y)Galz,y)

yEOA yeA

ot G4(x,y) est le nombre moyen de passages en y en partant de x et avant
de sortir de A, c’est-a-dire

Toa—1 oo
Ga(z,y) = Ex< > nxn_y> = Pu(Xy =y.,n < 704).
n=0 n=0

On dit que G 4 est la fonction de Green de la marche aléatoire simple symé-
trique sur A tuée au bord 9A. C’est I'inverse de la restriction —A4 de —A
aux fonctions sur A nulles sur 0A :

Ga= —A;l.
En effet, si g = 0 et h = 1y, alors f(z) = Ga(z,y) dott AyGa = —14.

Démonstration du théoréeme 2.9. Grace au théoreme 2.8 il suffit par linéarité
de vérifier que f(x) = 1,c4Ga(x,2) est solution lorsque g = 0 et h = 1
avec z € A. Or pour tout x € A, grace a la propriété de Markov,

(o)
f@) =Tigmzy + Y Po(Xn = 2,n < Ton)
n=1

=T+ Y. Y P(Xp=zn<rul|X;=yP(z,y)

yile—y|,=1n=1

=lpeesy+ Y. [WP(y).

uilz—yl, =1

On a bien f = h+ Pf sur A, c’est-a-dire Af = —h sur A. O
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Les preuves des théoremes 2.8 et 2.9 restent valables pour des marches
aléatoires asymétriques sur Z%, & condition de remplacer le générateur A de
la marche symétrique par le générateur L := P —1I, qui est un opérateur local :
|l —y| > 1= L(z,y) = P(z,y) = 0. Le dépassement de ce cadre nécessite
ladaptation de la notion de bord : {y ¢ A: 3z € A, L(x,y) > 0}.

Le champ libre gaussien® est un modele d’interface aléatoire lié & la marche
aléatoire simple symétrique et au probléme de Dirichlet. Soit A C Z? un sous-
ensemble non-vide fini. Une interface est une fonction de hauteur f: A — R
qui associe & chaque site z € A une hauteur f (z), aussi appelée spin. Pour
simplifier, on impose la condition au bord f = 0 sur le bord extérieur A de
A. On note F4 'ensemble des interfaces f sur A nulles sur le bord 94, qu’on
peut identifier & R4. L’énergie H4(f) de I'interface f € F4 est définie par

Ha) =45 O (@)~ S0’

{zy}CcA
\x—y|1=1

ol on a posé f = 0 sur OA. L’énergie H4(f) est d’autant plus petite que
I'interface f est «plate». En notant

(u,0) 4 =Y u(z)o(z)
z€A
il vient, pour tout f € Fau,

HaD) =203 3 (@) = fW)i@) = 5(-Af P

€A  ycA
lz—yl,=1

Comme H4(0) =0 et Ha(f) = 0 entraine f = 0, la forme quadratique H4
n’est pas dégénérée, et on peut définir une loi gaussienne @) 4 sur F,4 favorisant
les faibles énergies :

QA(df)Zie_HA(f)df ou Zy ;:/ e_HA(f)df.
Z A -

Cette loi gaussienne, appelée champ libre gaussien, est caractérisée par sa
moyenne m4 : A — R et sa matrice de covariance C'y : A x A — R, données
pour tous z,y € A par

ma() = / f2 Qaldf) =0
et
Calz,y) = / Fo by Qadf) — ma(@)maly) = —(A3)(@,y) = Gala,y),

ou f, désigne l'application coordonnée f, : f € Fa — f(z) € R.

4. «Gaussian free field» (GFF) en anglais.
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2.4 Marche aléatoire sur le groupe symétrique

On considére r > 2 cartes a jouer empilées en un paquet vertical, et nu-
mérotées de 1 a r. On dit que la carte du dessus est en position 1, etc et que
celle du dessous est en position 7. On étudie un battage de cartes trés simple
pour mélanger le paquet de cartes, appelé «top to random shuffle» en anglais.
Plus précisément, on considére la k-insertion qui consiste a prendre la carte du
sommet du paquet et a I'insérer entre la k° et k + 1° positions. La 1-insertion
n’a aucun effet. On convient que la r-insertion place la carte du sommet sous
le paquet. On choisit d’effectuer des k-insertions successives en utilisant une
suite i.i.d. uniforme sur {1,...,r} pour choisir k.

Une configuration du paquet est codée par un élément o du groupe symé-
trique X, de sorte que o(k) désigne la position de la carte numéro k. Une
k-insertion fait passer de la configuration o a la configuration (k,k—1,...,1)o
ou (k,k—1,...,1) € S, désigne le k-cycle k > k—1—--- > 1= k.

En notant X, la configuration du paquet a U'instant n, on obtient une
suite aléatoire (X”)n>0 de X, vérifiant pour tout n > 0,

Xn+1 - €n+1Xn =&n41- " 51X0

ou (g5),>, sont iid. de loi uniforme sur C':= {(k,k —1,...,1) : 1 < k <
r} C X,. La suite (Xn)n>0 est une marche aléatoire a gauche sur le groupe
(non abélien) X, d’incréments C. C’est aussi une chaine de Markov d’espace
d’états fini X, (de cardinal r!) et de noyau

lo(o’oc™)  1c(o’oc™t)

P(o,0) = =S5 — = =5
1 o 1(1)
r O'_i(T)

Configuration initiale‘Conﬁguration apres mélange

Fig. 2.4. La carte en position k se déplace en position o (k).

Théoréme 2.10 (Convergence en loi). La chaine (X;),5, est récurrente
irréductible apériodique. Son unique loi invariante est la loi uniforme sur X, :

1 1
=y @5”25 > 6.
oceX, ceX,

La chaine (X»),>q converge en loi vers i quelle que soit la loi initiale Loi(Xo).
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Démonstration. L’ensemble de transpositions spécial
T:={(r,r—1),...,(2,1),(1,n)}

engendre X,.. Comme les k-insertions (r,7—1,...,1) et (2,1) correspondant a
k=17 et a k=2 engendrent 7, on en déduit qu’elles engendrent X',.. Donc C
engendre X, et la chaine est irréductible. Comme 'identité (1) est également
une k-insertion (k = 1), la diagonale de la matrice de transition de la chaine
est > 0 et donc la chaine est apériodique. Comme X, est un groupe, il y
a exactement r états qui conduisent a chaque état, donc les colonnes de la
matrice de transition ont exactement r entrées non nulles, toutes égales a 1/r.
Ainsi, la transposée de la matrice de transition est également une matrice
de transition® et donc la loi uniforme est invariante. Or toute chaine finie
récurrente apériodique posseéde une unique loi invariante vers laquelle elle
converge en loi quelle que soit sa loi initiale. a

On souhaite & présent étudier la vitesse de convergence de la chaine vers sa
loi invariante, partant d’une configuration initiale X fixée. Par invariance par
translation, on peut supposer que Xy = (1), c’est-a-dire que toutes les cartes
sont dans l'ordre au départ. Au temps 0 la carte r est en position r (tout
en bas du paquet), et subit une remontée pas & pas au fil du temps jusqu’au
sommet. Cette remontée est de plus en plus rapide. Pour tout 1 < k < r — 1,
on note Ty le temps que cette carte passe en position r — k (et Ty = 0). Pour
tout £ > 1, on a, avec la convention 77 +---+T_1 =0si k=1,

Te=min{n >1: X7 .41 _,4n=1—Fk}
=min{n>1: X, (r)=r—k}—(T1+ -+ Ti_1).
Au temps T7 + - - -+ T,_1 la carte r est en position 1 (sommet du paquet). La
variable aléatoire
T:=1+T1—|-~'~+TT_1

suit la loi du collectionneur de coupons de r coupons de probabilité d’appari-
tion uniforme (chapitre 1). Les variables aléatoires 77, ..., T._1 sont indépen-
dantes avec Ty, ~ Geo(k/r) pour tout 1 < k < r — 1. Notons que T > r.

Théoréme 2.11 (Bon mélange aprés remontée). Le temps T est un temps
fort de stationnarité : pour tout n > 0, les variables aléatoires Xpy,, et T sont
indépendantes et de plus Xpy, suit la loi uniforme p sur X,..

Démonstration. La loi uniforme sur X, peut s’obtenir en tirant uniformément
sans remise les images de 1,...,r. D’autre part, la loi uniforme sur Y, est
invariante par translation.

5. Elle est doublement stochastique (ou bistochastique). L’ensemble des matrices
doublement stochastiques n X n est un polytope (intersection de demi-espaces)
convexe et compact a (n — 1)2 degrés de liberté. Ses points extrémaux sont les
matrices de permutations (Birkhoff et von Neumann). Encore le groupe symétrique !
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Au temps T1, la carte r se trouve pour la premiere fois en position r—1, car
la carte numéro 1 a été glissée sous le paquet. Au temps T} + T5, la carte r se
trouve pour la premiere fois en position r—2 car la carte numéro 2 a été glissée
sous ou sur la carte 1. Les numéros des deux cartes sous le paquet sont 1,2 ou
2,1 avec probabilité 1/2. Par récurrence, au temps Ty +---+ T,y =T —1, la
carte r se trouve au sommet du paquet pour la premiere fois et les r — 1 cartes
qui sont sous elle ont des numéros répartis uniformément sans remise dans
{1,...,r—1}. Autemps T, la carte r est placée aléatoirement et uniformément
dans le paquet & une position entre 1 et r et donc X suit la loi uniforme.
Comme la probabilité P(Xt = 0,7 = k) ne dépend pas de o, on en déduit
que T et X7 sont indépendantes. Or comme la loi p est invariante, on obtient
X74pn ~ p pour tout n > 0. O

Pour bien mélanger le paquet de cartes, on pourrait s’arréter au temps
T. Malheureusement, on ne connait pas T en pratique! Alternativement, on
pourrait chercher a déterminer une valeur de n, aussi petite que possible,
telle que dy (Loi(X,,), ) est proche de zéro, ot dyr (+,-) est la distance en
variation totale (section 1.3). Il s’avére que pour r assez grand, la quantité
dyt (Loi(X,), 1) passe de 1 & 0 de maniére abrupte® autour de n = rlog(r).
Ce phénomene de convergence abrupte est quantifié par le théoréme suivant.

Théoréme 2.12 (Convergence abrupte en n = rlog(r)). Pour tout réel ¢ > 0,
dyt (Loi(XLT 10g(r)+crj),,u) <e T agvec 0<e, <1/r
Si ¢ =2 0 vérifie lim, o ¢, = 00 et rlog(r) — re, > 0 pour tout r > 1, alors
Jim dyr (Loi( X tog(r)—re, )s ) = 1.

Démonstration. Grace au théoréme 2.11, on a, pour tout A C X,

NE

P(X,€A)=)>» PX,€eAT=k +P(X,=0,T>n)

x>~
Il
=]

N
NE

P(X, € A T=k)+P(T >n)

>
Il
=

I
NE

IP(XTJrn,k € A,T = k) + IP(T > n)

£
I
=3

wA)P(T =k)+P(T > n)

[
NE

0
A)P(T < n)+P(T >n)
A)+P(T > n).

I
EET

<

6. On parle de «cutoff phenomenony» en anglais.
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dou P(X, € A) — u(A) < P(T > n). Appliqué a A et A, cela donne
dyt (Loi(X,),u) <P(T>n), n=0.
Le résultat découle du théoreme 1.17 sur le collectionneur de coupons. O

La figure 1.2 illustre le phénomene de convergence abrupte.

2.5 Pour aller plus loin

La marche aléatoire simple sur Z<¢, étudiée notamment par George P6-
lya puis par Frank Spitzer, fait partie des modeles de base des probabilités.
Elle fait 'objet d’une attention particuliere dans les livres de William Feller
[Fel68], Frank Spitzer [Spi70], Peter G. Doyle et Laurie Snell [DS84], et de
James Norris [Nor98a]. La démonstration du théoréme 2.7 est tirée d’un ar-
ticle [CF51] de Kai Lai Chung et Wolfgang Heinrich Johannes Fuchs. Cette
analyse de Fourier peut étre poussée plus loin, comme expliqué par exemple
dans les livres de Gregory Lawler et Vlada Limic [Lawl3, LL10]. L’astuce
combinatoire de Désiré André se trouve dans [And87].

Les nombres de Catalan interviennent tres fréquemment en combinatoire.
Ils comptent, outre les chemins de la marche aléatoire simple, les mots de
Dyck, les parenthésages, les triangulations d’un polygone, les partitions non
croisées, les chemins sous-diagonaux dans le carré, les arbres planaires, etc.

La physique statistique a inspiré nombre de modeles de marches aléatoires :
marches aléatoires en milieu aléatoire, en paysage aléatoire, en auto interac-
tion (évitement, renforcement, excitation, ...), etc. Ce sujet historique est
d’une grande richesse et fait toujours ’objet de recherches a I’heure actuelle.
Les chapitres 3, 6, et 15 font intervenir des marches aléatoires. Par ailleurs le
théoreme limite central permet de concevoir le mouvement brownien comme
un analogue en temps et en espace continus de la marche aléatoire simple,
obtenu comme limite d’échelle de modeles discrets (eZ? approche RY). Le
probléeme de Dirichlet discret est étudié en détail dans le livre de Gregory
Lawler [Lawl3]. Le probléme de Dirichlet posséde une version & temps et
espace continus, étudiée dans le chapitre 24, qui est une limite d’échelle du
probleme de Dirichlet discret. Au niveau du processus, la marche aléatoire
simple symétrique devient le mouvement brownien grace au théoréme limite
central, tandis qu’au niveau du générateur, le laplacien discret devient I'opé-
rateur différentiel laplacien grdce a une formule de Taylor. Le champ libre
gaussien constitue un objet fondamental en physique mathématique, abordé
par exemple dans le livre de James Glimm et Arthur Jaffe [GJ87], tandis que
sa limite d’échelle est présentée dans 'article [She07] de Scott Sheffield.

Le modele de battage de cartes étudié dans ce chapitre, bien que peu
réaliste, a le mérite de mener trés simplement au phénoméne important de
convergence abrupte a 1’équilibre, commun a la plupart des maniéres de mé-
langer les cartes qui ont été étudiées, comme par exemple le «riffle shuffie» :
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on coupe le paquet en deux et on fusionne les deux sous-paquets en intercalant
leurs cartes. La convergence abrupte dans les battages de cartes fait partie plus
généralement du théme de la convergence a 1’équilibre des chaines de Markov,
trés étudié par Persi Diaconis et ses collaborateurs, et brillamment présenté
dans les livres de David Aldous et James Fill [AF01] et de David Levin, Yuval
Peres, et Elizabeth Wilmer [LPW09].

Le collectionneur de coupons intervient également dans l'analyse de la
marche aléatoire sur 'hypercube (section 9.1) qui constitue un exemple re-
marquable de marche aléatoire sur un graphe régulier. Il est également possible
de définir des marches aléatoires sur des graphes orientés ou non plus géné-
raux, en considérant, pour chaque sommet, une loi sur ses voisins. Ces marches
constituent des chaines de Markov. Réciproquement, toute chaine de Markov
d’espace d’états au plus dénombrable peut étre vue comme une marche aléa-
toire sur son graphe squelette. L’algorithme PageRank de Google est basé sur
une marche aléatoire sur le graphe orienté des pages web. Un autre exemple
classique est celui de la marche aléatoire sur le graphe de Cayley d’un groupe
finiment engendré. On peut enfin définir une marche aléatoire sur un groupe
en utilisant des «incréments» i.i.d.



3

Branchement et processus de Galton-Watson

Mots-clés. Arbre aléatoire ; branchement ; généalogie ; dynamique de po-
pulation ; phénomene de seuil.

Outils. Fonction génératrice ; transformée de Laplace ; martingale ; chaine
de Markov ; marche aléatoire.

Difficulté. *

Les processus de branchement constituent une classe importante présente
dans un grand nombre de situations probabilistes. Ce chapitre est une in-
troduction au processus de branchement de Galton-Watson, qui joue un role
presque aussi important que les marches aléatoires au sein des probabilités.

Le processus de Galton-Watson décrit I’évolution d’une population asexuée
au fil de générations qui ne se recoupent pas. Soit P := pydg + p1d1 + -+
une loi sur IN appelée loi de reproduction. On passe de la génération n a la
génération n + 1 comme suit : tous les individus de la génération n donnent
indépendamment un nombre aléatoire d’enfants de loi P puis meurent. Si Z,
désigne le nombre d’individus de la génération n € IN, alors Zj représente la
taille de la population initiale et Z,, 1 vérifie '’équation de récurrence

Zn
Zn-',—l = Z Xn+1,k
k=1

ol (Xn k), 51 k>q Sont des variables aléatoires i.i.d. de loi P, indépendantes de

Zy. On adopte la convention Zg = 0 de sorte que si Z,, = 0 alors Z,,+; = 0.
Pour tous n € IN et zy,...,2, € N, on a

Loi(Znt1|Z0 = 20y -+« s Zn = 2n) = Loi(Zpy1 | Zn = 2n) = P**.

La suite (Z,),5, est donc une chaine de Markov d’espace d’états IN et de
noyau de transition P donné pour tout z € IN par
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P(z,-) = P*.
L’état 0 est absorbant (extinction de population). Le temps d’extinction est
T:=inf{n>0:2, =0} € NU{oo}.

Remarque 3.1 (Motivations initiales). L’une des motivations initiales de ce
modele était d’estimer la probabilité de survie de la lignée masculine d’une
famille, et ceci explique sans doute le fait que le modéle soit asexué.

Remarque 3.2 (Arbre de Galton-Watson). La suite (Zy,),,5 issue de Zo =1
se représente comme un arbre aléatoire dont la loi de branchement est P.
La variable Z,, est le nombre de noeuds de profondeur n. Un arbre r-naire
correspond a& P = §, mais on prendra garde au fait qu’il ne s’agit pas d’un
graphe r-régulier car la racine (ancétre général) posséde r voisins tandis que
tous les autres sommets (descendants de l'ancétre général) possédent r + 1
voisins. L’arbre a pour profondeur ou hauteur T' = inf{n € N : Z,, = 0},
pour largeur max,cN Zn, et pour taille totale N = Zg + --- 4+ Zp_1. L’arbre
de la figure 3.2 est de profondeur 3, largeur 5, et taille totale 12. Lorsque
Zy > 1, on parle parfois de forét aléatoire.

On effectue a présent les observations suivantes :

— Le comportement de (Zn)n20 se ramene au cas Zg = 1 car condition-
nellement & {Zy = z}, la suite (Zn) >0 @ laloi de la somme de z copies
i.i.d. partant de 1. C’est la propriété de branchement :

Zty) 19 g(2) 4 7)

ot Z®) et ZW sont indépendants ;
— Sip, =1 pour un z € N alors P = §, d’ou, pour tout n > 0,

Zns1 = 2Zp == 2" Zy;

— Sipg=0et p; <1alors P(Z, ~oo|Zy=1)=1 en comparant & un
jeu de pile ou face;

— Sipg+p1 =1etpy#0,alors P(Z, \\0|Zy =1) =1 en comparant a
un jeu de pile ou face, et le temps d’extinction T' est géométrique.

Ces observations nous conduisent a supposer que dans toute la suite :

Zo=1 et 0<pg<po+p1 <Ll

Ceci implique que p, < 1 pour tout z € IN. Ceci implique aussi que Z; ~ P
car Zp = 1. Dans toute la suite, on note m := p; + 2ps + --- la moyenne de
P lorsqu’elle existe, et 02 € R la variance de P lorsque m existe.

3.1 Extinction et phénomeéne de seuil

Nous commengons par les deux premiers moments de Z,.
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Théoréme 3.3 (Moyenne et variance).
— sim existe alors B(Z,) = m™ pour tout n > 0;
— sim existe et si 0% < oo alors pour tout n >0,

2, no1(m" —1) .
-~ 7 1.
Var(Z,) = am m—1 sim#1;

no? sim = 1.

Démonstration. La formule de 'espérance découle de E(Z,, 11| Z,) = mZ,, et
Zy = 1. Pour la variance, B(Z2 | | Z,,) = Z,(0? +m?) + Z,,(Z,, — 1)m? donne

E(Zp 1) = B(Zy)(0® +m?) + (B(Z;) = B(Z,))m?,
et un calcul conduit alors a la récurrence Var(Z,, 1) = Var(Z,)m?*+m"c?. O

Le comportement asymptotique de la taille moyenne E(Z,,) = m™ ne dé-
pend que du parametre m et révele un phénomene de seuil autour de la valeur
critique m = 1. On adopte tout naturellement la terminologie suivante pola-
risée par le parametre m :

— cas sous-critique : m < 1,

E(Z,) \\0 avec Var(Z,)— 0sio? < oc;
— cas critique : m =1,
E(Z,) =1 avec Var(Z,)— oo sio? < oo;
— cas sur-critique : m > 1,
E(Z,) /oo avec Var(Z,) — oo sio? < .

Les formules pour I'espérance E(Z,) et la variance Var(Z,,) de Z,, peuvent
étre obtenues en utilisant une fonction génératrice. Rappelons que la fonction
génératrice g : [0, 1] — [0,1] de la loi P est la série entiére réelle

g(s) = B(s¥1) =) " p.s”.
z=0

Si P a un moment d’ordre r alors

lim ¢ (s) = B(X1 1 (X110 — 1) (X1 —741))

s—1
(moment factoriel d’ordre r de P), en particulier
Jd17)=m et ¢’(17)=0*+m?—m.

Théoréme 3.4 (Fonction génératrice de Z,,). Pour tout n > 1 la fonction
génératrice g, de Z, vérifie g, = ¢g°" :=go---0g.
—

n fois
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Démonstration. On a g1 = g car Zg = 1. Pour tout n > 1 et tout s € [0, 1],
gnt1(s) = E(s7+) = E(E(s7+1(Z,))
= B((E(s*1))7") = E(g(s)”") = gn(g(s)).

O

Remarque 3.5 (Liens entre Galton-Watson et Wright-Fisher). Considérons
le cas o la loi de reproduction P est une loi de Poisson Poi(\). Pour tout
entier N > 1 fizé, la loi de (X1.1,..., X1 n) sachant que X1 1+---+X; v =N
est la loi multinomiale Mul(N, (1/N,...,1/N)). En effet, pour (ki,...,kn)
dans NV tels que ki1 + --- + ky = N, la probabilité

P(X11=Fi,....Xoon=kn|Xi1+--+ X1 v=N)
est égale a (puisque X114+ ...+ X1 n suit la loi de Poisson de paramétre AN )

P(X11=Fi,...,.Xi v =kn) _ N!
P(Xi14+---+Xi,n=N) kil . kn!

Ainsi, le modéle de Wright-Fisher du chapitre 12 est lié au modéle de Galton-
Watson de loi de reproduction Poisson conditionné a étre de taille constante
(remarque 13.1). Le processus de Galton-Watson décrit I’évolution de la taille
de la population, et ne dit rien a l’échelle individuelle. Réciproquement, si
(Y1,...,Yn) suit la loi multinomiale Mul(N, (1/N,...,1/N)) alors pour tout
k> 1 firé, (Y1,...,Ys) converge en loi quand N — oo wvers la loi produit
Poi(1)®*, ce qui indique que les individus dans un processus de Wright-Fisher
de grande taille ont tendance a faire des enfants de maniére poissonnienne et
indépendante les uns des autres.

Théoréme 3.6 (Dichotomie). Presque sirement, soit le processus s’éteint :

lim Z, =0

n—oo
soit il tend vers Uinfini (explosion) :

lim Z, = oo.
n—oo

Autrement dit, presque strement

lim Z, =
n—oo

oo stT = oo;

0 sT <o0.
Démonstration. Comme py > 0, on a P(z,0) = p§ > 0 pour tout z € IN*,
et comme 0 est absorbant, on en déduit que tout z € IN* est transitoire. Or
presque stirement, la chaine ne visite qu'un nombre fini de fois chaque état
transitoire, et donc presque stirement, soit la chalne est capturée par ’état
absorbant 0 soit elle diverge vers I'infini. Autrement dit, p.s. le processus finit
par sortir, en temps suffisamment grand, de tout intervalle fini de IN*. a
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Le théoréme 3.6 suggere d’étudier la probabilité d’extinction P(T < o).

Théoréme 3.7 (Probabilité d’extinction du processus). La probabilité d’ex-
tinction P(T < oo) est point fixze de g. Si m < 1 alors g posséde un unique
point fize, égal a 1, et P(T < co) = 1. Si m > 1 alors g posséde deux points
fizes, s €]0,1[ (attractif) et 1 (répulsif) et P(T < o0) = s.

Démonstration. Comme Z,, est entiere, on a
{T < o} ={lim Z, =0} =U,>0{Z, = 0}.
n— oo
La suite ({Z,, = 0})n>0 est croissante et la probabilité d’extinction vérifie

P(T < 00) = P( lim Z, = 0) = P(Ups0{Z, = 0}) = lim P(Z, = 0).

n—oo n—oo

Or du théoréme 3.4 on tire P(Z,, = 0) = ¢,(0) = g°"(0) et donc

P(T < >0) = nhﬁn;o gn(0) = nhﬂngo g°"(0).
La probabilité d’extinction p := P(T < o0) = lim,,—, o g°™(0) vérifie g(p) = p
car g : [0,1] — [0, 1] est continue. La fonction g est convexe car

o0

g"(s) = D (2 +2)(2 + 1) pssa.

z=0

Comme pg + p1 < 1, la fonction g est en fait strictement convexe (elle est
affine lorsque py + p1 = 1). D’autre part, g(0) = po €10,1[ et g(1) = 1. Par
conséquent, si ¢’(17) = m < 1 alors le graphe de g est au-dessus de la premiére
bissectrice et 1 est le seul point fixe. Si ¢’(17) = m > 1 alors le graphe de g
traverse une et une seule fois la premiére bissectrice sur Uintervalle ]0, 1] et
g admet un second point fixe s €10, 1[. Reste a observer que si m > 1 alors
g'(17) = m > 1 et donc 1 n’est pas un point fixe attractif. La figure 3.1
illustre des cas particuliers tirés des exemples 3.8 et 3.9. a

Exemple 3.8 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi(\) alors m = X et
g(s) = A=) et done si X < 1 alors la population s’éteint presque sirement
tandis que si X > 1 alors la probabilité d’extinction s est 'unique solution sur
10, 1] de l’équation A = log(s)/(s —1).

Exemple 3.9 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = Zn>0 q"pén,
alors m = q/p et g(s) = p/(1 — sq) et donc si p > 1/2 alors la population
s’éteint presque stirement tandis que sip < 1/2 alors la probabilité d’extinction
s est l'unique solution sur ]0,1[ de ’équation qs* — s +p = 0. Un petit calcul
fort agréable donne s = p/q.

On a donc la classification suivante d’apres le théoreme 3.7 :
— sous-critique (m < 1) : la population s’éteint presque slirement ;
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Fig. 3.1. En pointillés, la fonction génératrice de la loi géométrique de parametre
1/4 (deux points fixes : 1/3, attractif, et 1, répulsif) ainsi que celle de la loi de
Poisson de parameétre 1 (unique point fixe en 1). La ligne continue est la premieére
bissectrice.

— critique (m = 1) : la population s’éteint presque slirement ;
— sur-critique (m > 1) : la population s’éteint avec probabilité p € |0, 1].
Pour étudier plus finement (Zy,),,-, on introduit (Y;),5, définie par

Zn  n

E(Z,) mn

Y, =

Son utilité vient du fait que c¢’est une martingale pour la filtration naturelle :

E(Xn 1,1 + -+ Xn 1,Z, | Zn) mZn
E(YnJrl |J(}/Oaayn)) = + mntl + = L =Y,.

On a E(Y;) = 1. Comme (Y,,),-, est une martingale positive, elle converge
presque siirement vers une v.a.r. positive et intégrable Y., et donc en parti-
culier Y5, < 0o p.s. Sur I'événement {Yo, > 0} on a Z,, ~y 00 Mm" Yoo D-S.
Comme Y,, = 0 sin > T, on obtient {T' < oo} C {Yo = 0} presque
stirement. D’apres le théoréme 3.7, dans le cas sous-critique (m < 1) et critique
(m=1),on a P(T < c0) =1, dou P(Yo > 0) = 0. Néanmoins, toujours
si m < 1 alors sup,,3 Zn p’est pas intégrable, car sinon, par convergence

mm

dominée, on aurait 0 = E(Y7) = E(lim,,— 00 ¥n) = lim, 00 E(Y;,) = 1.

Remarque 3.10 (Martingales). Il est possible de retrouver une partie du
théoreme 3.7 en utilisant les martingales. En effet, si m < 1, alors

Y, > Yn]l{T:oo} = m_n]l{Tzoo}
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car Z, =21 sin < T, et par conséquent
1=EY) =E(Y,) > m "P(T = ),

d’ot P(T < 00) = 1. Lorsque m = 1, on a Z, =Y, = Y < 00 p.s. d'ot
Zn /> 00 p.s. dot P(T < o00) = 1 (théoréme 3.6). Supposons d présent que
m > 1, et notons s le plus petit point fire de g. La suite

(SZ”)n>0

est une martingale & valeurs dans [0,1]. Comme Z, — oo p.s. sur {T = oo}
(théoréme 3.6) et Z, =0 sin =T, et comme 0 < s < 1, il vient

§Zn — Sznﬂ{T:w} i sZ"]l{T<oo} ni'—so}o Li7<oo}-

Par convergence dominée on obtient s = E(s%0) = E(s%") — P(T < o).

3.2 Etude des trois cas possibles

Cas sous-critique

Sim < 1alors P(T < o) =1et Z, = Zpar — Z1r = 0 p.s. (théoréme
3.7) et B(Z,) =m"™ — 0 et Var(Z,) — 0 si 02 < co (théoréme 3.3).

Théoréme 3.11 (de Yaglom). Si m < 1 alors Loi(Z,|Z, > 0) converge
lorsque n — oo vers une loi p sur IN* dont la fonction génératrice h vérifie

(h—1)og=m(h—1).

Démonstration. Soit h,, la fonction génératrice de u,, := Loi(Z,, | Z, > 0). La
suite (hn(1)),, est constante et égale & 1 et converge donc vers h(1) := 1.
Pour tout s € [0,1[, on a

E(s"1yz,50) _, _ B(s%) ~P(Z,=0) _1-gu(s)
P(Z, > 0) P(Z, > 0) 1 - g,(0)

1—hp(s)=1-

car P(Z, >0)=1-P(Z, =0) =1 — g,(0). On rappelle que gn+1 = g © gn,
et que g,(s) = 1 et g,(0) — 1 quand n — oo car 1 est 'unique point fixe de
g car m < 1 (théoréme 3.7). Comme les fonctions g, et

s+ r(s) = 11%928)

sont croissantes sur [0, 1], on a

L= hai1(8) _ 1=g011(8) 1=92(0) _ r(gu(s) _ |

L—hn(s)  1—gu(s) 1—gns1(0)  7(gn(0))
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Par conséquent, la suite positive (1 — hy(s)), s, est croissante, et comme elle
est majorée par 1, elle converge vers une limite 1 — h(s). On a

. 1—gn 1(0) l_g” 1(3)
1—hn(g(8))_ ]__g:(()) 1_97:;1(0).

Comme g, (0) /' P(T < c0) =1 on en déduit que

1= gui1(0) _ g(1) — g(ga(0))
1- gn(o) g(l) - gn(o)

Donc (1—h)og = m(1—h) sur [0, 1] et donc sur [0, 1]. Reste a établir que h est la
fonction génératrice d’une loi y sur IN* et que (,un)n>1 converge (étroitement)
vers p. Comme (hy),,~, converge ponctuellement sur [0, 1] vers h, il est bien
classique d’établir que i, (2z) converge vers une limite p(z) € [0, 1] pour tout
z € IN*, dont la fonction génératrice est égale a h sur [0,1[. Le fait que la
sous-probabilité p est une loi de probabilité peut se déduire de 1’équation
fonctionnelle vérifiée par h en considérant la limite en 1. a

—d'(1) =m.

Cas critique

Sim =1alors P(T < o) =1et Z, = Zpyar — Zr = 0 p.s. (théoréme
3.7) et E(Z,) = 1 et Var(Z,) — oo si 02 < oo (théoréme 3.3). La «largeur»
de I'arbre sup,, >, Z,, n’est pas intégrable car cela entrainerait par convergence
dominée que 1 = lim,, o, E(Z,) = E(lim,,, Z,) = 0 ce qui est absurde. Les
arbres critiques sont donc souvent tres larges mais leur profondeur est finie
p.s. : une folie des grandeurs passagere rattrapée irrémédiablement par un
manque de fertilité. Le cas est critique! Notons par ailleurs que si m = 1 alors
(Zn)ns0 = (Yn), o et on retrouve au passage que Yoo = 0 p.s.

Théoréme 3.12 (Cas critique). Sim =1 et 02 < oo alors
1. lim,, oo nP(Z, > 0) = 2072
2. limyyoe 2E(Z,, | Z,, > 0) = 02
3. Loi(n™1Z, | Z, > 0) converge quand n — oo vers la loi Exp(20~2).

Le 2. n’est pas une conséquence directe du 3. car la convergence en loi
n’entraine pas la convergence des moments, en particulier n’entraine pas la
convergence des espérances. Un contre-exemple est fourni par (Zn)n>1 qui
converge p.s. vers 0 donc en loi vers §y mais 1 = IE(Z,) ne converge pas
vers la moyenne de dg qui est 0. Le théoreme affirme cependant qu’il y a
convergence de I’espérance de n~1Z,, vers l’espérance 202 de la limite en loi
de n™1Z,. La convergence en distance de Wasserstein d’ordre p est équivalente
a la convergence en loi ainsi que la convergence des moments jusqu’a l’ordre
p. La convergence des moments joue un réle important dans la preuve du
théoreme de Wigner du chapitre 21.
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Démonstration. On a

WP (Zn > 0) = n(l — gn(0)) = (1 (1(0) - 1) + i)l

n 1—gn,

La formule de Taylor avec reste intégral en 1 a I'ordre 2 donne
1
9(s) = s+ 5 (1= %0 + (1 - 5)%a(s)

avec « bornée sur [0,1] et lims_,1 a(s) = 0. Il en découle que

1 o1 g(s) —s
1—g(s) 1-s (1—g(s)(1-s)
%02 + a(s) _

2
1—3(1—=s)02—(1-s)a(s) 2

+8(s)

ou f est comme a. Comme (g),~, converge uniformément vers 1, il vient

o L 1 1 o L 7§ 1 1 o2
im — — = lim — - = —
nooon\1=gn(s) 1—=s/ mnooon =\1-g(g(s)) 1—gr(s) 2

uniformément pour tout s € [0, 1[. De méme, comme Znliz,501 = Zn, 0on a

E(Zuliz,50y) _  E(Zy) ’

B 2u] 20> 00 = S57 20~ nll—gu) 2

Toujours de la méme maniere, on a pour tout ¢ € R, en notant s, = et/ ",

E(sZ 1z, >0})

B(e™" " 20 > 0) = =572
_ 9n(50) =9a(0) _ | 1—gn(sn)
1= n(0) 1= g.(0)

que ’on peut encore écrire

baa —1gn<o>> (rlz<1 fgln<sn> "1 1sn> Tl - ))

On obtient donc

2 /52 1\ "}
E(e % |2, >0) > 1— = (U + >

2\ 2 t
_ 1
=02
1+ %t
(o)
= 32 e e SET dy.
g% Jo
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Cas sur-critique

Sim > 1alors 0 < P(T < o0) < 1 (théoreme 3.7) avec Z, — 0 sur
Pévénement {T < oo} et Z, — oo sur {T = oo} (théoreéme 3.6). D’autre part
E(Z,) = m™ — oo et Var(Z,) — oo si 02 < oo (théoréme 3.3). Enfin, si
m > 1, on sait que sur {T' < oo} on a Z, — 0 tandis que sur {Yo > 0} on
a Zp ~nooo M"Yo. On a aussi {T' < oo} C {Yoo = 0} p.s. et le théoréme
suivant, fort agréable, affirme que cette inclusion p.s. est une égalité p.s.

Théoréme 3.13 (Explosion dans le cas sur-critique). Si E(Ys) = 1 alors
{Yoo =0} ={T < o0} p.s. , et donc p.s.

— $0it Yoo =0 et limy, o0 Z, =0

— 501t Yoo > 0 et Zy, ~pyoo M"Yoo /' +00.

Démonstration. Comme E(Yy) = 1et Yoo 2 0 0on a P(Yoo > 0) > 0. Sur
{Yoo >0} on a Z,, ~p 0o m"Yo — 00 et on retrouve P(T < oo) < 1. Pour
établir que I'inclusion p.s. {Yo, > 0} C {T = oo} est une égalité p.s., nous
allons montrer que

P(Yy = 0) = P(T < ).

En effet, pour tout z € IN*, par les propriétés de Markov et de branchement,
P(Yoo = 0|21 = 2) = P( lim Y, = 0| Z; = 2)
=P(lim Y, =0)* =P(Y =0)7,

n—o0
et comme Z; ~ P, on a P(Y,, = 0) = g(P(Ye = 0)), et donc P(Y,, = 0) est
point fixe de g. Or comme P (Y, = 0) < 1 on obtient P(Y,, = 0) = P(T < o0)
grace au théoréme 3.7, ce qui acheéve la preuve. O

Notons que le lemme de Fatou donne E(Y,,) < liminf,, . E(Y,) =1, ce
qui assure que Y, est intégrable, mais la convergence de (Yn)n>0 vers Yoo
n’a pas forcément lieu dans L'. Enfin, le lemme de Scheffé nous dit que la
convergence a lieu dans L' si et seulement si E(Yy,) = 1.

Théoréme 3.14 (Loi de Y., dans le cas sur-critique). Sim > 1 et 0% <
alors la martingale (Yn)n>0 converge p.s. et dans L? vers une variable aléatoire
Yo = 0 de moyenne E(Yy) =1 et de variance Var(Ys,) = 02/(m? —m). De
plus, la transformée de Laplace t € Ry +— Loo(t) = E(e =) de Y est
caractérisée par les propriétés suivantes :

Ll (0)=—-1 et Ly(mt)=g(Loo(t)) pour toutte Ry.
Démonstration. La martingale (Y,),, est bornée dans L? car

~ Var(Z,) + E(Z,)? o2 o?

E(Y;?)

m2n m
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(théoréme 3.3) qui converge car m > 1. Par conséquent, (Yy),-, converge
p.s. et dans L? vers une v.a.r. Yo, dont les deux premiers moments sont la
limite de ceux de Y,,. Il est possible de procéder directement sans faire appel a
un théoréme de martingales, grace au fait que la convergence L? est ici assez
rapide. En effet, par le théoréme 3.3 on obtient, pour tout n,k > 0,

o2 1—-m=F
E((Yox — Ya)?) = T mE
Comme m > 1, ceci montre que (Yn)n>o est une suite de Cauchy dans L2.
Comme L? est complet, elle converge vers une v.a.r. Yoo € L?. La série
S o E((Y,, — Yao)?) converge également grace a la borne géométrique en
m~" sur E((Ya — Y5,)?) obtenue en faisant k — oo. Par convergence mono-
tone, on obtient B(3- " ((Yn — Yoo )?) < 00 et donc (Y3,),,5, converge p.s. vers
Y- Les deux premiers moments de Y, s’obtiennent facilement.

On a L/ _(0) = —E(Ys) = —1. De plus, la transformée de Laplace ¢t €

R, — Ly, (t) = E(e~Y) de Y,, vérifie pour tout n > 0

Lut1(mt) = gor1(e” 7 ) = g(ga(e™ 7)) = g(Ln(t)),

d’olt lim,, oo Loo(mit) = g(Loo(t)) car Lo = limy, 00 Ly, €t g est continue. O

3.3 Taille de I’arbre en régimes critique et sous-critique

Le théoreme 3.3 fournit la moyenne de la population totale au temps n :

1—mntl
E(Zy+--+ Z,) = ﬁﬂm# +(n+ D1z
On peut obtenir une formule similaire pour la variance (exercice!). On se place
dans cette section en régime critique ou sous-critique m < 1. Nous savons que
la population s’éteint presque sfirement, et la population totale (ou taille de
larbre) est donc donnée par
N=lim Zy+---+Z, (=Zo+ - +Zr-1),

n—oo
d’otl1, par convergence monotone,

1
E(N)=q¢1-m
00 sim=1.

sim <1,

Comme Z, > 1sin<Tilvient T < Zy+ ---+ Zyr_1 = N d’ou 'inégalité
E(T) < E(N) =1/(m —1). Dans le cas critique, la population totale N est
finie p.s. mais n’est pas intégrable.
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Nous allons caractériser la loi de N en fonction de la loi de reproduction P.
Tout d’abord, nous pouvons exploiter la propriété de branchement : comme
I'individu racine donne naissance & X; ; arbres de Galton-Watson i.i.d., la loi

de N vérifie
X1

NZ1+Y NO
=1

otl les variables aléatoires (N () i>1 sont i.i.d. de méme loi que N. Cette égalité

en loi permet de retrouver la formule E(N) = (1 —m)~ 1,1 + ool,=1, et
fournit plus généralement le lemme suivant.

Lemme 3.15 (Fonction génératrice de N). Si g et f sont les fonctions géné-
ratrices respectives de X11 et N, alors la fonction f est solution de l’équation

f(s)=s(go f)(s) pourse[0,1].

Exemple 3.16 (Reproduction géométrique). Si P = Geon(p) = Zn>0 q"pon,
avec p = 1/2, alors f(s) est solution de l’équation qf(s)> — f(s) +sp =0, et

1—+/1—4pgs
f(s) = R e pour s € [0,1].
2q
Cette équation sur la fonction génératrice n’est pas toujours facile a utili-
ser. On peut aussi exprimer la loi de N avec des convolutions de la loi P

Théoréme 3.17 (Loi de la taille de ’arbre et marche aléatoire). On a

loi

N = T—la

ot T_1 :=1inf{n > 1: S, = —1} est le temps d’atteinte de —1 d’une marche
aléatoire (Sn)n>0 sur 7 issue de So = 0 et d’incréments (Ui)@1 tels que
1+ U; ~ P. De plus, pour tout n > 1,

Pin,n—1)  P™(fn—1})

P(N =n)= " - .

La loi de N peut bien siir s’obtenir par un calcul direct, sans faire appel
a l'égalité en loi. Cependant, cette si belle identité en loi permet notamment
un contrdle de la queue de distribution, ce qui s’avere utile pour 1’étude du
graphe aléatoire de Erdés-Rényi par exemple, voir théoreme 16.14.

Démonstration. L’idée consiste a associer bijectivement un arbre fini & une
portion de trajectoire de marche aléatoire. Etant donné un arbre fini de taille
n, on numérote ses sommets en partant de la racine (notée 1) et de gauche
& droite pour des individus d’une méme génération. On note ensuite X @ le
nombre d’enfants de I'individu i et U; = X — 1 pour 1 < i < n, et on pose

So=0 et Si+1:Si—|—Ui+1 pour 0 <2< n—1.
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Fig. 3.2. Arbre et marche aléatoire associée.

La figure 3.2 donne un exemple d’association. Le mode de numérotation étant
fixé, arbre se reconstruit aisément a partir de la trajectoire de S. La suite
(Si)o<icn @ la loi d’'une marche aléatoire d’accroissement (U;),, issue de
0 arrétée au temps d’atteinte 7_; de —1. Comme les accroissements sont de
moyenne négative m—1 et que les sauts négatifs de la marche sont d’amplitude
1, ce temps est fini presque siirement. Cette bijection fournit ’égalité en loi

loi

N =T_,. Enfin, la loi de T_; est fournie par le lemme 3.18.

Lemme 3.18 (Principe de rotation). Soit (Sy),,, une marche aléatoire issue
de 0 d’incréments (Up),,, 4.i.d. a valeurs enticres, et

T :=inf{n>1:8,=-1}.

Alors pour tout n > 1,
1
P(T_;=n)= EIP(S,L =-1).

Démonstration du lemme 3.18. Soit n > 1 et Uy,...,U, tels que S,, = —1.
Pour tout entier k, notons o(k) 'entier compris entre 1 et n égal & k modulo
n. Pour tout = 1,...,n, on définit S par

SO0 et S0 =80+ Uugerrrn,

Remarquons que pour toutl =1,...,n, Sff) = S, = —1 et que les trajectoires
S et S coincident. La figure 3.3 fournit un exemple avec n = 8.

La trajectoire S atteint son minimum en un ou plusieurs instants. Notons
lo le plus petit d’entre eux (dans I’exemple de la figure 3.3, Iy = 4). Alors S (to)
est la seule trajectoires parmi S™), ..., S qui reste positive ou nulle jusqu’a
I'instant n — 1. On a donc bien le résultat attendu. O

O
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Fig. 3.3. Une marche parmi n reste positive avant d’atteindre —1 (ici 5(4))4

Exemple 3.19 (Reproduction poissonnienne). Si P = Poi(\) avec A < 1,
alors Uy ~ Poi(A) x d_1 et, pour tout n > 1,

(An)n—1

n!

P(N =n)=e

puisque S, ~ Poi(n\) * d_,. D’autre part, la série génératrice f de N est
solution de ’équation fonctionnelle peu commode f(s) = se*/()=1),

3.4 Immigration

Le processus de Galton-Watson avec immigration (Zn)7120 issu de Zj est

Z

Zn+1 = InJrl + Z Xn+1,k
k=1

pour tout n = 0, ot (Xyk),,5 p>; sont iid. deloi P sur N, (1), iid. de
loi Py sur IN, toutes ces variables formant avec Zy une famille indépendante.
On suppose que P et P, ont pour moyenne m et m.,. On note o2 et ai leur
variance lorsqu’elle existe. On suppose que Zy = 1. Soit F;, la tribu engendrée
par Zy, (Xivj)1<i<n7j21’ll7 ..., I,. Pour tout n > 0,

E(Zn+1 |fn) = mZn + my

d’olt on tire (récurrence linéaire) que pour tout n > 1,

n

m" —1
E(Zn) = (mn + m—1 m+> ]lm,?gl + (1 + nm+)]lm:1.

Pour la variance, on a
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E(Z2, 1 |Fn) = Zp(0® + m?) + Z,(Zy, — 1)m? + 2Z,mmy + 05 +m?
ce qui donne
Var(Z,11) = Var(Z,)m* + 0°E(Z,,) + o7

Si m > 1 alors l'espérance de Z,, est d’ordre m™ et sa variance d’ordre
m2". Si m < 1 alors

2 2
my o my oy
E(Zn) — m et Var(Zn) — 1—m 1— m2 .
Notons que Z,, = Z,, o + ZZ:1 Zn,k OU Zy o est le nombre de descendants a

I'instant n de 'individu présent au temps 0 (processus de sans immigration !),
tandis que Z,  avec 1 < k < n est le nombre de descendants a 'instant n des
individus immigrés a I'instant k. Toutes ces variables sont indépendantes. On
observe que Z, j a la méme loi que la somme de Ij, copies indépendantes de
Zn—k,0- Bien qu’il soit possible d’utiliser ces observations pour étudier le cas
m < 1, nous nous contentons par souci de simplicité du cas m > 1.

Théoréme 3.20 (Cas sur-critique avec immigration). Si m > 1 alors
(Yn)pso = (Zn/m"), 5o converge p.s. vers une v.a.r. Yoo > 0. Si de plus
o < oo et oy < oo alors la convergence a également lieu dans L? et?

m
E(Yw)=1+mj1.

Démonstration. La suite (Y3,),5, est une sous-martingale pour (F),,, car
E(Yn |‘Fn—1) =Y,_1+ minm.}- > Y. 1.
Ona E(Yy) =1et E(Y,) =E(Y,—1)+m ™my pour n > 1 d’ou
E(Y,) =14 m '+ +m ")my.

Comme m > 1 et Y,, > 0, on obtient sup, E(|Y,|) = sup,, E(Y,,) < co. En
tant que sous-martingale bornée dans L', la suite (Yn)n>0 converge p.s. vers
une v.a.r. Yo, > 0 intégrable, et la convergence a lieu dans L' si la suite est
uniformément intégrable. Supposons que o < oo et o4 < oo et montrons que
la convergence a lieu dans L2. On a

E(Y,?2) = m *E(Z2) = m *"Var(Z,) + m *"E(Z,)*.

n

Or on sait que si m > 1 alors 'espérance de Z,, est d’ordre m™ et sa variance
d’ordre m*", d’ott £ := lim,,_, oo E(Y,?) < 0o. Enfin, pour tous n,k > 1,

E((Yotr — Yn)Q) = E(Y2+k) + E(YnQ) — 2B (Y41 Yn)

n

1. 11 est également possible de calculer Var(Yy) (exercice!).
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=E(Y, ) + E(Y;)) = 2B(E(Yo i | Fn)Ya)
=E(Y,2 ) — B —2(m ™ 4 m T my E(Y,)

n

=0+ On—)oo(l) -0 — 0n—>oo(1) + 0n—>oo(1)

Par conséquent, (Yn)n20 est de Cauchy dans L? et converge donc dans L?. On
peut aussi alternativement se contenter d’invoquer directement le théoréme
de convergence des martingales bornées dans L2. O

3.5 Pour aller plus loin

C’est vers 1875 que Francis Galton et Henri William Watson écrivent leur
article sur I’évolution du nombre de noms de familles aristocratiques anglaises.
Ils ne connaissaient sans doute pas les travaux antérieurs de Irénée-Jules Bie-
naymé sur le méme sujet. L’étude du processus de Galton-Watson peut étre
considérablement raffinée. Le modeéle lui méme peut étre enrichi et modifié afin
de tenir compte de diverses situations d’intérét : existence de sexes différents,
survivance des individus a plusieurs générations, etc. On trouvera de nom-
breux développements dans les livres de Theodore Harris [Har02], de Khrishna
Athreya et Peter Ney [AN04], de Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain
[DJO6], et de Patasy Haccou, Peter Jagers, et Vladimir Vatoutin [HJV07]. Les
processus de branchement ont beaucoup été étudiés par I’école francaise de
calcul des probabilités, notamment par Jacques Neveu, Jean-Francois Le Gall,
Jean Bertoin, et leurs descendants.

Dans le théoréme 3.13 (explosion dans le cas critique), si E(Yy) # 1 alors
E(Y;,) < 1 grace au lemme de Fatou. De plus Harry Kesten et Bernt P. Stigum
on montré dans [KS66] que soit P(Yo = 0) = P(T < o0) soit P(Yo, =0) =1
et les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. PYoo =0) =P(T < 00);

2. E(Yy) =1;

3. (Ya),», converge dans L;

4. E(X11log(X1,1)) < oo c'est-a-dire que z € N — zlog(z) € L' (P).

Une étude du processus avec immigration se trouve dans le livre collectif
[Rug01] ou encore dans le livre [AN04] de Athreya et Ney. Le théoréme 3.11
de Akiva Yaglom constitue un bon point de départ pour ’étude plus générale
des distributions quasi-stationnaires des processus de populations, présentée
dans le survol de Sylvie Méléard et Denis Villemonais [MV12].

Le lemme 3.18 est obtenu dans un article de Aryeh Dvoretzky et Theo-
dore Motzkin [DM47]. L’expression pour la taille d’un arbre de Galton-Watson
est établie dans un article de Meyer Dwass [Dwa69] avant que le lien entre
les deux situations ne soit fait. On pourra consulter I’habilitation a diriger
des recherches [Mar04] de Jean-Francgois Marckert ainsi que Particle de syn-
these autour du théoréme du scrutin de Luigi Addario-Berry et Bruce Reed
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[ABROS8]. Au-dela du théoréme 3.17, la combinatoire foisonne de bijections
entre collections d’objets de natures différentes.
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Permutations, partitions, et graphes

Mots-clés. Loi uniforme; simulation; permutation; partition; graphe;
arbre ; nombres de Catalan; nombres de Bell.

Outils. Groupe symétrique ; marche aléatoire ; loi discrete.

Difficulté. *

Ce chapitre présente des algorithmes de simulation de loi uniforme sur
quelques ensembles remarquables de permutations, partitions, et graphes. La
portée des concepts et techniques abordés dépasse le cadre considéré, qui a le
mérite d’étre élémentaire.

4.1 Algorithme basique pour les lois discretes

Considérons le probleme de la simulation d’une réalisation d’une loi dis-
créte =3, p(a)d, out E est fini ou dénombrable. Nous pouvons numéro-
ter les éléments de E avec une bijection ¢ : E — {1,2,...}. Soit ay := ¢~ 1(k).
Si on partitionne 'intervalle réel [0,1] en blocs de mesures de Lebesgue res-
pectives p(aq), u(az), ete, par exemple en utilisant les intervalles

I =0, u(ar)], I> = [p(ar), plar) + plaz)l, ...,

et si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1], alors
P(U € I,,)) = p(a) pour tout a € E. L'algorithme basique de simulation de
o est alors le suivant : on génére une réalisation u de U, ensuite si u < p(aq)
alors on décide aj ; sinon, si u < p(ar) + p(az), alors on décide as, etc. Si F'
est la fonction de répartition de la loi o ¢~! sur {1,2,...} C R, d’inverse
généralisé F~1, alors (¢! o F71)(U) ~ p. 1l s’agit d'un cas spécial de la
méthode de simulation par inversion. Le cofit de cet algorithme est le nombre
N de tests utilisés. Ce nombre est aléatoire, de loi o p~!. En particulier,
P(N < o0) =1, et le cofit moyen est



58 4 Permutations, partitions, et graphes

E(N) =Y ¢(a)u(a),

aclE

qui peut trés bien étre infini si o1 n’a pas d’espérance (ne peut se produire

que si E est infini) ! Si la numérotation ¢ minimise le coiit moyen IE(N) alors

plar) = plaz) = -+ .

Pour la loi géométrique (de moyenne quelconque) et pour la loi de Poisson
(de moyenne < 1), la numérotation naturelle est & poids décroissants. D’autre
part, si card(E) est petit, alors on peut déterminer 'ordre a poids décroissants
en utilisant un algorithme de tri (qui a un cofit).

Les lois discrétes usuelles (binomiale, géométrique, Poisson, etc.) sont si-
mulables par divers algorithmes dédiés tirant partie de leurs propriétés spé-
ciales. A ce sujet, signalons qu’il est possible de simuler la loi de Poisson
de moyenne quelconque A & partir d'un générateur de la loi de Poisson de
moyenne 1. I1 suffit en effet d’utiliser un amincissement *. Plus précisément,
on simule [\] variables aléatoires X7, ... , X1a7 i.i.d. de loi Poi(1), puis, condi-
tionnellement & leur somme S = Xj + .-+ + X|y7, on simule § variables
aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de moyenne A/[A], et on tire parti du fait
que By + -+ + Bg ~ Poi()\) (mélange poissonnien de binomiales ?).

Simuler la loi uniforme sur un ensemble E fini peut étre trés simple :
o~ Y(Jcard(E)UT) suit cette loi! Cependant, cet algorithme basique est im-
praticable lorsque E est difficile a énumérer et donc ¢ est difficile d’acces, ou
lorsque card(E) est trés grand. Nous étudions par la suite des exemples de ce
type faits de permutations, de partitions, et de graphes, pour lesquels nous
présentons des algorithmes spécifiques efficaces et exacts.

4.2 Permutations aléatoires

Certaines situations nécessitent de permuter aléatoirement une liste finie
d’objets : construction de plans d’expérience dans les sciences expérimen-
tales, anonymisation, etc. Cela conduit au probleme de la simulation de la
loi uniforme ) g card(S,) "4, sur ensemble fini S, des permutations
de {1,...,n} (groupe symétrique). Or card(S,) = n! ~ v/2mn(n/e)™ est un
nombre & environ nlog(n) chiffres, et cette réalité combinatoire disqualifie
tres vite l'algorithme basique de simulation des lois discrétes. Il est possible
de simuler la loi uniforme sur S,, en réordonnant un désordre symétrique : si
Ui,...,U, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et si o
est une permutation aléatoire telle que U, (1) < -+ < Ug(p), alors o suit la loi
uniforme sur S,,. La complexité est celle de I’algorithme de tri utilisé 3.

1. «Thinning» en anglais.

2. Si X ~ Poi()) et Loi(Y|X = n) = Bin(n, p) pour tout n alors Y ~ Poi(pA).

3. De lordre de nlog(n) avec grande probabilité et n? au pire pour l'algorithme
de tri rapide («quick sort» en anglais).
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Un algorithme naif pour simuler une permutation ¢ uniforme consiste a ti-
rer uniformément et sans remise les valeurs de o(1),...,0(n) dans {1,...,n}.
Cet algorithme d’apparence séduisante a une complexité plus élevée que ce-
lui du tri, car il faut tenir compte dans 'implémentation des éléments déja
tirés. Un bon algorithme de simulation (exacte!) de la loi uniforme sur S,, est
connu sous le nom d’algorithme de Fisher-Yates-Knuth#. Il nécessite n — 1
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {1,2},...,{1,2,...,n}
respectivement, soit de ordre de Y_;'_, log(k) = log(n!) ~ nlog(n) bits i.i.d.

Théoréme 4.1 (Permutations et algorithme de Fisher-Yates-Knuth). Si
Uy,...,U, sont des variables aléatoires indépendantes avec U; de loi uniforme
sur {1,...,i} pour tout 1 < i < n alors la permutation formée par le produit
de transpositions aléatoires (1,Uy) -+ (n,Uy,) suit la loi uniforme sur S,.

L’inversion dans S,, étant bijective, et les transpositions étant leur propre
inverse, il en découle que le produit renversé (n,U,) - - (1,U;) suit également
la loi uniforme sur S,,. La transposition (1, U7) est triviale (élément neutre de
Sy) et il n’est pas nécessaire d’en tenir compte si n > 2 (elle rend cependant
la formule valable pour n = 1). L’algorithme de Fisher-Yates-Knuth pour
permuter un vecteur v s’écrit en pseudo-code :

for k from length(v) downto 2 do
swap(v[ceil (k¥rand)],v[k])

Démonstration du théoréme 4.1. On procéde par récurrence sur n. La pro-
priété est triviale pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie pour n > 1. Pour
tout ¢ € S,,, on note encore o I'élément de S, 41 obtenu a partir de o en
ajoutant le cycle (n + 1) (point fixe). Supposons que o, = (1,U7) -+ (n,Up,)
suit la loi uniforme sur S,,. Soit U, 1 une variable aléatoire indépendante de
On, de loi uniforme sur {1,...,n+ 1}. Montrons que 0,41 = on(n+1,Up41)
suit la loi uniforme sur S,,41. Pour tout o € S,,41, on a

n+1
Plopi1 =0) = Z P(o, =c(n+1,0))P(Upy1 = 1)

1 n+1

= Z]P(on:a(nJrl,i)).

Comme n + 1 est point fixe de o,,, et n’est point fixe de o(n + 1,4) que pour
une et une seule valeur de 7, notée i,, image réciproque de n + 1 par o, il en
découle finalement que

1 1 1 1

P n = 17.0 = - = .
n+1 (0 = o(n+1,i0)) n+1ln!  (n+1)!

Plopy1 =0) =

4. «Fisher-Yates shuffle» ou « Knuth shuffle» en anglais.
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On dit que o € &, est un dérangement lorsqu’il n’a pas de point fixe :
o (1) # ¢ pour tout 1 < i < n. Les points fixes de o sont les cycles de longueur
1 dans sa décomposition en cycles disjoints. La loi uniforme sur ’ensemble
D, C §,, des dérangements peut étre simulée avec 1’algorithme du rejet, car
le rapport des cardinaux card(D,,)/card(S,,) est élevé.

Théoréme 4.2 (Loi uniforme sur les dérangements). Si o est une permuta-
tion aléatoire de loi uniforme sur S, alors
card(D,,) 1

— — ~0.37.

n = P D,) =
P (o€ Dn) card(S,) n—oo e

St (0k),>, est une suite de permutations aléatoires indépendantes et identi-
=
quement distribuées de méme loi uniforme sur S, et si

T :=inf{k >1:0, € D,}

alors la permutation aléatoire o suit la loi uniforme sur D, et la variable T
suit la loi géométrique de paramétre p, d’espérance 1/p, — e~ 2.72.
n—o0

On note parfois In = card(D,), et on a !(n + 1) = (n + 1)x!n + (=1)" 1
analogue de (n+ 1) = (n+ 1) x nl.

On peut améliorer la performance en stoppant a chaque étape de propo-
sition 'algorithme de Fisher-Yates-Knuth des qu'un point fixe apparait.

Démonstration. Si o suit la loi uniforme sur S, alors {o ¢ D,,} = U | A; ou

A; = {o(i) =i}, et donc, grace au principe d’inclusion-exclusion

P(oc € D,,) = 1-P(Uicicndi) = 1—
p

(=DPH > P(A, N NA;).

n
=1 1<ip < <ip<n

Or pour tout 1 < p < n,

Z P(A;, N--- mAip) _ Z (n ;'p)' _ (TL) (n ;'p)' _ l

|
1<i1 < ip<n 1<in < <ip<n p b

dou P(oc € Dy) =1 - 22:1 (7112!“1 —e L O

4.3 Partitions aléatoires

Un appariement ® de 2n points est une partition de {1,...,2n} en n parties
de cardinal 2, chacune constituant un «couple de points appariés». On note
As, Pensemble des appariements de 2n points. L’ensemble A, est en bijec-
tion avec l’ensemble des dérangements involutifs de {1,...,2n}, c’est-a-dire

5. «Matching» en anglais.
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I’ensemble des éléments de Ss,, sans point fixe et qui sont leur propre inverse,
autrement dit ’ensemble des éléments de Ss,, obtenus en faisant le produit de
n transpositions a supports deux a deux disjoints. On a la formule d’Isserlis

(2n)!

card(Agy) = Sl

C’est aussi le produit des nombres impairs inférieurs ou égaux a 2n — 1, noté
(2n — 1)!! (double factorielle). Le rapport card(As,,)/card(Ss,,) est petit, ce
qui incite a trouver une alternative a la méthode de simulation par rejet. Voici
donc un algorithme de simulation de la loi uniforme sur As,.

Théoréme 4.3 (Loi uniforme sur les appariements). Si o suit la loi uniforme
sur Sap, alors Uappariement aléatoire {{o(1),c(n+1)},...,{o(n),c(n+n)}}
suit la loi uniforme sur As,.

ONONO.
ONORORORONONEENONORO.

Fig. 4.1. Appariement de {1,...,6} obtenu avec un élément de Sg (ici n = 3).

Démonstration. Pour tout appariement {{a1,an4+1},...,{@n,antn}t} on a n!
fagons de permuter les n blocs et 2" fagons de permuter leur contenu, d’ou

P({{e(1),e(n+1)},....{o(n),oc(n+n)}} = {{a1,ans1}, ..., {an, anin}})
=2"nP(o(1) = ay,...,0(2n) = az,) = (227;1)"

qui ne dépend pas de 'appariement et qui vaut précisément 1/card(As,). O

La décomposition en cycles d’une permutation aléatoire de loi uniforme
sur S, fournit une partition aléatoire de {1,...,n}. La loi de cette partition
n’est pas uniforme sur ’ensemble des partitions IT,, de {1,...,n} (remarque
14.6). Intéressons-nous & la simulation de la loi uniforme sur II,,. Cette loi
affecte le méme poids 1/B,, & chaque élément de II,,, ou B,, = card(II,). En
combinatoire, la suite (By),-, constitue les nombres de Bell. On a B; = 1,
Bs = 2, et plus généralement, en utilisant la convention By = 1, on a la
formule de récurrence triangulaire

Bn+1 = Z <Z> Bka

k=0
ou k s’interpréte comme le nombre d’éléments qui ne sont pas dans le bloc
de n + 1. 1l en découle que la série formelle G(X) = Y °° %X ™ vérifie

n=0
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G'(X) = exp(X)G(X), d’ot la formule G(X) = exp(exp(X)—1). On reconnait
la transformée de Laplace de la loi Poi(1). Les nombres de Bell sont donc les
moments de cette loi, d’ou la formule dite de Dobinski :

Elle intervient dans un algorithme de simulation de la loi uniforme sur I7,,.

Théoréme 4.4 (Algorithme de Stam). Soit n > 1. Soit K un entier aléatoire
valant k avec probabilité k™/(kleB,,) pour tout k > 0. Sachant K, soient
Cy,...,C, des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {1,...,K}. Soit
P la partition aléatoire de {1,...,n} obtenue en décidant que i,j sont dans
le méme bloc ssi C; = C;. Alors P suit la loi uniforme sur II,.

La loi de K est bien définie grace a la formule de Dobinski. Il est commode
d’interpréter C,...,C, comme des couleurs, les blocs de P regroupant donc
les éléments par couleur. L’entier aléatoire K peut étre simulé avec ’algo-
rithme basique pour les lois discretes.

Démonstration. Sip € II,, posséde b blocs alors

P(P=p)=Y P(P=p|K=kP(K =k)

k=b
_ik(k—lyn(kqutl) o1
B k™ kKleB, B,

k=b

O
4.4 Graphes aléatoires
Dans toute cette section on pose V = {1,...,n}. Un graphe fini
G =(V,B)

est un couple ot E C {{i,j} : i,j € V,i # j}. Les éléments de V sont les
sommets® du graphe tandis que les éléments de E sont les arétes’ du graphe.
Il existe au plus une aréte entre deux sommets distincts (absence d’arétes
multiples), et aucune entre un sommet et lui méme (absence de boucles).
Les arétes ne sont pas orientées. On reprend la terminologie concernant les
graphes finis introduite dans le chapitre 16 : chemins, boucles, etc. La matrice
d’adjacence A de G est la matrice symétrique nxn définie par A; x = L; p1ck-

6. On dit aussi sites, «vertices» en anglais, d’ou la notation V.
7. On dit aussi liens en frangais, et en anglais «edges», d’ou la notation F.
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Théoréme 4.5 (Loi uniforme sur graphes finis). Pour tout n > 1, la loi uni-
forme sur Uensemble G,, des graphes finis de sommets {1,...,n} s’obtient en
rendant les (g) = %n(n— 1) arétes indépendantes et identiquement distribuées
de loi de Bernoulli Ber(1/2).

Un graphe aléatoire qui suit la loi uniforme sur G, est appelé graphe
aléatoire de Erdos-Rényi de taille n et de parametre p = %

Démonstration. L’ensemble G,, est en bijection avec I’ensemble des matrices
n x n symétriques a coefficients dans {0,1} et & diagonale nulle, lui méme
en bijection avec 'ensemble produit {0,1}**=1/2_ Or la loi uniforme sur un
ensemble produit est le produit des lois uniformes sur les facteurs, et la loi
uniforme sur {0, 1} est la loi de Bernoulli Ber(1/2). O

Dans un graphe fini G = (V, E), le degré d’un sommet i € V est le nombre
noté d; de sommets reliés a ¢ directement par une aréte, autrement dit

d; == card{j € V : {i,j} € E}.

On dit que G est un graphe d-régulier, ou d > 0 est un entier fixé, lorsque
d; = d pour tout i € V. Les graphes 0-réguliers sont constitués de sommets
isolés et ne comportent aucune aréte. Les graphes 1-réguliers sont constitués
d’arétes déconnectées les unes des autres. Les graphes finis 2-réguliers sont
constitués de cycles déconnectés les uns des autres.

Si G est un graphe de sommets {1,...,n} de sorte que dy > --- > d,, alors
les deux propriétés suivantes ont lieu :

1. Ventier d; + - - - + d,, est pair;
2. pour tout 1 < k < n,

dy+ - +dp < k(k—1) + min(k, dgg) + - - - + min(k, dy,).

La parité de la somme vient du fait que chaque aréte compte deux fois, tandis
que la quantité k(k — 1) + min(dyy1,k) + - - - + min(d,, k) est la contribution
maximale & di + --- + d des arétes liées aux sommets 1 & k : on a au plus
(5) = k(k—1)/2 arétes (comptent double) entre les sommets 1 & k, et au plus
min(k, di4,) arétes entre le sommet i > k et les sommets 1 & k.

Un théoréme de Erdés-Gallai affirme que pour tous dy > --- > d,, > 0, il
existe un graphe a n > 1 sommets de degrés di,...,d, si et seulement si les
deux conditions ci-dessus sont vérifiés. On dit que di,...,d, est la suite de
degrés® du graphe. Pour un graphe d-régulier de sommets {1,...,n}, nd est
pair et d < n — 1 (égalité atteinte pour le graphe complet).

Les multigraphes sont obtenus & partir de la définition des graphes en
relaxant deux contraintes : on accepte les arétes multiples entre sommets ainsi
que les boucles. Soient di > --- > d,, > 0 des entiers vérifiant les conditions de
Erdés-Gallai, et Mg, .4, U'ensemble des multigraphes de sommets {1,...,n}

8. «Degree sequence» en anglais.
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de degrés prescrits dy, . .., d,. Soit o € As, un appariement de 2n points. On
construit un élément M, € My, . 4, & partir de o comme suit :

— pour tout 1 < k < n, on dispose dj, demi-arétes sur le sommet k, soit

au total 2(dy + -+ - + d,,) demi-arétes numérotées;

— on associe les 2n demi-arétes en utilisant 'appariement o.
Soit G4, ,....d, C Ma, ... 4, 'ensemble des graphes de My, . q4,. L’algorithme
des configurations permet de simuler la loi uniforme sur Gg, ... 4, en utilisant
le multigraphe M, pour un appariement aléatoire o, et la méthode du rejet.

Théoréme 4.6 (Algorithme des configurations de Bollobds). Si (0y),, est
une suite d’appariements aléatoires de loi uniforme sur As,, et si T est le
plus petit entier k > 1 tel que My, € Gq,,... .4, c’est-a-dire que le multigraphe
M, na ni arétes multiples ni boucles, alors T est fini presque strement et
suit une loi géométrique, et My, suit la loi uniforme sur Gq, .. 4, -

On dit que le multigraphe aléatoire M, est le modéle des configurations
a degrés prescrits. Les appariements aléatoires de loi uniforme peuvent étre
obtenus en utilisant le théoréme 4.3.

Idée de la preuve. Tout d’abord P(M,, € Gq,,...4,) > 0 car le support de la
loi de My, est Mg, .. a4, . L’algorithme du rejet stoppe en un temps géomé-
trique T fini presque stirement.

On peut montrer que M +— P(M,, = M) est constante sur Gq, ... 4, . Ainsi
la loi conditionnelle de M,,, sachant {My, € Gq,.....q, } est la loi uniforme sur
Ga,.....d, - Or cette loi conditionnelle est la loi de M, (méthode du rejet). O

Notons que M, ne suit pas la loi uniforme sur My, . 4, car 'application
M — P(M,, = M) n’est pas constante sur Mg, g4, : si deux multigraphes
ne différent que par le nombre d’arétes multiples entre deux sommets pré-
cis alors ils n’ont pas la méme probabilité d’apparaitre car ces arétes sont
indistinguables donc permutables (idem pour les boucles).

4.5 Arbres aléatoires

Une structure d’arbre tres courante est celle d’arbre binaire : chaque som-
met possede 0 ou 2 enfants, c’est-a-dire 1 ou 3 voisins si 'arbre est vu comme
un graphe. On s’intéresse a des arbres enracinés : il y a donc un nombre impair
de sommets. On s’intéresse a des arbres planaires : on numérote les sommets
de gauche a droite pour des individus d’'une méme génération, en partant de
la racine, numérotée 1 et figurée en bas, comme sur la figure 4.2. On note 7,
I’ensemble des arbres numérotés de ce type possédant 2n + 1 sommets.

Il est possible de coder chaque élément de 7, par une trajectoire de la
marche aléatoire simple. Plus précisément, étant donné un élément de 7,,, soit
2@ le nombre d’enfants du sommet i et u; = 2 -1 pour 1 < i < 2n+ 1.
On pose sp =0 et 5,41 = S; + u;+1 pour tout 0 < ¢ < 2n. La figure 4.2 donne
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un exemple d’association. On peut établir par récurrence qu’on a toujours
Son+1 = —1 et min(sy,...,s9,) = 0. Grace a la convention de numérotation,
I'arbre se reconstruit aisément a partir du morceau de trajectoire (5;);<;<o,-
X'
On vérifie que cette construction définit une bijection entre ’ensemble T, et

©

OGO ’

Fig. 4.2. Elément de T3 et trajectoire de la marche aléatoire associé.

I’ensemble P,, des trajectoires de longueur 2n de la marche aléatoire simple
sur Z, valant 0 au temps 0 et au temps 2n, et restant positives ou nulles entre
ces deux temps. Il s’agit d'un cas particulier de la bijection de la preuve du
théoreme 3.17. Comme cette bijection est explicite et calculable, la simulation
de la loi uniforme sur 7,, se déduit de la simulation de la loi uniforme sur P,
pour laquelle on peut procéder comme suit.

Théoréme 4.7 (Algorithme de Arnold-Sleep). Soit s = (8;)g¢;<o, le chemin
aléatoire a valeurs dans P, dont la loi est donnée par sg = s, = 0 et pour
tout 0 < k <2n—1,

P(sg+1 — sk = —1]50,.-.,8k) =1 —P(sg41 — sk = 1] 50,...,8k)
_ se(2n+ k4 s+ 2)
2(2n — k)(sp +1)

Alors s suit la loi uniforme sur Py, et donc Uarbre binaire associé suit la loi
uniforme sur T,.

Démonstration. Construisons progressivement un chemin (s;);¢;<o, de loi
uniforme sur P,,. Supposons que S, - . . , Son—k sont déja construits. Le nombre
de manieéres de prolonger ce début de trajectoire en un élément de P,, ne dé-
pend que de k et r = sa,_k, et nous le notons N(r, k). Le nombre de maniéres
de le faire en commengant par un incrément +1 vaut N(r + 1,k — 1), tandis
que le nombre de manieres de le faire en commencant par un incrément —1
vaut N(r—1,k—1). Ona donc N(r,k) = N(r+1,k—1)+ N(r—1,k—1), et
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N(r—-1,k-1)
N(r k)

P(s2p—k+1 = S2n—k — 1|50, .., Son—k) = ol 7T = Sop_.

Le nombre N(r, k) est également le nombre de chemins de la marche reliant
(0,7) et (k,0) en restant positifs ou nuls. On a forcément k > r. Chaque
chemin de ce type comporte ¢t > r incréments —1 et k — ¢ = ¢t — r incréments
+1, d’ou 2t = k + r, ce qui fait que k + r est pair. En utilisant les notations
et résultats de la preuve du théoreme du scrutin 2.6, il vient

- ol k1 1k
N(T’k)_Pk+1’r+1_l<l—f—1<t+1 Tt 1\t)

Il en découle que

r(k+r+2 .
P(son—kt1 = S2n—k — 1[50, .., 820-k) = (Qk(rJrl)) ou 1= Sap—k-
Enfin le changement de variable 2n—k — k fournit le résultat annoncé. Notons
que si 7 = k alors P(sap—k+1 = San—k — 1|50, -, Son—k) = L. =

D’apres le théoreme 2.5, le cardinal de P, et de T, est le nombre de Catalan
C,_1. Les ensembles T, et P, sont également en bijection avec I’ensemble des
parenthésages constitués de n paires de parentheses. Il suffit en effet de recoder
la suite des incréments du chemin de la marche aléatoire par des parentheéses.
Ainsi par exemple la suite d’incréments +1,+1,—1, —1 correspondant a la
trajectoire (si)oc;<q de la figure 4.2 se traduit par le parenthésage (()). Cette
interprétation apparait dans la preuve du théoreme de Wigner 21.9.

4.6 Pour aller plus loin

Il arrive que la structure de I’ensemble d’intérét ne fournisse pas d’al-
gorithme séduisant de simulation de la loi uniforme, et que la méthode du
rejet a partir d’'un ensemble plus gros ne soit pas praticable. Dans ce cas,
il est souvent possible d’utiliser des algorithmes markoviens comme celui de
Metropolis-Hasting ou de Propp-Wilson, abordés dans le chapitre 5.

Une analyse probabiliste de la complexité de 1'algorithme de tri rapide
randomisé se trouve par exemple dans le livre de Rajeev Motwani et Prabhakar
Raghavan [MR95]. Le livre monumental de Donald Knuth [Knu05] constitue
une référence incontournable pour I'analyse des algorithmes et la simulation
de la loi uniforme sur les ensembles classiques comme les permutations ou
les partitions. C’est dans la premiere édition de ce livre datant des années
1960 que Knuth a popularisé 'algorithme de simulation de la loi uniforme
sur les permutations, reprenant un article antérieur de Richard Durstenfeld
[Dur64]. L’algorithme remonte en fait & Ronald Fisher et Frank Yates [FY48].
Il est implémenté en standard dans les logiciels de calcul. Cet algorithme
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correspond exactement au processus des restaurants chinois du chapitre 14,
et la loi uniforme sur S,, coincide avec la loi d’Ewens de parametre 6 = 1.

Pour tout n > 1 fixé, la marche aléatoire sur S,, dont les pas sont i.i.d. de
loi uniforme sur I’ensemble des transpositions, étudiée par Persi Diaconis et
Mehrdad Shahshahani [DS81], converge vers la loi uniforme sur §,, de maniére
abrupte aprés environ nlog(n) étapes, comme pour celle du mélange de cartes
du chapitre 2. Si o € S, et 7 = (4, ) est une transposition, alors la décompo-
sition en cycles de o7 s’obtient a partir de celle de o en fusionnant les cycles
de o contenant i et j s’ils sont différents, ou bien en fissionnant le cycle de o
contenant ¢ et j dans le cas contraire. La chaine de Diaconis et Shahshahani,
traduite sur II,, en considérant la partition des supports des cycles, est une
chaine de fragmentation-coalescence. Il est possible de concevoir son noyau
de transition de la maniere suivante : sachant que la chaine est en P € II,,
on tire au hasard uniformément et avec remise ¢ et j dans {1,...,n}, puis
on fusionne les blocs de P contenant i et j s’ils sont différents, ou bien on
fissionne uniformément le bloc de P contenant ¢ et j dans le cas contraire.
Cette chalne sur IT,, est considérée dans un article de Persi Diaconis, Eddy
Mayer-Wolf, Ofer Zeitouni, et Martin Zerner [DMWZZ04]. Plus généralement,
au-dela des transpositions aléatoires, Nathanaél Berestycki, Oded Schramm,
et Ofer Zeitouni ont établi dans [BSZ11] que pour tout n > k > 2, la marche
aléatoire sur S,, dont les pas sont des k-cycles i.i.d. uniformes converge vers
la loi uniforme sur S, aprés environ (1/k)nlog(n) étapes.

L’algorithme de Aart Stam de simulation de la loi uniforme sur les parti-
tions se trouve dans [Sta83] et dans le livre de Knuth [Knu05, Volume 4A].
On prendra garde a ne pas confondre les partitions d’un ensemble fini avec la
notion de partition d’entier, qui est reliée aux diagrammes de Alfred Young
ou de Norman Ferrers. Le théoreme de Paul Erdds et Tibor Gallai figure dans
[EG60], et a été redémontré par plusieurs auteurs, dont Claude Berge [Ber76].
Une preuve courte et constructive se trouve par exemple dans un article de
Amitabha Tripathi, Sushmita Venugopalan, et Douglas West [TVW10]. L’al-
gorithme des configurations remonte & Béla Bollobas [Bol80], et a été raffiné
et étendu notamment par Brendan McKay et Nicholas Wormald [MW90]. Il
est abordé dans les cours de Charles Bordenave [Borl4a] et de Remco van der
Hofstad [vdH14]. A ce sujet, soit M, le multigraphe aléatoire du modéle des
configurations de sommets {1,...,n} pour la suite de degrés dy, 1,...,dn n, €t
Pk = (1/n) 307 144, ,—k} la proportion de sommets de degré k, et suppo-
sons qu’il existe une loi (p;f),@1 telle que limy, o0 Pn.k = Dk, et telle que les
deux premiers moments convergent :

1 n o0 kj n
R P ILELR L DI ILITIER

o0 oo
= i D kpn = 3 < oo
=1 =1

et
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v = lim nz nz_ Zk_ —lpk-<oo

n—00 4 ZJ 1

alors on peut établir que la probabilité que M, soit un graphe tend vers
e~ 3v—1v’ quand n — oo. Ainsi la méthode de simulation par rejet du théo-
réeme 4.6 du modele des configurations reste raisonnable si n > 1.

La structure d’arbre, bien que cas particulier de la structure de graphe,
est tres riche. On trouvera des panoramas dans les livres de Donald Knuth
[Knu05, Volume 4A] et de Michael Drmota [Drm09]. L’algorithme de David
Arnold et Ronan Sleep se trouve dans 'article [AS80], ainsi que dans l’article
de survol de Jarmo Siltaneva et Erkki Mékinen [SM02] sur les algorithmes
de simulation d’arbres binaires aléatoires. La loi uniforme sur ’ensemble des
arbres binaires plans 7, peut également étre simulée grace a un algorithme
récursif séduisant di & Jean-Luc Rémy [Ré85] : partant d’un élément de 7,,_1,
on fabrique un élément de 7, en choisissant aléatoirement uniformément un
sommet dans I'arbre, si ¢’est une feuille on lui attribue deux enfants qui seront
donc des feuilles, sinon ce sommet est remplacé par un nouveau sommet dont
un des enfants est une feuille et 'autre enfant est le sommet d’origine. Toujours
a propos d’arbres aléatoires, on peut évoquer l'algorithme de David Wilson
[Wil96] pour générer un arbre couvrant de loi uniforme, I’algorithme de Luc
Devroye [Dev12] pour simuler un arbre de Galton-Watson conditionné & avoir
une taille fixe, etc. On pourra consulter avec profit le livre de Russel Lyons et
Yuval Peres [LP15] sur les probabilités sur les arbres et les réseaux.
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Mesures de Gibbs

Mots-clés. Mesure de Gibbs; algorithme de Metropolis-Hastings ; échan-
tillonneur de Gibbs; algorithme du recuit simulé; algorithme de Propp-
Wilson.

Outils. Chaine de Markov ; transformée de Laplace; entropie de Boltz-
mann.

Difficulté. *

Ce chapitre est consacré a des algorithmes génériques de simulation de
mesures de probabilité, grace aux chaines de Markov. Le contexte choisi est
celui des mesures de probabilités discrétes finies. Dans tout le chapitre F
désigne un ensemble fini, typiquement de trés grand cardinal, comme par
exemple un groupe symétrique. Les méthodes et concepts abordés dépassent
largement ce cadre restrictif, qui a le mérite de nécessiter peu de technologie.

5.1 Mesures de Gibbs

Soit H : E — R une fonction appelée énergie ou hamiltonien. Pour tout
B € R, la mesure de Gibbs jig est la mesure de probabilité sur £ donnée pour
tout z € I par

1
pa(z) = Z—ﬁe*ﬁH(m), ou Zg= Z e PHW),
yeE

La constante de normalisation Zg est appelée fonction de partition. Quitte a
accepter que H prenne la valeur +o00, toute mesure de probabilité p sur E est
une mesure de Gibbs avec § =1 et H(x) = —log(u(z)) pour tout x € E, ce
qui donne! H(z) = +oo si et seulement si u(z) = 0.

1. Avec les conventions naturelles log(0) = —oco et exp(—o0) = 0.
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Lorsque 8 > 0, la probabilité ug(x) est d’autant plus grande que I’énergie
H (x) est petite (par rapport aux autres valeurs de H), la mesure de probabilité
wp favorise donc les configurations de faible énergie, et ce d’autant plus que /3
est grand. Lorsque 8 = 0 on obtient la mesure de probabilité uniforme sur E.
Voici quelques exemples, parmi d’autres, de mesures de Gibbs :
— Modéle d’Ising. Dans ce modele E = {—1,1}# ot @ # A C Z<. Chaque
x € FE représente la configuration magnétique des atomes d’un morceau
de métal. Pour tout site i € A dans le réseau, la valeur z; € {—1,1}
est I'orientation magnétique de I’atome situé au site i, appelée parfois
spin. L’énergie de la configuration = € E est de la forme

H(z)=J Z xixj—&—thi

li—jl,=1 i€A

ou |t —jl; == |ix — j1| + -+ + |iad — ja|, o J est une constante de
couplage, et ou h modélise un champ magnétique extérieur ;

— Loi d’Ewens. Dans ce modele E = S, est le groupe symétrique, et
Pénergie H(o) = |o| de la permutation o € E est donnée par le nombre
de cycles |o| de o (théoreme 14.3, f = —log(0));

— Graphes aléatoires. Dans ce modele E est 'ensemble des graphes a n
sommets, et I’énergie H(g) d’un graphe g € E est donnée par le nombre
d’arétes dans g. Cela donne la loi du graphe aléatoire d’Erdds-Rényi
(théoréme 16.14, 8 = —log(p) —log(1—p)). On peut considérer d’autres
énergies, comme par exemple le nombre de cycles du graphe, etc;

— Champ libre gaussien. Dans ce modele E = R4 avec @ # A C Z9, et
lénergie H(z) du «champ» ou «interface» x € E est donnée par

H(z)= Y (-7

li—jl,=1

avec |i — jly = |iv—j1|+- - -+|ia—jal, et par convention z; = 0sii & A.
Il s’agit d’un exemple ou F est infini et continu, étudié notamment dans
le chapitre 2 en liaison avec la marche aléatoire simple sur Z?;

— Polymeres dirigés. On pourra se reporter au chapitre 19.

Il se trouve que les mesures de Gibbs ont la propriété remarquable de
maximiser ’entropie de Boltzmann a énergie moyenne fixée. Rappelons tout
d’abord que si p est une mesure de probabilité sur E, son entropie de Boltz-
mann notée Ent(u) est définie par, avec la convention 0log(0) = 0,

Ent(n) = — Y p(@)log(u(x))-

el

Théoréme 5.1 (Maximum d’entropie & énergie fixée). Soit H : E — R
une fonction de minimum h_ et de maximum hy, et soit m € [h_, hy], avec
m & {h_,hy} si he # hy. Soit M = {p : E,(H) = m} Uensemble des
mesures de probabilité sur E d’énergie moyenne m. Alors il existe 5 € R tel
que pug € M, et Ent(p) < Ent(pg) pour tout p € M, avec égalité ssi p = ug.
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Démonstration. Considérons la fonction

fiBER— B, (H)=> H@)psx) =Y H() *ﬁHU.
el rEE
Si h_ = hy alors H est constante et égale a m = h_ = hy, ug est la mesure

uniforme sur E quelque soit 8 € R, et M est égal a I’ensemble des mesures de
probabilités sur E. Si h_ # h,, alors f est strictement décroissante puisque 2

2
TGE rEE
= —Var,,(H) > 0,

car H n’est pas constante et le support de pg est plein. De plus, dans ce cas,
en notant M = {x € E: H(x) = h_}, il vient, pour tout = € E,

e~ BH(@)=h-) |M|™" sizeM,
pp(x) =

e
M|+ Eng e~ PHW =) gsi00 |0 sinon,
et donc g converge vers la mesure uniforme sur M quand 3 — 400, et il en
découle que 'image de R par la fonction f est l'intervalle |h_, hy|.
Si p est une probabilité sur E ayant méme énergie moyenne que pg, alors

Ent(ug) — Ent(u) = ZE(IOg(ZB) + BH(x ) + z}; x)log(u(x))
= i(log(Zg) + BH (x ) + i ) log(u(z))
= m—ez ) log(ps(x)) + > u ) z) log(u(x))

ey ey
= 2 la)los <,f;(<gf>)
_ é ( x) ) 5(@)

(@ ) _ _
»o( 5 o) o=

ou on a utilisé 'inégalité de Jensen pour la loi pg et pour la fonction convexe
x 20— &(x) := zlog(z).

Comme @ est strictement convexe, il y a égalité si et seulement si p = pg. O

2. Ce calcul est typique des «familles exponentielles» de la statistique.
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5.2 Algorithme de Metropolis-Hastings

On s’intéresse dans cette section au probleme de la simulation d’une me-
sure de Gibbs sur un espace fini F, d’énergie H : E — R et de parametre
B > 0, définie pour tout x € F par

1
pp(w) = e IO, on Zg =3 MO,
B zEE

Meéme si 8 et H sont connus, il est souvent difficile voire impossible d’évaluer
numériquement la constante de normalisation Z car I est trop gros ou trop
complexe a parcourir. En revanche, le rapport

15 () — PH)—BH(z)

()

ne dépend que de la différence d’énergie H(y) — H(z), dont I’évaluation en
pratique est méme souvent moins cofiteuse que 1'évaluation de H(z) et H(y)
séparément. L’algorithme de Metropolis-Hastings permet de construire et de
simuler une chaine de Markov récurrente apériodique (X¢), . sur £ de loi
invariante f1g, dont la matrice de transition ne fait intervenir p1g qu’a travers
les rapports pg(x)/ps(y). Comme E est fini, la condition de Doeblin ou le
théoreme de Perron-Frobenius fournissent une convergence exponentielle de
I'erreur  de la forme : il existe ¢ > 0 et < 1 tel que, pour tout ¢ € IN,

dyr (Loi(Xy), pg) < en'.
On dispose ainsi d'un générateur approché de pg : pour ¢t > 1,
pg ~ Loi(Xy).
Le théoréme 5.2 fournit une construction du noyau de transition P de (X¢), -

Théoréme 5.2 (Metropolis-Hastings). Soit Q : E x E — [0, 1] un noyau de
transition irréductible sur E, vérifiant, pour tous x,y € F,

Q(z,y) =0 ssi Q(y,z) =0.

Soit o : Ry —10,1] une fonction vérifiant, pour tout u € Ry,

ot =ua(2)

Soit P: E x E — R défini, pour tous x,y € E, par

~JQ(z,y)p(z,y) six #y,
Pla,y) = {1 — 2z Pla,2) siz=y,

3. En pratique ces bornes sont rarement utiles, en dehors de certains cas spéciaux.
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_ o 1 ®)Qly, )
o) = (uﬁ@»QCuy>)ﬂQ@ﬂ”“

Alors P est un noyau de transition sur E, irréductible récurrent positif, de loi
invariante réversible g ; apériodique si o < 1 ou si Q est apériodique.

Les deux choix les plus classiques pour « sont donnés par

. u
afu) =min(l,u) et alu)= o Y €R;.
Le premier possede une interprétation intuitive. Le second assure que o < 1.
Si la mesure pg est réversible pour le noyau Q, et c’est le cas par exemple
lorsque pg est la mesure uniforme sur E et Q(x,y) = Q(y,z) pour tous
x,y € E, alors la construction de Metropolis-Hastings revient tout simplement
a prendre P = (1 —2)Q +¢l, ot 0 < & < 1 assure 'apériodicité.

Démonstration du théoréme 5.2. On a 0 < P(z,y) < Q(z,y) pour tous z,y
dans F avec x # y, et donc P est un noyau de transition. Comme « > 0, le
noyau P hérite du squelette de Q, et il est donc irréductible, et apériodique si
Q lest. Si a < 1 alors P(x,z) > 0 pour tout € E et donc P est apériodique.
Comme P est irréductible sur F fini, il posséde une unique loi invariante. La
propriété de a donne, pour tous x,y € E, x # y, Q(z,y) # 0,

W@W@w—w@Q@M(E)W)>

2)Q(z,y)
_ 1s(y)Qy, ) ( p1s(z)Q (Ji,y)>
1@, a0 Unsmate)
= na(y)P(y, x)
Ainsi pg est réversible pour P, et c’est donc la loi invariante de P. a

L’algorithme de Metropolis-Hastings consiste a simuler les trajectoires de
la chaine (X;),.y de noyau P. Cela se ramene au probleme de la simulation de
la loi discréte P(x, ) pour un = quelconque. Pour ce faire, soit Y une variable
aléatoire sur F de loi Q(z,-), et U une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0,1], indépendante de Y. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = Y si
U< p(x,Y) et Z =z sinon. Alors Z ~ P(z,-) car pour tous y # z,

P(Z =y)=PU < p(z,Y),Y =y) = p(x,y)Q(z,y) = P(z,y).

Autrement dit la proposition Y de loi Q(z,-) est acceptée ou rejetée selon
que U < p(z,Y) ou pas. L’évaluation de P(x, z) n’est pas requise. On dit que
p est la fonction d’acceptation-rejet tandis que Q le noyau de proposition ou
d’exploration. Le noyau Q doit étre facile a simuler. En pratique, on utilise
souvent le noyau de la marche aléatoire simple aux plus proches voisins sur le
graphe associé a une distance naturelle sur E :
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1
Q(z,y) = ‘y‘f‘r oun V,:={yeFE:dist(x,y) =1}
xr
Si le graphe est régulier, c’est-a-dire que |V, | = |V,/| pour tous z,y € E, et si
pa est la mesure uniforme sur F, alors P = (1 —e)Q+el, ot 0 < e < 1, et
on peut prendre € = 0 si Q est apériodique.

Exemple 5.3 (Echantillonneur de Gibbs). Soit F' C Z une partie finie et non
vide de Z, comme par exemple F = {—1,1} comme dans le modéle d’Ising
évoqué dans Uintroduction du chapitre. Soit également A C Z¢ une partie finie
et non vide de Z. Soit enfin E = FA. Un noyau d’exploration Q naturel sur
FE consiste, a partir d’une configuration courante xr € E, a sélectionner un
site i € A au hasard®*, puis & modifier x; en utilisant la loi conditionnelle

pa(zi|z—i) ot ;= (xj), 4

Cette loi conditionnelle est facile a calculer et a simuler dans le cas par
ezemple du modéle d’Ising. Cela revient a prendre, pour tous x,y € F,

Qx,y) =Y q(i)pieiWi)lga_ =y 3 0% i = pg(i |2 s)
icA
et ot q est une loi sur A chargeant tous les états comme par exemple la loi
uniforme sur A. L’échantillonneur de Gibbs est le nom donné a l’algorithme
de Metropolis-Hastings lorsque le noyau d’exploration Q est défini comme cela.

5.3 Algorithme du recuit simulé

L’algorithme du recuit simulé a pour objectif de minimiser une fonction
H : E — R sur E fini. Pour ce faire, on considere la mesure de Gibbs pg
d’énergie H et de parametre 5 > 0, définie pour tout x € F par

1
z€E

Il est commode d’interpréter le parameétre 1/3 comme une température ou
une variance par analogie gaussienne. La loi ;1 favorise les configurations de
faible énergie, d’autant plus que la température 1/8 est basse. On a établi
dans la démonstration du théoréme 5.1 la convergence suivante® :

o 1: o ]lxeM N L . .
too () := ﬁl;rgouﬁ(x)f i on M := {yGE.H(y)—I%fH}.

La loi pio est uniforme sur 'ensemble M des minima globaux de H. On
prendra garde a ne pas confondre ., avec la loi pg qui est uniforme sur E.

4. On préfere parfois balayer méthodiquement les sites les uns apres les autres.
5. Il s’agit d’une instance tres simple du principe de Laplace.
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Cela conduit a un algorithme stochastique pour simuler ., appelé algorithme
du recuit simulé®, qui consiste & utiliser I’algorithme de Metropolis-Hastings
mais avec une température 1/8 = 1/5; décroissante au cours du temps ¢. La
chaine de Markov de Metropolis-Hastings (X;),. ainsi modifiée n’est plus
homogeéne en temps. Considérons par exemple le cas ot a(u) = min(1,u)
pour tout u € R, et ot Q est tel que Q(z,y) = Q(y,x) pour tous z,y € E.
La fonction d’acceptation-rejet dépend du temps et est donnée par

pe(x,y) =« M = a(efﬁt(H(y)*H(z))) — o~ Bemax(0,H(y)—H(x))
pg, ()

Sachant que la chaine (ou l’algorithme) se trouve en I’état & au temps ¢, on
simule une proposition y de loi Q(z,-), qu’on accepte ssi U < pi(z,y) ou U
est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] indépendante, c’est-a-dire avec
probabilité 1 si H(y) < H(z) et probabilité e #«(HW=H @) sinon (vaut 0 si
1/8: = 0). L’algorithme explore le graphe de H, accepte toujours une transi-
tion qui abaisse ’énergie H et accepte une transition qui 'augmente avec une
probabilité décroissant vers zéro au fur et & mesure que la température baisse.
Contrairement a une méthode de type descente de gradient, le recuit simulé
peut «remonter la pente» et ainsi échapper, au début, aux minima locaux.
Il reste cependant a régler la température : un refroidissement trop brusque
peut piéger la trajectoire preés d’'un minimum local tandis qu'un refroidisse-
ment trop lent peut empécher I’algorithme de se concentrer pres de ’ensemble
M. Un résultat théorique assure que pour un schéma de décroissance de la
température 1/8; de la forme ¢/log(t) quand ¢ — oo, la chaine s’accumule
sur des points de M. Ce théoréme remarquable est toutefois peu utile en pra-
tique! La performance de ’algorithme dépend beaucoup de la régularité du
graphe de H par rapport a la structure de voisinage de I’exploration.

Considérons a présent le probléme du voyageur de commerce pour n villes
positionnées dans l’espace en vy, ...,v,, qui consiste a trouver une tournée
de longueur minimale, c’est-a-dire une permutation = € S, dans le groupe
symétrique S,, qui minimise la fonction

x €S, — H(x):= Zdist(v:c(i),vx(iﬂ)) ou z(n+1):==z(1).
i=1

La longueur d’une tournée joue le role d’énergie ici. Le cardinal de F = §,, est
énorme : nl. A coiit total fixé, on ne pourra qu’explorer une partie restreinte
F C FE et retenir le minimum de H sur F' comme approximation du minimum
de H sur E. La génération d'une partie F' C FE peut se faire de maniere
déterministe 7, ou de maniére stochastique par exemple avec I’algorithme du

6. «Simulated annealing» en anglais.

7. L’algorithme (déterministe) de Steinhaus-Johnson-Trotter permet de lister les
éléments de S, sans comparaison aux éléments déja produits. Algébriquement, il
correspond & parcourir un graphe de Cayley de S,, tandis que géométriquement, il
correspond a parcourir les sommets adjacents du polytope appelé permutaedre.
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recuit simulé. On peut choisir par exemple pour noyau d’exploration Q celui
de la marche aléatoire simple sur S,, associée aux transpositions, donné par

si y = &7 pour une transposition 7,

2
Q(z,y) = {"(”_”

0 sinon.

Puisque les transpositions engendrent le groupe symétrique S, le noyau de
transition Q est irréductible. On peut bien entendu choisir un noyau d’explo-
ration plus riche, qui, par exemple, échange k villes tirées au hasard.

L’étude de l'ordre de grandeur de H(x) lorsque les positions vy, . .., v, des
n villes sont aléatoires i.i.d. et n est grand fait ’objet du chapitre 20.

0.8 0.8
0.6 0.6
> 0.4 > 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0
X X
0.8
0.6
> 0.4

0.2

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 5.1. Etapes de I'algorithme du recuit pour le voyageur de commerce (n = 10).
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5.4 Algorithme de Propp-Wilson

L’algorithme de Metropolis-Hastings permet une simulation approchée
d’'une mesure de Gibbs pg sur E fini, au moyen d’une chaine de Markov
de noyau P qui admet pg comme loi invariante et réversible (théoreme 5.2).
Nous présentons a présent un algorithme de simulation exacte de pg.

Soit P un noyau markovien irréductible sur E de probabilité invariante
tg. Adoptons l'interprétation des chaines de Markov sous forme de suites
récurrentes aléatoires. Soit donc ¢ : E x [0,1] — E une fonction telle que
g(z,U) ~ P(x,-) pour tout © € F, ou U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur [0,1]. On note G : E — E la fonction aléatoire définie par
G(z) = g(z,U). Soit (Gp),s, une suite i.i.d. de fonctions aléatoires de E
dans E, de méme loi que G, construites a la maniere de G en utilisant une
suite (Uy), >, de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout
n, on construit les applications aléatoires A,, : £ — E et B, : E — E par
composition de la maniére suivante :

A, =Gpo---0G; et B,=Gi0---0G,.

On convient que Ag et By sont égales a application identité de E. Pour tout
x € E et tout n, les variables aléatoires A, (x) et By, (x) suivent la loi P™(z, ).
Les suites (A5 (7)),,50 €t (Bn(2)),,50 ont les mémes lois marginales de dimen-
sion 1, mais n’ont pas la méme loi en tant que suites. La suite (A, (z)),,5, est
une chaine de Markov sur E de noyau P et de loi initiale J,. En revanche,
(Bn(7)),50 n'est pas une chaine de Markov car le temps est «inversé». On
définit les temps de contraction Ty et T a valeurs dans IN U {oo} par

Ta=inf{n >0:card(A,(E)) =1} ou A, (E)={A4,(z):z€ E}
et de méme,
T =inf{n > 0:card(B,(F)) =1} ou B,(E)={B,(x):x€ E}.

On dit que G est contractante lorsque p = P(card(G(E)) =1) > 0.

Théoréme 5.4 (Convergence a la coalescence pour la suite renversée). Si G
est contractante alors P(Tp < 00) = 1, pour tout € E, Brg(x) ~ ug, et
B, (z) = By, (x) pour tout n > Tg.

converge p.s. vers une variable aléatoire de loi p.

Notons que (4, (2)),>, converge en loi vers p tandis que (Bn(z)),

Démonstration. Les événements C,, = {card(G,(F)) = 1} sont indépendants
et de méme probabilité p = P(card(G(E)) = 1) > 0. Par le lemme de Borel-
Cantelli, presque siirement, card(G,,(E)) = 1 pour une infinité de valeurs de
n, et en particulier P(Ts < oo0) = 1. Le temps aléatoire T définit presque
stirement un singleton aléatoire {xp} tel que Br,(z) = zp pour tout x € E.
Il en découle que B, (z) = xp pour tout = € F et tout n > T car
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Bu(@) = By (Grys1 0 -0 Gr)(a)) = 5.

Il y a coalescence des trajectoires de (Bn(z)),, quel que soit I'état initial
x. Soit up la loi de xp. Par convergence dominée, pour tout z € E et toute
fonction bornée f : E — R,

lim E(f(Ba(x)) = lim B(f (Ba(0)) 75 <n)) = B(f(25)) = .

Or E(f(Bn(2))) = P™(,-)f = 322 ,cp P"(2,y) f(y), d'ou, pour tous z,y € F,

lim P"(z,y) = pp(y).

n—oo

Ainsi pp = pg, ce qui achéve la preuve. O

Si G est contractante alors on a aussi P(T4 < 00) = 1 et T4 définit presque
stirement un singleton aléatoire {x 4}, vérifiant Ay, () = x4 pour tout x € E,
mais rien n’assure que A, (x) = x4 pour n > T4 et tout z € F, ni que x4 suit
la loi pg. Pour tous z,y € E, la suite ((An(z), An(y))),>o est un couplage
coalescent : les deux composantes sont des chaines de méme noyau et qui

restent collées apreés leur premiére rencontre. On dit que ((Bn(2), Bn(¥))),,>0
est un couplage coalescent par le passés.

Lorsque G n’est pas contractante, on peut utiliser le noyau P", r > 1, qui
admet également ;13 comme loi invariante. En pratique, il n’est pas commode
de déterminer le temps de couplage (ou coalescence) par le passé Tg car il fait
intervenir tous les états initiaux possibles. Il est toutefois possible de controler
ce temps lorsque le noyau P possede une propriété de monotonie par rapport
a un ordre sur 'espace d’états F, en se ramenant a un état minimal et & un
état maximal, comme le montre ’exemple détaillé dans la section 5.5.

5.5 Modélisation d’un composé chimique

Dans cette section nous mettons en place un algorithme de type Metropolis-
Hastings et un algorithme de simulation exacte pour obtenir une réalisation
d’une mesure de Gibbs modélisant la répartition de deux composés chimiques
que l'on dira de type +1 et de type —1 en répulsion forte. Le systéme est
supposé ouvert et le nombre de particules de chaque composé est donc libre.
Pour simplifier, on suppose que les composés sont répartis sur une surface
plane assimilée & un carré discret A = {1,...,L}? C Z?. Chaque site i € A
est soit vierge, soit occupé par un composé chimique de type +1 ou —1. La
répulsion entre composés de types différents est prise en compte en interdisant
que deux composés de types différents soient voisins, c’est-a-dire a distance 1
sur le quadrillage. L’ensemble des configurations est donc le suivant

E:{$€ {—1,07+1}A:Vi,j €A, ‘i—j‘l =1= zz; #_1}

8. En anglais : «coupling from the past».
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On considere I’énergie
x€Ew H(x)=card{i € A: |z;| =1}
qui compte le nombre de composés présents et la mesure de Gibbs associée

1
ps = —e PH@ w2 c B BeR, Zg = Z e PH@)

Zs
zel
Plus le réel § est petit (respectivement grand) et plus la loi pg favorise les
configurations denses (respectivement clairsemées).

Remarque 5.5 (Méthode du rejet). Voici une premiére méthode permettant
de simuler de maniére exacte pig. On attribue indépendamment & chaque site
de A une valeurs —1, 0 ou +1 avec probabilités respectives

e h 1 ; e p
et —m—.
1428 1425’ 1+ 2e8

La configuration obtenue est retenue si elle appartient ¢ E. Dans le cas
contraire, on répéte la procédure. Cette méthode simple s’avére impraticable
car E est tout petit dans {—1,0,+1}".

Construisons a présent un algorithme de type Metropolis-Hastings. Pour
tous u € [—1,1],7 € A, soit
Biw: B — {=1,0,+1}"

la fonction définie pour tous z € F et j € A par

z; sij#i;

—1 sij=ietu<—1/(142e77);

0 sij=iet—1/(1+2eP)<u<1/(1+277);
+1 sij=ietu>1/(1+2e7).

(hiu(2)); =

Enfin, on pose

x sinon.

Gia(z) = {hzu(l’) si hiu(x) € E,

Soient (Un), >, et (Va),>, des suites indépendantes de variables aléatoires
i.i.d. de loi uniforme sur [—1,1] et sur A respectivement, et G, := gv, ., v
On définit enfin la suite récurrente aléatoire (X,,),,~, définie par

n+1"°

Xn+1 — Gn(Xn)

Théoréme 5.6. La suite (X,,), cy est une chaine de Markov sur E, irréduc-
tible, récurrente, apériodique et de loi invariante réversible g.
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Démonstration. La suite (X,), o est chaine de Markov, écrite sous la forme
d’une suite récurrente aléatoire sur FE fini. Toutes les configurations menent a
la configuration nulle (aucun composé présent) et réciproquement. La chaine
est donc irréductible et récurrente. Soit P le noyau de transition de (Xy),, -
Si z et y sont deux éléments de F alors P(z,y) est strictement positif si = et y
coincident sur en tous les sites sauf un. On vérifie au cas par cas la relation de
réversibilité. Supposons par exemple que x et y sont dans F et, pour iy € A,

Ty, = +1, Y, =0 et m; =y; pour i # ip.
Alors H(z) = H(y) + 1 et ainsi
b___2
L2(1 +2eP)

— 30 3 (1= 153075 ) = P (0)

ps(@)P(x,y) = ps(y)e”

O

A partir de cette suite récurrente aléatoire, on peut également mettre en
place un algorithme de simulation parfaite. Doit-on vraiment, dans ’algo-
rithme de Propp-Wilson, suivre toutes les trajectoires paramétrées par les
points de F vus comme des conditions initiales ? La propriété fondamentale
ci-dessous va permettre de simplifier grandement ce probléme : deux suffisent !

Lemme 5.7 (Monotonie). Pour tous u € [—1,1] et i € A, la fonction x €
E — g;u(x) est croissante pour lordre (partiel) sur E défini par

x<y sst x; <y; pour tout i € A.

De plus, la configuration, notée —1 (respectivement +1), constituée unique-
ment de —1 (respectivement +1), est un plus petit (respectivement grand)
élément pour cet ordre partiel.

A présent, la monotonie fournit Pencadrement

indiquant que la coalescence partant de x quelconque a lieu avant la coa-
lescence partant de 1. D’un point de vue pratique, il suffit donc d’itérer
I’algorithme jusqu’a 'instant de coalescence des trajectoires issues de +1.

Enfin, le noyau P n’est pas contractant au sens du théoréme 5.4 mais pL’
I’est puisque, pour tout x € FE, pL (x,-) charge la configuration nulle.

5.6 Pour aller plus loin

Pour une introduction a la physique statistique, qui est un point de contact
trés important entre physique et mathématique, et notamment a des exemples
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explicites autour du modéle d’Ising, on pourra consulter le livre [Bax82] de
Rodney Baxter. Des modeles inspirés de celui d’Ising sont utilisés en imagerie
pour la modélisation du bruit spatial.

La partie sur les algorithmes de Metropolis-Hastings, du recuit simulé, et
de Propp-Wilson est inspirée d’un livre précédent [BCO7, Chapitre 4] et du
cours de Thierry Bodineau & 'Ecole Polytechnique [Bod14]. L’algorithme de
Metropolis-Hastings a été introduit par Nicholas Metropolis, Arianna Rosen-
bluth, Marshall Rosenbluth, Augusta Teller, et Edward Teller [MRR 53] puis
généralisé par Keith Hastings [Has70], et fait aujourd’hui partie des méthodes
MCMC (Monte Carlo Markov Chains), qui consistent & utiliser des chaines
de Markov pour approcher des espérances par la méthode de Monte Carlo.
Les méthodes MCMC sont au coeur des implémentations quantitatives de la
statistique bayésienne abordée par exemple dans le livre de Christian Robert
et George Casella [RC04]. Des versions a particules permettent d’améliorer
les performances pratiques notamment lorsque la loi p est multimodale.

En métallurgie, le procédé du recuit consiste a recuire le métal pour échap-
per aux minima locaux d’énergie et obtenir une structure métallique de basse
énergie, garantissant une meilleure solidité. L’algorithme du recuit simulé s’en
inspire, ce qui explique son nom. Le recuit simulé converge théoriquement en
temps infini lorsque la température suit un schéma de décroissance par paliers
logarithmiques, mais ce résultat d’analyse asymptotique n’est pas vraiment
pertinent en pratique. Une analyse de l’algorithme se trouve par exemple
dans le livre de Etienne Pardoux [Par07] et dans le panorama de Olivier Ca-
toni [Cat99]. Des versions améliorées du recuit simulé, comme ’algorithme de
Wang-Landau introduit par Fugao Wang et David Landau [WLO01], consti-
tuent un sujet de recherche actuel. Les algorithmes de Metropolis-Hastings,
du recuit simulé, et de Wang-Landau sont tous disponibles dans des cadres a
temps et espace continus. L’algorithme de Propp-Wilson, proposé par James
Propp et David Wilson [PW96, PW98], est présenté dans le livre de David
Levin, Yuval Peres, et Elizabeth Wilmer [LPW09], et dans celui de Olle Hagg-
strom [Hag02]. L’exemple étudié dans la section 5.5 est inspiré d’un texte de
Christophe Sabot. D’autres algorithmes de simulation exacte de la loi inva-
riante ont été développés, comme par exemple celui de James Fill [Fil98].
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Agrégation limitée par diffusion interne

Mots-clés. Modele de croissance ; ensembles aléatoires.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; couplage ; inégalité de concentra-
tion.

Difficulté. *

Un fiit de déchets radioactifs est enterré secrétement. Apres quelques an-
nées, il devient poreux et laisse échapper son contenu. Pour éviter une conta-
mination excessive, on a disposé des piéges a particules qui capturent la pre-
miére particule qui passe mais deviennent ensuite inertes (une nouvelle parti-
cule passe sans étre arrétée). Le milieu est isotrope : une particule radioactive
se déplace de la méme maniére dans toutes les directions tant qu’elle passe
sur des pieges qui ont déja été activés et est capturée par le premier piege
libre qu’elle rencontre. On souhaite connaitre la forme typique des zones qui
seront contaminées par cette fuite. On introduit pour ce faire un modele de
croissance aléatoire, appelé agrégation limitée par diffusion interne, dont on
étudie notamment les propriétés asymptotiques.

6.1 Modele d’agrégation par diffusion

Pour modéliser I’évolution de la région polluée, on introduit le modele de
croissance suivant. On assimile 1'espace & Z< ou d vaut 1, 2 ou 3 selon le
nombre de dimensions que ’on souhaite prendre en compte. Deux éléments x
et y de Z% sont dits voisins, et nous noterons x ~ ¥, si

|z —yl, = |lv1 —yi| + -+ |za —yal = 1.

On place le fitt & Lorigine 0 € Z<. Sur chaque point du réseau est disposé un
piege. Notons A(0) le singleton {0}. Le premier piége activé sera I'un des 2d
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emplacements voisins de 'origine. On modélise la trajectoire d’une particule
radioactive sortant du fit par une marche aléatoire simple symétrique sur Z?
issue de 0 et arrétée lorsqu’elle quitte le point A(0). On note A(1) 'ensemble
aléatoire composé de 0 et du point ol la particule est sortie. Pour tout
voisin de 0, A(1) est égal & {0,z} avec probabilité 1/2d. On itére ensuite
le procédé. Etant donné un ensemble A(n) C Z<, on considére une marche
aléatoire symétrique (Sk),, issue de 0 arrétée lorsqu’elle sort de A(n). On
définit alors A(n + 1) comme Pensemble des éléments de A(n) et du point ou
est sortie la marche S. Ce modeéle est connu sous le nom de agrégation limitée
par diffusion interne®.

On obtient ainsi une suite (A(n)),, d’ensembles aléatoires. Le résultat
suivant regroupe quelques propriétés immédiates de cette suite.

Théoréme 6.1 (Propriétés immédiates). La suite (A(n)),s, est croissante
au sens de Uinclusion. Le cardinal de A(n) vaut exactement n+ 1. Pour tout
n € N, soit x et y deuzx éléments de A(n), alors il existe xg,. .., T, éléments
de A(n) tels que xg = x, Ty, =y et &; ~ Tjp1 pouri =0,...,m —1. On
pourrait dire que ’ensemble A(n) est connexe par arcs dans Z..

On souhaite a présent étudier le comportement asymptotique de la suite
(A(n)),,50- On étudie en détail le cas de la dimension 1. L'étude en dimension
supérieure, beaucoup plus délicate, est évoquée dans les sections 6.6 et 6.7.

6.2 Modele unidimensionnel

On suppose que la propagation se fait selon un axe horizontal. On se
place donc dans le cas ot d = 1. L’ensemble initial Aj est le singleton {0}
puis A; est égal a {0, 1} avec probabilité 1/2 et {—1,0} avec probabilité 1/2,
etc. Notons G,, = min 4,, et D,, = max A,,. L’ensemble A,, est de la forme
A, ={G,,G,+1,...,D, —1,D,}. Puisque le cardinal de A,, est n+1, on a
D, — G, = n. Ainsi, A,, est caractérisé par X,, = D,, + G,, et, en particulier,
_ Xptn X,—n

et G, =

Dy,
2 2

Les accroissements (X1 — Xn)7120 ne peuvent prendre que les valeurs —1
ou 1. Plus précisément, X,, 11 = X,, — 1 si la marche issue de 0 atteint G,, — 1
avant D, + 1, et X,,41 = X,, + 1 si la marche issue de 0 atteint D,, + 1
avant G, — 1. La symétrie de la marche aléatoire sous-jacente fait que la loi
de X,, est symétrique pour tout n > 0. En particulier, pour tout n > 0, on a
0=E(X,) =E(D,)+ E(G,) et donc E(D,) =n/2 et E(G,) = —n/2.

Théoréme 6.2 (Evolution markovienne). La suite (Xn)pso est une chaine
de Markov inhomogéne sur Z. issue de O dont les transitions sont décrites par
les relations suivantes : pour —n < i < n,

1. «Internal Diffusion Limited Agregation (IDLA)» en anglais.
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n+2+1

P(X =1—1|X,=1)= ——+

( n+1 7 ‘ n Z) 2(n+2)

et Lo
n —1

P(X, 1 =i+1]X, =i)= ="

( +1 1+ | Z) 2(n+2)

Démonstration. Pour tout n > 1,

t+n 1—n

O )

La probabilité P(X,+1 =i — 1| X, = i) est donc égale & la probabilité que
la marche aléatoire simple (Sy),, issue de 0 atteigne (i —n)/2 — 1 avant
(i +n)/2 + 1. Or d’apres le théoreme 2.2 (ruine du joueur) sia < 0et b >0
sont deux entiers distincts, et si T; := inf {n >0, S, =i} pour i € {a,b} et
T =T, \NTp, alors, T est intégrable et

PT=T,)=1-P(T=T,) = bL et E(T) = —ab.
—a

O

Remarque 6.3 (Equilibrage). Lorsque X, est strictement positif, X,+1—Xn
a une probabilité plus forte de valoir -1 que de valoir +1. La tendance s’inverse
lorsque X, est strictement négatif. On peut donc penser que le processus aura
davantage tendance a revenir en 0 qu’une marche aléatoire simple symétrique
(dont laccroissement vaut plus ou moins 1 avec probabilité 1/2).

6.3 Convergence presque siire

On établit ici le premier résultat de convergence en temps long pour le
processus (Xp),, du modele unidimensionnel. L’idée de la preuve est de
rendre rigoureuse l'intuition de la remarque 6.3 en comparant la valeur absolue
de (X,,) n>0 & celle de la marche aléatoire simple par une méthode de couplage.

Théoréme 6.4 (Convergence presque siire). Le processus (| Xy|),, est une
>
chaine de Markov inhomogéne et

Xl pe. G ps. 1 Dy ps 1
[Xnl ps o oy Gnopsy 1, Daops 1
n n—oo n n—ooo 2 n n—ooo 2

Démonstration. En discutant suivant les valeurs possibles de X,,, on constate
que | X 41| =15si |X,| =0, et que si |X,| > 0 alors

1 X,
|Xn| —1 avec probabilité — + Q,
| Xns1| = % 2(&+|2)
| X+ 1 avec probabilité 5 2nt2)
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Ainsi (|X,),,50 est une chaine de Markov (suite récurrente aléatoire) inhomo-
geéne. Pour établir que | X,,|/n — 0 presque stirement, on procede par couplage.
Plus précisément, on construit deux processus (Yy),5q et (Zn),>, comme
suit : Yo = Zp =0 et pour n > 0,

Vo= Yo+ 21y, <(ni2-v,)/2(mnt2)y — 1 si Y, >0,
n+l — .
1 siY, =0,

7 . Zn + 2]1{Un+1<1/2} —1 si Zn > 0,
T si Zn =0,

ot (Up),,>; est une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Le processus
(Yn),>o & la loi de (]Xy]),, tandis que le processus (Zy),, a méme loi
que la valeur absolue d’une marche aléatoire simple. Ce couplage est tel que
presque stirement, pour tout n € N, 0 < Y, < Z,,. En effet, si 0 < Y,, < Z,
alors, par construction, Y,4+1 < Z,,41. Par ailleurs, si 0 = Y,, < Z, alors, Z,
peut étre nul et dans ce cas, Y,4+1 < Z,,41 ou Z,, > 2 car Z, et Y,, ont méme
parité. Enfin, Z,,/n — 0 p.s. grace & la loi forte des grands nombres. O

n+1

Remarque 6.5 (Espérance). Le théoréme 6.2 donne, avec apntq := ol

E(|Xpn+1l [ Xnl) = 11x, =0 + @n+1|Xn |1 x, |20
d’oti, en observant que | X, |1x, 20 = [ Xal,

E(| Xy 1)) = P(Xo = 0) + a1 B(X,.).

6.4 Convergence en loi

On s’intéresse a présent aux fluctuations de X,,/n autour de sa limite.
Dans cette section, on donne des éléments de preuve du résultat suivant.

Théoréme 6.6 (Convergence en loi). La convergence en loi suivante a liew :

o 1o, prfo, 1),

\/ﬁ n—o00 3
Remarque 6.7 (Comparaison avec le théoreme limite central). La vitesse
de convergence en loi de (Xn)n>0 est la méme que pour la marche aléatoire
simple et la loi limite est encore gaussienne. Pourtant sa variance asympto-

tique est plus petite que dans le cas identiquement distribué. Cela provient de
la tendance auto-stabilisatrice de la chaine (Xn),,-

Avant d’aborder la démonstration du théoréme 6.6, étudions le compor-
tement des premiers moments de X, /n quand n tend vers l'infini. La loi de
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X, est symétrique donc tous ses moments impairs sont nuls. Pour le moment
d’ordre 2, on a, pour n > 0,

n+2-—-X, 5 n+24+X,

E[X?2 == "X, +1 X, — 1)
=1+ X2
n -+ 2

En posant z,,(2) = E(X2) et en prenant I'espérance dans la relation ci-dessus,
on obtient, pour n > 1,

Tns1(2) =14+ ——2,(2) et a1(2) = 1.

n+2
Une récurrence donne
1 n—1
n2)=14+ —— k(k+1),
7n(2) +n(n+1);(+)

et (zn(2)/n),s, converge donc vers 1/3. On peut établir de méme que pour

tout k£ > 0, la suite (xn(Qk)/nk)n>1 admet une limite p(2k) et que la suite
(11(2k)) ke est solution de

2k +1
p(0)=1 et u(2k+2)= +

1(2k).

Or d’apres le théoreme 21.7, la seule mesure de probabilité dont les moments
pairs vérifient la récurrence ci-dessus et les moments impairs sont nuls est
la loi N(0,1/3). D’autre part, d’aprées le théoréme 21.6, la convergence des
moments vers une mesure de probabilité caractérisée par ses moments entraine
la convergence en loi. On obtient ainsi la convergence en loi de X,,//n vers
la mesure gaussienne centrée de variance 1/3.

Un autre moyen d’établir la convergence annoncée est d’utiliser un rai-
sonnement basé sur le théoreme limite central pour les martingales. Il existe
plusieurs jeux d’hypotheéses plus ou moins faciles a vérifier. Voici le théoreme
que nous utiliserons dans la suite.

Théoréme 6.8 (TLC pour martingales). Soit (My,)n>0 une martingale de
carré intégrable pour une filtration (Fn), ¢, et soit (an)n>o0 une suite réelle,
strictement positive, déterministe croissante vers l’infini. On pose

(M)y=0 et (M), , = (M), +E(AM,11)*| Fn),
ou AM,, := M,, — M,,_1. Supposons que
P
— A
n— oo

2. (condition de Lyapunov) il existe § > 0 tel que

1. il existe A > 0 déterministe tel que a,; (M)

n

n

1 2+6 P
T I;E(AMk | Fie1) — 0.
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Alors, on a

1 loi M, loi -1 .
\/@Mn n:zo./\/((),/\), et an D). n:))@N(O,)\ ) siA>0.

Il convient de modifier légerement (X,),,, pour en faire une martingale.

Lemme 6.9 (Martingale dans le modele). Le processus (M), défini par
M, = (n+ 1)X,, est une martingale de carré intégrable pour la filtration
naturelle (Fn), > de (Xn),>q, qui vérifie

E(AMn11)? | Fo) = (n+2)* — X2,
et
E(AM,31)" | Fo) = (n+2)? — X2) ((n +2)* + 3X2),

et o )
< >n 2) -

n3 nooo 3’
Démonstration. Soit a € {1,2,4}. La quantité suivante
E((AM;41)%Fn) = E(((n 4+ 2)Xn41 — (n+ 1) X,)% | X5)

an+2+X, an+2-X,
2(n+2) 2(n+2) ’

est nulle si a = 1, et donc (M,),,-, est une martingale. Si a € {2, 4} alors

=[X,, — (n+2)] + [X, +n+2]

M+2-X) +(n+2+X,) !
2(n+2) ’

ce qui donne les deux premieres relations attendues. En particulier, on a

E((AMy11)® | Fa) = ((n+2)? = X7)

n—1 3 n—1
n
(M), = Sk +2)* = XP) = 5 = 3" XF + ofn?)
k=0 k=0
De plus
n—1 —
1 9 1 X
a2 X< Z 2
k=0 k=1
Puisque X,,/n — 0 p.s. le lemme de Cesaro permet de conclure. a

Pour pouvoir obtenir la convergence en loi de (M), correctement re-
normalisée, il reste & vérifier la condition de Lyapunov du théoréme 6.8 avec
an, =n3. Pour § =2, on a

n+1
ZIE ((AM)* | Fr1) Zk4+22 (k+1)%X2_, = 0.

k=1

La suite (Mn/n?’/z)n>1 converge donc en loi vers N'(0,1/3). Ceci fournit im-
médiatement la convergence dans le théoréme 6.6.
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6.5 Une inégalité de concentration

Complétons les résultats sur le comportement de X,, par une inégalité
de concentration valable pour tout n > 1 (& la différence du théoréme de
convergence en loi qui n’est qu’asymptotique).

Théoréme 6.10 (Concentration). Pour tout n > 1 et tout r > 0,

| X0 3n?r?
P{— > <2 - .
( n " P 8(n+1)

Démonstration. Par définition de la martingale (M,),, définie dans le
lemme 6.9, pour tout r > 0,

n

X
]P(| nl > r) < P(|M,| =2 n(n+ 1)r).

La martingale (Mn)n>0 a des accroissements borné car pour tout n > 1,
|M,, — M1 = |(n+ 1) X, —nXp_1| < n|X,, — Xpoq| + | X0 < 2n

puisque |X,, — X,,_1| = 1 et |X,,| < n. D’aprés I'inégalité de concentration
d’Azuma-Hoeffding du lemme 20.3, pour tout A > 0, on a

)\2
P(|Mn| > A) < 2exp <—w>
k=1

Gréce a la comparaison série-intégrale

n

Z(Qk)2 < 4/n+1:102 dx = é(n +1)3
~ - 3 b
1

k=1

il reste & remplacer A par n(n + 1)r pour obtenir 'inégalité souhaitée. O

6.6 Dimensions supérieures

On se place & présent sur Z? avec d > 1. Comme en dimension 1, on
s’attend a ce que la forme limite de I’ensemble aléatoire devienne relative-
ment réguliere puisque la marche aléatoire issue de 'origine aura tendance a
atteindre I'ensemble aléatoire A¢, en des points qui ont beaucoup de voisins
dans A,. La figure 6.1 fournit une réalisation de A(1000) en dimension 2.

Pour tout r > 0 notons ||z|| la norme euclidienne d'un point € R? et

B(0,r) = {y eR? : lyl| < r} et B(0,7) = B(0,r)N VA

Le cardinal d’un ensemble A de Z? est noté | A|. Fixons un entier n et considé-
rons I'ensemble aléatoire A(|B(0,n)|). Le rayon (aléatoire) de la plus grande
boule incluse dans cet ensemble est
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Fig. 6.1. Une réalisation de A(1000) en dimension 2.

sup{r =0 : B(0,7) C A(|B(0,n)|)}
tandis que celui de la plus petite boule qui le contient est
inf{r >0 : A(B(0,n)]) C B(0,r)}
On définit alors Perreur interne d;(n) comme
n—3dr(n) =sup{r =0 : B(0,r) C A(/B(0,n)|)},
et 'erreur externe dg(n) comme
n+d0g(n) =inf{r >0 : A(|B(0,n)|) C B(0,r)}.

Le théoreme suivant montre non seulement que la forme asymptotique de
A(n) est sphérique mais fournit également une borne supérieure pour les fluc-
tuations extrémes de A(n).

Théoréme 6.11 (Forme et fluctuation). La forme limite de (Ay),,s, est la

trace sur Z% d’une boule euclidienne. De plus, il existe une constante B4 telle
que presque strement
— pourd >3 :

1)
lim sup () < Bg et limsup
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— pourd=2:

lim sup Or(n) < By et limsup 05 (n)

< fa.
n—oo log(n) n—oo log(n) &

6.7 Pour aller plus loin

Le modele d’agrégation limitée par diffusion interne? est considéré par
Persi Diaconis et William Fulton dans [DF91]. Sur le versant de la modélisa-
tion, il peut étre relié a des méthodes de polissage chimique : des particules
sont lachées dans une cuve et détruisent un élément du bord rendant la cuve
plus lisse. On trouvera dans les articles [AG13a, AG13b] d’Amine Asselah et
d’Alexandre Gaudilliere des références dans cette direction.

L'une des premiere études de (A(n)), 5, est due a Maury Bramson, David
Griffeath et Gregory Lawler dans [LBG92]. Il y est notamment établi que la
forme asymptotique de A(n) est sphérique. Il faudra attendre longtemps pour
avoir une étude compléte pour les fluctuations autour de cette forme limite.
On pourra retrouver le théoréeme 6.11 dans les articles de David Jerison, Lionel
Levin, et Scott Scheffied [JLS12, JLS13] et dans [AG13a, AG13b].

Le modele en dimension 1 peut étre relié & un modele de boules et d’urnes
dit de Bernard Friedman décrit dans l'article [Fre65] de David Freedman 3.
Une boule tirée est remise dans 'urne accompagnée de a boules de la méme
couleur et 5 boules de la couleur opposée. Si = 0, on retrouve le modele de
I'urne de Pdlya étudié dans le chapitre 15. Lorsque 8 > 0, on peut montrer
que la proportion asymptotique de chaque couleur tend vers 1/2 pour tout «.

Il existe également un modele plus difficile & étudier, connu sous le nom de
agrégation limitée par diffusion externe, dans lequel les particules proviennent
de l'infini et viennent s’agglutiner au fil du temps.

Le théoreme limite central pour les martingales 6.8 se trouve dans le livre
de Peter Hall et Christopher Heyde [HH80, Cor. 3.1], et dans [BC07, Th. 3.35].

2. «Internal Diffusion Limited Agregation» (IDLA) en anglais.
3. fried-man # freed-man!
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Chaines de Markov cachées

Mots-clés. estimation paramétrique; estimation récursive; variable ca-
chée ; espérance conditionnelle ; processus autorégressif.

Outils. Chaine de Markov ; vecteur gaussien ; martingales ; maximum de
vraisemblance ; formule de Bayes.

Difficulté. *

Bien que markoviens, de nombreux processus réels ne sont observés que
partiellement. Ce chapitre présente deux modeles de chaines de Markov ca-
chées, qui sont par définition des projections de chaines de Markov. Le défi
mathématique est alors d’obtenir a partir des observations partielles le plus
d’informations possible sur la partie cachée. Il se raméne & un probléme de
calcul de lois conditionnelles. Il n’est en général pas possible de calculer ex-
plicitement ces lois. C’est cependant le cas dans les deux exemples présentés
dans ce chapitre : 'un s’appuie sur les chaines de Markov a espace d’états fini,
I’autre sur un modele gaussien.

7.1 Algorithme progressif-rétrograde

On modélise la structure d’un brin I’ADN ! par une chaine de caractéres
écrite dans un alphabet fini A. Certaines parties de la chaine correspondent a
la suite des codes des acides aminés nécessaires a la fabrication d’une protéine,
et on dit qu’elles sont codantes, tandis que d’autres parties de la chaine ne
le sont pas. Pour tenir compte de cette structure segmentée, on modélise la
chaine par une trajectoire de chaine de Markov possédant deux régimes.

A un brin ’ADN de longueur [, noté (X1,...,X;), et & valeurs dans A,
on adjoint le l-uplet (Uy,...,U;), & valeurs dans U = {0,1}. Si la position

1. Acide DésoxyriboNucléique, vecteur du code génétique des organismes vivants.
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n est codante (respectivement non codante) alors U, = 1 (respectivement
Un = 0). On modélise la loi de (X,U) = ((Xn,Un)), >, par une chaine de
Markov homogene sur A x U de matrice de transition donnée par

P((.’L‘, U), (xl?u/)) = IP(XnJrl = J},, Un+1 = | Xn=2,Up = u)

= p(u, u/)ﬁu’ (z, CC/),

ol p est une matrice de transition sur {0,1} et ou 7y et w1 sont des matrice
de transitions sur 4. On suppose que tous les coefficients des matrices p,
o et mp sont strictement positifs. La composante U agit comme une sorte
d’interrupteur ou de commutateur (markovien) a deux positions.

La chaine (X,U) est irréductible, récurrente et apériodique car tous les
coefficients de sa matrice de transition sont strictement positifs. En général
la projection X = (X»),,5¢, qui modélise le brin d’ADN, n’est pas une chaine
de Markov. Le modeéle est rigide : la loi de la longueur d’un segment de la
catégorie u € Y suit une loi géométrique de parametre 1 — p(u, u).

On se place a présent dans la situation ou la matrice de transition de
(X,U), c’est-a-dire le triplet p,mo, 71, est connue, par exemple grace & une
estimation menée au préalable (nous y reviendrons plus loin). La question est &
présent la suivante : peut-on déterminer la loi de (Uj), ;o conditionnellement
aux observations (X;), ¢;¢; 7 On dit que la chaine de Markov (X, U) est cachée
car la composante U n’est pas observée. Seule la composante X est observée.

Exemple 7.1. Voici un exemple utilisé dans la figure 7.1 :

0.30.30.30.1 0.50.30.10.1
0.95 0.05 0.30.30.10.3 0.40.40.10.1

= ( 0.1 0.9 > "= 103010303 | “ ™= |04010401
0.10.30.30.3 0.50.30.10.1

Description de 1’algorithme

On adopte la notation vectorielle Xi.; et x1.; pour désigner les i-uplets
(X1,...,X;) et (z1,...,2;). On définit les probabilités suivantes, pour tous
1<i<lze A, etvel:

— Probabilité de prédiction :

Pi(v) :==P(U; = v| X121 = T1:4-1)-

C’est la probabilité que 1’état caché U; soit en position v connaissant
les observations X1.;_1;
— Probabilité de filtrage :

Fi(v) =PU; = v| X1 = 214).

C’est la probabilité que I’état caché U; soit en position v connaissant
les observations Xi.; ;
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— Probabilité de lissage :
Li(v) :=P(U; = v| X14 = 214).

C’est la probabilité que 1’état caché U; soit en position v connaissant
les observations X7.;.

Pour calculer les probabilités de lissage, on utilise un algorithme progressif-
rétrograde? : on détermine par récurrence, dans le sens croissant des indices,
les probabilités de prédiction et de filtrage, puis on en déduit, toujours par
récurrence mais descendante, les probabilités de lissage. Les relations de récur-
rence nécessaires a cet algorithme sont rassemblées dans le théoréme suivant.

Théoréme 7.2 (Prédiction, filtrage, lissage). Pour tous 1 <i <l et v €U,
Piw) = plu,0) "~ (u),

ueU
Wv(ib'i_l, xl)Pz(v)

o (U) = Zueu Tu (-/L'ifl, xl)Pl(u) ’
L) = F () Y plu,v) ]LJEZ)) .

veU

Démonstration. Pour 1’équation de prédiction, on fait intervenir U;_; puis
d’utiliser le fait que les lois Loi(U; | U;—1, X1.5—1) et Loi(U; | U;—1) coincident :

Pi(v) = Z P(Ui-1 = u,U; =v | Xi- = ;)

ueU
= Z IP(UZ = | Ui,1 = U,X', = .’Ei,)IP(UZ‘,1 =Uu | X,_ = .’Ei,)
ueU
= 3" ol v)F ()
ueU
avec la notation allégée x;_ := x1.,_1. L'utilisation de la relation de base

P(A|BNC)P(B|C)=P(ANB|C) permet de traiter ’équation de filtrage :

PU, =v,X; =2 | X1.i—1 = xi—)
P(X;, =z | Xi =x;—)
B PU =v,X; =u;| Xi— =x;—)
N Yowcu PUi = u, Xy = 2 | Xy = 2;)
 PXs=a|Ui=0, X =2 )P(U; =0, | Xj— =x;)
Y e P = Ui =u, Xim =2 )P(U; =u| Xim =)

F'(v) =

Or par définition de la matrice de transition de (X, U),
P(X; =2 |Ui = u, X1:i-1 = 215-1) = P(Xi = 2 |Us = u, Xi-1 = x3-1)

2. En anglais : «forward-backward».
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= my,_, (x; — 1, ;).
Pour I’équation de lissage, on écrit

PUis1 =u,Us =v| X1y = x14) = P(Usim1 = u|Us = v, X1 = 214)
PU; =v| X4 = 212),

puis

P(Ui_l =u | Uy=v,X1,= xl:l)
PUi—1 = u, X1:i-1 = T1:-1, Xigra = Tig1a | Ui = 0, Xi = 14)

P(X1:-1 = 21i-1, Xig1a = Tig1a | Ui = 0, X = 1)
La propriété de Markov assure que, conditionnellement au présent, le passé
et le futur sont indépendants. On obtient donc apres simplification que
PUiis =u|U;i=v, X1y =214) = P(Uim1 = u|Us = v, X1.i = 214).

On écrit, & nouveau, grace a ’expression de la matrice de transition de (X, U),

PUi—1 =u|U; = v, X1, = 214)
P(Ui—l =u,U; = v, Xj; = x;, | X1 = Il:i—l)
PU; =v,X; = x| X1:i-1 = 21:-1)
F 1 w)p(u, v)my (2i-1, 24)
B Pi(v)my(wi-1, ;) '

On a donc obtenu

h

'(v)
Pi(v)’

P(Ui_l = u, U, =v | Xy = xl:l) = Fiil(u)p(ua ’U)

ce qui fournit la relation de lissage en sommant sur v. a

On initialise I'algorithme en choisissant pour Pl(u) la loi initiale (par
exemple la loi stationnaire). Les relations de prédiction et filtrage du théo-
réme 7.2 permettent de calculer toutes les probabilités P et F? par récur-
rence progressive. On en déduit ensuite les probabilités L’ par récurrence
rétrograde grace a la relation de lissage du théoréme 7.2 avec l'initialisation
LY(v) = F'(v). La figure 7.1 illustre l'efficacité de ’algorithme : la plupart du
temps la probabilité L(v) est supérieure & 1/2 quand U; = v (dans 95,2%
des cas exactement dans cet exemple). On voit toutefois dans cet exemple que
lalgorithme rate une zone ot U vaut 1 (aux alentours de 120) et qu’il a tou-
jours un peu de retard aux changements de régimes. L’algorithme fonctionne
d’autant mieux que les matrices my et m; sont différentes (les deux régimes
ont des comportements tres différents) et que p(0,0) et p(1,1) sont grands
(les plages entre deux changements de régime sont longues).
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Fig. 7.1. Trajectoire de U (courbe continue) et probabilité de lissage pour v = 0
(courbe en pointillés) avec | = 200 et les transitions de ’exemple 7.1.

Estimation d’une matrice de transition

L’étude précédente suppose connues les matrices de transition. Il est
toutefois important de savoir estimer la matrice de transition d’une chaine
de Markov a partir d’'une de ses trajectoires. On considére une chaine de
Markov (Zy),, sur l'espace d’états fini £/ de matrice de transition 0, =
(0. (i’j))(i’j)eEg. On suppose que la chaine est irréductible et récurrente, et
on note yi, sa loi invariante. On suppose la mesure initiale v connue mais la
matrice de transition 6, inconnue. On note © '’ensemble des matrices de tran-
sition sur E. Soit A la mesure de comptage sur E. La loi de (Z, ..., Z,) a pour
densité par rapport A" *1 la fonction (29, ...,2,) € E"™ — fo, (20, -,2n)
donnée par

fo.(zoy y2n) =P(Zo = 20y .., Zn = 2n) = (20)0x(20, 21) - - Ou(2n—1, 2n)-
Pour tous 6 € © et z € E™! on note
fo(z0, -y 2n) == v(20)0(20,21) - - 0(2n—1, 2n)-

La quantité aléatoire Lz, .z, (0) = fo(Zo,...,Zy,) est appelée vraisem-
blance® de 6 pour 'échantillon (Zo, ..., Z,). L’ estimateur de mazimum de
vraisemblance (/9\,1 de 0, est par définition 1’élément aléatoire de @ qui maxi-
mise la fonction aléatoire § € © — Ly, .z, (0).

3. En anglais, on dit likelihood, d’ou la notation L.
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Lemme 7.3 (Maximum de vraisemblance). L’estimateur de mazimum de
vraisemblance 0,, de 0, est donné pour tous i,j € E par
Nyilj i i n—1
~ — i N! >0, N =" 1n i,
bulif) =4 N " I R =
N =300 Yzy=iz, =53

0 sinon,

Notons que si 0(i,j) = 0 alors @L(z, j) = 0, mais que la réciproque est
fausse.

Démonstration. On numérote E de sorte que £ = {1,...,s}. Notons L :=
Ly, ..z, 1l est plus commode de maximiser log(L) plutét que L. On doit
maximiser § € © — log(L(#)) sous les contraintes 0(i,5) > 0et >, _, 0(i, k) =
1 pour tous 1 < 4,5 <s. Oron a
s (0 = 8(1(0)) = o

0(i,5)\0 — log = o

" 6(i.j)
et les s conditions d’extrémalité reviennent a dire que pour tout 1 < i < s
la fonction j ~— N2 /6(i, j) doit étre constante. Ce qui donne le résultat en
tenant compte de 6 € 6. ad

L’estimateur 6 est intuitif puisqu’il estime 6(¢,7) par la proportion de
transitions de 1’état ¢ vers ’état j parmi les n sauts observés. Les propriétés
asymptotiques de cet estimateur se déduisent du comportement des suites
(N}7),, et (N},),, qui sont établies ci-dessous.

Théoréme 7.4 (Convergence et normalité asymptotique). Pour tout x €

E, sachant {X, = x}, Uestimateur §n est convergent et asymptotiquement
normal : pour tous 1,5 € F,

0u(i.3) %5 0. 7)

et
<~ .. .y loi . .
nﬂ(l)(en(%ﬂ) - G(Za])) nﬁ)o N(Oa 9(2?.7)(1 - 9(7/).])))
Démonstration. On a, pour tous z,i,j € F, sachant {Xy = x},
1 i DS, . 1 ij P . .o
ﬁNn vl (i) et ENn yd 1(2)0(i, 5)
tandis que
1
vn
Ces convergences presque siires découlent de la loi des grands nombres pour
les chaines de Markov Z et Y, ou Y est la chaine de Markov irréductible
et récurrente d’espace d’états E2? définie par Y, = (Zn, Zn+1) et dont la loi

invariante est (i,5) — p(9)0(4, j). La convergence en loi découle du théoréme
limite central pour les chaines de Markov. a

(N37 = N30, 5)) = N0, p(@)0(0,5)(1 — 0,5))-
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7.2 Filtre de Kalman

Un avion se déplace entre Paris et Londres, en tentant de suivre une tra-
jectoire théorique définie par le plan de vol. L’avion est surveillé au sol par des
controleurs aériens grace a un radar qui recoit un écho de I’avion a intervalles
réguliers. La trajectoire effective de I’avion s’écarte de la trajectoire théorique
pour de multiples raisons (météorologie, imprécision du pilote automatique,
turbulences,. ..). On cherche donc & localiser 'avion au cours de son vol a
partir des observations radars successives.

On note X, 'écart (inconnu) entre la trajectoire théorique et la position
de I’avion au temps n. De plus, on note Y,, la mesure donnée par le radar au
temps n. Cette mesure est entachée d’erreurs a cause de I'imprécision du radar.
Le probleme qui se pose a l'aiguilleur est d’estimer au mieux la position de
I’avion au temps n au vu des observations Yy, ...,Y,,. Pour simplifier I’étude,
on supposera que l'objet observé évolue dans un espace de dimension 1. On
modélise les suites aléatoires (X;,),5q et (Yn), 5, en posant

Xo = Wo,
Xp=aXp 1 +W, n=21,
Y, =X,+V, n =0,

ol a est un nombre réel déterministe, et ou (Vy,),5, et (Wy), 5, sont des
suites aléatoires indépendantes, avec (VN)n>0 i.i.d. de loi gaussienne N(0, 72)
et (Wn),5 1.i.d. de loi gaussienne A'(0,0?). Les variables aléatoires (Wy),,~q
représentent les fluctuations instantanées de ’écart entre position théorique
et position réelle. Les variables aléatoires (Vn)n>0 modélisent les erreurs de
mesure du radar. Le parametre a modélise 'action du pilote.

En théorie du signal, on dit que (Xn)n>o est un processus autorégressif
d’ordre 1, noté AR(1), & bruit gaussien, et on a

n n
X, = ZakWn_k = Za"*kwk, nelN
k=0 k=0
A présent, le probléme est d’estimer X, sachant les observations Y, . .., Y,,.
Le candidat naturel est Pespérance conditionnelle E(X,, | Yy, ...,Y;,) puisque

c’est la fonction des observations qui est la plus proche de X, dans L?
(moindre carrés). Or le caractére gaussien du modele permet, grice aux pro-
priétés des vecteurs gaussiens, de calculer explicitement la loi conditionnelle
Loi(X,, | Yy, ...,Y,), en particulier sa moyenne qui est E(X,, | Yp,...,Y,).

La premiére remarque importante est que pour tout n > 1,

(XO,...,XH,Y(),...,Y”)

est un vecteur aléatoire gaussien puisque toute combinaison linéaire de ses co-
ordonnées est une combinaison linéaire des variables aléatoires gaussiennes
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indépendantes (Wi)ogign et (Vi)ogigw En particulier, pour tout n > 0,
(X, Yo,...,Y,) est aussi un vecteur gaussien. De plus, la loi de X,, sachant
(Yo, ...,Y,) est une loi gaussienne, dont on note la moyenne X, et la variance
P,,. On se propose de calculer ces quantités par récurrence. Comme pour les
chaines de Markov a espace d’états fini de la premiére partie du chapitre,
la récurrence se fait en deux étapes. L’étape de prédiction consiste a expri-
mer la loi Loi(X,, | Yy, ..., Y,_1) en fonction de Loi(X,,—1 | Yo, ..., Y,—1). Puis,
dans I'étape de filtrage, on prend en compte ’observation Y,, pour exprimer
Loi(X,, | Yy,...,Y,) en fonction de Loi(X,, | Yo,...,¥n_1).

Lemme 7.5 (Lois conditionnelles). On a
Loi(X,, | Yo,...,Yn) = N(X,, Py)
ou
a*r2P,_1 + o*7?
a?P, 1+ o2+ 712

R R P, R
Xp=aXp 1+ 5 (Yn—aX,1) et P,=
T

Démonstration. Tout d’abord, on rappelle le résultat suivant sur les vecteurs
gaussiens, que nous appelons formule de Bayes : si (X, Yp,...,Y,—1) est un
vecteur gaussien dans R™+! avec

Loi(X | Yo, ..., Yno1) = N(p,7?) et Loi(Y |Yy,...,Yn 1,X) = N(X,5?)

alors
. oo YN L) 111
L01(X|Y0,...,Yn_1,Y)N(p (72+62),p) o L=t

A présent, et comme annoncé, on procede par récurrence, en deux étapes.
— Initialisation. Puisque Yy = Xo + Vo, on a Loi(Yy | Xo) = N(Xo, 72).
La formule de Bayes assure que Loi(Xg | Yy) = NV (Xy, Py) ol

. o2 o272
Xo=——=Y) et Pp=—.
07 52 T2 o € 0= 52 T2
— Prédiction. On a Loi(X,_1|Yo,...,Yn_1) = N(Xn_1, Pu_1), et grace

au modele,
Loi(X,, | Yo, ..., Y1) = N(aX,_1,a*Py_y + 0?).
— Filtrage. D’aprés le modele a nouveau, il vient
Loi(Yy | Yo, ..., Vo1, X)) = N (X, 72).
On applique alors la formule de Bayes pour inverser le conditionnement

entre Y, et X,, : la loi Loi(X,, | Yo,...,Y,) = ./\/'(X'n,Pn) avec

1 1 1 N X, Y,
1_ 1 L1 Xn:pn< )

P, &P, 1+02 T2 a?P, 1 +02 12
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O

Remarque 7.6 (Gain suite aux observations). La majoration
Py =E[(X, - X,)?| <B[(X, - Ya)?] = 72,

peu surprenante connaissant les propriétés de l’espérance conditionnelle, sou-
ligne bien que l'on gagne effectivement d wutiliser toutes les observations
Yo, ..., Y, plutot que de se contenter de la derniere Y.

Estimation de certains parameétres du modéle

On suppose dans cette section qu’on observe les positions de I’avion sans
erreurs, c’est-a-dire qu'on a acces a la suite (X;);,;,,- On souhaite estimer
les coefficients a et o2. La question n’est pas completement évidente car les
observations ne sont pas indépendantes.

Lemme 7.7 (Estimateur de maximum de vraisemblance). L’estimateur de
mazimum de vraisemblance (4,8) de (a,0) est donné par
n
9 1
n

2271 Xi—1 X5 2
p =5——— et 6, =— ) (Xp—anXk-1)"
o1 Xy n kZ:l

Démonstration. Il suffit de maximiser le logarithme de la vraisemblance don-
née par

n

1 X, —aXp_1)?
R p—— Y [ S )

2ma2)n/2 P 202

Théoréme 7.8 (Convergence et normalité). Si —1 < a < 1 alors

(ans 60) = (a,0),

n—oo

et

Via—a) 5 N(0,1—d?), et V(62 —02) < N(0,20Y).
n—oo n—oo
Démonstration. On se contente d’établir les résultats sur a, en supposant o
connu et fixé. On réécrit a,, de la maniére suivante :

n Xpa W, M,
&n=a+—zk=nl PR o e—
Zk:l kal Zk:l Xk—1

ot M, = > "1 _y Xip—1Wy, avec My = 0. La suite (Mn)n>0 est une martingale

par rapport a la filtration (F,),, naturelle de W, de processus croissant
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n
(M)y=0 et,powrn>1, (M), =c>3 XE,.
k=1

A présent, on vérifie tout d’abord, en utilisant le fait que X est un processus
autorégressif d’ordre 1 AR(1) avec |a| < 1, que

n

(M) psg ot ’
n nooo (1—a?)
(on a en particulier (M), — 400 p.s. quand n — 00), puis on utilise la loi des

grands nombres et le théoreme limite central pour les martingales de carré
intégrable, qui donnent

M7 .S. M, oi
: p—> 0 et — l—> N(O, 1).

7.3 Pour aller plus loin

L’algorithme de segmentation progressif-rétrograde remonte au moins aux
travaux des années 1960 de Leonard Baum et Lloyd Welch, et peut étre vu
comme une instance du concept général de programmation dynamique. Les
chaines de Markov cachées ont été utilisées notamment pour la reconnais-
sance de la parole dans les années 1970, et pour la génomique a partir des an-
nées 1980. Le livre de Stéphane Robin, Francois Rodolphe, et Sophie Schbath
[RRS05] propose une introduction accessible & 1'utilisation des chaines de Mar-
kov cachées en génomique. On peut également consulter a ce sujet le livre de
Etienne Pardoux [Par07]. Bien que les modeles utilisés en pratique soient
plus sophistiqués que celui présenté dans ce chapitre, notamment en ce qui
concerne les espaces d’état A et U, ils font appel aux mémes concepts et outils.
Cependant en pratique, on ne connait pas en général les matrices de transi-
tion ni méme le nombre d’états cachés pertinent pour rendre compte de la
loi de la séquence, et il faut donc construire des algorithmes qui permettent
en plus d’estimer ces parametres de complexité. On pourra également consul-
ter le livre de Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain [DJ06] & ce sujet.
D’autre part, il est possible de tester si une suite aléatoire est markovienne ou
pas en utilisant par exemple N? et N et le test du x2, comme expliqué par
exemple dans le livre de Didier Dacunha-Castelle et Marie Duflo [DCD83].

La partie sur le filtre de Kalman est inspirée du livre de David Williams
[Wil91]. Le filtre de Kalman, présenté ici dans une version simple, est un
grand classique de la théorie du signal, développé des les années 1960 par
Thorvald Thiele et Peter Swerling, et par Rudolf Kalman et Richard Bucy,
notamment pour les besoins du programme Apollo de la National Aeronautics
and Space Administration. On trouvera dans [Par07] 'expression du filtre de
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Kalman en dimension supérieure a 1. La loi des grands nombres et le théoreme
limite central pour les martingales utilisé dans la preuve du théoreme 7.8
sont tirés du livre [BCO7]. L’estimation par maximum de vraisemblance des
parametres a, o, 7 du modele gaussien a partir de Y sans connaitre X se trouve
par exemple dans le livre de Peter Brockwell et Richard Davis [BD02, Sec. 8.5].






8

Algorithme EM et mélanges

Mots-clés. Mélange de lois; estimation paramétrique.

Outils. Formule de Bayes ; maximum de vraisemblance ; entropie relative ;
loi gaussienne.

Difficulté. *

L’algorithme Expectation-Maximization (EM) fait partie des algorithmes
les plus importants de la statistique. Il permet d’approcher numériquement
Iestimateur de maximum de vraisemblance pour les modeles partiellement ob-
servés. De nombreuses variantes sont disponibles. Dans ce chapitre, nous illus-
trons la mécanique fondamentale de I’algorithme EM sur un exemple simple.

Sur une ile cohabitent quatre especes de mouettes différentes. Les ornitho-
logues souhaitent estimer la proportion de mouettes de chaque espéce a partir
de I'observation de la taille des nids. Contrairement aux oiseaux, les nids ne
bougent pas, ce qui facilite le comptage. Malheureusement, les différentes es-
peces font des nids assez ressemblants : on ne sait pas par quelles especes ils
ont été construits. On suppose en revanche que la distribution des nids est
caractéristique d’une espece. La distribution globale de la taille des nids appa-
rait comme le mélange de quatre lois de probabilité, chacune rendant compte
de la répartition de la taille des nids pour chaque espece d’oiseaux.

8.1 Modeéle pour les nids de mouettes
Modélisons la distribution de la taille des nids construits par I’espece j par

une loi 5 = N(m(j),v(j)) de densité vy, (jy,0(j)- La loi p de la taille des nids
de mouettes admet donc pour densité la fonction

’ ] )2
z = Za(j)’}/m(j),v(j)(x) = : % exp (_(.ﬁ—’l’n(]))),

~
Il
s
'
3
e
N
<
N—
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avec a1 > 0,...,ay5 > 0 et a; +---+ ay = 1. Cette combinaison convexe
finie de densités de probabilité est appelée mélange fini' de populations. Si
X désigne la taille du nid et Z ’espéce de I'oiseau qui I’a construit, la loi du
couple (X, Z) est donnée de la maniére suivante :

— la variable Z suit la loi discréte sur {1,...,J} de poids a(1),...,a(J) :

Loi(2) = Y~ a(j)s;

j=1

— pour tout 1 < j < J, conditionnellement & {Z = j}, la variable X suit

la loi N'(m(j),v(5)) :
Loi(X|Z = j) = N(m(j),v(4))-

Les parametres (a;j, m(j),v(j)),¢ ;< sont inconnus. Le vecteur a représente
les coefficients du mélange tandis que les vecteurs m et v représentent respec-
tivement les vecteurs des moyennes et des variances des lois gaussiennes. On
souhaite estimer toutes ces quantités a la seule vue de la taille de n nids. Pour
cela, on suppose qu'il existe § dans ’ensemble

8:{Hz(aj,mj,a'?)l<j<J:O[1>O,...,Oéj>070(1+"‘+OZJ:1}

tel que les mesures x1,...,x, de la taille de n nids soient la réalisation d’un n-
échantillon Xi, ..., X, de loi de densité au point = de la loi de X par rapport
a la mesure de Lebesgue d\ de R

fo(x) = Z a(J)Ym ()0 (T)-
j=1

On note X le vecteur (X1,...,X,) et Z le vecteur (Z1,...,Z,). On note dN
la mesure de comptage sur IN. On introduit les notations suivantes :
— densité au point (z, z) de la loi du couple (X, Z) par rapport & AA®@dN :

ha(xvz) :a(z)lym(z),v(z)(x)v z€eR, z € {1,...,J},
— densité au point x de la loi de X par rapport a dA :
fo(z) = Za(j)’ym(j),v(j)(w)v z €R,
j=1
— densité au point z de la loi de Z par rapport a la mesure dN :
go(z) = a(z), ze{l,...,J},

1. «Finite mizture» en anglais.
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— densité au point x de la loi de X sachant Z par rapport a d\ :
fo(z|Z = j) = Ym@)vi (@), T ER,
— densité au point z de la loi de Z sachant X par rapport a dN :
(2)Ym(2) w(z) (T)
7 )
Ej:l a(J)Ym(),0() (T)

La derniere expression s’obtient grace a la définition d’une probabilité
conditionnelle : en effet, pour tout A borélien et tout 1 < z < J,

9021 X = 2) =

, ze{l,...,J}.

P(XecA Z=2)=P(Z=2)P(X € AlZ=2)=oaz) /A’ym(z),v(z)(x) dx
et
P(Xe€A Z=2)=P(Z=21X € A)P(X € 4)

J
=P(Z =z2|X € A) Za /’ym ()i (@) da,
j=1

de sorte que si A est de la forme [x — &, x + €] avec € tendant vers 0, alors on
obtient bien

J
O‘(Z)’Ym(z),v(z)(@") = ]P(Z = Z|X =z ZO( ’Ym(J U(J)( )
Jj=1

8.2 Situation favorable mais irréaliste

On suppose dans cette section que I’on observe a la fois X et Z, c’est-a-dire
a la fois la taille du nid et I'espece qui a fait le nid. Estimer les parametres
inconnus est alors aisé grace a la méthode du maximum de vraisemblance. La
log-vraisemblance du modele complet (logarithme de la densité de la loi de
I’échantillon (X, Z) par rapport & la mesure (dA ® dN)®") s’écrit

L(0,X,7) =log ﬁ ho(X;, Z;)
i=1
= [log a(Zi) + 108 Yin(z,).0(z.) (X))
i=1
Pour un échantillon de taille n, notons, pour tout 1 < j < J,
Ai={i=1,...,n, Z;=j} et C;=card(4,).
En regroupant les termes en fonction des valeurs possibles de Z, on obtient

y Z ZO loga —|— Z Z IOg’Ym(] v(]) )

j=1li€A;
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Théoréme 8.1 (Estimation pour modele complet). La vraisemblance com-
pléte atteint son mazrimum en un point unique 0 € @ donné par :

atj) = 2, S X e i) = o 3 (- (),

T icAy T icAy

Démonstration. Sous la contrainte a(1) + -+ + a(J) = 1, la fonction 6
L(8, X, Z) admet un unique point critique, qui s’avére étre un maximum. O

Ce résultat ne répond pas a la question initiale puisque, en pratique,
ne sont observées que les tailles des nids z1,...,x,. Il faudrait plutoét étu-
dier la log-vraisemblance de I’échantillon X7,..., X,,, notée Lg,s pour log-
vraisemblance des observations, qui s’écrit :

J

obs 9 X 10ng0 ZIOg Z 'Ym(] v(])( )
=1

Trouver un jeu de parametres 6 qui maximise cette quantité n’est pas facile.

8.3 Résolution du vrai probleme

Ne disposant pas de la log-vraisemblance compléte L, on la remplace
par son espérance conditionnelle sachant les observations : on définit la log-
vraisemblance conditionnelle des observations sous la loi de paramétre 6, que
nous noterons L.(6, 6, X), par :

n J
Le(0,0,X) = Bg(L(0, X, 2)[X) = ZZ log ho(Xi, )95 (1X = X;).
Voici 'expression de la vraisemblance conditionnelle L, dans notre cadre de

mélange gaussien.

Théoréme 8.2 (Log-vraisemblance conditionnelle). La fonction L. est de la
forme suivante :

Il est aisé de déterminer le maximum de la vraisemblance conditionnelle.
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Théoréme 8.3 (Maximum de la log-vraisemblance conditionnelle). La fonc-
tion 6 — L.(0,0,X) admet un unique mazimum 6p; donné par

)= 23 gsUIX = X))
i=1

i Xigg(U1X = Xa)
> 931X = X
Do (Xi —mu(7))?95(71X = Xi)
> i1 951X = Xi) .

Démonstration. Sous la contrainte «(1) + --- + a(J) = 1, on trouve

Z? 195(.‘X = X;)
Zz 127, 1 95(11X = X;)

D’autre part (mps,var) est un point critique du dernier terme de la log-
vraisemblance conditionnelle. ad

mu(j) =

up(j) =

OéM(J)

*de (JIX = X5).

L’algorithme EM consiste a répéter successivement deux étapes consécu-
tives comme suit :
— étape E(xpectation) : étant donnée une valeur 6, du parameétre, on cal-
cule la log-vraisemblance conditionnelle des observations L.(f, 0, X)
avec le théoréme 8.2,
— étape M(aximization) : grace au théoréme 8.3, on choisit 051 pour que
la fonction @ + L.(0, 0z, X) soit maximale au point 1.
En pratique, étant données les observations x1,...,x, et des valeurs ini-
tiales des parametres, l'algorithme consiste a répéter les calculs suivants :
— & partir du paramétre ), on calcule la matrice H*) de taille n x J
suivante
g® 60V )0 () (K)
” El 1 g (1 )777”«(1)’1’1« (l)()(i)7

— on en déduit 041 par les relations suivantes :

apt1(J Z H; *)

. Zz 1XH k)
mi41(j) = 7,

S H
n . k
S (X = my ()2 HY
ZZ ) H(k)

Le théoréme 8.3 ne vaut que si nous savons estimer 6. Dans Palgorithme
EM, ceci est fait numériquement. Le résultat suivant montre que la log-
vraisemblance Lo est croissante le long de I'algorithme.

vg+1(j) =
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Théoréme 8.4 (Croissance de la vraisemblance). La suite (0x),, construite
par Ualgorithme EM vérifie la propriété de stabilité numérique suivante :

Lobs(ak—i-hy) = Lobs(akvy)v
ot Lops (6, X) est la log-vraisemblance des observations.

Démonstration. Posons

H(0,0r) = B, (log go(Z | X)) = Y By, (log go(Z; | X;)).
i=1
Puisque hy(z,z) = fo(x)go(z|X = x), la vraisemblance conditionnelle s’écrit
Le(0,0k, X) = Lobs(0, X) + H(0,0%).
Lors de I’étape M, la fonction 6 — L.(6, 0y, X) est maximisée en 6, d’ott
Le(0h41,08, X) > Le(O, 0r, X).

On en déduit que

Lobs (Or+1, X) — Lobs(0x, X) = H (0k,0k) — H (011, 0).
Par définition de H,

Z|X
o 2 Z1 %)

H(0y,01) — H(Opi1,0;) = Eg kit
§ gak+1(Z|X)

En notant s la loi de Z sachant X sous Py, on remarque que la quantité
ci-dessus n’est rien d’autre que I'entropie relative de ug, par rapport a pg,_, :

dpg, dpg dpe,
H Gk,Qk - H 9k ,9k = /log k d[LgA :/ k log k dﬂg 1.
( ) ( i ) MGy, 1 * dﬂ9k+1 dﬂ9k+1 "

L’inégalité de Jensen assure que cette quantité est positive. O

Le théoréme 8.4 montre que la suite (Lops(Or, X)) k>0 est croissante. Elle
converge donc vers un point critique (maximum local ou point selle) de la vrai-
semblance Lobs(-,Y). Contrairement au cas ou l'on observe en méme temps
X et Z, il peut exister des maxima locaux qui vont piéger 'algorithme, ce
qui rend le résultat sensible au point de départ. On peut améliorer le com-
portement de 'algorithme en incorporant un peu d’aléa, comme par exemple
dans ’algorithme du recuit simulé du chapitre 4, mais cela est un peu illu-
soire. De plus on ne sait pas combien d’itérations sont requises pour approcher
suffisamment un maximum local. Il n’y a pas de critére d’arrét performant.

La figure 8.1 donne l'estimation du mélange de trois gaussiennes par 1’al-
gorithme EM avec 1000 itérations et les parametres

a=(040402), m=(-202), v=(0.3020.2), n=1000.
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Fig. 8.1. Estimation du mélange de trois gaussiennes par ’algorithme EM.

8.4 Pour aller plus loin

Le théoréme 8.3 se généralise aux familles exponentielles, de vraisemblance
totale

L(0,7,7) Zlogha T, 2;) Zloggg(zi) +Zlogf9(x,-|Z = z).
=1 =1

Apres intégration, il vient en rappelant que go(2) = a(z),

=Y (Zgé(j|X = xi)> log a(j)
j=1

+) D 95 | X =) log fo(wi | Z = j).

i=1

Mu

I
A

J

Si 6 = (o, 8) ol « est encore la loi mélange et §(j) représente les parameétres
de la loi Loi(X | Z = j), on détermine séparément s (qui a toujours la méme
expression) et B qui s’obtient quasiment comme pour le maximum de la vrai-
semblance totale : on a seulement pondéré la contribution de ’observation X;
par le coefficient g;(j | X = X;). Par exemple, si les composantes du mélange
(Loi(X | Z = j)), << sont des lois exponentielles de parametres (A(1)); ;< ;-
la log-vraisemblance conditionnelle s’écrit
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J n
Le(0,0,X) = (Zgg(j | X = Xi)) log a(j)
j=1 \i=1
J n
+ Z Zgé(j | X = X;)(log A(j) = A(j)as).

Un pas de l'algorithme EM a la forme suivante :

H® — ox () A (f)e M@
? ZE]:1 ag (DA (l)e= ez ’

. 1~ o (k
ak+1(7) = — ZHZ-(J-),
=1

s HW
Ner1(B) = =y ”(k).
>ic1 XiH

Si de nombreux travaux existaient déja autour de cette question, c’est vérita-
blement article [DLR77] de Arthur Dempster, Nan Laird, et Donald Rubin
qui définit pour la premiere fois 'algorithme EM dans un cadre général. On
trouvera dans la bibliographie de ce travail les références aux résultats an-
térieurs. Depuis, cet algorithme est tres souvent utilisé dans des cadres et
sous des formes variés. Pour réduire la dépendance aux conditions initiales,
de nombreuses versions randomisées de 1'algorithme EM ont été développées,
inspirées notamment de I’algorithme d’approximation stochastique de Kiefer—
Wolfowitz pour le calcul du maximum de fonction sous forme d’espérance,
lui méme inspiré de l'algorithme d’approximation stochastique de Robbins—
Monro pour le calcul de zéro de fonction sous forme d’espérance. On pourra
par exemple consulter & ce sujet larticle [DLM99] de Bernard Delyon, Marc
Lavielle, et Eric Moulines, et le livre [Duf97] de Marie Duflo. Lorsqu’il n’est pas
possible de calculer la log-vraisemblance conditionnelle, on peut utiliser une
méthode de Monte-Carlo comme I’algorithme de Metropolis-Hastings du cha-
pitre 5 pour obtenir une approximation de cette fonction dont on cherche en-
suite un maximum numériquement. Ce type d’approche est étudié par exemple
par Estelle Kuhn et Marc Lavielle dans [KLO04].

Une étude de la dégénérescence de la vraisemblance des mélanges finis
gaussiens et ses liens avec I'algorithme EM est menée par Christophe Biernacki
et Stéphane Chrétien dans [BC03].
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Urnes d’Ehrenfest

Mots-clés. Urne ; mesure invariante ; mesure réversible ; temps de retour;
convergence a 1’équilibre ; convergence abrupte.

Outils. Chaine de Markov ; chaine de Markov & temps continu ; couplage ;
distance en variation totale; décomposition spectrale ; collectionneur de cou-
pons; inégalité de Chernoff ; inégalité de Tchebychev ; théoréeme limite central.

Difficulté. **

Le second principe de la thermodynamique postule que pour tout systéme
isolé, une grandeur macroscopique extensive appelée entropie augmente au
cours du temps. Dans la théorie cinétique des gaz de Boltzmann, le second
principe est une conséquence d’une approche statistique de la mécanique clas-
sique appliquée aux constituants microscopiques. Bien que séduisante, cette
approche fut critiquée par les adversaires de I'atomisme. En effet, comment
lever la contradiction entre la réversibilité microscopique héritée de la méca-
nique classique et 'irréversiblité macroscopique de la thermodynamique ? Le
modéle d’Ehrenfest propose, dans un cas extrémement simple, une explication
a ce paradoxe. L’outil clé ici est celui des chaines de Markov finies.

9.1 Modeéle microscopique

Considérons deux récipients A et B, connectés par un petit trou, et conte-
nant un gaz constitué de a molécules (figure 9.1). A chaque instant, I'une
des a molécules, au hasard, passe d’un récipient a I'autre en empruntant le
petit trou. On souhaite décrire I’évolution du systéme. On modélise ces deux
récipients par deux urnes A et B dans lesquelles sont réparties a boules numé-
rotées de 1 a a. On associe a une configuration, c’est-a-dire & une répartition
des a boules, un élément z = (x(1),...,z(a)) du cube discret
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Fig. 9.1. Répartition des molécules dans les deux urnes.

F:={0,1}"

ou z(i) = 1 si la boule i est dans 'urne A et x(i) = 0 sinon. On dit que
deux configurations = et y de F' sont voisines, et on note z ~ y (ou encore
x ~; y), si elles ne different que d’une coordonnée (qui est ). Cette relation de
voisinage définit sur F' une structure de graphe non orienté dont les sommets
sont les points de F et les arétes sont les paires de sommets voisins. La marche
aléatoire sur le cube discret Y = (Y,),,5, est la chaine de Markov d’espace
d’états F', dont la matrice de transition est donnée, pour tous x,y € F, par

1 .

— six~y,
Q(z,y)=qa

0 sinon.

Cette matrice est symétrique et en particulier doublement stochastique. Le
temps d’atteinte de y € E est la variable aléatoire inf{n > 0:Y,, = y}. Sur
Pévénement {Yy = y} ce temps d’atteinte devient un temps de retour.

Lemme 9.1 (Premiéres propriétés). La chaine de MarkovY d’espace d’états
F et de matrice de transition Q est irréductible, récurrente, de période 2, et
la loi uniforme sur F notée m est invariante et réversible'. De plus, le temps
moyen de retour en x € F' ne dépend pas de x et vaut 2% : pour tout x € F,

1. Clest-a-dire que 7(x)Q(z,y) = 7(y)Q(y, x) pour tous z,y. Sur les trajectoires
de Y, si Yy ~ 7 alors (Yo,...,Ys) et (Ya,...,Ys) ont méme loi, pour tout n € IN.
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1
E(inf{n >0:Y, = Yo=2)= —— =2°
(inf{n x}| Yy = x) @)

La loi du temps d’atteinte de y en partant de x ne dépend que de
a
d(z,y) =Y | —yil = llz =y,
i=1

Cette quantité est une distance qui compte le nombre de coordonnées diffé-
rentes entre x et y. On note my (en oubliant un moment la dépendance en a)
le temps d’atteinte moyen de y partant de x lorsque d(z,y) = d, ¢’est-a-dire

mg :=E(inf{n > 0:Y, =y} | Yo = z).
Théoréme 9.2 (Temps moyens). Pour 1 < d < a, on a

d 4 a
mgq = Z Q;_;, ou Qf= Z (Sﬁ)l)
1=1

k=0 7

sil<i<a-—1.

Démonstration. D’apres la propriété de Markov, la suite (md)0<d<a+1 vérifie
XY=

d a .
mg=1+-mg_1+——mgy1 sil<d<a,
a a
mo = Mat1 =0,
et ce systeme d’équations de récurrence possede une unique solution. a

Comme Y est de période 2, la loi de Y,, ne converge pas vers la loi invariante
7 quand n — oo. Pour obtenir une chaine apériodique, on la rend paresseuse 2.

Cela consiste a modifier la matrice de transition en posant, pour tous z,y € F

1 1

La chaine (Z,),,- associée a la matrice de transition R reste sur place avec
probabilité 1/2 ou se déplace avec la méme probabilité vers 'un des sommets
voisins choisi selon la loi uniforme. Cette chaine est irréductible récurrente
apériodique et réversible pour la loi 7. La loi de Z, converge donc vers w
quelle que soit la loi de Zy. Nous présentons deux méthodes pour quantifier
cette convergence. La premiere fait appel a une méthode de couplage et au
collectionneur de coupons de la section 1.5. La seconde, plus fine, utilise la
décomposition spectrale de R. On note dyr (-, -) la distance en variation totale
étudiée dans la section 1.3.

Théoréme 9.3 (Temps long et collectionneur de coupons). Pour tout n > 0,

max dyr (R"(z,-),7) < P(T, > n),

ou T, est le temps de complétion d’une collection de a coupons.

2. «Lazy chain» en anglais.
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Démonstration. Fixons n > 0. Grace au théoreme 1.5, pour tout =z € F,

dyrt (R"(z,),m) = dVT (R™(z,), TFR”)

= Y[R @) - 3w R )
yEF z'eF
<33 Y )[R (@ y) ~ R )|

yEFx er
< ma%g dyr (Rn(«% '), Rn<x/7 ))
x'e

Pour contréler dyr (R™(z,-),R™(2’,-)), on construit un couple (Z,Z') de
chaines de Markov Z := (Z,,),,5 et Z' 1= (Z},),,5, de méme matrice de tran-
sition R et de conditions initiales Zy = = et Z) = 2/, et dont les trajectoires
sont égales aprés un temps aléatoire (de coalescence) que ’on sait controler.
Plus précisément on se donne deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes (Uy),,5o et (Vi), o de lois respectives de Bernoulli Ber(1/2)

et uniforme sur {1,...,a}. On pose alors pour tout n > 0et 1 < i< a
Zn+1(v ) Un, Z;H-l(vn) = U,
Znsa (i) = Zoli) 518 £ Va, 200 (6) = Z4(0) 81§ £ Vi

On vérifie aisément que Z et Z’ sont bien des chaines de Markov de matrice
de transition R. A chaque instant une coordonnée est choisie uniformément
et elle est positionnée & une méme valeur aléatoire pour les deux chaines. Si
les coordonnées étaient égales, elles le restent. Sinon, elles le deviennent. La
loi du temps de coalescence global

Ty:=inf{n>0:2,=2,}

ne dépend que du nombre d := d(x,2’) de coordonnées différentes entre x et
z’. Pour toute fonction f : F — R, il vient, en notant A,, := f(Z,) — f(Z]),

E(An) = E(Avlﬂ{Tdén}) + E(An]l{Td>n}) = E(An]l{Td>n})7
T
ce qui donne E(A,,) < 2||f|| P(74 > n), d’ou, grace au théoreme 1.5,
dyr (R"(z,-),R"(2",+)) = dvr (Loi(Zy), Loi(Z,))
1
=1 swp B((Z) - f(2))
fllo<1
< IP(Td > n)

Alternativement, on peut utiliser le théoreme 1.9 et la définition de T} :

dyr (Loi(Zy), Loi(Z.)) < P(Zy # Z) < P(Ty > n).
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A présent, pour controler la queue de distribution de T, on observe tout
d’abord que Ty coincide avec le premier instant ou toutes les coordonnées
dans I :={i € {1,...,a} : x; # x}} ont été mises & jour au moins une fois. On
a card(I) = d. Supposons pour simplifier la notation que I = {1,...,d}. Si les
variables aléatoires (7;), <i<a désignent les temps successifs de modification
d’une nouvelle coordonnée alors Ty = 74 et les variables aléatoires (G;), <i<d
définies par G; = 1 et G; = 7, — 7,1 pour 2 < i < d sont indépendantes et
de lois géométriques de parametres respectifs (d + 1 —4)/d. On retrouve ici le
collectionneur de coupons de la section 1.5. Il ne reste plus qu’a observer que
P(Ty > n) croit en d, et atteint son maximum pour d = a, ce qui revient &
prendre z = (0,...,0) et ' = (1,...,1). O

Le théoreme 1.14 assure que pour tout réel ¢ > 0,
P(T, > alog(a) + ca) < e~ T/,
Le théoréme suivant raffine cette estimation de max,ep dyr (R"(x, ), 7).
Théoréme 9.4 (Temps long). Si

1
n:%g(a)qLca avec ¢>=0

alors

—C

e
axd R"(x,- < .
Iile;?( VT( (‘Ta )777) X \/§
Démonstration. On munit RY = R?" du produit scalaire usuel noté (-,-). La
matrice stochastique R est symétrique 3, son spectre est réel et inclus dans

[-1,1]=RnNn{zeC:|z| <1}

De plus, il existe une base orthonormée de R formée de vecteurs propres
(fi)1<jcoo de R associés aux valeurs propres (X)), cqa Classées par ordre
décroissant. En particulier, Ay vaut 1 et f; est la fonction constante égale
a 27%/2. Rappelons que 7 est la loi uniforme sur F de cardinal 2% et donc
m(x) = 27% pour tout x € F. Pour toute fonction f de F dans R et x de F,

b o
R™(f)(x) =Y _(f, f)fi(@X = m(f) + > (f, Fi) fi(@) AT

Jj=1 Jj=2

Pour la fonction z € F — f(z) = 1,(z), on obtient la décomposition spectrale

3. Pour toute matrice de transition sur un espace d’états fini, la loi uniforme est
invariante (respectivement réversible) si et seulement si la matrice est doublement
stochastique (respectivement symétrique).
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b
R"(z,y) = QL + ) fi@) i )AT
j=2

A présent, d’apres le théoreme 1.5 et 'inégalité de Schwarz,
2
ddvr (R (,),7())” =( D IR"(@,9) = w(w)])” <2° 3 R (z.y) = 7(v) "
yeF yeF
Puisque (f;); est une base orthonormée, la décomposition spectrale donne
> R (2,y) — Z Fil@) £ (@) fiy FIXINT = va 2N
yeFr i,j=2

Par symétrie de I et R, la quantité - [R"(z,y) — 7(y)|* ne dépend pas
de x € F. En sommant sur x € F, on obtient

g0
20 IR™(z,y) — n(y)[* = DA
yeF i=2
qui fournit la majoration
4dyr (R™(z, Z A2n

Or on peut établir que les valeurs propres de R sont les réels (1 — k/a), <k<a
avec les multiplicités respectives (Z) pour 0 < k < a. On a donc

ddyr (R™(x,),7)* < Z <1 - Z)Zn (Z)

k=1
< ;67271]@/0, <Z> _ (1 + 672”‘/0«)(1 1

Le choix n = (1/2)alog(a) + ca fournit

4dyr (R™(z,-),7)° < (1 + > —1<et o1

—2c

Onae®  —1<2e2¢des que c >0, d’ou le résultat. O

Une autre facon de contourner le probleme de la périodicité de la matrice Q
est d’introduire une version a temps continu (Z), de la chaine (Y3,),,50. On
suppose que chaque coordonnée subit une inversion® de 0 & 1 oude 14 0 &

4. «Flip» en anglais.
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des instants aléatoires. Plus précisément, soient (N(), . des processus de
"=
Poisson indépendants de méme intensité 1/a. Posons

Zy(i) = Zo(i) + N mod 2.

Chaque coordonnée est modifiée indépendamment des autres & des temps
exponentiels de parameétre 1/a. Cette dynamique peut étre résumée par le
générateur infinitésimal du processus L = Q — I : pour toute fonction f de F
dans R et tout = € F,

n

Lf(z) ==Y (f(y) - f(x) == (flzw) - f(x))

Yy~ i=1
ou x(;) € F s’obtient a partir de z en inversant la ¢° coordonnée. La loi

uniforme 7 est solution de 7L = 0 et constitue la loi invariante de Z.

Théoréme 9.5 (Temps long du modéle & temps continu). Pour tout t > 0,

max dyt (Loi(Zy | Zg = z),7) < P(S, > 1)
T

0u Sy = maxigiga Bi et Ev, ..., E, sont des v.a.r. i.3.d. de loi Exp(2/a).

Démonstration. On reprend la méthode de preuve du théoréme 9.3 par cou-
plage. On montre tout d’abord de la méme maniére que pour tout x € F,

dyr (Loi(Z; | Zo = z),7) < max dyr (Loi(Z; | Zo = z),Loi(Z; | Zo = 2')).
S

Ensuite on construit un couplage comme suit : les couples de coordonnées
(Z.(1), Z'(1))1<icq €voluent indépendamment et pour chaque 4, Z; (i) et Zi(i)
sont indépendants tant qu’ils sont différents et restent collés lorsqu’ils se
touchent. Le générateur infinitésimal I du processus ((Zt, Z7)), est donné
pour toute fonction f de F x F dans R et tout (z,2') € F x F par

Lf(e,a') = = 32 (o #fy) — F ) Lo
=1

+ (F(@ay ') = f (@0 e par )

Il coincide avec L lorsque f ne dépend que de la premiére ou que de la se-
conde variable : Z et Z’ sont des chaines de générateur L. On prend pour
condition initiale (Zp, Z}) = (z,2’). Comme dans la preuve du théoréme 9.3
par couplage, la loi du temps de coalescence global

Sg:=inf{t >0: 2, = Z;}

ne dépend de (x,2') qu’a travers d := d(x,2’), et
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dyt (Loi(Z; | Zg = x),Loi(Z; | Zg = x')) < P(Sq > t).

Pour controéler la queue de distribution de Sy, on recherche une représentation
plus commode. Il y a au départ a — d + 2d = a + d transitions possibles, de
méme taux 1/a, dont 2d provoquent une nouvelle coalescence de coordonnée.
Cela donne un taux total de A = (a + d)/a et une probabilité de coalescence
de coordonnée de p = 2d/(a+d). La construction des trajectoires® et une pro-
priété des lois exponentielles ¢ font que la premiére coalescence de coordonnée
a lieu au bout d’une durée aléatoire F; de loi exponentielle de parametre

2 2
d a—i—d: d

a+d a a

pA =

Plus généralement, pour tout ¢ € {1,...,d}, la i® coalescence de coordonnée
a lieu au bout d’une durée aléatoire Fj;_; 11 de loi exponentielle de parametre
2d—i+1) at+d—i+1 2

“(d—i+1).
a+d—i+1 a a( i+1)

Ces durées sont indépendantes, et le temps de coalescence global
Sg:=inf{t >0: 27, =Z,}

a la méme loi que Fy+---+F} ou Fy,..., F} sont des v.a.r. indépendantes avec
Fy, ~ Exp(2k/a) pour tout k € {1,...,d}. Le lemme de Rényi 11.3 indique
que Fy+---+ F; a la méme loi que max(Ey,...,Ey) ou Ey,..., E4 sont des
v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre 2/a.

loi
Sq = E;.
d 121‘&<Xd ‘
Pour tout ¢ > 0, la quantité P(Sy > t) croit en d, et atteint son maximum
P(S, > t) pour d = a, ce qui correspond a z = (0,...,0) et 2’ = (1,...,1). O

Le temps aléatoire S, est plus facile a étudier que le temps T, de com-
plétion d’une collection méme s’ils ont le méme comportement asymptotique
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 9.6 (Temps long pour la chaine & temps continu).

Sa = (¢/2)108(a) 101, (1l
a/2 a— 00

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartition t € R — e’

5. Si Z est une chaine de Markov a temps continu et a espace d’états discret E
de générateur infinitésimal G = (G(z,y))s,ycr alors sachant que la chaine est en x
au temps t, le prochain saut a lieu au bout d’un temps exponentiel de parameétre
—G(z,x) et se fait en y # z avec probabilité —G(z,y)/G(z, ).

6. Le lemme 11.4 affirme que si G, E1, Eo, ... sont des v.a. indépendantes avec G
de loi géométrique de parameétre p et E1, Es, ... de loi exponentielle de parameétre A
alors la somme aléatoire E7 + - - - + E¢ suit la loi exponentielle de parametre pA.
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Tout comme pour Ty, (théoréme 1.17) il y a convergence abrupte de S,
autour de la valeur (a/2)log(a) avec une fenétre de largeur a.

Démonstration. Pour tout a > 1 et r > —log(a),

(B2 ) _p(( () < % 4 250))

a/2 1<i<a 2 2

<E1 <

Ainsi, pour tout r € R,

IP(Sa —(a/2)loga < 7“) R
a/2

ce qui est la convergence annoncée. a

9.2 Urne d’Ehrenfest

Observer 1’évolution de la chaine Y demanderait de pouvoir déterminer
la position de chaque molécule ce qui est physiquement impossible car a est
de l'ordre du nombre d’Avogadro”. La grandeur macroscopique qui nous in-
téresse, et que ’on peut mesurer, est la proportion ou le nombre de molécules
situées dans 'urne A. Pour simplifier certaines expressions dans la suite, on
sera amené a se placer parfois dans le cas ou a est pair. La lettre b désignera
alors toujours dans la suite 'entier a/2. A la chaine de Markov Y qui décrit le
systeme microscopiquement, on associe le processus (Xn)n>0 a valeurs dans

E:={0,1,...,a}

ou Y
X, = Z Y, ()
=1

est la somme des coordonnées de Y,,, qui décrit le systéme macroscopiquement.

Théoréme 9.7 (Chaine d’Ehrenfest). Le processus (Xn), s, est une chaine
de Markov sur E de matrice de transition

7. Ce nombre approximativement égal & 6.022 x 10?3 définit la mole et corres-
pond au nombre d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. C’est aussi environ le
nombre de molécules contenues dans 22.414 litres d’un gaz parfait dans les conditions
normales de température (0° C) et de pression (1 Atmosphere).
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x/a sid/ =x—1;
P(z,2')={1—-z/a sia’=x+1; pourtousz,a’ €E,
0 sinon,

irréductible, récurrente, de période 2. La loi binomiale Bin(a, 1/2) est inva-
riante et réversible.

Démonstration. Soit F, et G, les tribus engendrées par les suites (Xk)ogkgn
et (Yk)o<p<n respectivement, et soit S(y) = y(1)+---+y(a) pour tout y € F.
Puisque X,, = S(Y,,), la tribu F,, est incluse dans la tribu G,,. On a donc,
pour toute fonction f de E dans R,

Par définition de X et puisque Y est une chaine de Markov,

E(f(Xnt1)[Gn) = BE(f(S(Ynt1)) |Gn) = E(f(S(Yns41)) [ Ya).

Enfin,

B(f(S(Yni1))|Ya) = (1 _5(Y)

On a donc

B 06|70 = B( (1- 22 ) 06+ 0+ (22 ) 500, - 1)1 7))

- <1 - )i")f(Xn +1) + <)i">f(Xn -1),

et donc X est une chaine de Markov de matrice de transition P. Elle est
irréductible puisque ¢ et ¢ + 1 communiquent pour tout 0 < ¢ < a avec la
convention a+1 = 0. Comme ’espace d’états est fini, la matrice est récurrente
(positive). Pour tout n, X,, et X,,11 n’ont pas la méme parité or P%,O >0
donc la chalne est de période 2. Note : en général, 'image d’une chaine de
Markov par une fonction n’est pas une chaine de Markov. a

9.3 Pression au fil du temps

La pression au temps n dans 'urne A est de l'ordre de

Xn
P, =—.
a

On s’intéresse ici aux deux premiers moments de cette variable aléatoire.
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Théoréme 9.8 (Moyenne et variance de la pression). Pour tout n € IN, en
notant a =1—2/a et B =1—4/a,

B(P) =3 + (]E(Po) - ;>a”

Var(P,) = L ;aﬂn + Var(Py)8" — (E(PO) — ;) (a®™ — ™).

Démonstration. On raisonne par conditionnement :

X, X,
E(XnJrl |Xn) = (Xn + 1) (1 - a) + (Xn - 1)7
=aX, + 1.

On en déduit, en prenant 'espérance, une relation de récurrence pour la suite
(E(Py)),, qui donne immédiatement la formule pour la moyenne. De méme,

X X
E(X2 | Xn) = (X, + 1) (1 - ") + (X, — 122
a a

4
= (1—)X§+2Xn+1.
a

Ceci implique
4
Var(X,4+1) = fVar(X,,) + E]E(Xn)(a - E(X,))

= BVar(X,) +1— %(E(XO) _ g)zazn,

Un simple calcul fournit alors la formule pour la variance. a

Remarque 9.9 (Valeurs propres et vecteurs propres). Soit f la fonction sur
E définie par f(x) =x —b ot b= a/2, qui s’identifie avec le vecteur colonne
(=b,—b+1,...,b—1,b)T. Un calcul immédiat montre que Pf = (1 —2/a)f.
Ainsi, pour tout n > 0 et tout x € E,

E(Xy|[Xo =) —b=E(f(Xn)| Xo =2) =P"f(z) =a"f(z) =a"(z - ).

On retrouve la relation pour la moyenne du théoréme 9.8 en prenant l’espé-
rance par rapport d la loi de Xo. Plus généralement, on peut montrer que si
a = 2b est pair alors les valeurs propres de P sont les rationnels (i/b)_b@.gb,

D’apres le théoreme 9.8, si le vide est fait dans I'urne A a 'instant initial,
alors Xg = 0, Py = 0, et la pression moyenne E(P,) au temps n converge
géométriquement vers 1/2 quand n — oo. D’autre part Var(P,) < 1/(4a)
puisque Var(FPy) = 0 et a? > 3, et I'inégalité de Tchebychev donne
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PP, — B(P)| > ¢) < ——
n - n = g B .
4ae?

Comme a est treés grand, la variable P, est quasiment déterministe, ce qui
correspond & expérience. La figure 9.2 donne une trajectoire de (FP,)
pour différentes conditions initiales.

n>0

0.9
0.8
0.7
0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
0 5000 10 000 15 000 20 000

Fig. 9.2. Evolution de la proportion de molécules dans 1'urne A pour différentes
valeurs initiales 0, 0.25, et 1, pour a = 4000 molécules.

9.4 Fluctuations autour de la moyenne a 1’équilibre

Supposons que le systéeme soit a I’équilibre : X suit la loi binomiale
Bin(a,1/2). Alors, P = X/a vérifie, en vertu du théoréme limite central,

~ 2 —z2/2
IP(|P —1/2| > 27) 2 20— 2@) < e /2
ol @ est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard N(0,1).

On peut par ailleurs obtenir une estimation non asymptotique de cette
probabilité en utlisant I'inégalité de Chernoff. Plus précisément, si (Z;), <i<n
sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
de Rademacher (1/2)(d_1 + 1) alors, pour tout r > 0 et tout A > 0,

x
a
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1 n n
IP<7 Z i > r) = IP(exp ()\ Z Zi) > e)‘m) < e_)‘mch()\)”.
n
i=1 i=1

Comme ch(\) < exp ()\2 / 2) (découle par exemple d’un développement en
série), on obtient, aprés une optimisation en A qui conduit & choisir A = r,

1 & 2
]P(f 7> )< —nr?/2,
n; r)<e

Ceci assure que
2
P(P—1/2| >7) < 2e7 9 /2.

Si a = 6 x 103 alors, en prenant » = 1077, la probabilité de trouver une fluc-
tuation supérieure au milliardieéme est inférieure & 2e=3%10", Cette probabilité
extrémement petite rend 1’événement inaccessible.

9.5 Quand reverra-t-on le vide ?

La chaine d’Ehrenfest (Xn)n>0 est irréductible & espace d’états fini, et
elle visite donc tous les états, et le temps d’atteinte de chaque état est inté-
grable (en particulier fini p.s.). Ceci peut sembler paradoxal si ’on pense &
Iirréversibilité macroscopique. Essayons donc d’estimer ces temps d’atteinte
moyens. Le plus simple est de s’intéresser tout d’abord aux temps de retour.
Sur 'événement {Xo = i}, le temps de retour T;; en i est la variable aléatoire

Ty =inf{n >1: X, =i}.
Théoréme 9.10 (Temps de retours moyens). Si a est pair et b := a/2 alors
E(Too | X0 =0) =2 et E(Ty|Xo =b) ~ Vrb.

Démonstration. Notons que le premier résultat découle du lemme 9.1. On sait
que E(T;; | Xo = i) est égale a 1/7(4) ou 7 est la loi invariante, qui n’est rien
d’autre que Bin(a, 1/2). On a m(i) = 27%(%), et le résultat est alors immédiat
pour ¢ = 0 et découle de la formule de Stirling pour ¢ = b. O

Il faut donc attendre un temps immense avant que I'urne A initialement
vide, ne le redevienne! On souhaite a présent plus de précision et obtenir des
estimations des temps d’atteinte de 0 et b partant de 0 ou b. Soit

le temps moyen d’atteinte de j par la chaine partant de ¢. Partant de i + 1,
la chaine doit passer par ¢ pour aller en 0, donc pour 0 <7 < a,

Mir1,0 = Mit+1,5 + My o-
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Par symétrie, pour 0 < i < a,
M i+1 = Ma—i,a—i—1 = Ma—i,0 — Ma—i—1,0-

Ainsi les réels (mi,j)ij sont déterminés par les réels (m;);. Remarquons &
présent que X,, = 0 si et seulement si Y,, = (0,...,0). Donc le temps moyen
que met X a se rendre de ¢ a 0 est le temps moyen que met Y pour aller de
n’importe quel élément de F situé & une distance ¢ de (0,...,0) a (0,...,0),
autrement dit m;. Le théoreme 9.2 assure alors que pour 0 < i < a — 1,

a—i—1

a—1
a
My it1 = Ma—i,0 — Ma—i—1,0 = E Qi_i — E Qi =
k=1

Corollaire 9.11 (Temps d’atteinte moyens). On a

a
20‘ 11 =1
/<Z> sii=j,

mi; = ZQk st < g,

1 1 1
a(210g(2) — 5) —2<moyp < a(i + 3 log(a)),

a 1 a 2
21 1+ <KMmoa <21+ .
a—1 ’ a—1

Preuve du second encadrement du théoréme 9.12. Pour tout 0 <i<a—1,

om0 £, () - 5.

-1
mop + mpo =2 E —

1':0(1').

Donc

De plus, puisque my,0 = mp,q, 00 a

b—1
a
Mo, = Mop + Mpg = 2 E

= (7Y

En séparant les deux premiers termes de la somme des autres, on a
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b—1
1 1 1 b—1
1+ < — <1+ + T
a—1 ;(az) a=1 " (37
ce qui fournit I’encadrement souhaité. a

Le théoreme 9.12 assure que le temps mis par le systéme pour passer
d’un état de total déséquilibre a celui d’équilibre parfait est extrémement
négligeable devant le temps mis pour ’évolution inverse. Pour un nombre de
molécules égal a 100, mg 50 est majoré par 256 tandis que msg,o est de 'ordre
de 103° soit quelques mille milliards de milliards de milliards.

9.6 Pour aller plus loin

Le temps de mélange pour la marche aléatoire sur le cube discret vérifie
une propriété de convergence abrupte autour de (a/2)log(a) de fenétre a :
dans un intervalle de longueur de l'ordre de a autour de (a/2)loga la distance
en variation totale entre R™(x, -) et 7 passe d’un voisinage de 1 & un voisinage
de 0. La borne supérieure est fournie par le théoréme 9.4, qu’on peut compléter
par I'estimation suivante qui se trouve dans le livre David Levin, Yuval Peres,
et Elizabeth Wilmer [LPWO09] : si n = (1/2)alog(a) — ca avec ¢ > 0, alors

max dyr (R™(x,-),m) > 1 — 8~ (2e+1),
HAS

Ce résultat semble provenir d’un travail de Persi Diaconis et Mehrdad Shah-
shahani [DS87]. Les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de tran-
sition P de la chaine d’Ehrenfest sont obtenus par Mark Kac dans [Kac47].
On peut également les obtenir a partir de ceux de la matrice de transition R
du modéle microscopique (marche sur le cube discret) qui sont décrits dans le
livre de Levin, Peres, et Wilmer [LPW09, exemple 12.15].

La relation classique entre espérance du temps de retour et loi invariante
utilisée dans la preuve du théoréme 9.10 est établie par exemple dans le livre
de James Norris [Nor98a]. Les théorémes 9.2 et 9.12 sont tirés du livre de
John Kemeny et Laurie Snell [KS76].

Les molécules passent trés vite d’une urne a 'autre. Ainsi, le temps mi-
croscopique est différent du temps macroscopique. Considérons qu’une unité
de temps macroscopique corresponde a a changements d’urnes. Quelle est
alors ’évolution de la pression dans cette nouvelle échelle de temps ? Le théo-
reme 9.8 entraine immédiatement que, pour tout ¢ > 0,

1 1\ -
B(Plo) 525+ <E<Po>2)6 et E(Viay) 2, Var(Xo)e ",

puisque |at]/a tend vers t. Cette convergence est la partie émergée d’un ice-
berg : convenablement renormalisée en temps et en espace, la chaine d’Eh-
renfest converge en loi vers le processus de diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck,
comme présenté dans le chapitre 27.
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Records, extrémes, et recrutements

Mots-clés. Extréme ; statistique d’ordre.

Outils. Processus de Markov déterministe par morceaux; martingale;
permutation aléatoire ; théoreme des séries centrées; théoréeme de Lindeberg-
Lévy ; loi exponentielle; loi de Pareto; transformée de Laplace.

Difficulté. **

Un cabinet de chasseurs de tétes souhaite constituer une équipe de choc
grace a un recrutement au fil de I’eau : chaque candidat obtient une note apres
son entretien et les recruteurs décident dans I'instant de I’engager ou pas. Le
cahier des charges est de recruter une équipe a la fois excellente et fournie.
Dans ce chapitre, on compare deux politiques de recrutement différentes : une
personne est recrutée si elle obtient une note supérieure a toutes celles des
candidats précédents pour la premiere et a la moyenne de ces notes pour la
seconde. La deuxieme procédure, plus souple, devrait conduire a un recrute-
ment plus important mais peut-étre de qualité moindre. On modélise les notes
des candidats successifs par une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi p de fonction de répartition F. Afin d’éviter
les cas particuliers, nous supposerons que F' est continue sur R. L’extrémité
droite du support de p est notée zp :

zp=sup{z €R : F(z) <1} € RU {+c0}.

10.1 Elitisme

Pour tout n > 1, le rang relatif de X,, dans X1,...,X,, est donné par

R, =1+ Z Lix,>x)-
k=1
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Le candidat n est recruté si son rang vaut n, c’est-a-dire si sa note bat le
précédent record. Le nombre de records, ou de personnes recrutées, jusqu’au

temps n est donné par
n
Zn = Z ]l{R,zz}
i=1

On définit également les instants de record par récurrence :
Ty =1 et,pour j =1, T,y =inf{n>T;:X, > X; pour i < n}.

Lemme 10.1 (Lois des rangs). Les variables aléatoires (Ry),,~, sont indé-
pendantes et, pour tout n € N*, R,, suit la loi uniforme sur {1,...,n},

B(Z0)= Y 7 = log(n) +7+O(1/n),
k=1

et
n k o 1
;2

2
Var(Z,) = = log(n) +7 — =+ 0(1/n),
k=1

ot vy désigne la constante d’Euler.

Démonstration. La fonction de répartition F' de p est continue donc pour tous
entiers i et j distincts, P(X; # X;) = 1. En particulier, pour n > 1, presque
stirement, il existe une unique permutation (aléatoire) o de {1,...,n} telle
que

Xo(l) << XU(n).

De plus la loi de cette permutation est la loi uniforme sur S,,. Enfin, a un
vecteur (Ry, ..., R,) on associe la permutation o de maniére bijective, d’olt

IP(Rlzrl,...,Rn:rn):—

pour tout (rq,...,r,) vérifiant 1 < r; < i pour 1 < i < n. La v.a. Z, est donc
la somme de n v.a. de loi de Bernoulli indépendantes de parameétres 1, 1/2,. ..,
1/n. Les expressions de son espérance et de sa variance s’en déduisent. a

Notons que la suite (Zy),, a la méme loi que la suite (|Byl),s, du
processus des restaurants chinois du chapitre 14, voir également le théoréme
13.5 sur la suite (K7 ),,»; du nombre d’alléles dans un échantillon obtenue lors
de I’étude de la généalogie du modele de Wright-Fisher.

Théoréme 10.2 (Comportement asymptotique du nombre de records).

Z S. Z', _1 oi
n_opsg g Za108() e e gy
log(n) n—eo log(n) n—ree



10.1 Elitisme 131

Démonstration. La convergence presque siire repose sur le théoréme des séries
centrées que nous rappelons ci-dessous.

Théoréme 10.3 (Séries centrées). Soit (Qn), s, une suite de variables aléa-
toires indépendantes et centrées et une suite (déterministe) (by),,, stricte-
ment croissante non bornée de réels strictement positifs.

= E(Q?
si 3 MG
n=1 n

1 O ps,
< 00, alors ™ ZQk n:; 0.
k=1
Reste a présent a appliquer ce théoreme a la suite (Qn)n>1 définie par
Qn = 1{r,—ny — 1/n pour n > 1 avec b,, = log(n) en remarquant
Var(Q,)  n—1

b2 n2log(n)?
est le terme général d’une série convergente.

La deuxieme partie du théoréme découle du théoréme limite central de
Lindeberg-Lévy rappelé ci-dessous. Il s’agit d’une extension du théoreme li-
mite central aux suites de variables aléatoires indépendantes de carré inté-
grable, pas forcément de méme loi. La condition de Lindeberg signifie que la
variance totale est asymptotiquement bien répartie.

Théoréme 10.4 (Lindeberg-Lévy). Soit (Y;);5, une suite de v.a.r. indépen-
dantes de carré intégrable et centrées. Notons S, = Y1 + -4+ Y, et s, son
écart-type. Si la condition de Lindeberg est vérifiée : pour tout € > 0,

1 n
lim — ZE[YiZ]l{DGDESn}] =0,
=1

n—00 3721

alors g
2 1o A(0,1).

Sy, M—00

On applique ce théoreme aux variables Y;, = lyg —,3 — 1/n pour n > 1
en remarquant que 1{y;|>c,,} = 0 pour n assez grand. O

Remarque 10.5 (Avec les martingales). Le théoréme 10.2 peut également
étre démontré grace a la loi des grands nombres pour les martingales et au
théoréme limite central pour les martingales. Posons, pour n > 1,

n n

1 1
My=2,-Y —= Tip—iy — = |
> 1({& o k)

Alors (My),,~, est une martingale de carré intégrable de processus croissant
=

(), = St = Olog(n)).

k=1

Ainsi, M, = o(log(n)) presque sidrement. La convergence en loi se déduit
également du théoréme limite central pour (My),, -
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10.2 Au-dessus de la moyenne
On construit alors par récurrence les suites (Y5),,51, (?n)n>1 et (Th),>
Y1:X17 ?1:Y1 et T1:1,

puis, pour tout n > 1, par

Ty =inf {i>T, : X;>Y,}, Ye=Xr,, et Y= > v

Pour tout n > 1, Y, est la performance du n-ieme candidat retenu, 7T;, est le
nombre de candidats auditionnés pour en retenir n et Y, est la moyenne des
performances des n premiers candidats retenus.

Théoréme 10.6 (Vers la qualité maximale).

.S.
Y. p_> TE.

n— oo

Démonstration. Presque siirement, les variables aléatoires (X,,), -, sont stric-
=

tement inférieures & xp. Ainsi, on montre par récurrence que Y, et Y, sont
également strictement inférieures a xp et que par suite T}, est fini. La suite
(Yn)n>1 est croissante et bornée par xp, elle converge donc vers un réel x..
Celui-ci est nécessairement égal & x car le supremum d’une infinité de v.a. in-
dépendantes de fonction de répartition F' est égal a xp. Ainsi la suite (Y5,),, 5,
=
converge presque stirement vers zp. Le lemme de Cesaro assure qu’il en est
de méme pour (Y,),,;. O

On s’intéresse alors au nombre de candidats qu’il faudra auditionner pour
former une équipe de taille donnée. Le résultat suivant permet de conclure
sous une hypothese assez souvent vérifiée en pratique sur la convergence de la
suite (V)5
Théoréme 10.7 (Comportement asymptotique des auditionnés). Soit la
suite de wvariables aléatoires (Pn)n21 définie par P, = 1 et, pour n > 2,
P, =1—F(Y,_1). Sl existe un réel a« > 0 et une variable aléatoire W
tels que P(0 < W < 00) =1 et n®P, n%o W alors

notl nooo (a+ )W

Démonstration. L’idée est d’appliquer le théoreme 10.3 conditionnellement &
la tribu F engendrée par la suite (Yn)n21 en posant, pour n > 1,

bn = Z F et Qn = Tn - Tn—l - F avec TO = O
i=1""

n
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La suite (by),,, est strictement croissante et tend vers +-o0o puisque 1/F; est
de lordre de i®/W. Plus précisément, une comparaison série-intégrale donne
na+1

by ~ ———.
" (a+ D)W

D’autre part, T,, — T},—1 suit la loi géométrique de parametre P, donc

- 1-P, (a+1)2
5(317) - &

PR S

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoreme des séries cen-
trées (théoréme 10.3) assure donc que

L’équivalent de b,, donne le résultat annoncé. a

10.3 Cas de la loi exponentielle

Théoréme 10.8 (Evolution de la moyenne et de effectif). Supposons que
les variables aléatoires (Xn)1121 sotent distribuées selon la loi exponentielle
de parameétre X. Alors il existe une variable aléatoire G de loi de Gumbel de
fonction de répartition x — exp(—e~*) telle que

_ —

Tn p.s. €G
n2 nooo 2

Y, —log(n) IR G, XY, —log(n) 2% @, et

n—oo n—oo

Démonstration. Quitte & considérer la suite ()\Yn)n%7 on peut supposer que
A = 1. Avec la convention Y = 0, posons, pour tout n > 0,

M =Yny1 —Yn=n+1) Y1 —Yy).

On a donc Y, = Y; + 2?21 n;—1/j. Notons F, la tribu engendrée par
(Y1,...,Y,). Pour tout n > 1, la loi conditionnelle de 7, sachant F,, est
égale a la loi de Y,,41 — Y, sachant Y, et {Y,,11 > Y, }, d’ou, en utilisant la
propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles,

P > x| Fn) =PYp1 >Y,+2|Y,, Yo >Y,) ="

Les variables aléatoires (7,,),,, sont donc indépendantes et de méme loi ex-
=

ponentielle de paramétre 1. Avec h, = _, %, on a

— n nk—li]-
Y,—h,= _



134 10 Records, extrémes, et recrutements
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Fig. 10.1. Convergence p.s. de la suite (Y, —log(n)),,~,-

La suite (Y, — hn),>; est une martingale (suite des sommes partielles de
variables aléatoires indépendantes intégrables). Elle est bornée dans L? car
2

BV~ ) = 30 PO )T <o
k=1

Il existe donc une variable aléatoire G telle que Y, — h,, converge vers G dans
L? et presque stirement. Reste & établir que G suit la loi de Gumbel. Nous
allons le faire en établissant que (Y;,) n>1 converge en loi vers la loi de Gumbel.

La transformée de Laplace de Y, notée H,, vaut, pour tout 6 ¢ {1,...,n},

n n —1
H,(0) = E(em) - kli[ % - n!(H(k - 9)) .

Soit & présent (Zn)n21 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de para-
metre 1. Pour tout n > 1, soit Z(,) = max(Zy,...,Z,). Calculons la trans-
formée de Laplace L,, de Z,. Grace a une intégration par parties, on a

L, (0) == E(e?%m)

= / e ne=* (1 - e_z)n_1 dz
0
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Fig. 10.2. Histogramme de la limite presque stre de la suite aléatoire (Y, —logn),
et densité de la loi de Gumbel.

_ n 006'2 o —2z -z n—2
71—9/06(71 De #(1—e )" "dz

n
- an—l(e - 1)a

et une récurrence immédiate donne
-1
n n
n+1-—k
L,0)= —— =7/ k—06 .
o= [T 5" (T o)

On en déduit que Y, et Z (n) ont méme loi. En fait cette propriété ne constitue
qu’une partie du lemme de Rényi 11.3. Ainsi, pour tout réel z,

—x n o
P(Y, —log(n) < x) = P(Z(,) —log(n) < z) = (1 - e) — e,

n n—oo

ce qui conclut la preuve des deux premiers points. Pour le dernier point, on a

nP, =n(l— F(Y,_1)) = e Vn-loam) P2 =G

n— oo

ce qui donne T,,/n? 2% G /2 par le théoréme 10.7. O
n—oo
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10.4 Cas de la loi de Pareto

Théoréme 10.9 (Evolution de la moyenne). Supposons que les variables
aléatoires (Xy,),,~, soient distribuées selon la loi de Pareto de paramétre (0, 3)
avec § > 0 et B > 1, c’est-a-dire qu’elles possédent la fonction de répartition

suivante : Fiz) = ll B (2)51 Lo, 4o0] ().

Alors, il existe une variable aléatoire Y telle que P(0 <Y < o0) =1 et

Yn b-s,
TG e L

Démonstration. Si X suit la loi de Pareto de paramétre (6, 8) alors X/6 suit
la loi de Pareto de parameétre (1,3). On supposera donc dans la suite de la
preuve que 6 = 1. De plus, si X suit la loi de Pareto de parametre (1, 3),
alors la loi de X sachant que X > c est la loi de ¢X. En notant F,, la tribu
engendrée par (Y1,...,Y,), on a, pour tout = > 1,

P(Y, >aY, 1| Fn)) =P(X>2Y, 1| X>Y, 1,Y, 1) =a".

ou X est une variable aléatoire de loi de Pareto de parametre  indépendante
de F,—1. En d’autres termes, la loi de Y,,/Y,,_1 sachant F,,_1 est la loi de
Pareto de parametre 5. En conséquence,

— 1Y, +EY,|Y,.— —14+EX)—
E(Yn|]:nfl): (n ) s ( | 1) - n i ( )Ynfl.

n n

Posons, pour n > 1,

n—1+E(X) 1 1
ap,=—"=14+— et b,=—=——.
" n n(B—1) " J
La suite (Mn)n>1 définie par M,, = b,Y,, est une martingale positive d’es-
pérance 1. Elle converge donc presque stirement vers une variable aléatoire
M positive de L'. Nous omettons ici la preuve assez technique du fait que
P(0 < M < o0) = 1. Enfin, on remarque que

b, = exp( —jz_:llog(l + ﬁ)) = exp(_ %Z

En d’autres termes, n'/(#=Vp,, converge vers un réel strictement positif. O

Corollaire 10.10 (Temps de recrutement). Il existe une variable aléatoire T
a valeurs dans (0,00) telle que

Tn P-S,

@A) o L

Démonstration. Pour tout n > 1, on a P, = (Yn,l)_ﬂ. Le résultat précédent
assure que n®/ P~V P, converge presque siirement vers une variable aléatoire
W vérifiant P(0 < W < o0) = 1. On conclut alors avec le théoreme 10.7. O
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10.5 Pour aller plus loin

On peut aussi étudier le nombre M,, de candidats retenus apres n auditions
et la moyenne A,, des performances des candidats retenus apreés n auditions.

Ce chapitre est essentiellement basé sur un article de John Preater [Pre00]
pour le cas de la loi exponentielle, et sur un article de Abba Krieger, Moshe
Pollak, et Ester Samuel-Cahn [KPSCO08] pour le cas général. Les preuves du
théoreme des séries centrées (théoreme 10.3) et du théoréme de Lindeberg-
Lévy (théoreme 10.4) se trouvent par exemple dans l'incontournable livre de
William Feller [Fel68].

On peut compléter le théoreme 10.2 avec des inégalités de déviation non
asymptotiques, a la différence du théoreme de convergence en loi. Comme les
variables aléatoires (R, ), sont a valeurs dans [0, 1], I'inégalité de (Wassily)
Hoeffding assure que, pour tout r > 0,

n
1 212
k=1

Cette inégalité n’est en l'occurrence pas trés précise car elle ne prend pas
bien en compte le fait que les variances des incréments de (Z,),,-, tendent
vers 0. On peut obtenir un résultat plus fin pour la déviation inférieure grace
a l'inégalité de (Andreas) Maurer pour les sommes de variables aléatoires
positives [Mau03], qui donne, pour tout r > 0,

21 r?
P(Z, - <1< S —
( =k ) e"p( 210g<n>>

Citons enfin le célebre probléme des secrétaires' dont on trouve une des-
cription savoureuse dans un article de Thomas Ferguson [Fer89]. Le contexte
est le méme que dans notre chapitre mais on ne recrute qu’une personne parmi
n candidats. La question est de déterminer la stratégie fournissant avec la pro-
babilité maximale le meilleur candidat. La premiere étape est de montrer que
la stratégie optimale est nécessairement de la forme suivante : on fixe r entre
1 et n, on recale les r — 1 premiers candidats puis on sélectionne le premier
candidat qui obtient une meilleure note que ses prédécesseurs. Avec une telle
stratégie, on recrute le meilleur candidat au rang j (entre r et n) si et seule-
ment si le meilleur candidat arrive en position j et si les candidats numérotés
de r & j — 1 sont moins bons que 'un des r — 1 premiers. Ainsi,

1r—1

P(j est le meilleur et il est sélectionné) = — - I
nj—

1. Ce probleme d’arrét optimal est un grand classique de la théorie du controle
stochastique et de la théorie de la décision. Il est également connu sous le nom du
probléme du mariage (entre autres).
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et la probabilité de recruter le meilleur candidat avec cette stratégie est

“lr—1 r—-1< 1
=2 077", ijl'

j=r j=r

Pour z €]0, 1],

pn(lzn]) = LJU:J Z 1 — —xlog(x).

| — 1 n—>oco
j=lLen) 7

La probabilité maximale vaut donc 1/e pour un choix optimal de r = n/e.

0.9

0.8

0.3

0.2

0.1 H

Fig. 10.3. Convergence de la probabilité optimale du meilleur choix (croix) et de
la proportion idéale (trait continu) vers 1/e.
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File d’attente M /M /Infini

Mots-clés. Loi exponentielle ; loi binomiale ; loi de Poisson ; file d’attente ;
loi invariante.

Outils. Chaine de Markov a temps continu; processus de Poisson ; cou-
plage ; distance de Wasserstein ; semi-groupe ; générateur infinitésimal ; fonc-
tion génératrice ; inégalité de Markov.

Difficulté. **

Les files d’attente ! font partie des modeles aléatoires les plus répandus et
les plus utiles. Le cas le plus simple a décrire est sans doute le suivant : des
clients font la queue devant un guichet appelé serveur. Les durées qui séparent
les arrivées des clients successifs sont modélisées par des v.a.r. i.i.d. de loi
exponentielle de parametre A, tandis que les durées de traitement des clients
successifs par le serveur sont modélisées par des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle
de parametre p. Le choix de la loi exponentielle est justifiable par sa propriété
d’absence de mémoire, ce qui correspond & beaucoup de situations concretes.
On g’intéresse au nombre X, de clients dans la file d’attente a l'instant ¢. Le
processus (Xt)t>0 est une chaine de Markov a temps continu d’espace d’états
IN. Dans une nomenclature due a Kendall, on dit qu’il s’agit d’une file M/M/1
de taux X et u : le premier M indique ’absence de mémoire 2 des durées entre
les arrivées, le second M indique ’absence de mémoire des durées de service,
et le 1 final indique enfin qu’il n’y a qu’un seul serveur. Plus généralement, on
peut définir des files d’attentes M/M/s, ol s est un entier quelconque. Plus
généralement encore la file M/M/s/K tient compte d’une taille maximale K
de file d’attente ce qui modélise une salle d’attente de capacité limité. La file
d’attente M/M/K/K modélise par exemple un parking avec K places. Il est
possible de tenir compte de phénomenes supplémentaires comme I'impatience,

1. En anglais on dit «queues».
2. En anglais on dit « Memoryless».
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la priorité, la politique de traitement 3, etc. De plus les files d’attentes peuvent
étre mises en tandem, voire en réseau, etc. Enfin, il est parfois plus réaliste de
faire varier les intensités d’arrivée A et de service p au cours du temps, ce qui
mene mathématiquement a utiliser la notion naturelle de processus ponctuel.

Ce chapitre est consacré & la file d’attente M/M /oo, qui est sans doute la
file la plus simple a étudier, et qui constitue un analogue a espace discret du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans le modele de la file d’attente M /M /oo,
les durées qui séparent les arrivées des clients sont i.i.d. de loi exponentielle
de parametre A. Chaque client dispose d’un serveur dédié des son arrivé qui
débute son traitement immédiatement, et les durées de traitement sont i.i.d.
de loi exponentielle de parametre p, indépendantes du processus des arrivées.
Une particularité de la file d’attente M/M /oo est qu’a tout instant, le nombre
de clients dans la file est égal au nombre de clients en cours de service.

La file d’attente M/M /oo constitue une version simplifiée de la file d’at-
tente M/M/K/K quand A\/p est négligeable devant K. Elle modélise par
exemple le nombre de voitures garées dans un parking de trés grande ca-
pacité : les voitures sont les clients, les places du parking sont les serveurs,
et la durée de service d’une voiture correspond a la durée d’occupation de la
place de parking par la voiture. Des situations concretes trés variées peuvent
bénéficier de la modélisation par la file d’attente M/M/oc.

Pour construire rigoureusement le processus (Xt)t>(), on se place tout
d’abord dans le cas ou la file est vide au temps initial : Xg = 0. Les du-
rées séparant les arrivées des clients sont modélisées par une suite (E,),,
de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parametre A. Le n® client arrive donc
au temps T, := E1 + --- + E,, qui suit une loi Gamma(n, A). Pour tout réel
t > 0, le nombre de clients arrivés dans l'intervalle de temps [0, ¢] est

o0
Nt = Z ]l{T,,Lgt}-

n=0

Le processus de comptage (N,g)@0 est un processus de Poisson issu de 0 et
d’intensité A. Pour tout entier n > 0, on note S,, la durée de service du n°
client de sorte que ce client quitte la file au temps E,, + S,,. La suite (Sn)nzo
est constituée de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre p. On suppose
que les variables aléatoires Xo, (Sn),50, (En),>, sont indépendantes. Pour
tout ¢ € Ry, le nombre de clients dans la file au temps ¢ vaut

oo
Z Lir, <t<T0 45,1

n=0

Dans le cas général ou X n’est pas forcément nul, on introduit une suite
(S;L)T@0 de v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de parameétre u, indépendante de
Xo, et on modélise les durées de service de ces clients initiaux par Sp, ..., S, .

3. La politique de traitement standard est FIFO (pour « First In First Outy).
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On suppose que X, (Sn)n>0, (S’I/'L)’I’L>O7 (E”)nZO sont indépendantes. Pour tout
réel t > 0, le nombre de clients dans la file au temps ¢ vaut donc

Xo oo
Xt = Z ]1{5‘;1>t} + Z ]l{Tn<t<Tn+Sn}'
n=0 n=0

11.1 Lois exponentielles

Les lemmes suivants sont tres utiles, bien au-dela des files d’attentes. Ils
jouent un role notamment dans la structure des processus de Markov.

Lemme 11.1 (Absence de mémoire). Si Ey et Ey sont deux variables aléa-
toires exponentielles indépendantes de paramétres respectifs A1 et Ao, alors

LOi(EQ — E; | Ey > El) = EXp()\Q) = LOI(EQ)
c’est-a-dire que P(Ey — Ey > t| Ey > Ey) = e 2 pour tout t > 0.
Démonstration. Pour tout t > 0 on a P(Ey > Ey +t|Ey > Ey) = e~ 2t car

M

]P(EQ > El) == m

tandis que P(Ey > Eqy +t, Ey > E1) = P(Es > Eq + t) vaut

A1
A —Alu)\ —)\gvd dv = —/\gt.
/A>u+t 1 2 R VI
u>0

a

Lemme 11.2 (Horloges exponentielles en compétition). Si (E;),.; est une
famille finie ou infinie dénombrable de v.a.r. indépendantes de lois exponen-
tielles de paramétres respectifs (N;);cz avec X := Y ;.7 N\i < 00, alors la va-
riable aléatoire M = inf;c7 E; suit la loi exponentielle Exp()\), et de plus,
presque stirement, l'infimum est atteint en un unique entier aléatoire I, indé-
pendant de M, dont la loi est donnée par P(I =1i) = A\; /X pour tout i € L.

Démonstration du lemme 11.2. Pour tout ¢ € Z et tout x € Ry,

P(min(Ey) > E; >z :)\Z—/ P(E, >y)e MVdy = Zte .
(k#( k) ) ’ I!;[ (Ex >y) V=

C’est la formule pour P(I =i, M > x), qui donne la loi du couple (I, M). 0O
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Lemme 11.3 (Lemme de Rényi sur la statistique d’ordre exponentielle). i
Ey,...,E, sont des v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle Exp(\), et si

min(Ey, ..., E,) = Eqy < -+ < By = max(F,..., Ey,)

est le réordonnement croissant (statistique d’ordre) de Ey, ..., E,, alors
loi El El En
( (1) ) (n)) < n’ " n + =+ 1 )

En particulier, pour tout 1 < k < n, avec la convention Ey := 0,

loi El Ek Ek
Ew =t o TRt o

Démonstration. Pour le voir, on écrit, pour toute fonction mesurable et bornée
¢ : R™ — R, en utilisant des changements de variables,

E(QD(E(U’ AR E(n))) = / @(m(l), s ,l’(n)) )\’ne*)\(l’1+--~+zn) d‘rl e dzn

[0’00)71,

- n'/ O3 Yn) A Myt tyn) dyy -+ dyn
0<y1 < <yn

= / O(z1,. .. 21 + -+ 2) NPT AETF Lz g
[07(X))7l

ou dz :=dz - - - dzy, ce qui signifie que les variables aléatoires
Eq), E@) = By -5 Em) = Em-1)
sont indépendantes avec E) — Eg_1) ~ Exp((n —k+1)A), 1<k <n. 0O
Notons au passage que 'identité en loi concernant le minimum

. loi 1
min(Ey, ..., E,) = Eqy = EEl

est un cas spécial du lemme 11.2 avec I = {1,...,n} et \; = --- = \,,. D’autre
part, 'identité en loi concernant le maximum
loi B E
max(Ey, ..., E,) = Eg,) 2‘?1 +T”

est démontrée autrement dans la preuve du théoréme 10.8 (transformée de
Laplace) ainsi que dans la preuve du théoréme 13.4 (via la densité, par récur-
rence sur n). Elle apparait également dans les chapitres 1, 9, et 17 (processus
de Yule). Nous I'utilisons dans la section suivante pour le temps de demi-vie.

Lemme 11.4 (Stabilité par sommation géométrique). Soient G, FE1, Es, ...
des variables aléatoires indépendantes avec G de loi géométrique de paramétre
p €10,1] et By, Ea,... de loi exponentielles de paramétre . Alors la somme
aléatoire By + - - - + Eg suit la loi exponentielle de paramétre pA.
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Comme FEj+---+E,, ~ Gamma(n, \), cela nous dit qu’un mélange géomé-
trique de lois Gamma de méme parameétre d’échelle est une loi exponentielle.

Démonstration. Pour tout t € R et tout k > 1, on a E(e®Fr) = \/(\ —it), et

8

E(eit(E1+"~+Ec) Z 7t(E1+ +E, ))IP(G _ TL)

"

_ Z ztEl _ p)nflp
n=1

__ PE(E)

- 1 E(eEr)(1 - p)

_

T Ap—it

O

Le lemme 11.4 indique que si on accepte chaque client du processus de
Poisson des arrivées (de parametre A) avec probabilité p alors le processus
«aminci» résultant est un processus de Poisson d’intensité pA.

Le lemme suivant achéve notre petit catalogue de propriétés fondamen-
tales des lois exponentielles. Il implique par exemple que les trajectoires du
processus de Poisson (V) sont bien définies (elles n’explosent pas).

Lemme 11.5 (Loi du zéro-un). Si (Ey),,~, sont des v.a.r. indépendantes de
lois exponentielles de paramétres respectifs ()\n)?@1 avec 0 < A\, < 00 pour
tout n > 1, alors I’événement {>_ | E, = oo} est de probabilité 0 ou 1 et

o0 , o1
P(anl E, = oo) =1 si et seulement si Z S

La série Y| E, diverge p.s. si et seulement si elle diverge en moyenne.

Démonstration. La variable T, = Z;’ozl FE,, prend ses valeurs dans I’ensemble
R U{oo}. Le théoréme de convergence monotone donne E(Tw) = Y00 1/A,
dans Ry U {oo}. Par conséquent, si > - 1/, < oo alors E(T) < oo et
donc P(T, = o0) = 0. L’indépendance n’a pas été utilisée. Réciproquement,
le théoréme de convergence monotone et 'indépendance donnent

o) [eS) 1 -1
_ —En] _ il
—HE[B ]—H(l—&—)\n) .
n=1 n=1
Or > 1/A, = oo si et seulement si [[°2 (1 + 1/A,)"' = 0, car pour
toute suite (an),s, de réels positifs, le produit I[Ih2,(1 + a,) converge si
et seulement si la série Y | a, converge. Ainsi, si > >, 1/, = oo, alors
E(exp(—Tw)) = 0, et donc P(T, = o0) = 1. O
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11.2 Temps de demi-vie des clients initiaux

Si = 0 alors le processus (X;),-, coincide avec le processus de Poisson
(Xo + Nt)t>0 issu de X et d’intensité A, ott (IV¢), est le processus de Poisson
des arrivées, d’ou X; — 400 p.s. quand t — oo si Xg > 0 et A > 0.

On s’intéresse plutot dans cette section au cas ou A = 0 et Xg = N. La file
comporte N clients au temps ¢ = 0, et aucun nouveau client n’arrive. Dans
ce cas, le processus (Xt)@0 est un processus de mort pur, et X; suit la loi
Bin(N,e ), d’ott Xy — 0 p.s. quand ¢ — oo si > 0 ou si Xg = 0. Avec les
notations de l'introduction, les durées de service des N clients initiaux sont
Si,...,SN. Les instants de fin de service successifs sont notés (TT(LN))1gn<N :

min(S),...,8) =T <. < TI(VN) = max(S},...,S)).
Ona X;=0sit> T](VN). Le lemme de Rényi 11.3 indique que les v.a.r.

Ty ot V=T — T et TN =0
sont indépendantes de lois exponentielles de parameétres respectifs

(N =n+1Du)icpen-

INx

On s’intéresse au temps de demi-vie TL(]]\,V/)2 1 c’est-a-dire au temps au bout
duquel la moitié des N clients initiaux a quitté la file.

Théoréme 11.6 (Convergence du temps de demi-vie). On a

(N)  ps, log(2)
T2y 5k~

Démonstration. Pour alléger les notations et simplifier, on omet ’exposant
«(N)», on suppose que N est pair, et on pose M := N/2. On observe tout
d’abord que

N/2 N/2

E(Tny2) =) BE(ra) Zi > N%nJrl
n=1 n=1
_1 B _ log(2)
*M(H(N) H(N/2)) P (1),

ou H(n) est la série harmonique. De plus,

M
Ty — E(TM) = Z(Tn - E(Tn))a

n=1

ot les variables (7, — E(75)),,~, sont indépendantes et centrées et 7, — E(7y)
a la méme loi que (E—1)/u(N +1—n) ou F suit la loi exponentielle de para-
metre 1. Pour établir la convergence, nous allons utiliser 'inégalité de Markov
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avec un moment d’ordre suffisamment élevé pour assurer la convergence. Le
moment d’ordre 4 se contrdle comme suit, :

]E[(TM E(Tw)) } ZE (7n))*]
46 S E[(r B JB](m — Bl

1<m#n<M

B(E-1)Y &1

D D

H n=M+1
E[(E - 1)2])? 11
+6W D
1+ M<m#nEN
N N 2
9 1
5y Lei(> k).
n= M+1 n=M+1

puisque E((E — 1)) =1 et E((E — 1)*) = 9. Ainsi
JE[(TM — E(TM))ZL} =0(N7?).

L’inégalité de Markov assure alors que, pour tout r > 0,

C
IP(|TM — E(T]\/[)| 2 ’I“) < 7T4N2.
Le lemme de Borel-Cantelli donne enfin T NLS} log(2)/p. O
—00

Remarque 11.7 (Demi-vie et radioactivé). La durée de vie des atomes de
Carbone 14 est bien modélisée par une variable aléatoire de loi exponentielle
de demi-vie 5734 ans. Ceci permet aux archéologues de dater les échantillons
de matiére organique.

11.3 Loi du nombre de clients

Cette section est dédiée au calcul de la loi de X;. Ce calcul est mené avec
deux méthodes différentes.

Théoréme 11.8 (Loi de X¢). Pour tout k € IN et tout t > 0,
A
Loi(X; | Xo = k) = Bin(k, e ") x Poi< (1- e“t)>
m
avec la convention Bin(0, p) = dg. De plus, si Xo ~ Poi(a) alors

X~ Poi(i(l — e_’”) + ae_“t>.
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Démonstration. Adoptons les notations de I'introduction. Par indépendance,

Xo s}
LOi(Xt ‘ X() = k) = Loi (Z ]l{Séb>t} XO = k) * LOl( ]]'{Tn,<t<Tn+Sn}> .
n=0

n=0

A nouveau par indépendance (de X et de (S,

Xo k
Loi <Z ]l{S;’L>t} ‘ XO = k) = Loi (Z ]]'{S;;>t}> = Bln(k, efﬂt)
n=0

n=0

Jn>o cette fois) on a

car Ligrey,-- -, ]l{S,;>t} sont des variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
Ber(e™#%). 1l ne reste plus qu’a établir que

. o \ .-
Loi(Y;) = P01<M<1 —e “t)) oun Y;:= Z Tyr, <t<T+5,1-
n=0

Rappelons que N; est le processus de Poisson qui compte les tops (Tn)n>1.
Pour t > 0, la variable aléatoire IV; suit la loi de Poisson de paramétre At.
De plus, sachant que Ny = n, la loi des n instants de saut est celle d'un n-
échantillon réordonné de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0, t]. D’autre part, un
client arrivé a un instant aléatoire de loi uniforme sur [0, ] est encore présent
dans la file & I'instant ¢ avec probabilité

1 1

o) =1 [ 1= Fulo)ds = -,

ot F, est la fonction de répartition de la loi Exp(p). On obtient donc, par
indépendance, pour tout k € IN,

IP(YtZk):iP(YtZMNt:n)]P(Nt:n)

n==k
-3 (7)ot atoy—re

— o Ma(t) (/\tQ(t))k
N K

ce qui montre bien que Y; suit la loi de Poisson de parameétre A(1—e™#t) /u. O

Remarque 11.9 (Loi de service quelconque et file d’attente M/G/o0). Si les
durées de service sont i.i.d. de loi de fonction de répartition F quelconque,
alors la preuve du théoréme (11.8) permet d’établir que la loi de Xy sachant
Xo =0 est la loi de Poisson de paramétre

/\/O (1— F(s))ds.

On parle dans ce cas de file d’attente M/G /0, ou G signifie «General».
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Il s’avere que le théoréme 11.8 peut également étre obtenu en utilisant
les équations de Chapman-Kolmogorov. Cette approche reste valable pour les
chaines de Markov a temps continu, bien au-dela du cas particulier étudié.

Théoréme 11.10 (Equations de Chapman-Kolmogorov). Pour tous t € Ry
et n € N, soit pp(t) :== P(X; = n). Les fonctions (pn),cn sont de classe C*
et vérifient le systéme infini d’équations différentielles linéaires suivant :

Yne N, pi(t) = —(A+np)pa(t) + Apn—1(t) + (0 + 1)ppp1(t),
avec p_1(t) := 0 pour tout t > 0, la loi initiale (p,(0)),cn €tant donnée.
Démonstration. Pour calculer p, (¢t + h), on remarque que si X;1p = n alors
I'une des conditions incompatibles suivantes est réalisée :

1. X, = n pour tout u € [t,t + h];

2. Xy = n — 1 et une seule transition a lieu (n — 1 — n) dans l'intervalle
de temps [t,t + h];

3. X; =n+1 et une seule transition a lieu (n + 1 — n) dans l'intervalle
de temps [t,t + h];

4. dans l'intervalle de temps [t,t + k], au moins deux transitions ont lieu.

D’apres les lemmes 11.1 et 11.2, le processus reste dans I’état n un temps
aléatoire de loi exponentielle de parametre A + ny puis saute de n a n — 1 ou
n+1 avec probabilités respectives nu/(A+npu) et A/(A+npu). En conditionnant
par 'événement {X; = n}, on en déduit I’égalité

Pt + ) = pu(t){1 = Ah — nah} + Nipa1(t) + (n+ Dpthppia () + o(h).
Le résultat désiré s’obtient en faisant tendre h vers 0. O

Le corollaire ci-dessous du théoreme 11.10 affirme que la fonction généra-
trice de X est solution d’une équation aux dérivées partielles. Il fournit donc
une nouvelle preuve du théoreme 11.8, analytique, basée sur les fonctions gé-
nératrices (ou transformée de Laplace). Pour tous t € Ry et s € [—1, 1], soit

G(s,t) =E(s*) = an(t)s".

n=0
Corollaire 11.11 (Fonction génératrice de X;). Si Gy est la fonction géné-
ratrice de Xg alors, pour tout t > 0 et tout s € [—1,1],
—ut —ut A —pt
G(s,t) =Go(1 —e ™ +se ™) exp| —(1—e ) (s —1) ).
1

Démonstration. Par les équations de Chapman-Kolmogorov (théoréme 11.10),

0,G(s,t) = Zp;(t)s"
n=0
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= > (= +2)pa(t) + Apn-1(t) + (0 + Dppaga (1))s”
n=0
=-A1-15) an(t)s” +u(l—2s) Z np, (t)s" 1.
n=0 n=0

La fonction G est donc solution de I’équation aux dérivées partielles suivante :
0tG(s,t) = (1 — s)[u0sG(s,t) — AG(s,t)].

On pose H = log(G) puis on effectue ensuite le changement de variables
(s,7) = (s,(1 — s)e”#*). En notant J la fonction telle que H(s,t) = J(s,7),
la fonction J s’écrit sous la forme

J(s,T) = %s + h(7),

ou h reste a déterminer. Ceci revient a dire que H est de la forme
A —pt
H(s,t) = =s+h((1—s)e ™).
"
On conclut en remarquant que la fonction h est caractérisée par le fait que
H(s,0) est égal & log(Gy(s)) pour tout s € [—1,1]. O

Le processus (X¢), est une chaine de Markov a temps continu. Le semi-
groupe markovien associé est la famille d’opérateurs (Pt)t20 définie comme
suit : pour tous t > 0 et f:IN = R, P, f est la fonction IN — R donnée par

P f(n) := E(f(X¢) | Xo = n).

Si v est une mesure de probabilité sur IN on notera vP; la loi de X; sachant
que Xy suit la loi v. On a, pour toute fonction f bornée,

vP,f = Z v(n)P,f(n).
nelN
D’apres le théoréme 11.8, la mesure de probabilité P;(-)(n) est la loi
. — t . A — t
Bin(n,e ") x Poi| —(1 —e™"") ).
1

Remarque 11.12 (Propriétés fondamentales du semi-groupe markovien). Le
semi-groupe (Pt)t>0 vérifie les propriétés fondamentales suivantes :

1. Elément neutre : Py = I ¢’est-a-dire que Pyf = f pour tout f ;
2. Positivité et normalisation : si f > 0 alors P.f 20, et P,1=1;

8. Propriété de semi-groupe : pour toute fonction f et tous s,t > 0,

Pt+sf:(Pt0Ps)f§
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4. Equation de Chapman-Kolmogorov : pour toute fonction f,
OPf =LPf=PLf;
ot L est appelé générateur infinitésimal de X et est défini par

Lf(n) = A(f(n+1) = f(n)) +nu(f(n—1) = f(n)).

En fait, formellement, tout se passe comme si P, = etl'. Les deux premiers
points sont évidents. Le troisiéme découle de la formule explicite de P;. C’est
une reformulation de la propriété de Markov. La derniére assertion s’obtient
grace a 3. et un raisonnement analogue a celui de la preuve du théoréme 11.10.

Remarque 11.13 (Lire la dynamique dans le générateur infinitésimal). i
on définit le noyau de transition

n
Snr + —E 5,

Q(?’L,) : /\+n'u n—

:)\Jrnu

et la «temporisationy D(n) := X+ nu alors le générateur infinitésimal s’écrit

Lf(n) = D(n) / (F(m) — F(n)) Q(n, dm).

On lit dans le générateur infinitésimal un algorithme de simulation des trajec-
toires du processus : sachant qu’il est en n, le processus X saute au bout d’un
temps exponentiel de paramétre D(n) vers n + 1 avec probabilité \/(\ + nu)
et vers n — 1 avec probabilité nu/(\ + nu). On trouvera par exemple dans le
chapitre 9 page 120 un autre exemple de ce type. Notons qu’on peut voir L
comme une matrice avec une infinité de lignes et une infinité de colonnes, en
posant L(n,m) := L1, (m) de sorte que Lf(n) =3 . L(n,m)f(m).

On peut associer a tout processus de Markov raisonnable son semi-groupe
et son générateur infinitésimal. Si ce dernier est souvent explicite, il est rare
que ce soit le cas pour les mesures P:(-)(x). En ce sens, le processus étudié
dans ce chapitre est assez remarquable.

11.4 Comportement en temps long

On adopte les notations suivantes :

A
p:=— et m:=Poi(p).
7

Si Xg ~ m, alors le théoreme 11.8 assure que X; ~ 7 pour tout ¢ > 0. Ainsi
la loi 7 est invariante sous ’action de P;. De maniére équivalente, 7L = 0.
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Comme pour tous les processus de naissance et mort, la loi invariante m, si
elle existe, est de plus réversible pour L (ou P;), c’est-a-dire que L et P; sont
auto-adjoints dans L?(r). Enfin, pour toute loi initiale (de Xj),

loi
Xy — 7.
t—o0

On souhaite ici quantifier cette convergence en loi.

Soit P1(IN) lensemble des mesures de probabilité v sur IN possédant
un moment d’ordre 1, c’est-a-dire ensemble des v : IN — [0,1] vérifiant
dosenV(®) =Tlet Y nav(xr) < oco. La distance de Wasserstein sur Py (IN)
est définie pour tous v, 7 € P;(IN) par la formule variationnelle de couplage

Wi(v,p) = inf{E|X—X| X~ X~ ﬂ}.

Relions cette distance a la distance en variation totale ~introduite dans le
chapitre 1. Pour des v.a. entiéres, X # X implique |X — X| > 1. On a donc

dyt (v,0) < Wi(v, D).
Théoréme 11.14 (Contraction de Wasserstein). Si v, 7 € P1(IN) alors
Wi (vP;, 0P;) < e MWy (v, 1),
ot, pour tout n € P(IN), nP; est la loi de Xy si Xo suit la loi 1.

Démonstration. On procéde par couplage. Supposons dans un premier temps
que v = 0, et v = 40, avec m < n. Soit X; de loi §,,P; et B; de
loi Bin(n — m,e™#!) indépendante de X;. D’apres le théoréme 11.8, la va-
riable aléatoire X; = X; + By suit la loi 8,,P,. On a donc

E|X, — X;| = E(B,) = (n — m)e "t
Comme (Xt,f(t) est un couplage de (6, P;, 6, P;), on a
W1(0mPi, 6, ;) < e (n—m) = e W1 (5, 0n)-

Concluons a présent dans le cas général. Soit v et 7 dans P (IN). Soit (Xo, Xo)
un couplage de v et 7. Comme ci-dessus, on construit (X;) et (X) tels que

Loi(|X; — X¢|| X0, Xo) = Bin(|Xo — Xol,e ).
On en déduit donc
Wi (vP,, vP,) < e M| Xy — Xo.
L’infimum sur tous les couplages de X, et Xy donne la propriété attendue. O

Ce résultat de contraction fournit une estimation pour la convergence, au
sens de la distance de Wasserstein, de la loi de X; vers la loi invariante 7 de
X. La vitesse de convergence obtenue ne dépend pas du taux de naissance !
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Corollaire 11.15 (Convergence & I’équilibre). Si v € P;(IN) alors
Wi (vP;, ) < e MWy (v, 7).

Remarque 11.16 (Optimalité de la vitesse de convergence). La constante
w dans la convergence d ’équilibre d vitesse exponenticlle e est optimale.
En effet, supposons que la convergence a I'équilibre ait lieu avec une constante
@ > p. Alors, en prenant pour loi initiale v = 0§, avec n supérieur d la
moyenne p de la loi invariante w, et en notant X une v.a. de loi w, on aurait

(n—ple ™ =FE,(Xy) — p < Wi (6, P, 7) < e #'Wi(v,7) = Eln — X|e ",

. . \ . . p— 4 p—
ce qui conduit a une contradiction carn —p >0 et e "t /et o 0.
— 00

Dans la méme veine, on peut montrer que la fonction P;f converge vers
la fonction constante égale a 'intégrale de f pour m en montrant que son
gradient (discret) converge vers 0.

Théoréme 11.17 (Commutation). Si f: IN — R alors pour tout t > 0,
DP;f(n) = e " P(Df)(n),
ot Dg est la fonction définie sur N par Dg(n) = g(n+ 1) — g(n).
Démonstration. D’apres le théoréme 11.8,
Pfin+1)=Ef(Z1+ -+ Zp1 +Y),

oll Z1,...,Zny1 sont des variables aléatoires indépendantes de loi Ber(e™#?)
et indépendantes de Y de loi de Poisson de paramétre p(1 —e~#*). On a donc

Pfin+1)=E(f(Z1+ 4+ Znt1 +Y))
=e ME(f(Z1+ -+ Zy+1+Y))
+(1—e"™E(f(Z1+ +Zy+Y))
= e MP(Df)(n) + Pif(n),

ce qui fournit le résultat. a

Si f est une fonction 1-lipschitzienne, au sens ou |Df(n)| < 1 pour tout
n € IN alors le théoréme précédent assure que P;f est une fonction e #i-
lipschitzienne. On retrouve ainsi la convergence pour la distance de Wasser-
stein par la formulation duale de cette distance, de Kantorovitch-Rubinstein

Wi (v, D) = sup {/f dv — /f dv : f 1—lipschitzienne}.
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Remarque 11.18 (Files d’attente, naissance et mort). La figure 11.1 compare
les trajectoires des files M/M/1 et M/M/co. Ces files d’attente font partie des
processus de vie et de mort®, qui sont les processus de Markov d temps continu
et d’espace d’états IN a transitions aux plus proches voisins. Leur générateur
infinitésimal a la forme suivante (avec la convention pg =0) :

Lf(n) = An(f(n+1) = f(n)) + pn(f(n —1) = f(n)).

Le cas M/M/1 correspond a n € N +— A, et n € N* — p, constantes, tandis
que le cas M/M/oo correspond a n € N — X, constante et p, = nu pour tout
n € IN. Le cas ou n — A\, est linéaire et u = 0 correspond au processus de
Yule (processus de Galton-Watson a temps continu de loi de reproduction ds).

Trajectoires M/M/1 et M/M/infini de m*“me moyenne
100 T T T

PO Y o SO P, B | 0o
20 30 40 50 60

Fig. 11.1. Un début de trajectoire de file d’attente M/M/1 de parameétres 1 et
3, et de file d’attente M/M/oco de parameétres 1 et .5. Les deux trajectoires sont
issues de 100. Le premier processus a pour loi invariante la loi géométrique sur IN de
parametre 1/3, et le second la loi de Poisson de parameétre 1/.5 = 2. Dans les deux
cas, la loi invariante a pour moyenne 2. La premiére trajectoire & un comportement
linéaire et la seconde un comportement exponentiel.

4. On dit aussi «de naissance et de mort», « Birth and death» en anglais.
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11.5 Pour aller plus loin

Les résultats classiques concernant les lois exponentielles sont disponibles
par exemple dans le livre de James Norris [Nor98a]. Dans le livre de Geoffrey
Grimmett et David Stirzaker [GSO01], une version & temps discret du proces-
sus X est étudiée. Pour ’anecdote, elle peut modéliser par exemple le nombre
de coquilles présentes dans un manuscrit apres n relectures : a chaque relec-
ture, 'auteur corrige chaque coquille avec probabilité p, indépendamment des
autres, et en ajoute par mégarde un nombre aléatoire de loi de Poisson (loi
des événements rares ou loi des petits nombres).

Convenablement renormalisé, le processus a espace d’états discret converge
vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck étudié dans le chapitre 25. On renvoie
a ce sujet par exemple au livre de Philippe Robert [Rob00]. Ce livre propose
plus généralement une étude accessible et assez générale des files d’attentes,
au moyen de la théorie des martingales et des processus ponctuels. On peut
également consulter le livre de Francois Baccelli et Pierre Brémaud [BBO03].

On peut établir de nombreux autres résultats pour le processus X. On trou-
vera par exemple dans [Cha06] des inégalités fonctionnelles liées au compor-
tement en temps long. La relation de commutation du théoréme 11.17 est une
propriété remarquable du semi-groupe. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck sa-
tisfait la méme relation en remplagant le gradient discret D par un gradient
usuel sur R, et cette liaison est une instance d’un phénomene plus général
qui fait 'objet du chapitre 27. On peut obtenir des versions un peu plus
faibles pour des processus plus généraux qui fournissent des estimations pour
la convergence vers la loi invariante, voir par exemple I'article de Pietro Ca-
puto, Paolo Dai Pra, et Gustavo Posta [CDPP09].
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Modele de Wright-Fisher

Mots-clés. Dynamique de population ; génétique des population.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; théoreme d’arrét ; décomposition
spectrale.

Difficulté. **

Ce chapitre est consacré a des modeles d’évolution de génotypes au fil des
générations dans une population de taille constante. Le point de départ est
la loi de Hardy-Weinberg liée a la théorie de Mendel en population infinie.
Nous présentons ensuite quelques modeles classiques en population finie : le
modele de Moran puis les modeles de Wright-Fisher. La derniére section est
consacrée au modele de Cannings qui est une généralisation des précédents.

12.1 Loi de Hardy-Weinberg

La théorie de Mendel assure la préservation de la variabilité des génotypes.

Théoréme 12.1 (Loi de Hardy-Weinberg pour la théorie de Mendel). Consi-
dérons les fréquences alléliques dans une population pour un géne pouvant
s’exprimer sous la forme de deux alléles A et B dans une population herma-
phrodite! diploide? idéale :

1. les générations sont séparées (elles ne coexistent pas);

2. la population est de taille infinie;

3. les individus s’y unissent aléatoirement (pas de choiz du conjoint) ;
4.

il n’y a pas de migration, pas de mutation, pas de sélection.

1. Hermaphrodite : chaque individu peut étre méle ou femelle (bisexualité).
2. Diploide : qui posséde un double assortiment de chromosomes semblables.
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Sip € [0,1] est la proportion d’alléles A dans la population initiale et 1 —p la
proportion d’alléles B alors c’est encore le cas a chaque génération suivante.
De plus, sir, s, t sont les proportions respectives des génotypes AA, AB et
BB dans la population initiale avec v + s+t = 1 alors les fréquences de AA,
AB, et BB pour toutes les générations suivantes sont égales a

s)s A D)es) ()
r+ = r+ = - - .
2/ 2 2/’ 2
Notons que p = r + s/2 (contributions de AA et AB normalisées a 1).

Démonstration. Un individu AA est issu
— & coup sfir d’un couple AA et AA qui a une probabilité 2 de se former,
— avec probabilité 1/2 d’un couple AA et AB qui a une probabilité 2rs
de se former,
— avec probabilité 1/4 d’un couple AB et AB qui a une probabilité s? de
se former.
La fréquence du génotype AA a la génération 1 est donc donnée par
r2+rs—|—£ = <r+f>2.
4 2
Par symétrie, la fréquence du génotype BB est (t + s/ 2)2. La dernicre est ob-
tenue par différence. En réappliquant ces formules on voit que les proportions
sont constantes des la premiere génération. La fréquence de l'allele A dans
la population initiale est 2r + s (normalisée a 2 car chaque individu a deux
alleles). A la génération suivante, elle vaut

5\2 s s
2r+3) +2(r+3)(t+5) =2 +s

Elle est donc bien constante au cours du temps. a

La loi de Hardy-Weinberg est généralisable & un locus?® avec plusieurs al-

leles Ay, ..., Ag. Les relations de dominance entre alleles n’ont pas d’effet sur
I’évolution des fréquences alléliques. Dans la pratique, on observe le phéno-
mene de Hardy-Weinberg dans des populations variées au-dela des hypotheses
que nous avons faites ici. Il faut beaucoup s’éloigner de ces hypothéses pour
briser cet équilibre et obtenir une évolution au cours des générations. C’est ce
qui motive l'introduction des modeles étudiés dans la suite du chapitre, qui
décrivent 1’évolution d’une population de taille finie.

12.2 Modéele de Moran

Le modele de Moran est un modeéle extrémement simple de 1’évolution
de la fréquence de différents alleéles d’'un méme gene au cours du temps. On

3. Locus : localisation précise d’un gene particulier sur un chromosome.
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consideére dans cette section le cas de deux alleles A et B et on suppose que la
population est de taille finie constante IV, hermaphrodite, que les générations
sont séparées, qu’il n’y a pas de migration, mutation, sélection. La transition
de la génération n a la génération n + 1 se fait en tirant avec remise deux
individus dans la génération n, le premier a deux fils qui recoivent tous les
deux l’allele de leur pere, le second n’a pas de descendance, et tous les autres
individus ont exactement un seul descendant. On note X,, le nombre d’allele
A dans la population a la génération n. Le nombre d’alleles A

— augmente d’une unité si le tirage avec remise donne (A, B),

— diminue d’une unité si le tirage est (B, A).

— reste constant sinon.
On peut réaliser (X,),5, comme une suite récurrente aléatoire de la ma-
niere suivante. Soit (Un),,>; et (Vn), s, deux suites indépendantes de v.a.r.
i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Soit Xy une v.a. a valeurs dans {0,1,..., N}
indépendante des v.a. introduites ci-dessus. On pose

Xnt1=Xn + ]l{Un+1<Xn/N} - ]l{V,,,+1<Xn/N}'

La suite (X;),5, est une chaine de Markov sur {0,1,..., N} de matrice de
transition P donnée pour tous z,y € {0,1,..., N} par
(N —x) si e —y| =1;
P(x,y):m 2?2+ (N —2)? siy=ua;
0 sinon.

Les états 0 et N sont absorbants. Les autres ménent a {0, N} et sont donc
transitoires. Le premier instant ot un seul alléle est présent est noté

T:=inf{n>0: X, € {0,N}}.

On dit que T est le temps de fization. L’espace d’états étant fini, le temps
d’atteinte T' de {0, N} est presque slirement fini et intégrable :

P(T<oo)=1 et E(T) < oo.
De plus X7 suit une loi de Bernoulli portée par 0 et N et

X, 25 X

n—oo
OnaP(Xp =0)+P(Xy = N) = 1. L’événement { X7 = N} (respectivement
{Xr = 0}) signifie que l'alléle A (respectivement B) est fixé.
Adoptons la notation standard P, = P(-| Xo = z) et E, = E(-| Xy = x).
Théoréme 12.2 (Lieu et temps de fixation). Pour tout x € {0,1,..., N},
x

P.(Xr =N)=1-Fy(Xr =0) = +.

De plus, pour tout p €]0,1][,
E,n(T) ~ —N?*(plogp+ (1—p)log(l - p)).
N —o00
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Démonstration. Plagons-nous dans le cas ot Xg ~ ;. On a P, (T < o0) =1,
et comme T est un temps de fixation, on sait que (X'n,)n20 converge p.s. vers
Xp. Comme l'espace d’états est borné, le théoréme de convergence dominée
s’applique et la convergence a lieu dans L', d’ott

lim E,(X,)=EXr)=0P,(Xr =0)+ NP,(Xr =N)=NP,(Xr=N).

n—oo
Or la formule pour P donne, pour tout n > 1,

(x(N—2)(z—14+ax+1)+ (22 + (N — 2)?)x)
N2

E(X,|X,-1=2)=

d’ou
E(X,) =EEX,|X,-1)) =E(X,-1) = =E(Xp) =z,

ce qui donne enfin P, (Xy = N) = z/N =1 — P,(Xr = 0). Notons que ces
formules peuvent aussi s’obtenir en utilisant le systeme linéaire vérifié par le
vecteur des probabilités d’atteinte pour la chaine de Markov (X,,) n>0-

Notons m(z) = E,(T) le temps moyen de fixation pour la chaine issue
de . On a m(0) = m(N) =0 et m(z) =1+ Zév:o P(z,y)m(y) pour tout
xz € {1,...,N—1}. On obtient donc une formule de récurrence a trois termes :

N2

m(z+1)—2m(z)+ m(z—1) = N

On en déduit que

x N—JZ N—-1 z
=N + =

Soit 0 < p < 1. Pour tout N > 1, posons zx = [pN]. On a alors

N-1

7IN 1 TN
2 = E N
N N —y Ny:wN_H Y
1—N*1x oSN N-lzy = 1
= vt X
N 1-N-1y N N-1
y=1 y=xn+1
11
— (1—p /—dt—kp/ —dt .
N—>oo pt

=—((1-p) log(1—p)+plog(p))

Ainsi, dans une population de taille N avec N grand, le temps moyen d’ab-
sorption partant de x = pN avec 0 < p < 1 est de 'ordre de

—N?(plogp + (1 —p)log(1 — p)).
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La fonction p € [0,1] — —(plog(p) + (1 — p)log(1 — p)) est entropie de
Boltzmann ou de Shannon de la loi de Bernoulli Ber(p). Elle est continue,
strictement concave, positive, symétrique par rapport a 1/2; et atteint son
maximum log(2) pour p = 1/2, et son minimum 0 pour p=0et p = 1.

Remarque 12.3 (Martingale). Soit F,, = o(Xo,...,Xn) pour tout n = 0.
En reprenant la preuve du théoréme 12.2, on a, pour tout n > 1,

E(Xn |]:n71) = E(Xn ‘anl) =Xn_1.

Ainsi, en plus d’étre une chaine de Markov, la suite (Xn)n>0 est une mar-
tingale pour sa filtration naturelle (fn)n>0, En particulier, on a bien sir la
conservation B(Xy) = E(X,,) pour tout n > 1. Le théoréme d’arrét indique
que (XnaT),>q €st aussi une martingale et donc

E(Xo) = E(Xua7),

qui converge vers (Xr) par convergence dominée quand n — oo car T est
fini p.s. et X est uniformément bornée. Comme T est un temps de fixation,
on a en fait X, = Xpyar. Il est également possible d’appliquer le théoréme de
convergence p.s. et dans LP des martingales bornées dans LP avec p > 1.

12.3 Modele de Wright-Fisher et fixation

Le modele de Wright-Fisher est un modele simple de I’évolution de la fré-
quence d’un gene a plusieurs alléles au fil des générations dans une population.
On suppose que la population est de taille finie constante, hermaphrodite, que
les générations sont séparées, qu’il n’y a pas de migration et que les unions
sont indépendantes du caractere étudié.

On néglige dans un premier temps les phénomenes de mutation et sélection.
On note N € IN* la taille de la population et n = 0,1,2,... les générations
successives. Sur le locus étudié, on peut trouver deux alleles différents notés
A et B. La variable aléatoire X,, compte le nombre d’alleles A & la génération
n. La population a la génération n + 1 est déduite de celle de la génération n
par un tirage avec remise de N individus de la génération n ou la probabilité
d’obtenir A est X,,/N. On peut réaliser (Xn) >0 comme la suite récurrente
aléatoire définie par la relation récurrence

N
x

Xnt1 = Z]I{Un+1,kgwxn} ou Yy = N
k=1

et ot (Unk),>11<hen SONt des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur

[0, 1], indépendantes de Xy. Pour tous zg,...,z,, on a

LOi(X,H_l |X0 = ZQ,-- - ,Xn = a:n) = LOi(XTL+1 |Xn = an) = BIH(N, ¢-Ln)
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Remarque 12.4 (Modéle a plus de deux alléles). Le modéle de Wright-Fisher
al>2alleles Aq,..., Ay fait intervenir la lot multinomiale. Plus précisément,
X, prend ses valeurs dans {x € N’ :z1 +---+ 2, =N} et

Xn
Loi( X1 | X, -, Xa) = Loi( X1 | Xa) = Mul(N, 57).

La suite (X,),,5 est une chaine de Markov d’espace d’états {0,1,..., N'}
et de matrice de transition P donnée pour tous z,y € {0,1,..., N} par

P(r,y) = P(Xpps = y| X, = o) = (jyv ) (L — )N,

Les états 0 et N sont absorbants (deux classes de récurrence singleton) tandis
que tous les autres états menent a {0, N} et sont donc transitoires. Tout
comme pour le modele de Moran, lorsque la population ne contient plus qu'un
allele, on dit qu'il est fixé dans la population. Le temps de fixation est

T:=inf{n>0:X, € {0,N}}.
L’espace d’états étant fini, le temps d’atteinte T de {0, N} vérifie
P(T<oo)=1 et E(T) < oo.

De plus (Xn)n>0 converge p.s. vers la variable aléatoire X7 qui suit une loi de
Bernoulli portée par 0 et N. On a P(X7 = 0)+P (X7 = N) = 1. L’événement
{Xr = N} signifie que l'allele A est fixé tandis que I'événement {Xp = 0}
signifie que 'allele B est fixé.

On adopte les notations P, = P(- | Xog =z) et E, = E(-| Xy = z).

Théoréme 12.5 (Probabilité de fixation). Pour tout z € {0,1,..., N},
P.(X7=N)=1-P, (X7 =0) = —.

Démonstration. La preuve est identique & celle faite pour le modele de Moran
(théoreme 12.2) car Loi(X,, | X,,—1) = Bin(N, X2=1) d’ot

Xn—l

E(Xn) = E(E(Xn ‘Xn—l)) = E(N N

)= E(X,1) = - = B(Xp) = a,
O

Remarque 12.6 (Martingale). L’intégralité de la remarque 12.8 (modéle de
Moran) reste valable pour le modéle de Wright-Fisher, car pour tout n > 1,
anl

E(Xn|]:n71) :E(Xn|Xn71> =N N = An—1,

ot Fp, = 0(Xo,...,Xn) pour tout n > 0.



12.3 Modele de Wright-Fisher et fixation 161

Fisher-Wright taille N=100 init X0=25 tmax = 200

Taille population

0 50 100 150 200
Temps

Fig. 12.1. Quelques trajectoires, jusqu’au temps ¢ = 200, de la chaine de Wright-
Fisher pour une population de taille N = 100, toutes issues de Xo = N/4 = 25.

Remarque 12.7 (Couplage avec un jeu de pile ou face). Il est possible d’obte-
nir une minoration de T par une variable aléatoire géométrique par couplage.
On commence par observer que pour tout x et tout n on a

P(X,41 € {0,N}| X, =) =P(z,{0,N}) > p.

ot
.= min P(z,{0,N}) = min (1—,)V +¢) =27V
pe = min P(z,{0,N}) = min (1-¢2)" +1 >
ot le minimum est atteint en ¥, = 1/2. Ainsi, la chaine atteint un état

absorbant 0 ou N avant qu’un lanceur de piéce n’obtienne son premier pile
avec une piéce qui fait pile avec probabilité 2~ N*1. Pour rendre rigoureuz ce
raisonnement, on construit le couple de processus (jeu de pile ou face et chaine
de Wright-Fisher) sur le méme espace de probabilité. Représentons la chaine
de Markov comme une suite récurrente aléatoire : pour tout x € {0,..., N},
soit (Iw,y)ogygz\/ une partition de l'intervalle [0,1], avec I, de longueur

|I:L’,y| = P(.’L’, y)>

et soit (Uy),,>, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1],
indépendante de Xo. On réalise (Xy,), o en utilisant la récurrence

Xnt1:=y ouy=y(Xn, Upt1) est tel que Upt1 € Ix, -
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1l est possible de faire un dessin figurant une tour de N+1 copies de l’intervalle
[0,1] avec ses N + 1 partitions. Dans cette construction, on peut toujours
ordonner les intervalles, et supposer que I, o et I, v sont les deux premiers
en partant de la gauche. Par construction p, = minoge<n [Ix.0 U Iy n]| et

T:=inf{n>0:X, € {0,N}} <T.:=inf{n>1:1y, <p.y =1}

et Ty suit la loi géométrique Geo(py). En particulier, T est intégrable et donc
fini p.s. Cette méthode de couplage fournit plus généralement, pour des chaines
de Markov, un minorant géométrique des temps d’atteinte d’ensembles.

La vitesse de fixation peut étre quantifiée par I'hétérozygotie, c’est-a-dire
la probabilité que deux genes choisis aléatoirement et sans remise dans la
population totale a la génération n soient représentés par des alleles différents.
Elle est donnée par

g oo 2N Xy) 2
" NIN-1) N-1

Var(X,,11 | X5).

OnaH, =0sin>Tetdonc H, 23 0. Le théoréme suivant montre que

n—oo
I’hétérozygotie moyenne E(H,,) décroit exponentiellement au cours du temps.
Théoréme 12.8 (Hétérozygotie moyenne). Pour tout n > 1,
1
E(H,) = ho\" ot ho:=E(Hy), Ni=1- N €10, 1],

et
Var(X,,) = E(Xo)(N — E(X))(1 — A") + A" Var(Xj).

Démonstration. 1l suffit d’établir que pour tout n > 1,

BOG (N = X)) = (1= 1) B - Xo)),

On a
E(Xo(N = X,)) = NE(X,,) — E(X7) = NE(X,,—1) — E(E(X7 | X-1)).
On écrit alors

E(X'?L | Xn—1) = Var(X, | X,,1) + (E(X, ‘Xn—l))z

anl
= anl (1 - N> + X72171.

En regroupant les termes, on obtient bien

BUG (N - X)) = (1 JECGA (Y - X,o0)
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ce qui fournit la formule pour E(H,,). Pour la variance, on utilise la formule 4
Var(X,,) = E(Var(X,, | X,,—1)) + Var(E(X,, | Xp—1))-

O

Comme dans le probléme de la ruine du joueur (théoréme 2.2), et comme
pour le modeéle de Moran (théoréme 12.2), on souhaite déterminer le temps
moyen de sortie en fonction du point de départ. Pour tour 0 < x < N, notons
m(z) = E,(T). Alors m(0) = m(N) = 0 et, grace a la propriété de Markov
(faible), on obtient un systéme d’équations linéaires : pour tout 0 < z < N,

N N N
m(z) =Y Bo(TLix,—yy) = D (1 +E(D)P(z,y) = 1+ Y m(y)P(z,y),
y=0

y=0 y=0

dont m est 'unique solution positive minimale. Bien qu’on puisse calculer m
numériquement, il n’existe pas d’expression simple et explicite de m comme
pour le temps de sortie d’un intervalle pour la marche aléatoire simple (théo-
réme 2.2) ou pour le modeéle de Moran (théoréme 12.2). 1l est toutefois possible
de trouver I’équivalent de m lorsque la taille de la population N tend vers I'in-
fini : pour tout 0 < p < 1,

m(INpJ) ~ —2N(plog(p) + (1 - p)log(1 - p)),

ce qui rappelle le modeéle de Moran (théoréeme 12.2). La clé de la démonstration
de ce résultat consiste & établir que la suite de processus Y (V) définie par

1
~X|ne))

yN) —
(N teR

], converge en loi quand N — oo vers un processus de
], solution de ’équation différentielle stochastique

a valeurs dans [0, 1
diffusion Y sur [0, 1
dYy = \/Yi(1 = Y1)dB.

On trouvera les détails de ce résultat dans le chapitre 27.

Remarque 12.9 (Lien avec le modeéle de Moran). Pour le modéle de Wright-
Fisher, l’espérance du temps d’absorption est de l’ordre de N tandis qu’il est de
Uordre de N? pour le modéle de Moran (voir théoréme 12.2). Cela vient du fait
que lors d’une transition du modele de Moran, un seul alléle est modifié tandis
que tous sont concernés da chaque transition du modele de Wright-Fisher.

4. Plus généralement, si & est convexe alors Var?(X) := E(¢(X)) — ¢(E(X)) >
0 par linégalité de Jensen, et Var®?(X) = E(Var®(X |Y)) + Var®(E(X |Y)) ot
Var? (X |Y) := BE(®(X)|Y) — ®(E(X | Y)). Si &(t) = t* on retrouve la variance.
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12.4 Modele de Wright-Fisher avec mutations

Supposons a présent qu’avant le tirage avec remise qui permet de passer
d’une génération a I'autre, chaque individu puisse muter indépendamment des
autres : l'allele A mute en alléle B avec probabilité u € [0,1] et B mute en
A avec probabilité v € [0,1]. Le passage d'une génération & la suivante se
fait donc en quelque sorte en appliquant d’abord un opérateur de mutation,
puis un opérateur d’héritage (procéder dans l'ordre inverse conduirait & un
processus différent). Ce mécanisme définit un nouveau processus (Xn),>o &
valeurs dans {0,1,..., N} qui vérifie

Loi(Xpt1 | Xo,- .., X,) = Bin(N,9x,)

ou a présent
" (I —u)+ (N —x)v
Tr N .

Le processus X est une chaine de Markov d’espace d’états {0,1,..., N}.

— si u = v = 0, alors on retrouve le modéle sans mutation étudié pré-
cédemment. Dans ce cas, les états 0 et N sont absorbants tandis que
{1,..., N —1} est une classe transitoire, ’ensemble des lois invariantes
est {(1 —p)do+pdn : p € [0,1]}, et partant de z, la chaine converge en
loi vers (1 — p;)do + pedn Ol pp = /N ;

— siu=0et0<wv < 1alors’état N est absorbant tandis que I’ensemble
d’états {0,..., N — 1} est une classe transitoire, et la chaine converge
en loi vers I'unique loi invariante dy ;

— si0 < u < 1etwv=0alors I’état 0 est absorbant tandis que I’ensemble
d’états {1,..., N} est une classe transitoire, et la chaine converge en
loi vers 'unique loi invariante dg ;

— siu = v = 1, alors {0, N} est une classe de récurrence de période 2
tandis que 'ensemble d’états {1,..., N — 1} est une classe transitoire.
La chaine est presque siirement absorbée par la classe {0, N} et oscille
ensuite périodiquement entre les états 0 et IV ;

—si0<u<letO<v<lousiO<u<letO<wv<1alorsla chaine
est irréductible. Comme l’espace d’états est fini, elle est récurrente
positive et possede une unique loi invariante p, et cette loi charge tous
les états. La loi des grands nombres pour les chaines de Markov indique
que quelle que soit la loi initiale, p.s. pour tout = € {0,1,..., N}, on a

. card{0< k< n: X =1}
lim =
n—o0 n-+1

().

Comme de plus la matrice de transition possede un coefficient diagonal
non nul, la chaine est apériodique, et converge donc en loi vers pu, quelle
que soit la loi initiale, c’est-a-dire que pour tout z € {0,1,..., N},

lim P(X,, =z) = p(z).

n—oo
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La loi p est calculable numériquement, mais ne possede pas de formu-
lation simple. Cependant, il est possible de déterminer explicitement
sa moyenne m par exemple. En effet, comme p est invariante,

m=>> yu(y) =Y yy w@)P(xy) =Y p@) yP(y).

=0 x=0 x=0 y=0

Or comme P(z,-) = Bin(N, %)’ on a

N
> yP(z,y) = (1 —wz +v(N —2).
y=0

Cette formule, affine en z, donne une équation fermée pour m :

N
m= Z((l —u)x + (N —2))pu(z) = (1 —u)m + v(N —m),
=0
d’ou enfin
~ Nv
S utv

Pour la variance o2 de u, un calcul permet d’établir que

2 _ N2uw
7" (U+U)2(2N(u+v) +1) + 0N oo (V).

Notons que si u = v alors m = N/2 ne dépend plus de u et v. Au-dela
des deux premiers moments, on peut établir, comme présenté dans le
chapitre 27, que le processus

1
YV = (=X
(FXW0), e,

converge en loi quand (N, Nu, Nv) — (00, @, ) vers un processus de
diffusion Y sur [0, 1], solution de I’équation différentielle stochastique

dYy = \/Y(1 = Y;)dB; — aYdt + B(1 - Yy)dt,

dont la loi invariante est une loi Beta(2/3,2a), dont la moyenne et la
variance sont données par

B ap
a+p (a+B)%(2(a+p)+1)
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Fig. 12.2. Loi invariante et histogramme d’un échantillon de taille 10000 de Xio0
avec Xo = 50, pour une population de taille N = 100, avec taux de mutation
u=wv = 0.05.

12.5 Modele de Wright-Fisher avec sélection

Sur le plan biologique, il est possible que les alleles A et B ne procurent
pas a lindividu qui en est doté des capacités identiques : viabilité, potentiel
attractif, etc. Cette asymétrie est responsable de la sélection naturelle. Consi-
dérons pour simplifier le modéle sans mutation. Il est possible de prendre en
compte un avantage sélectif de ’allele A en effectuant la transformation sui-
vante de la génération n avant la fabrication de la génération n + 1 : chaque
individu de type A est remplacé par (1+ s) individus de type A, ot s > 0 est
un parameétre fixé (penser a une urne). Cela revient a prendre

Loi(Xp41 | Xo, .-+, X)) = Loi(Xp41 | Xpn) = Bin(N, ¢x,)
avec cette fois-ci

B z(1+s)
S 2(148)+N -z

Va

Le processus (Xn)n>0 est une chaine de Markov. Son espérance ne vérifie pas
une équation de récurrence linéaire car 1, n’est pas linéaire en = (contraire-
ment au cas sans sélection s = 0). Les états 0 et NV sont absorbants, tandis
que {1,..., N —1} est une classe transitoire. Comme 1),, n’est plus linéaire en
x, on ne peut plus calculer la probabilité de fixation avec la méthode utilisée
dans le cas sans sélection (s = 0). Soit P la matrice de transition de X, et

7(z) :=P,(Xr = N)
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la probabilité de fixation de 'allele A. On a

N
(z) =) Pla,y)m(y).
y=0

Il est possible de trouver un équivalent de 7 lorsque la taille de la population
N tend vers l'infini et s est proche de 0. Plus précisément, on montre dans le
chapitre 27 que si Ns — « > 0 alors, pour tout 0 < p < 1,

N 1—e 2P

N = T

Ainsi, le passage de s = 0 a s > 0 modifie considérablement les probabilités
de fixation.

12.6 Modele de Cannings

Dans le modele de Wright-Fisher, on passe de la génération n a la généra-
tion n+1 en effectuant un tirage avec remise de IV individus dans la génération
n. Cela revient a attribuer un certain nombre d’enfants a chaque individu de
la génération n, les enfants héritant de l’allele du pere. Si yq, ..., yn désignent
le nombre d’enfants de chaque individu de la génération n (numérotés de 1
a N)alorsonay +---+ynv =N et (y1,...,yn) suit la loi multinomiale
symétrique de taille N et de parametre (1/N,...,1/N). Cela correspond a
lancer N fois un dé a N faces équilibrées. Ce mécanisme qui associe chaque
individu de la génération n + 1 a un individu de la génération n peut étre
utilisé pour étudier la transmission de genes quel que soit le nombre d’alléles
considéré : les enfants héritent de I’allele du peére. Le modele de Cannings va
au-dela de cette structure multinomiale symétrique en permettant une dépen-
dance entre les individus d’une méme génération : on suppose seulement que
le vecteur (y1,...,yn) vérifie y1+---+yny = N et posséde une loi échangeable,
c’est-a-dire que pour toute permutation 7 € Sy,

loi
(yh CER yN) = (yT(1)7 cee >yT(N))~

En particulier, les y1,...,yx ont méme loi. Comme y; + - - +yy = N on

en déduit que E(y;) = 1 et on note 02 = Var(y;). On en déduit également

Cov(y1,y2) = —02/(N — 1) car

0= Var(y1 +--- +yn) = NVar(y;) + N(N — 1)Cov(y1, y2)-

Remarque 12.10 (Modele de Moran). Tout comme le modéle de Wright-
Fisher, le modele de Moran est un cas particulier du modéle de Cannings. 1l
correspond a la loi de (y1,...,yn) suivante : la transition de la génération
n a la génération n + 1 se fait en tirant avec remise deuzx individus dans
la génération n, le premier a deux fils, le second aucun, et tous les autres
individus ont exactement un seul descendant.
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Dans le cas a deux alleles, ce mécanisme de transition donne lieu, tout
comme pour le modele de Wright-Fisher, & une chaine de Markov (X'n,)n20
d’espace d’états {0,1,..., N} donnée pour tout x € {0,1,..., N} par

LOi(Xn+1 |Xn = l‘) = LOi(yl + 4+ yw)

Les états 0 et N sont absorbants tandis que tous les autres ménent a {0, N'}
et sont donc transitoires. Notons que E(X,41|Xn = 2) = 2 1 (X5),,50 est
donc une martingale. De plus,
Var(X,41| X, =) = Var(ys + - + yz)
= 20% + x(x — 1)Cov(y1,y2)

s  x(r—1)0?

=%0" = ——

_ sx(N—u1)

- N-1°
Remarque 12.11 (Loi multinomiale). Soit n,d € N* et (py,...,pq) € [0,1]¢
avec p1 + -+ + pqg = 1. La loi multinomiale de taille n et de parametre
(p1,...,pd) est la loi sur ensemble fini

{(n1,...,nq) e N4y + - +ng=n}

donnée par (eq,...,eq est la base canonique de RY)

(Prdes 4 pade)™ = D TP P )

Elle code n lancers d’un dé a d faces avec probabilités d’apparition p1,...,pq-
Elle est «symétriquer lorsque p1 = -+~ =pg = 1/d. Si (Xy,...,Xq) suit la loi
Mul(n, (p1,...,pa)) et si Ir,..., L. est une partition de {1,...,n} alors

(XII,...,X[T) ~ Mul(n, (p[l,...,pIT))

ot
X = ZXi et pr:= Zpl-.
il iel
Si I C {1,...,n} alors X; ~ Bin(n,pr). Ainsi les lois marginales d’une loi

multinomiale sont binomiales. On identifie la loi Bin(n, p) @ Mul(n, (p, 1—p)).

Si (X1,...,Xq) ~Mul(n, (p1,...,pa)) alors Xg=n— X(1 a1}

Théoréme 12.12 (Spectre de la matrice de transition). Les valeurs propres
de la matrice de transition du modéle de Cannings sont données par

)\0:1 et )\j:E(ylyg"'yj) pour 1<]<N

En particulier, pour le modéle de Wright-Fisher, Ao =1 et, pour 1 < j < N,

/\j:N(N—1)---_(N—j+1):<1_1)_._(1_3'—1).

NJ N N
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Démonstration. Considérons la matrice de Vandermonde

100 0 - 0
1112 13 ... 1V
12 22 2% ... 2N
V=113 32 3 ... 3V | € My na(R).

1N N2N3... NN
Soit P € Mp+1,nv+1(R) la matrice de transition du modele de Cannings.
Pour tous 4,5 € {0,1,...,N}, on a

N N
(PV)ij = PisVi; =Y Pipk! = B(X]| X, =4).
k=0 k=0

Par ailleurs, comme

il existe des réels b; ;, tels que
. j—1
E(X]| Xo =1) =E((y1 + ...+ 5:)) = iV Elyige---5) + D bini",
k=0

V=i 1) (i —2) - (i — 5+ 1).

Pour le voir, on peut procéder par récurrence sur j en observant que la loi
Loi(y1, ..., yi |yr) est échangeable. 1l existe donc une matrice triangulaire su-
périeure T € Mpyy1 n+1(R) telle que Tog =1, T ; = E(y; - - -y;) pour tout
j€{l,...,N}, et pour tous 4,5 € {0,1,...,N},

i
E(X{|Xo=1i)=) Tuji* = (VT)i;.
k=0

On a donc
PV =VT,

et comme V est inversible, les matrices P et T" ont méme spectre. O

On a E(y;) = 1 et donc 1 est valeur propre de multiplicité 2, ce qui
correspond au fait que la chaine posséde deux classes de récurrence {0} et
{N}. La deuxiéme plus grande valeur propre est

o2

Ao = E(y1y2) = Cov(y1,y2) + E(y1)? = 1 - N_1
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12.7 Pour aller plus loin

Les mécanismes de la génétique ont été considérablement discutés depuis
leur découverte par Gregor Mendel au dix-neuvieme siecle. La loi de Godfrey
Harold Hardy et de Wilhelm Weinberg a été découverte de maniere indé-
pendante par ces deux scientifiques au tout début du vingtieme siecle. Le
modele de Ronald Aylmer Fisher et de Sewall Wright date des années 1930.
Le modele de John Moran date des années 1950 tandis que le modele de Chris
Cannings date des années 1970. Ces modeles et leurs extensions sont étudiés
par exemple dans les livres de Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain
[DJO6], de Rick Durrett [Dur08], de Warren Ewens [Ewe04], de Simon Tavaré
[Tav04], ainsi que dans le cours de Sylvie Méléard [Mé13]. Ils inspirent encore
aujourd’hui des recherches mélant biologie et mathématiques. L’approxima-
tion des chaines de Markov par des diffusions fait ’objet du chapitre 27. La
généalogie du processus de Wright-Fisher est étudiée dans le chapitre 13, qui
mene au processus des restaurants chinois du chapitre 14.
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Généalogies et coalescence

Mots-clés. Arbre; branchement ; généalogie ; coalescent de Kingman.

Outils. Loi géométrique; loi exponentielle ; loi multinomiale ; loi de Pois-
son ; loi d’Ewens; processus de Galton-Watson ; modele de Wright-Fisher.

Difficulté. **

Dans ce chapitre, on étudie la généalogie du processus de Wright-Fisher
du chapitre 12. On la relie notamment au processus des restaurants chinois
du chapitre 14. Cette étude conduit au processus de coalescence de Kingman.

On s’intéresse a 1’évolution d’une population de taille finie N constante
au fil des générations. On suppose que les générations ne se chevauchent pas,
et que pour tout n > 0, la génération n meurt en donnant naissance a la
génération n + 1. Le mécanisme de transition est markovien : la génération
n+1 dépend de la génération n et d’une source d’aléa indépendante. A chaque
génération, on numérote les individus de 1 a N. Pour tout n > 0, soit a?“ le

numéro du parent de 'individu ¢ de la génération n+ 1. Ce parent appartient

a la génération n. On suppose que les v.a. a’f“, e 7a71§,+1 sont i.i.d. de loi
uniforme sur {1,..., N}. On note v} le nombre de descendants & la généra-

tion n+1 de l'individu ¢ vivant a la génération n. Les v.a. (1]'), ;< v ne sont
pas indépendantes puisqu’elles vérifient la relation v 4+ --- + vy, = N. On a

N
n
v, = E T, nt1_y.
i {a]. =4}
j=1
Par conséquent, le vecteur aléatoire v™ = (17, ..., v} ) suit la loi multinomiale

de taille N et de paramétre (1/N,...,1/N), c’est-a-dire

" n N! 1\"
IP(V11 =MN1,..., VN = ’I’LN) = m (N) Il{n1+---+nN:N}~
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Si chaque individu est réduit & un allele A ou B d’un géne a deux alleles et si le
nombre d’alléles A & la génération n est égal a x, alors la loi du nombre d’alleles
A & la génération n + 1 suit une loi binomiale Bin(N, z/N). On retrouve donc
le modele de Wright-Fisher du chapitre 12. Le lien avec la loi multinomiale a
déja été observé lors de I’étude du modele de Cannings dans le chapitre 12.
Nous avons construit ici le modele de Wright-Fisher a rebours en remontant
les générations, comme illustré dans la figure 13.1. Chaque individu de la
génération n + 1 possede un ancétre a la génération n choisi indépendamment
des autres et selon la loi uniforme sur {1,...,N}. Certains membres de la
génération n n’ont donc aucun descendant a la génération n + 1 et c’est ce
qui va entrainer le phénomeéne dit de dérive génétique (fixation d’un alléle).

Remarque 13.1 (Lois de Poisson et multinomiale). Si Y7,..., Yy sont des
v.a. indépendantes de loi de Poisson de paramétres respectifs 01, ...,0xn alors

Loi((Y1,...,Yn)[Y1+ -+ + Yy = N) = Mul(N, (p1, . .., pn))

ot pp = /(61 + -+ + On) pour tout 1 < k < N. En particulier, dans le
cas o 01 = -+ = Oy alors py = -+ = py = 1/N. Ainsi le modéle de
Wright-Fisher revient a un processus de Galton-Watson de loi de reproduction
Poisson, conditionné da avoir une taille de population fixée, voir chapitre 3.

Le modele de Wright-Fisher sans mutation est connu pour faire apparaitre
un phénomene dérive génétique, c’est-a-dire qu’un alléle 'emporte sur 'autre
et que la population devient homozygote apres un nombre aléatoire mais fini
presque stirement de générations. De méme, aprés un certain nombre de gé-
nérations, tous les individus proviendront donc d’un méme ancétre. C’est ce
phénomene qu’il s’agit & présent de décrire et quantifier.

Comme les individus donnés choisissent leur parent de maniere i.i.d. et
uniforme, la probabilité que deux individus fixés aient deux parents distincts
(3 la génération précédente) est égale & N(N —1)/N? =1—1/N. Ces parents
choisissant eux-mémes leurs parents indépendamment, la probabilité pour que
le premier ancétre commun a deux individus donnés remonte a plus de r
générations vaut (1 — 1/N)". Le temps T» d’apparition de I’ancétre commun
le plus récent (ACPR) suit donc une loi géométrique sur IN* de parameétre
p2 = 1/N. Si 'on considére & présent trois individus, notons T4 'instant
d’apparition de PACPR, pour deux individus au moins (premier temps de
coalescence parmi trois individus). On a
N(N—l)(N—2)_1 3+ 2

N3 N N NZ

Les choix des parents sont indépendants a chaque génération, d’ou, pour k > 1,

k
3 9
P> k) = (1- 2+ -2 .
(T > k) ( N+N2)

La loi de T4 est donc la loi géométrique de parameétre p3 = 3/N — 2/N2. On
note T3 = T4 + T4 le temps d’apparition d’un ACPR pour les trois individus

P(T;>1)=
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® 06 ¢ o 5 t=0
@ £ € N t=1
C ¢ % 2 9 t=2
(< (¢ [ Q d t=3
[ O N T ) t=4
c O T | t=5
[ 9 o 3 3 t=6

Fig. 13.1. Dans le modele de Wright-Fisher, tout se passe comme si pour chaque
génération, chaque individu, indépendemment de tous les autres, choisissait unifor-
mément un peére dans la génération précédente et en héritait. Le graphique ci-dessus
illustre I’évolution de ces relations de filiation sur quelques générations pour une po-
pulation de taille N = 5. Ce point de vue généalogique est au coeur de ce chapitre.

(ici T4 := T5 — T}). Remarquons que si ’ACPR de deux individus est PACPR
des trois individus alors T = 0. Déterminons la loi de T4. La probabilité que
trois individus distincts aient le méme peére est 1/N2. La probabilité que T4
soit nul sachant que T4 = k est donc égale &

P(T;=0,T5=Fk) (1—ps)*'(1/N?) 1
! /! _ 2 9 3 o _
P(Ty =0]T3 =k) = P(T} = k)  ps(1—p3)k-t 3N -2

Comme les choix des parents sont indépendants d’'une génération a 'autre,
on déduit de la premiére partie que la loi de Ty sachant que 7§ = k et T35 > 0
est la loi géométrique de parametre ps. Cela implique que sachant T4 = k,
la variable T% est égale en loi & UV ou U et V sont indépendantes de lois
respectives Ber(1 — 1/(3N — 2)) et Geon~(p2).

Plus généralement, le nombre de parents distincts d’'un groupe de k indi-
vidus peut étre vu comme le nombre d’urnes occupées apres que ’on a lancé
k balles, indépendamment et a chaque fois uniformément, dans N urnes. Pour
tout j € {1,...,k}, la probabilité pour que ce nombre soit j est

(N

NIN-1)---(N—7+1)Sk
gkyj) = P(kindividus ont j parents distincts) = ( A I+ DSk ,

Nk
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ot S ; est le nombre de Stirling de seconde espece . En effet, il y a exactement
N(N—1)--- (N —j+1) facons de choisir j parents distincts parmi N, et Sk ;
facons d’associer & ces j parents k enfants, et enfin, N* est le nombre de facons
d’assigner k enfants a leurs parents. On définit a présent le processus ancestral
(AN(r)),en en notant AY(r) le nombre d’ancétres distincts & la génération

—r pour un groupe de taille n au temps 0 (le temps remonte ici). La suite
(A} (7)), en est une chaine de Markov sur {1,...,n} de matrice de transition

Gy = (9%)11{.1@})

Pour cette chaine, I'état 1 est absorbant tandis que les états 2,...,n sont
transitoires puisqu’ils meénent tous a 1. Il est difficile d’étudier les propriétés
fines de cette chaine, comme par exemple des propriétés sur le temps d’atteinte
de I’état 1. Nous allons donc remplacer ce modele a temps discret par un
modele plus simple & temps continu.

1<5,k<n_

13.1 Modele généalogique a temps continu

Considérons la chaine de Markov a temps continu (A(t)),s, sur IN* dont
le générateur infinitésimal est donné pour tous j, k € IN* par

() sijz2etk=j—1,
L(jky=4—() sij=2ethk=4
0 sinon.

C’est un processus de mort pur sur IN* (sauts de n & n — 1 seulement) pour
lequel 1 est absorbant. Le temps de séjour en n suit la loi exponentielle de
parametre (Z) Ceci s’interprete de la maniere suivante : chaque couple d’in-
dividus se cherche un pére indépendamment des autres couples et y arrive
au bout d’'un temps exponentiel de parametre 1. Pour n individus, on a (Z)
couples distincts. Or le minimum de (Z) variables aléatoires indépendantes de
méme loi exponentielle Exp(1) suit la loi Exp((5)) (voir aussi lemme 11.2).
On note (A (t));5, le processus issu de n, qui est & valeurs dans {1,...,n}.

Montrons a présent que le processus a temps discret renormalisé converge
vers le processus & temps continu. On s’intéresse au cas limite ou N est grand
et ou I'unité de temps se compte en N générations. La date d’apparition de
I’ACPR de deux individus donnés est donc T4 /N ot T4 suit la loi géométrique
sur IN* de parameétre ps = 1/N.

Lemme 13.2 (Loi exponentielle comme limite de lois géométriques renormali-
sées). Si(Vn),, est une suite de variables aléatoires de loi géométrique de pa-
ramétres respectifs (,un)n>1 telle que lim,_, oo Ny, = p > 0 alors (n’lvn)n>1
converge en loi vers la loi exponentielle de parameétre .

1. Nombre de fagons de découper un ensemble & k éléments en j ensembles non
vides. Apparait aussi dans le chapitre 1 pour étudier le collectionneur de coupons!!
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Démonstration. On utilise les fonctions caractéristiques. Si V' ~ Exp(u), alors

it/n

e n
Mn Hn no ov (t),

Pv/nlt) = 12 (1= pa)e™™  npn —n(l —e/m) nvoo p—it

Alternativement, pour tout x > 0,
P(n~V, > ) = P(V, > nx) = e Hnlnzl 5 g7z,
O

Pour une population comportant N individus et dans une échelle de temps
ou 'unité de temps est égale a N générations, le temps 7o d’apparition de
I’ACPR pour deux individus donnés est approximativement de loi exponen-
tielle de parametre 1. En particulier IE(T3) = 1. On a donc montré que

AV (INED)is o7 (A2(1)) 0.

Considérons I'arbre généalogique de trois individus. Quand N tend vers
linfini, T4 /N converge en loi vers Exp(1). De plus, on montre de méme que
(T3 /N, T5/N) converge vers (Ty,T3) ot Tz et T3 sont indépendantes de lois
exponentielles respectives Exp(1) et Exp(3) :

P(Ty/N,T;/N) (S, t) = E(exp(isTQ//N + ZtTé/N))
= E(E(exp(isT3/N)|T3) exp(itT3/N))

N 3N1 SE(e ) + gx = gE(eith)E(e“Té/N)

et le lemme 13.2 permet de conclure que (ALY (| N t]))i>o converge en loi vers
le processus (A3(t)) >, quand N tend vers I'infini. En d’autres termes, lorsque
N tend vers 'infini et que le temps est mesuré en unités de N générations, le
mécanisme d’apparition de ACPR d’un groupe composé de trois individus
distincts pour le processus limite est le suivant :

— aprés un temps exponentiel T35 ~ Exp(3), un ancétre commun & 2

individus apparait,

— l'ancétre commun apparait alors aprés un temps T ~ Exp(1),

— les variables aléatoires T et T3 sont indépendantes.
En particulier, a la limite, la probabilité que le premier ancétre commun soit
commun aux trois individus est nulle. On généralise le résultat comme suit.

Théoréme 13.3 (Du discret au continu). Pour tout n > 2, la convergence
de processus suivante a lieu, au sens des lois marginales,

AV (Nt 50 72 (An(®)is-
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Démonstration. On esquisse seulement les grandes lignes. Considérons dans
un premier temps le comportement de la matrice de transition de G lorsque
N est grand. Puisque Si —1 = (’2“), pour tout 2 < k < n,

N N(N-1)---(N—k+1) [k\1 _
g;(c,k),l = Sk k-1 NE =l O(N7?)
tandis que pour j < k—1, on a
N N(N—-1)---(N—j+1) _
g = S, et =O(N7?).

Enfin, on a

g]%):N_kN(N—l)-~-(N—k+1):1— <§>}V+O(N‘2)-

Ainsi Gy = I + N71Q + O(N~2). La suite de la démonstration, omise ici,
consiste & identifier la limite de (G )V, O

13.2 Longueur de ’arbre généalogique

Le processus a temps continu (A, (t)),, d’espace d’états {1,...,n} est un
processus de mort pur, c’est-a-dire que ses trajectoires continues par morceaux
sont décroissantes. Il est issu de A, (0) = n et décroit uniquement avec des
sauts d’amplitude —1. Pour tout & > 2, sachant que le processus est dans I’état
k, le temps d’attente Ty avant de passer dans ’état k — 1 (seule transition
possible) suit une loi Exp((g)) De plus, les variables aléatoires (Tk)ycy<,, SONt
indépendantes. Le temps d’apparition de 'ACPR W,, s’écrit donc

Wn:T7L+"'+T27

ol les (Tk)2<k<n sont les temps de séjours dans les états 2,...,n. En parti-
culier, on a donc

- 1 . 1 1 1
EW,) =2y —— =2 — ) =2(1-= 2
(Wa) Zk(kfl) Z(kl k) ( n>_>
k=2 k=2
et les Ty, ..., T, étant indépendantes, on a de plus

Var(W,,) Var(Ty)

NE

™~
||

2

M=

K2(k — 1)2

£
||

2
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n
1 1 2
= 4 _— —
Z(k2+(k—1)2 k(k—l))

— 1 4 1

=38 —+—=—-4-8(1—-——).
k2 + n? ( n)

On a Var(W,,) % — 12 ~ 1.16 (notons que Var(Ty) = 1). Il est possible
d’obtenir une expression explicite de la densité de W,, en remarquant que
P(W, < t) = P(A,(t) = 1) et en calculant la matrice de transition du
processus ancestral (assez peu passionnant).

On appelle arbre généalogique d'un groupe de n individus ’ensemble de
tous leurs ancétres toutes générations comprises, eux compris, jusqu’au pre-
mier ancétre commun a tous les individus. On note L., et 'on appelle lon-
gueur de l’arbre généalogique la variable aléatoire égale a la somme des temps
de vie de tous les individus de I’arbre. La longueur de I’arbre L,, s’exprime en
fonction des temps d’apparition des ancétres communs :

L, =21+ --+nT,.

En particulier, comme T, ..., T, sont indépendantes avec T}, ~ EXp((g)),
E(L,) ~ 2log(n) et Var(Ly) 2
n) v 2log(n) e ar(La) ~ =

Théoréme 13.4 (Longueur de l'arbre ancestral). La v.a. L, suit la loi du
mazimum de n—1 v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre 1/2. De plus,

Ln .S. Ln oi
2259 et =2 —log(n) 2o Gumbel
log(n) n—oo 2 n—00

ot la loi de Gumbel a pour fonction de répartition t € R — e
Démonstration. La variable aléatoire L,, est la somme des variables aléatoires

indépendantes 275, ..., nT, qui suivent les lois Exp(1/2),...,Exp((n—1)/2).

Le premier résultat découle alors de la propriété suivante : si Eq,..., F, sont
des variables aléatoires indépendantes de lois Exp(A), Exp(2)), ..., Exp(n\)
alors leur somme S,, := Eq1+---+FE,, ala méme loi que M,, := max(F1,...,F,)

ou Fy,..., F, sont des v.a. i.i.d. de loi Exp(A). La densité de M,, est

fu(z) = P(My < 7))’
= ((1-e ) "Ig, (2))
=n\1 — e )" le Mg, (7).

Montrons S, a pour densité f,,. C’est vrai pour n = 1, et par récurrence, si
cela est vrai pour n, alors la densité de S, 41 est, en notant gy celle de Exp(}),
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y
Jn* gnga(y) = (n + 1))\/ fn(gg)e—/\(nﬂ)(y—x) dx
— 0o

y
=An+ l)n)\ef)‘("ﬂ)y/ (M — 1) 1A dy
0

)\(n + 1)6—)\(n+1)y(ez\y _ 1)n

=An+ e (L —e )" = fr(y).

En fait, cette propriété ne constitue quune partie du lemme de Rényi 11.3.
Pour établir le second résultat du théoréme (convergence p.s.) on utilise

le fait suivant? : si (X,,), sont des v.a.r. indépendantes et centrées vérifiant

>, E(X2) < oo alors ), X, converge presque siirement et dans L?. Avec
X, =nT, —EnT,) =nT, —2/(n—1) ona E(X,,) =0 et

4
;E(X;f) = Z;Var(Xn) = ; o <™

donc ), X, converge p.s. et donc

n

Ly 1 R
- X, + E(kT:
foan) ~ Toa(m) 2" ¥ Togmy 2 EAT)
n n—1
1 2 1 ps.
log(n) ];2 log(n) = k nooo

Pour établir le troisiéme résultat (fluctuation Gumbel), on utilise le fait que
L,, et M, ont méme loi, puis on écrit, pour tout t € R,

n—1
P(L, —2log(n) < 2t) = (1 _ e*%(2t+2log(n))>

e t\"
—t
—(1-) e
n n—oo

13.3 Mutations

Pour rendre compte de la diversité des individus dans une population, il
faut tenir compte des possibilités de mutation de '’ADN, en particulier lors
de sa réplication. Les mutations entrainent une diversification génétique des
enfants d’un méme individu. Le taux de mutation d’une base® est trés faible.
On suppose pour simplifier que ce taux ne dépend pas de la base concernée,

2. Cas particulier du théoréme de convergence de martingale bornée dans L?.
3. Un brin d’ADN est constitué par une suite de lettres d’alphabet {4, C,G,T}.
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ni de sa position dans le brin d’ADN et qu'il est constant au cours du temps.
Ainsi, a chaque génération, un individu a une probabilité y d’avoir une mu-
tation qui le différencie de son parent. Si 'on considére une séquence de m
bases, la probabilité que deux mutations aient lieu au méme endroit est 1/m.
Comme les probabilités de mutation sont faibles, cela arrive tres rarement. On
fera donc I'hypothése que 'on a une infinité d’alleéles possibles et que chaque
nouvelle mutation affecte un site différent. Ainsi, une mutation donne tou-
jours un nouvel allele. Le temps d’apparition d’'une mutation dans la lignée
ancestrale d’'un individu est donc une loi géométrique de parametre pu. On
pose 8 = 2uN et on suppose que 6 est d’ordre 1. Ainsi, lors du passage a
la limite quand N — oo, le processus de mutation devient un processus de
Poisson. Plus exactement, on munit chaque branche de I’arbre d’un processus
de Poisson de parametre 6/2 qui comptera les mutations. Les deux proces-
sus de coalescence et mutation sont d’origines aléatoires différentes. Nous les
considérerons indépendants.

Théoréme 13.5 (Loi du nombre d’alléles dans un échantillon). Si K, désigne
le nombre d’alléles distincts dans un groupe de n personnes alors

loi

K S+ 4,

0t (1K), sont des v.a. indépendantes avec ny, ~ Ber(0/(k —1+0)), k > 1.

Notons que 77 = 1 presque stirement. La variable aléatoire K,, correspond
au nombre de tables dans le processus des restaurants chinois du chapitre 14.
En particulier, on sait calculer les deux premiers moments, et on connait le
comportement asymptotique (convergence et fluctuation).

Démonstration. Pour un groupe de n individus, on s’intéresse au premier
temps (dans le passé) d’apparition d’une coalescence ou d’une mutation. Tout
se passe commie si U, était le minimum entre T,, premier temps de coalescence
(de loi Exp((g))) et Ry,..., R, premiers temps de mutation des individus
1,...,n de méme loi Exp(6/2). Puisque ces v.a.r. sont indépendantes, leur
minimum suit la loi exponentielle de parameétre égal & (lemme 11.2)

n +ngin(n71+9)
2 2 2 '

et la probabilité que ce premier phénomene soit une coalescence vaut

(3) n—1

”(n—21+9) Cn—1+6

De méme, la probabilité pour que ce phénomene soit une mutation est donc

7 n—1 0
n—1460 n—-1+46

1
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On pose 7, = 1 si ce premier phénomene est une mutation et 7, = 0 si
c’est une coalescence. La variable aléatoire 7, suit donc la loi de Bernoulli de
paramétre 0/(n — 1+ 6). Etudions ce qui se passe aprés ce temps U, :
— Sin, = 0 alors le nombre d’ancétres a l'instant U,, est n—1 et le nombre
d’alleles distincts dans ce groupe de n — 1 individus est K,,_1 = K,,.
— Si 7, = 1 alors I'individu qui a muté a 'instant U,, est a ’origine d’un
allele différent. Il correspond, dans la population initiale de n individus,
a la présence d’un allele distinct de tous les autres. De plus, cet alleéle
est présent une seule fois dans la population des n ancétres. On obtient
donc une population de n — 1 individus possédant K, 1 = K, — 1
alleles distincts.
Dans tous les cas, on a obtenu K,, = K,,_1+mn, et on considere a partir de ins-
tant U,, une population de n — 1 individus possédant K, _; alléles différents.
Par récurrence, on obtient bien la décomposition de K, en somme de variables
aléatoires de Bernoulli. La propriété de Markov du processus de coalescence
et I'absence de mémoire du processus de mutation assure I'indépendance des
variables aléatoires (), O

On peut en fait décrire plus précisément la structure des alleles d’une
population de n individus. Dans le modele a nombre d’alléles infini, un échan-

tillon de taille n peut étre représenté par une configuration ¢ = (c1,...,¢y)
ol ¢; est le nombre d’alléles représentés ¢ fois et |¢| = ¢1 +2¢o + - - - +ne, = n.
On notera e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) le ¢ vecteur unitaire. Il s’agit & pré-

sent d’établir une équation satisfaite par les probabilités (g(c)) ou ¢(c) est la
probabilité qu'un échantillon de taille |¢| tiré sous la probabilité stationnaire
ait la configuration e¢. On pose ¢g(e;) = 1. Supposons que la configuration
soit ¢. En remontant la généalogie de I’échantillon jusqu’au premier change-
ment, nous trouvons une mutation ou une coalescence (ancétre commun a
deux individus). Analysons ces deux événements :

— Le premier événement (mutation) a une probabilité (lemme 11.2)

nb /2 B 0
nf/2+nn—1)/2 O+n—1

La configuration b qui a conduit & la configuration c est

— b = ¢ si la mutation a eu lieu sur I'un des ¢; singletons (a lieu avec
probabilité ¢; /n),

— b = c—2e; +e5 sila mutation a eu lieu sur un des alleles représenté
2 fois (a lieu avec probabilité 2bs /n = 2(co + 1)/n),

— b=-c—e; —ej_1 +e; sila mutation a eu lieu sur un des alleles
représenté j fois (a lieu avec probabilité jb;/n = j(c¢; +1)/n)

— Le second événement (coalescence) a lieu avec une probabilité qui vaut
(n—1)/(0+n—1) et dans ce cas, la configuration précédente était de
la forme b = ¢ + e; — e;41 : un allele présent j fois (parmi les ¢; + 1)
s’est dédoublé, ramenant de ¢; + 1 & ¢; le nombre d’alleles présent j
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fois et de ¢j41 — 1 a c¢j4+1 le nombre d’alleles présent j + 1 fois. Cet
événement a une probabilité de jb;/(n — 1) = j(¢; +1)/(n —1).
On retrouve le processus des restaurants chinois du chapitre 14, qui affirme
que c suit la loi d’Ewens. On parle de formule d’échantillonnage d’Ewens en
génétique * : pour tous entiers aq, ..., a, vérifiant a; + 2as + - - - + na, = n,

q(c) = P(ei(n) = ai,...,cqa(n) = ay)
n! L]
T00+1)-- (9+n—1)1:[<j> o

13.4 Coalescent de Kingman

Le coalescent de Kingman est un processus a temps continu a valeurs
dans l’ensemble &, des relations d’équivalence sur [n] = {1,...,n} c’est-a-
dire ensemble des partitions de [n]. Il décrit la généalogie d’une population
de taille n. Jusqu’a présent, nous avons proposé un modele pour 1’évolution
temporelle du nombre d’ancétres d’une population initiale donnée. 1l s’agit a
présent d’étre plus précis en gardant trace des liens de parentés entre tous
les individus. Numérotons les individus de 1 & n. A un instant ¢, on définit
la relation d’équivalence ~ sur [n] par i ~ j si et seulement si les individus
7 et j ont le méme ancétre commun au temps ¢. Chaque classe d’équivalence
correspond a un ancétre de la population initiale et les éléments de cette classe
sont tous les descendants de cet individu. Soit C(t) cette partition aléatoire.

Supposons que C(0) = a € &, et notons k le nombre de ses classes (on
écrira |a] = k). Lorsque t augmente, nous progressons vers le passé et le
processus reste constant jusqu’a ’apparition d’un ancétre commun a deux des
ancétres de chaque classe. Lorsque ceci se produit, les deux ancétres, et par
conséquence tous leurs descendants, partagent cet ancétre commun. Les deux
classes d’équivalence sont donc regroupées (coalescent). Le taux d’apparition
de cet événement est 1. Le processus (C(t)),s, est le processus de Markov a
temps continu sur &, d’état initial C'(0) = A = {{1},{2},...,{n}} (personne
n’est rélié & personne), et de générateur Q

—(g) sia=f et |a| =k,
Qa,8) =<1 sian~f,

0 sinon,

ou la notation a ~ (3 signifie que la partition 8 peut étre obtenue a partir de
la partition « en fusionnant deux de ses classes d’équivalence. Le processus
C est appelé coalescent ou m-coalescent. Pour déterminer sa loi, il faut tout
d’abord étudier la chaine incluse (Cin°) . Cette chaine est issue de
A et admet pour transitions :

k=n,n—1,...,1

4. «ESF : Fwens Sampling Formula» en anglais.
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‘ [l

( sia~fet|al =k,

0 sinon.

N 7
~—|

P, = Bl O = a) = {

Le processus C' évolue donc selon une suite
A=C~C ~ - -~ O =06,

ol O est la partition triviale et passe en la partition C}*® un temps exponentiel
de parametre (2) Les taux de transition ne dépendent de la partition qu’au
travers de son cardinal et

|C(t)| = An(t)a

puisque les classes de C'(t) sont en bijection avec les ancétres au temps ¢. Ainsi,
les processus (An(t));>, et (Cjre),, sont indépendants et pour tout ¢ > 0,

Plus précisément, on a
P(C(t) = a) = P(4,(t) = [a P(CI2S = a).

Théoréme 13.6 (Loi du coalescent de Kingman). Soit 1 < j < n et «
une partition de [n] dont les classes d’équivalence admettent les cardinauz
AL, ..., Aj. Alors,

Démonstration. On procede par récurrence descendante. Le résultat est clair
pour j = n (si a n’est pas la partition A, sa probabilité d’apparition est nulle,
et A est la seule partition & n classes, toutes singleton). Supposons que le
résultat soit vrai pour j > 2. Alors

pi-1(8) = P(C}™ = B)
Z ( ( ;ncl_ﬁ|cmc_ )

a€é,
2
= Z pj(a)i-
= i =1
Notons A1, ..., Aj—1 les tailles des classes d’équivalence de . Celles de o sont
)\17 teey )\lflvmv >\l —m, /\l+17 L) )\jfl

pour un certain 1 <I<j—1et 1 <m < A — 1. Posons

m = )\1' . ~)\g_1!m!()\l — m)!)\l+1! te Aj—l!-



13.5 Pour aller plus loin

Gréace a I’hypothése de récurrence®,

1j—1 A—1 2(n — Y1G — 1! A
pj-1(8) = 5 ;n; 3G = Dal(n — 1)!7rl7m (m)
(n—)'G = DI —2)! 1A
N jn!?n—l)!] Al!"'Aj—l!;mz::ll
n—73+ DG -5 —2)
- — n!)(T(L]— 1)') § : Arlee Ayl

carZ{;llzklfll:)\1+-~-+)\j,1—j+1:n—j+1..

m=1

13.5 Pour aller plus loin
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En biologie, la phylogénie est I’étude des relations de parenté entre étres
vivants. La modélisation stochastique en phylogénie est abordée par exemple
dans les livres de Warren Ewens [Ewe04], de Rick Durrett [Dur08], et de
Jean-Frangois Delmas et Benjamin Jourdain [DJ06]. Les aspects statistiques
sont abordés dans le cours de Simon Tavaré [Tav04]. John Kingman étudie
le processus qui porte son nom dans [Kin93]. Son travail a donné lieu a de
nombreux développements, notamment une théorie de la fragmentation et de
la coalescence, en liaison avec les processus de branchement, les processus de
Lévy, et les partitions aléatoires. On pourra consulter les livres de Nathanaél
Berestycki [Ber09] et de Jean Bertoin [Ber06], ainsi que le cours de Saint-Flour

de Jim Pitman [Pit06] et le cours de Sylvie Méléard [Mé13].

5. Le facteur 1/2 au début est dii & la permutation de m et A\; — m. Pour bien le

comprendre, considérer les exemples \; = 2 et \; = 3.
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Restaurants chinois

Mots-clés. Partition aléatoire ; permutation aléatoire ; loi d’Ewens ; algo-
rithme de Fisher-Yates-Knuth ; nombres de Bell ; nombres de Stirling.

Outils. Combinatoire; groupe symétrique; chaine de Markov; martin-
gale ; inégalité de Markov ; loi de Poisson.

Difficulté. **

Ce chapitre est consacré a l’étude de propriétés remarquables de la loi
d’Ewens, apparue dans le chapitre 13 comme la loi de la partition d’une po-
pulation en fonction des alleles d’'un méme gene dans un modele & nombre
d’alléles infini. Les propriétés sont présentées sous la forme ludique du pro-
cessus dit des restaurants chinois mais ce sont bien les interactions avec la
biologie évoquées ci-dessus qui en sont la réelle motivation d’origine.

Pour tout entier n > 1, on note S, I'ensemble des permutations de
{1,...,n} (groupe symétrique). Le processus des restaurants chinois est une
chaine de Markov inhomogéne (O’n)n>1, d’espace d’états U, >1Sy,, ol oy, est a
valeurs dans S,, pour tout n > 1, de valeur initiale o3 = (1), et de noyau de
transition donné pour tous (o,0’) € S;, X S, 41 par

1 C s .
si o/ s’obtient en insérant n + 1
0+n
dans 'un des cycles de o ;
0
Plopi1=0'|o,=0) = si o’ s’obtient en ajoutant
0+n
le cycle (n+1) a o}
0 sinon ;
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ou f > 0 est un parametre fixé qui ne dépend pas de n. Il s’agit bien d’un
noyau de transition car la somme des longueurs des cycles de o est n. Le
nom de ce processus provient de l'interprétation des cycles de o, comme
les tables circulaires occupées par les n clients d’un restaurant chinois, ces
restaurants ou les gens s’attablent sans se connaitre. Au temps initial 1, le
restaurant ne compte qu'une seule table occupée par un seul client numéroté
1. Par récurrence sur n, a I'instant n+ 1, et conditionnellement a tout le passé
01,...,0p, Un nouveau client, numéroté n + 1, pénetre dans le restaurant, et
décide soit de rejoindre I'une des tables déja occupées (cycles de o,,) avec une
probabilité proportionnelle a la taille de la table (longueur du cycle), & une
place uniformément choisie, soit de s’asseoir & une table vide (créer un nouveau
cycle de longueur 1 contenant n + 1). Cette interprétation gastronomique
suppose que les convives ne changent jamais de table, que les tables peuvent
avoir un nombre arbitrairement grand de convives, et que le restaurant peut
comporter un nombre arbitrairement grand de tables.

1g . 24 5
123456
o6 = (1,6,3)(2,4)(5) (6 28 3) ot 76 = {{1,6,3}, {2,4}, {5}}

Fig. 14.1. Configuration avec n = 6 clients sur 3 tables dans le restaurant chinois.

Associons & la permutation aléatoire o, la partition aléatoire m, de
{1,...,n} donnée par le support des cycles. Chaque bloc de 7, regroupe les
clients d’une table du restaurant. On a m; = {1}, et pour tout n > 1, 7, est &
valeurs dans ’ensemble [T, des partitions de {1,...,n}. En général, 'image
d’une chaine de Markov par une fonction n’est pas une chaine de Markov .
Cependant, il se trouve ici que (7,),,-, est une chaine de Markov inhomogene
sur Uy, >117,, de noyau de transition donné pour tous (m,n’) € II,, X II,, 11 par

1. Un critére di a Dynkin fournit une condition suffisante sur la fonction.



14.1 Lois d’Ewens 187

L o
7T si ' s’obtient en insérant n + 1
n
dans le bloc b de 7;
- _ — 0
P(rpr =7 |m = 7) = 0T si ' s’obtient en ajoutant
n
le bloc singleton {n + 1} & 7 ;
0 sinon ;

ol [b| désigne le cardinal de b. Ona >, |b| =n o b € , signifie que b est
un bloc de m,.

Remarque 14.1 (Cas extrémes). Lorsque § =0 on a m, = {{1,...,n}} tan-
dis que si 0 = oo alors m, = {{1},...,{n}}. Les probabilités sont monotones
en 0. Plus 0 est grand, plus les clients ont tendance a s’asseoir a une table
vide plutét que de rejoindre une table occupée.

Remarque 14.2 (Remonter le temps). Sur ce début de trajectoire de (7y)n>1,

™ = {{1}}

2 {1}, {2}}

T3 = {{1’3}’{2}} ,
my = {{1,3}, {2}, {4}}

on remarque immédiatement qu’il est possible de remonter le temps. Par
exemple, d partir de w4y, on en déduit w3 en repérant le bloc contenant 4,
puis on en déduit mo en repérant le bloc contenant 3, puis w1 en repérant le
bloc contenant 2. Plus généralement, pour tout n > 1 et tout © € Iy, il
existe un unique w € II, tel que P(mpyq = 7' |7, = 7) > 0. L’information
sur my, est intégralement contenue dans m,41 sans dégradation. Le processus
transporte intégralement son passé.

14.1 Lois d’Ewens

On note |7| le nombre de blocs de la partition 7 € IT,, et |o| le nombre de
cycles de la permutation o € S,,. Ainsi on a |m,| = |o,| pour tout n > 1.

Théoréme 14.3 (Loi d’Ewens sur S,,). Pour tout o € S,,, on a

glel
60 +1)---(0+n—1)

P(o,=0) =

Démonstration. La formule est vraie pour n = 1. Procédons par récurrence
sur n et supposons-la vraie pour n > 1. Soit ¢’ € S,41. On observe tout
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d’abord qu’il existe un unique o € S,, tel que P(op,41 = 0’ |0, = o) > 0. Si
|o’| = |o| + 1 alors P(o,41 = 0’ |0, = 0) = 0/(6 + n) et si |o'| = |o| alors
P(opi1 =0’ |0, =0) =1/(0 4+ n). Dans les deux cas, on a bien

glo'l
60 +1)---(0+n)

O

Plopy1=0")=P(o, =0)P(opy1 =0 |0, =0) =

Remarque 14.4 (Marche aléatoire, transpositions, et loi uniforme sur S,).
Conditionnellement & {c,, = o}, on peut construire op41 & partir de o en
choisissant d’abord un élément aléatoire K de {1,...,n+1} valant n+1 avec
probabilité /(0 +n) et 1,...,n avec probabilité 1/(0 + n), puis en ajoutant
n+ 1 au cycle de o contenant K si K < n ou en créant un nouveau cycle
(n+1) si K =n+ 1. Ceci revient d fabriquer d partir de o un élément o’
de Sp41 en ajoutant d o le cycle (n+ 1), puis & calculer le produit o' dans
Sn+1 04 T est la transposition aléatoire (n+ 1, K). Ainsi

loi

(O-n)n>1 = ((17 Kl) T (’I’L7 K’”))n)l
ou (Kn)n21 est une suite de variables aléatoires indépendantes avec K1 = 1
et pour tout n = 1, K11 de loi ﬁél 4+ ﬁén + ngLn(SnJrh et (Un)n>o
est une marche aléatoire sur S,, non homogéne en temps, sur le graphe de
Cayley de S,, engendré par les transpositions. St 0 = 1 alors pour tout n > 1,

K, suit la loi uniforme sur {1,...,n}, tandis que o, suit la loi uniforme sur
Sn, et on retrouve l'algorithme de Fisher-Yates-Knuth du théoréme 4.1.

Théoréme 14.5 (Loi d’Ewens sur I1,,). Pour tout m € II,,, on a

g~
Pl =m) = g5 @ +n=1) IET(“)' - Dh

Démonstration. Le théoreme 14.3 donne

g~
@+1)---(0+n—-1)

P(rp,=m)= Y Plo, =0)= ; |E,|

ocelb,

ou E, est I'ensemble des 0 € §,, dont la partition de la décomposition en
cycles est m. Il y a (k — 1)! cycles de longueur k d’un ensemble & k éléments
donc le cardinal de E est donné par J], . (|b] — 1)!. O

Remarque 14.6 (Loi d’Ewens et loi uniforme sur I1,,). Pourn > 3, quel que
soit 0, la loi d’Ewens sur I, n’est jamais la loi uniforme étudiée dans le cha-
pitre 4. En effet, notons m = {{1},{2},...,{n}}, 7’ = {{1,2},{3},..., {n}},
" ={{1,2,...,n}}. Alors P(m,, = 7) = P(xw, = 7') uniquement pour § = 1
et dans ce cas P(m, = ) # P(m, = 7").
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Pour tout temps n > 1 et tout 1 < k < n, soit A, j le nombre de tables de
taille k au temps n, c’est-a-dire le nombre de blocs de taille k& dans la partition
aléatoire m,. On a

n= An,l + 2An,2 + -+ nAn,n et |7Tn‘ = An,l + -+ An,n~

Théoréme 14.7 (Loi d’Ewens sur les blocs). Pour tout n € IN* et tout
(a1,...,an) € N vérifiant a1 + 2a2 + - - +na, =n, on a

n' n 1 9 aj
Pl =i o =) = Gy g 1) Ha;'<]) '

Jj=1

Démonstration. Le théoreme 14.5 donne

9a1+ t+an

P(An,l:ala---aAn,n:an):9(9+ ) 9+n_1 H .]_1 a]|Hn(a)|

ou IT,(a) désigne I'ensemble des 7w € II,, comportant ay, blocs de taille & pour
tout 1 < k < n. Or l'ensemble IT,(a) a pour cardinal

n!
H?zl(j!)aj a;!’
d’ou la formule. O

Remarque 14.8 (Apparition et maintient de petites tables). Le processus
des restaurants chinois permet lapparition de petites tables et le maintien de
leur présence au fil du temps car elles sont choisies au prorata de leur taille!

14.2 Nombre de tables

Au temps n > 1, la salle du restaurant se compose de |, | tables occupées.
Théoréme 14.9 (Nombre de tables). Pour toutn > 1, on a

n—1

0
B(mal) = 3 5 = 0108(n) + O (1) 0log(n),
k=0
et
n—1
Var(|m,|) = Z 9 n k; =0log(n) + Opno(1) oo 0log(n).



190 14 Restaurants chinois

1000

500

Effectif

0 10 20 30
Longueur de cycle

Fig. 14.2. Histogramme d’un échantillon de taille 5000 de la loi d’Ewens de taille
n = 1000 et de parametre 6 = 1.

Démonstration. La suite markovienne (7,),; a la méme loi que la suite
récurrente aléatoire définie par m; = {{1}} puis pour tout n > 1 par

Tn4+1 = fn (7Tn, En+1)

ol (en),, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], et ot

fn(m, €) est Pélément de IT,, 41 obtenu & partir de m € II,, soit en ajoutant n+1

au bloc by de wsie € [(|b1] + -+ |bp—1]) /(0 +n), (|b1] + - - - + [bk]) /(0 + n)]

avec 1 < k < ||, olt by, ..., by sont les blocs de m, soit en ajoutant le bloc

{n+ 1} a la partition 7 si € € [n/(6 +n), (0 +n)/(0 + n)]. On rappelle que

n = [b1| + -+ |bjz|. On a alors |7,| = & + - - 4 &, pour tout k£ > 1, out
e e NS

O0+k—1260+k—1

La suite (£),, est constituée de variables aléatoires indépendantes de lois
de Bernoulli, et pour tout k£ > 1

0

P& =1)=1-P(& =0) = 5077

L’événement {&, = 1} signifie que le client n décide de créer sa propre table,
tandis que I’événement {&, = 0} signifie qu’il décide de rejoindre une table
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existante. En particulier, & = 1 p.s. Cela donne pour E(|m,|) et Var(|7,|) les
formules en sommes. A ce stade, on rappelle la comparaison série-intégrale
suivante : si f : Ry — Ry est une fonction continue et décroissante alors

n+1 n n
/0 f(t)dtékz_%f(k)éf(owr/o F(t) dt.

Donc E(|m,|) et Var(|m,|) valent 0log(n) + Op—oo(1) ~n—oo 0log(n) . O

Remarque 14.10 (Un jeu de pile ou face inhomogene). Par construction,
(Imnl)n>1 est p.s. croissante et ne fait que des sauts de +1. Elle constitue le
processus de comptage partant de 1 de tops espacés par des durées aléatoires
indépendantes. Cependant, ces durées ne sont pas de méme loi, et ne sont pas
de loi géométrique. Il s’agit plutét d'un jeu de pile ou face ou la probabilité
de gagner change d chaque lancer. Bien que (mp)n>1 Soit croissante, elle est
cependant de moins en moins croissante en quelque sorte puisque la quantité

o =P(mpp1]| = | +1) = P(§up = 1) = 0(0 + n)_l

décroit quand n croit. Malgré tout, la moyenne et la variance de |m,| sont
équivalentes d 0log(n) lorsque n tend vers co. La situation différe du cas du
collectionneur de coupons du chapitre 1, pour lequel la probabilité de gagner
change aprés chaque succes.

Théoréme 14.11 (Asymptotique du nombre de tables). On a

|7Tn| P
log(n) n—oo

|7Tn‘ L? . .
— 0 et en particulier
log(n) n—oo

Démonstration. Grace au théoréeme 14.9, quand n — oo,

E (( ol _(,)2) _ Vax(lra) + (E(im) — log(n))?

log(n) (log(n))?
1
=0 ——= ) =o0(1).
<1og(n)> o
La convergence en probabilité s’obtient grace a 1’inégalité de Markov. a

Le résultat suivant affirme que la convergence a lieu presque siirement.
La borne O(1/log(n)) obtenue par la méthode du second moment ci-dessus
n’est pas sommable, ce qui ne permet pas d’obtenir la convergence presque
stire par application du lemme de Borel-Cantelli. Cela suggere cependant de
considérer un moment d’ordre plus élevé. Alternativement, on peut chercher
a se ramener a un résultat sur les martingales.

Théoréme 14.12 (Asymptotique du nombre de tables). On a

||  pas,
log(n) n—oo




192 14 Restaurants chinois

Démonstration. Soient (fn)n>1 comme dans la preuve du théoréme 14.9. Alors

|Wn| ) lm
<log(n) n>2 <log Z€k>n>2'

Notons que £ = 1 p.s. et donc & — E(&1) = 0. Pour tout n > 2, on a

1 n
log ka ~ log(n ) Z(Ek ~ B(& log ZE

k:l

Le second terme du membre de droite converge vers 6 quand n — oo grace
au théoreme 14.9. Il suffit donc d’établir que le premier terme du membre de
droite converge presque stirement vers 0. Or si

&k — E(&k)
kZQYk avec Y = Iog (k:)

alors (Sp),,, est une martingale bornée dans L? car (théoréme 14.9)

L& Var(&) & 4
E(SD = 2. logt))? < 2 @7k~ Dlog®F <

k=2 k=2

Il est utile de rappeler a ce stade que la série de Bertrand

> 1
,;2 k(log(k))?

converge ssi § > 1. Etant bornée dans L2, la martingale (Sn)n>2 converge p.s.
(et dans L?) vers une variable aléatoire dans L? (donc finie p.s.). Le lemme
de Kronecker ? assure alors la convergence p.s. vers 0 quand n — oo de

1 " 1
log(n) kZZQIOg(k)Yk ~ log(n ) Z(fk — E(&))-

Notons qu’alternativement au théoreme sur les martingales, on pourrait uti-
liser le théoréme des séries centrées (théoréme 10.3). O

Théoréme 14.13 (Asymptotique en loi du nombre de tables). On a

|ﬂn‘ OﬂnD Af«)l)

Var(|m,|) n—o

De plus E(|m,|) et Var(|m,|) peuvent étre remplacés par 6log(n).
2. Si Y. an converge alors limy oo by ' > _, brak = 0 lorsque 0 < b, o0.
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Démonstration. Tout d’abord, on note que E(|m,|) et Var(|m,|) peuvent étre
remplacés par 6log(n) en utilisant le lemme de Slutsky et le théoréme 14.9.

Le résultat découle du théoréme de Berry-Esseen de la section 1.6 utilisé
avec X = &, de loi de Bernoulli de moyenne 6/(0 + k — 1). On obtient
méme une vitesse de convergence uniforme pour les fonctions de répartition !
Le résultat peut également étre obtenu en utilisant le théoréme limite central
de Lindeberg-Lévy pour les sommes de variables aléatoires indépendantes pas
forcément de méme loi, ou encore en utilisant le théoréeme limite central pour
les martingales de carré intégrable avec normalisation par processus croissant.

Une preuve alternative peut étre obtenue en utilisant 'inégalité de Le
Cam renforcée de la section 1.6, avec p, = 0/(0 + k — 1). En effet, cela donne
Ayt (fin, Vn) = 0n—oo(1), et par conséquent, pour toute fonction continue et
bornée f: R — R, on a, avec o2 = Var(|m,|),

B (E2) (B2 ot

ou P, désigne une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de moyenne
An = p1 + -+ pn. D’autre part, par le théoreme limite central, le théoreme
14.9 qui donne /A, /o, — 1, et le lemme de Slutsky, on a

Pn_ n Pn_ n n oi
An _ An VAn Joi, nrg 1),

On vV An o, n—oo

a

La preuve précédente montre que la poissonisation est utile méme si la
moyenne diverge : A\, = p1+---+p, — oo. D’autre part, on a p?+---+p2 /4 0
et donc l'inégalité de Le Cam dyr (iin,, V) = O(p3 + - -+ + p2) ne suffit pas.

14.3 Tables extrémes

A Tlinstant n le restaurant compte A, ; tables réduites & un seul client. La
combinatoire permet d’obtenir la loi de A, ;. Contentons-nous ici des deux
premiers moments.

Théoréme 14.14 (Clients solitaires). Pour tout tempsn > 1, le nombre Ay, 1
de tables réduites a un seul client vérifie

B nb B n(n — 1)(7’L — 2+ 29)0
Bdna) =777 o Vel =g g onio-e

n+60-—1

En particulier, si 8 = 1 alors E(A, 1) = Var(A,1) = 1 pour tout n > 1,
tandis que pour tout 0,

lim E(A,1) =196 et lim Var(4,1) =0.

n—oo n—oo
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Notons que pour = 1, la permutation aléatoire o,, suit la loi uniforme
sur Sy, et possede |o,| = |m,| ~ log(n) cycles, et en moyenne E(A, 1) =1
point fixe pour tout n > 1.

Démonstration. 1l s’agit de décrire la loi de la premiere composante A, ;
d’un vecteur aléatoire A, de IN” qui suit la loi d’Ewens. Il est cependant plus
commode de voir A, ; comme le nombre de blocs de taille 1 dans m,. On
a A1 =1et0< A,1 < n pour tout n € IN*. De plus, pour tous entiers

1<ay,...;ap<net0<a41 <n+1lona
P(Apy11=ans1|Arn =a1,..., Api =an) = P(Ant11 = Gng1 | An = an)
qui vaut
0 i , . .
si apt1 = an + 1 (S’attabler seul & une table vide) ;
0+n
a
& si apt1 = an — 1 (rejoindre la table d’un solitaire) ;
0+n
n—an . . . .
Grn Sni1=an (rejoindre une table comptant 2 clients ou +);
0 sinon.

En particulier, (A, 1)n>1 est une chaine de Markov inhomogene d’espace
d’états IN. On obtient la remarquable formule affine 3

al@+n—1)+06

IE(An+1,1 \An,l = Cl) = 0+n

Cela donne (n + 0)mp41 = (0 +n — 1)m, + 6 ot my, := E(A, 1). La formule
annoncée pour m, s’en déduit. Pour la variance, les calculs sont semblables
mais plus lourds, et utilisent la formule

Var(X) = E(Var(X |Y)) + Var(E(X | Y))
olt Var(X |Y) :=E(X?|Y) — E(X |Y)? est la variance conditionnelle. 0

L’entier A, , représente le nombre de tables comportant n clients, autre-
ment dit le nombre de blocs de taille n dans 7,. Lorsqu’une telle table existe,
elle regroupe tous les clients, et on dit donc qu’il s’agit d’une table unique.
On a A, , =1 si et seulement si |7,| = 1. Le théoréme suivant précise les
choses, et montre en particulier qu’asymptotiquement, le modele des restau-
rants chinois ne fait pas apparaitre de table unique.

3. Une martingale se cache dans la chaine de Markov !
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Théoréme 14.15 (Table unique). On a A;1 =1 et A, ,, € {0,1} pour tout
n > 1. Pour tout n > 2, la probabilité qu’il n’y ait qu’une seule table vaut

n—1
k
k=1

Enfin, la suite (Aypn)n>1 décroit presque strement vers 0.

Démonstration. Les premieres assertions du théoréme découlent directement
de la définition de m,. L’expression de la probabilité P(A,, ,, = 1) s’obtient en
notant que P(A,, =1) =P(& =0,...,&, =0) =P =0)---P(&, = 0).
Pour la convergence presque siire, on remarque d’abord que, puisque 6 > 0,
le produit infini [];, (1 + 0k~1) diverge car la série harmonique diverge, et
par conséquent lim,, o, P(A4,,, = 1) = 0. D’autre part, la suite d’événements
(Epn)n>1 définie par E,, = {4, , = 0} est croissante, et donc

P(lim A,,=0)=PU 2 E,) = lim P(E,)=1—- lim P(4,,=1)=1.

n—oo n—oo n—oo

En fait, A, = Ly ot T :=inf{n > 1:§, = 1} est 'instant de premier
succes dans un jeu de pile ou face dont la probabilité de gagner change a chaque
lancer, et décroit vers 0 au fil du temps. La décroissance est cependant suffi-
samment lente pour assurer un succes certain. En effet {T' < oo} = U2, E,
et donc P(T < oco) = 1. Alternativement, on peut utiliser le lemme de Borel-
Cantelli pour les événements indépendants F,, = {&, = 1} qui vérifient

ZIP(Fnzl)zzoin:oo

n>1 n>1

et
MFn = {Z ]l{En:l} = OO} C {T < OO}

n>1

14.4 Compléments de combinatoire

Le cardinal de B, est le n-éme nombre de Bell B,, (chapitre 4). On a
“ [n
5= 3 {1}
k=1

ou la notation entre accolades désigne le nombre de Stirling de seconde espece,
qui compte le nombre de partitions & k& blocs de {1,...,n}. On dispose de la
formule de récurrence
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avec conditions au bord

(i}« -

car pour choisir une partition de {1,...,n} ayant k blocs il faut et il suffit soit
de choisir une partition de {1,...,n — 1} ayant k — 1 blocs et de la compléter
avec le bloc singleton {n}, soit d’ajouter I’élément n & 'un des k blocs d’une
partition de {1,...,n — 1} ayant k blocs. Si X est une variable aléatoire de
loi de Poisson de parameétre \ alors

BE(X") =" {Z}Ak en particulier E(X") =B, si\=1.
k=1

On dispose également de la formule explicite suivante :

(i} =g ()

qui peut s’obtenir griace au principe d’inclusion-exclusion car le nombre de
Stirling de seconde espéce est égal au nombre de surjections de {1,...,n}
dans {1,...,k} divisé par k!

Une partition de {1,...,n} prescrit le support des cycles mais ne précise
pas la structure interne de chaque cycle. Il peut donc y avoir plusieurs permu-
tations pour chaque partition. Le nombre de permutations de {1,...,n} qui
possédent exactement k cycles est donné par le nombre de Stirling de premiere
espéce non signé, noté

n
)

égal au coefficient de 2* dans le polynome de Pochhammer

Ty =2z(z+1)---(x+n—1).

14.5 Pour aller plus loin

L’essentiel de ce chapitre est tiré de Particle didactique [CDM13]. Warren
Ewens est un professeur de biologie mathématique né en 1937 en Australie.
C’est a la fin des années 1960 qu’il découvre la loi qui porte aujourd’hui son
nom, en étudiant un probléme d’échantillonnage en génétique des populations,
lié au modele de Wright-Fisher, abordé dans le chapitre 12. Le parametre 6



14.5 Pour aller plus loin 197

apparait comme un taux de mutation des alleles, comme expliqué dans le cha-
pitre 13. Une synthése sur le sujet se trouve dans son livre [Ewe04], ainsi que
dans ceux de John Kingman [Kin80] et de Rick Durrett [Dur08], ou encore
dans le cours de Sylvie Méléard [Mé13]. De nombreux aspects statistiques sont
abordés dans le cours de Simon Tavaré [Tav04]. Le travail d’Ewens a engendré
un nombre considérable de travaux en biologie quantitative et en probabilités.
La loi d’Ewens apparait dans une large gamme de structures aléatoires dis-
cretes dites logarithmiques, allant de la combinatoire a la théorie des nombres.
On pourra consulter a ce sujet le livre de Richard Arratia, Andrew Barbour,
et Simon Tavaré [ABTO03]. Il semble que le processus des restaurants chinois
doive son nom a Jim Pitman. Il apparait sous ce nom dans un cours de David
Aldous [Ald85]. Fred Hoppe a montré dans [Hop84] qu’on peut le relier & un
modele d’urne de type Pélya. On peut aussi le relier aux processus de Diri-
chlet et aux partitions aléatoires de [0, 1] (voir ci-dessous). De nos jours, le
processus des restaurants chinois et la loi d’Ewens font partie du folklore d’une
théorie plus générale de la (fragmentation et de la) coalescence. On pourra a
ce sujet consulter les livres de Kingman [Kin93], de Jean Bertoin [Ber06], de
Pitman [Pit06], ainsi que de Nathanaél Berestycki [Ber09].
Voici deux autres représentations remarquables de la loi d’Ewens :

1. Si Zy,...,Z, sont des variables aléatoires indépendantes de lois de
Poisson de moyennes 0/1,...,0/n alors

Loi(Zy,...,Zn | Z1 4+ 225+ -+ -+ nZ, =n) ~ Ewens(n, 0);

2. Soit (P,)r>1 la loi sur IN* aléatoire générée a partir de la partition
aléatoire suivante de I'intervalle [0, 1] congu comme un baton de craie ® :

P =W, P=01-W)W,, P3=(1-Wi)(1-W3)Ws,...

ot (W,),>1 sont des variables aléatoires i.i.d. de loi Beta(1,§) de den-
sité w — (1 — w)? Mg 1)(w). Conditionnellement & (Py)y>1, soient
X1,...,X, des variables aléatoires i.i.d. sur IN* de loi (P,),>1. La suite
X1,..., X, fait apparaitre au plus n entiers différents. Il se trouve que
leurs effectifs suit la loi Ewens(n, 6)!

Signalons enfin qu’il est possible d’établir que pour tous 0 < k < n,

ek

}9(9+1)..-(9+n1)

Pllmal =) = |}

et d’obtenir une formule du méme genre pour la loi du couple (A, |7,|), voir
larticle de Ewens et Tavaré dans [JKB97].

4. Cette construction est connue sous le nom de «stick breaking» en anglais.
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Renforcement

Mots-clés. Renforcement ; urne ; graphe aléatoire ; attachement préféren-
tiel ; loi de puissance.

Outils. Chaine de Markov ; martingale ; marche aléatoire ; échangeabilité ;
loi exponentielle.

Difficulté. **

Le phénomene du renforcement est tres présent dans la nature, notamment
en génétique, en physique statistique, en sociologie, en psychologie, et en neu-
rosciences. Ce chapitre présente trois modeles emblématiques du phénomene :
I'urne de Poélya, le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabési-
Albert, et une marche aléatoire renforcée. Il se termine par un théoréme de
Rubin sur les urnes de Pélya généralisées. D’autres instances se trouvent par
exemple dans les modeles de Wright-Fisher et de Moran (chapitre 12), de
Ewens (chapitre 14), dans certains modéles de croissance (chapitre 6), et dans
le modele d’Ehrenfest (chapitre 9). Dans les modeéles markoviens, le phéno-
mene du renforcement apparait souvent en liaison avec une propriété de mo-
notonie partielle dans une récurrence aléatoire.

15.1 Urne de Pélya

L’urne de Pdlya est un modele simple de renforcement, qui modélise par
exemple le fait que le succes ou la richesse s’auto-amplifie au cours du temps.

Au temps n = 0, on prépare une urne contenant a > 0 boules argentées et
b > 0 boules blanches. Pour fabriquer la configuration de 'urne au temps n =
1, on tire au hasard une boule dans I'urne, puis on remet la boule tirée dans
I'urne, ainsi qu’une nouvelle boule de méme couleur. On répete ce mécanisme
de maniére indépendante pour fabriquer la configuration de I'urne en tout
temps n € IN. Notons M,, € [0, 1] la proportion de boules argentées & I'instant
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n € IN. Alors, a l'instant n € IN, I'urne contient a + b + n boules dont (a +
b+ n)M,, sont argentées. Conditionnellement & M,,, une boule argentée est
ajoutée au temps n + 1 avec probabilité M,,. Ainsi, My = a/(a 4+ b), et

(a + b + n)Mn + ]1U7L+1 <My,
a+b+n+1

ol (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi uniforme sur [0, 1], 'événement {U,41 < M,}
correspondant a l'ajout d’une boule argentée. La suite récurrente aléatoire
(Mn)n20 est a la fois une chaine de Markov non homogene d’espace d’états
[0,1] et une martingale. Codons le résultat du me tirage par une variable
aléatoire X,, & valeurs dans {«, 8} ol « et 8 indiquent respectivement que
la boule tirée est argentée ou blanche. Notons enfin Y,, et Z,, les nombres
respectifs de boules argentées et blanches ajoutées apres les n premiers ti-
rages. A Tinstant n, l'urne contient a +Y,, + b+ Z, = a + b + n boules,
dont a +Y, = a+ >, Iix,—ay = (a + b+ n)M, boules argentées et
b+ 72, =b+ Zzzl 1;x,—py boules blanches. On a Y, + Z, = n. La suite
(Xn, Yo, Zn)n>1 vérifie la récurrente aléatoire

Mn+1 -

o, Yo +1,7Z,) siUppr < 22
(XYL+17)/'IL+17Z7L+1) = {( Y Z 1) i U - a;::){z?
(ﬁa ny 4n + ) Sl Unp+1 > atbin’

avec la convention Yy = 0 et Zy = 0 (il est inutile de définir Xj).

Théoréme 15.1 (Martingale). La suite (Mn)n>0 est une martingale d valeurs
dans [0,1] pour la filtration (Fy),~q définie par F = o(Un,...,Uy), et en
particulier la proportion moyenne de boules argentées est conservée au cours
du temps : pour tout n € IN,

a
E(M) = E(My) = .
De plus, il existe une variable aléatoire Mo, sur [0,1] telle que
lim M, = My
n—oo
p-s. et dans LP pour tout p > 1. En particulier E(Ms) = E(Mo) = ;4.

Démonstration. Pour tout n € N, M,, est F,,-mesurable, & valeurs dans [0, 1]

donc bornée donc intégrable, et

(a+b+n)M, + M,
a+b+n+1

Ainsi (Mp),,5, est une martingale pour (F,),,,- Le théoréme de convergence

des martingales uniformément bornées donne M,, — M, presque siirement
et dans LP olt M, est une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1] *. O

E(MnJrl |-7:n) = E(Mn+1 |Mn) = = M,.

1. La martingale est uniformément intégrable. Alternativement, on peut utiliser
le théoréme de convergence des martingales positives pour obtenir la convergence
presque siire puis le théoréme de convergence dominée pour la convergence dans LP.
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Théoréme 15.2 (Equilibre). La variable aléatoire Mo qui apparait dans le
théoréme 15.1 suit la loi Beta sur [0,1] de paramétre (a,b) de densité

ua—l(l _ u)b—l

uel01]- Beta(a, b)

1
ol Beta(a,b) ::/ pa—l(l_p)b—l dp.
0

En particulier, si a =b =1 alors My suit la loi uniforme sur [0,1].

Démonstration. Rappelons tout d’abord que

Beta(a,b) = Zm ou I'(z):= /Oootz—le—m di.

A présent, pour tous ¢ et k on note

(c+k—1)!  T(c+k)

B =cle+1)---(c+k—1)=

(c—=1!  I(c)
Pour tous 1, ...,x, dans {0,1}, on a, en notant k = 1 + -+ - + xp,
ak) pn—Fk)
]P(]l{Xlza} =Ty, ]];{ana} = l'n) = m
Cette probabilité est invariante par permutation des xq,...,z, : la loi du
vecteur aléatoire (Iix,—a},--.,1{x,=a}) est échangeable. Ainsi le nombre
(aléatoire) Y, = > ,_; 1{x,—a} de boules argentées tirées au cours des n
premiers tirages vérifie, pour tout k € {0,1,...,n},
(k) p(n—k)
n\ a
P(Y, =k = ()27
(¥n =) (k) DR
_(n\I'(a+k)'(b+n—Ek)['(a+Db)
\k I'(a)I'()I'(a+b+n)
~ (n) Beta(a+k,b+n—k)
\k Beta(a, b)

Naw aek P (1= p)" !
7/0 (k)p (1-p) Beta(a, b) ap-
On dit que Y, suit la loi Beta-binomiale, qui est un mélange de lois binomiales
de taille n dont le parameétre p suit la loi Beta de parametre (a,b). On a
M, = (a+Y,)/(a+b+mn)avec Yo = 0. Lorsque ¢ = b = 1, la formule
pour la loi de Y;, indique que Y,, est uniforme sur {0,1,...,n}, et donc M,
est uniforme sur {1/(n + 2),...,(n + 1)/(n + 2)}, ce qui entraine que M
est uniforme sur [0, 1]. Dans le cas général, on peut établir, en utilisant la
correspondance Beta-binomiale (chapitre 1), que pour tout ¢ € [0, 1],

P(My <t)= lim P(Y, < (a+b+n)t —a)

n— oo
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Urne de Polya, a=1, b=1
1.0

0.8

0.6

Mn

0.4
0.2

0.0

Fig. 15.1. Quelques trajectoires de I'urne de Pdlya.

1 b b—1
= [ w1 W) du
Beta(a, b) /0 w = (1-w) "

O

Les théoremes 15.1 et 15.2 s’étendent au cas ou a et b sont réels > 0, ce
qui motive en particulier 'usage des fonctions Gamma et Beta plutot que des
factorielles. Dans ce cas, on peut remplacer le concept d’urne par le concept
de partition d’intervalle.

Remarque 15.3 (Urne de Pélya généralisée). Généralisons le mécanisme de
renforcement comme suit : on se donne un entier r > —1, et, 4 chaque tirage,
on remet dans l'urne 1 + r boules de la couleur tirée.

— si v = 1 on retrouve l'urne de Pdlya que nous avons étudiée, pour

laquelle Y,, suit la loi Beta-binomiale ;

— st r =0, alors on a des tirages avec remise et Y, est binomiale ;

— sir = —1 alors on a des tirages sans remise et'Y,, est hypergéométrique ;

— de maniére générale, pour tout r > —1 et tout k € {0,1,...,n}, on a

a(r k) p(rsk)

P(Y, =k)= 27
( CEDIZR

ot "M =c(c+r)---(c+ (k= 1)r).

On obtient dans ce cas que Moo suit la loi Beta de paramétre (a/r,b/r).
1l est possible de considérer un nombre arbitraire de couleurs, ce qui fournit
un modele incluant le modéle d’échantillonnage de la loi hypergéométrique
multitypes. De nombreux modéles de renforcement peuvent étre obtenus comme
une version généralisée de l'urne de Pdlya.
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Remarque 15.4 (Matrice de remise). Soit A = (a;;), ¢, j<, une matrice
k x k de nombres entiers. Considérons une urne de Pdlya généralisée a k
couleurs qui évolue comme suit : on tire une boule au hasard dans l’'urne, on
repére sa couleur, notée i, puis on remet dans l'urne a; ; boules de couleur j
pour tout 1 < j < k. On dit que A est la matrice de remise de l'urne. Pour
l'urne de Pdlya standard que nous avons étudiée on a k =2 et A = 215.

15.2 Graphe de Barabasi-Albert

Les graphes aléatoires permettent de modéliser un certain nombre de phé-
nomenes naturels, comme les structures d’amitié dans les réseaux sociaux, les
structures des liens entre pages dans le World Wide Web, les structures de
collaboration dans les productions artistiques et scientifiques, les structures de
régulation entre protéines, les liaisons entre machines dans le réseau Internet,
etc. Les arbres de type Galton-Watson du chapitre 3 constituent un modéle de
graphe aléatoire adapté aux structures de filiations. Le modele le plus célebre
et le plus simple de graphe aléatoire est sans doute celui de Erdés-Rényi, évo-
qué dans le chapitre 16 : il se construit récursivement en ajoutant un nouveau
site puis en tirant & pile ou face de maniere indépendante sa connexion avec
chacun des sites existants. Ce modele ne colle pas avec la réalité de graphes
aléatoires sociaux, pour lesquels les nouveaux sites se connectent préféren-
tiellement aux sites existants les plus importants au sens de la connectivité
(degré). 1l y a 1a une instance du phénomeéne de renforcement dont il faut
tenir compte spécifiquement.

Le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabési-Albert est défini
de la maniére suivante : au temps n > 1, le graphe contient n sites (sommets)
et un certain nombre de liens non orientés (arétes) entre ces sites (voir la
figure 15.2). Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes pointant vers ce
sommet. Au temps n = 1, le site 1 est relié & lui méme. Cette initialisation
assure de belles formules, mais n’a rien de canonique, et d’autres initialisations
sont possibles. Le degré du site 1 a I'instant 1 est donc 2. Pour faire évoluer
récursivement le graphe, du temps n au temps n + 1, on considere les degrés
dn1,...,dy, des n sites du graphe au temps n, et la loi de probabilité associée

dn,k

Pn,k = dn,l"’"""dn,n’

puis on connecte le nouveau site n + 1 a un site choisi aléatoirement et indé-
pendamment parmi les n sites existants, avec la loi de probabilité p, .. Avec
ce mécanisme, on obtient di 1 = 2, d21 = 3, do2 = 1, et pour tout n > 1,
dp1+ -+ dpn = 2n (soit n arétes).

Remarque 15.5 (Urne). On peut réaliser cette construction de la suite
(dn,-),~; (en perdant la géométrie du graphe) comme un modéle d’urne de
Pdélya généralisée : au temps n > 1 l'urne contient 2n boules dont les couleurs
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peuvent aller de 1 a n, on tire alors une boule au hasard, et si k est sa cou-
leur, on remet dans l'urne 2 boules de couleur k ainsi qu’une boule nouvelle de
couleur n+ 1 ce qui correspond a renforcer le site de couleur k et d introduire
un nouveau site de couleur n + 1, autrement dit le graphe gagne un sommet
(n+1) et une aréte (k< n+1).

1
10 14 3
. 5
2 12
19
4
20 1815 ©
®» Y
6
8
9
16

Fig. 15.2. Réalisation d’un graphe a attachement préférentiel de Barabdsi-Albert.

Si 'on omet l'aréte reliant 1 & lui-méme, le graphe a attachement préfé-
rentiel de Barabasi-Albert n’a pas de cycles : c’est un arbre.

Théoréme 15.6 (Loi de puissance). Fizons k > 1. Soit d,, 1, le degré du site
k dans le graphe aléatoire a attachement préférentiel de Barabasi-Albert ¢ n
sites avec n > k. Alors la proportion dp 1 /(dn1 + - +dn k) converge presque
strement quand n — oo vers une variable aléatoire de loi Beta de paramétre
(1,2k — 1) sur [0,1] de densité u € [0,1] = (2k — 1)(1 — z)2(-—1),

La loi de puissance qui apparait dans ce modele a attachement préférentiel
correspond bien aux réseaux sociaux réels, et differe du comportement sous-
exponentiel de la loi de Poisson des modeles de graphes aléatoires de Erdds-
Rényi & attachement non préférentiel 2.

2. Dans un graphe de Erdés-Rényi de parameétre (n,p), chaque sommet posseéde
un nombre de voisins aléatoire de loi binomiale Bin(n — 1,p), qui converge vers
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Démonstration. Comme dans la remarque 15.5, on code 1’évolution de la suite
des degrés (sans souci de la structure de graphe sous-jacente) par un modele
d’urne. Au temps k, on décide d’une coloration paralléle : les 2k — 1 boules
de couleur inférieure a k sont blanches tandis que la 2k-iéme est argentée. Au
temps n > k, on ne suit que I’évolution des boules de ces couleurs la. Elle
correspond a une urne de Pdlya avec une composition initiale de a = 1 et
b =2k — 1. On peut utiliser alors le théoreme 15.2. a

Théoréme 15.7 (Loi de puissance a degré fixé). Pour tous n,d > 1, si
N(n,d) désigne le nombre de sites de degré d au temps n dans le graphe
aléatoire a attachement préférentiel de Barabasi-Albert a n sites, alors

<N(n,d) 4

fim B\ — > S ddT DA+

n— oo

Ainsi, dans un trés grand graphe & attachement préférentiel (n > 1), la
probabilité qu’une aréte soit de degré d a une décroissance polynomiale en
d=3 quand d — oco. La queue lourde de la loi du degré moyen est liée & la
présence, due au renforcement, de sites fortement connectés.

Démonstration. La suite (N(n,-)),s, est une chaine de Markov. Condition-
nellement & N(n,-), pour créer un nouveau site de degré d, il faut ajou-
ter une aréte a un site de degré d — 1, ce qui se produit avec probabilité
(d—1)N(n,d—1)/(2n), tandis qu’un site de degré d disparait si on lui ajoute
une aréte, ce qui se produit avec probabilité dN(n,d)/(2n). Enfin, un site de
degré 1 est créé a chaque étape par construction. Aussi, le nombre moyen
my(d) := E(N(n,d)) de sites de degré d au temps n vérifie une équation de
récurrence linéaire, qualifiée d’équation maitresse par Dorogovstev, Mendes,
et Samukhin : pour tout n,d >1:

d d—1

avec pour condition initiale m; = 14-5. Pour d = 1, ’équation s’écrit
b
Mpt1(l) =c+ (1 ——)mu(l) avecc=1et b=1/2,
n

ce qui donne

et~ (1= e (1-2) (1 -5 mst)

ST el (-1)

la loi de Poisson Poi(A) si np — X quand n — co. Or si X ~ Poi()A) alors on a
P(X > r) < Cexp(—crlog(r)) pour r > 1 ot ¢ > 0 et C > 0 sont des constantes.
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Or
11 (1 _ ‘T) ~esp(— Y 9,) ~ exp( — blog(n) — log(k))) :(E)b,
j=k+1 J kehot1 n

d’ou

de sorte que

li - -z
i, b+1 3

Plus généralement, pour tout d > 1, on a

M1 (d) = cn(d) + (1 - b(nd))mn(d)

ou
bd) = d/2 et cn(d)z%%‘l),

et on montre par récurrence sur d que ¢(d) = lim,, o, ¢, (d) existe et
my(d) c(d)

n njgo b(d)-i—l'

Ensuite, en posant

4(d) ;== lim ()

n—oo n

on obtient ¢(1) = 2/3, tandis que pour tout d > 1,

EDid-1) d-1
dy1 d+2

((d) = od—1).

Enfin, la solution de cette récurrence en d est (facile a vérifier!)

4

Ry

15.3 Marche aléatoire renforcée

Le phénomene du renforcement est a ’oeuvre dans ’apparition des chemins
empruntés par les passants dans les montagnes ou par les fourmis sur le sol.
Considérons deux chemins distincts « et 8 reliant les mémes points de départ
et d’arrivée, empruntés par des passants successifs. Pour tout n > 1, on code
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Marches renforcées géométriguement.

1.0
c
S~
c 05
©
n

0.0

0 100 200 300

Fig. 15.3. Occupation d’un chemin pour la marche renforcée géométriquement.

par une variable aléatoire X,, & valeur dans {«, 8} le chemin emprunté lors
du n-iéme passage. On code par des v.a. A, et B, l'attractivité des chemins
a et f au moment du (n 4 1)¢ passage : pour les humains, il peut s’agir par
exemple de la raréfaction de ’herbe, tandis que pour les fourmis, il peut s’agir
de la quantité de phéromone. On se donne (Ag, Bp), ainsi qu'une fonction
r :]0,00[—]0, 00[ appelée fonction de renforcement telle que r(z) > x pour
tout z > 0, et on modélise (Xn)n>1 par

(aaT(An)an) si Un+1 g ﬁ;

(Xnt1, Any1, Bnga) {(@Anﬂ“(Bn)) S Uy > ﬁa
ol (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi uniforme sur [0,1]. La suite récurrente aléatoire
(X, Ap, Bn))n>0 est une chaine de Markov (la valeur de X, ne joue aucun
role dans la récurrence). Lorsque Ag, By, et r prennent des valeurs entiéres,
tout se passe comme si nous avions une urne contenant, a tout instant n, A,
boules argentées et B, boules blanches : on tire une boule au hasard dans
cette urne, puis on introduit dans 'urne r(A,,) boules de la méme couleur, de
sorte qu’on obtient le cas des tirages sans remise si r(x) = x, l'urne de Pélya
si r(x) = x4+ 1, et une sorte d’urne de Pélya non-linéaire dans le cas général.

La suite (Xn)n>1 constitue une marche aléatoire non markovienne sur
Pensemble & deux points {«, 3}. Ses transitions dépendent les unes des autres
via le mécanisme de renforcement lié au temps passé sur chaque site. On parle
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de marche aléatoire renforcée par sites. Le mécanisme de renforcement peut
également étre vu comme une sorte d’algorithme stochastique.

Pour simplifier, on suppose que Ag = By = 1 (X est inutile). Le nombre
de passages par le chemin « et par le chemin § a 'instant n sont donnés par

Yn = Z]I{Xk:a} et Zn = Z]I{szﬂ}.
k=1 k=1

On pose par commodité Yy = 0 et Zy = 0 de sorte que Y,, + Z,, = n pour tout
n € IN. Le théoréme suivant précise le comportement de ces deux suites pour
trois cas de fonction de renforcement r.

Théoréme 15.8 (Comportement asymptotique presque siir quand n — 0o).

— Absence de renforcement. Si r(x) = x pour tout x > 0, alors presque
sdrement liminf |Y,, — Z,| = 0, et

‘Yn _Zn|

Yn ~ —_— =
2nlog(log(n))

n n
—, Zp~—, limsu
27 7 P
— Renforcement linéaire. Si r(x) = x + 1 pour tout x > 0 alors il existe
une variable aléatoire U uniforme sur [0, 1] telle que presque strement,
Y, Z,
— U e ——1-U.
n n
— Renforcement géométrique. Si r(z) = px pour tout x > 0 ot p > 1
est une constante alors presque sirement la suite aléatoire (Xn)n>0 est
constante a partir d’un certain rang sur n, et sa valeur limite suit la
loi de Bernoulli symétrique sur {a, 5}.

En l’absence de renforcement ou dans le cas du renforcement linéaire, la
fréquence d’emprunt de chacun des deux chemins converge au fil du temps
vers 1/2 dans le premier cas et vers un nombre aléatoire uniforme sur [0, 1]
dans le second. Intuitivement, un renforcement sur-linéaire pourrait forcer la
fréquence d’emprunt des chemins a converger vers les valeurs extrémes 0 ou
1. Cela est confirmé pour le renforcement géométrique, pour lequel au bout
d’un certain temps, I'un des deux chemins est emprunté systématiquement.

Le modele du renforcement linéaire coincide avec I'urne de Pdlya étudiée
précédemment. Le modele du renforcement géométrique est particulierement
attrayant, car il fait apparaitre un chemin privilégié, choisi aléatoirement au
fil du renforcement. Il s’agit en quelque sorte d’une urne de Pélya généralisée
non-linéaire, plus précisément sur-linéaire. Le théoreme 15.9 de Rubin ci-apres
fournit un critére sur le renforcement pour que ce phénomeéne apparaisse.

Démonstration. On traite les trois cas séparément.
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— Absence de renforcement. Dans ce cas (A,),5q et (By),so sont des
suites constantes et égales a 1. On retrouve les tirages avec remise, le
processus de Bernoulli (jeu de pile ou face). La suite (¥3,),-, est un
processus de Bernoulli sur IN issu de 0 dont les incréments sont de loi
de Bernoulli sur {0,1} de parameétre Ag/(Ag + Bo) = 1/2. D’aprés
la loi forte des grands nombres, presque strement, Y,/n — 1/2 et
Zn/n=1-Y,/n — 1/2 quand n — occ. La suite (Y, — Z,),,, est une
marche aléatoire sur Z issue de 0 dont les incréments sont de loi de
Rademacher sur {—1,1} de parametre 1/2. C’est une chaine de Markov
irréductible récurrente : presque stirement chaque état est visité une
infinité de fois, et en particulier ’état 0, d’ott lim|Y;, — Z,,| = 0 p.s. Le
résultat sur lim provient de la loi du logarithme itéré de Strassen;

— Renforcement linéaire. Dans ce cas A, =1+Y, et B, =1+ Z, pour
tout n € IN. On retrouve I'urne de Pélya et le résultat attendu découle
alors directement du cas uniforme dans le théoreme 15.2. Effectuons
malgré tout le raisonnement allégé avec les notations actuelles. La re-
lation Y,, + Z,, = n réduit le probléme a I’étude de Y,,. Soit (]-"n)n20 la
filtration définie par F,, = o(Uy,...,U,). On a

E(l+ Yo | Fn) =1+ Yo + ]E(]l{Xn+1:CV} | Fn)
= 1+Y”+E(]I{Un+1<%} | Frn)

1+Y,
n—+ 2

14+Y,

=l+¥at 2+n’

= (2+ (n+1))

et donc ((1+Y,)/(n+2)),5, est une martingale pour (Fy),,5¢- A va-
leurs dans [0, 1], elle est uniformément bornée et converge donc presque
stirement (et en moyenne) vers une variable aléatoire U & valeurs dans
[0,1]. On montre enfin par récurrence sur n que (14 Y;,)/(n + 2) suit
la loi uniforme sur {1/(n+2),...,(n+1)/(n+2)};

— Renforcement géométrique. Dans ce cas A, = p'™ et B, = p?" pour
tout n € IN. La variable aléatoire A,, :=Y,, — Z,, vérifie Ay = 0 et

Apt1 = An+ Ly, <1/aap-2m)) = Lo, >1/040-20))-

Posons F,, = o(Uy,...,Upy). Il en découle que

[ A |
. P
P(|Ans1] = [An] + 1] F) = T4 ool Lia, 0y +1ga, =0}
1

Sif:IN— R vérifie f(1) > f(0) et pour tout n > 1,

p"(f(n+1) = f(n) = f(n) - fln—-1),

alors
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E(f(1Ans1]) [ Fn) = f(1An]) + Lia, =0y = F(|An]),

et (f(|An])),>o est une sous-martingale. Considérons maintenant le
cas spécial ou f(0) = 0 et, pour tout n > 1,

n—1

fiy =3 p

k=0

Comme f est bornée, il en découle que la sous-martingale f(]4]|) est
uniformément bornée : elle converge donc p.s. (et en moyenne). Comme
f est injective et comme |A| prend ses valeurs dans IN, les valeurs
prises par f(]4|) sont discréetes. Comme f(]A|) converge p.s., elle ne

peut converger que vers le seul point d’accumulation de f(IN), qui est
. 4D L . N
lim, 0 f(n) = D pep p_k 5 Ainsi p.s. lim, o |A,| = 00, A pré-

sent, pour tous N, d > 0, la probabilité que la suite |A| soit croissante
a partir du rang N sachant que |Ay| = d vaut

oo

1
P(vn> N [Ap| = |40 +11|An| =d) = ]| 7= = pa.
k=d P

La probabilité p; ne dépend pas de N, et tend en croissant vers 1
lorsque d — oo. Ainsi la probabilité que |A| soit croissante & partir
d’un certain rang (aléatoire) s’écrit

P3N > 0,¥n > N : [Api1| = |An| + 1)

Elle est supérieure a

sup P(Vn > N, |An 1| = |An] +1) = sup > paP(|An]| = d).
N>0 20570

Or pour tout d > 0, on a limy_, P(|Ax| = d) = 0 car nous savons
que limy_,o |An| = 00 p.s. Par conséquent, pour tout D > 0,

su P(|Ax| =d) > su P(|Ax| =d) > pp.
N}%;pd (|An[=d) N}%;pd (|[An|=d) = pp

Comme Pp — 1 quand D — oo, il en découle que presque stirement
|A| est croissante & partir d’un certain rang, et donc la suite X est
absorbée par « ou par 8. La loi de la limite de X est symétrique par
symétrie du modele en « et 5 car Ag = By.

O

15.4 Théoréme de Rubin

Cette section est consacrée a un théoréme de Rubin sur les urnes de Pé-

lya généralisées. On se donne deux fonctions croissantes So,Sg : N — Ry
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telles que S (0) > 0 et Sg(0) > 0. On construit une suite récurrente aléatoire
(Xn),>1 & valeurs dans {a, 8} comme suit : pour tout n € N, condition-

nellement a Xq,...,X,, en notant Y,, = ZZ:1 1¢x,=a} le nombre de a et
Z, =n — Y, le nombre de S,

. Sa(Yn)
(Xnt1,Yns1, Zny1) = {(myn R W7
(8,Yn, Zn +1) sl Unp1 > gowirsazny

ol (Uy),,>; est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].
La suite (X,),, ainsi construite code les tirages successifs d’une urne de
Pélya généralisée. Le modeéle du théoréme 15.8 dans le cas ou (Ao, By) est dé-
terministe s’obtient avec (S4(0), S5(0)) = (Ao, Bo), et So(n) = Sg(n) = r(n)
pour tout » > 0. Si r est linéaire alors on retrouve I’absence de renforce-
ment (tirages avec remise). Si r est affine alors on retrouve le renforcement
linéaire (urne de Pélya standard). Enfin, si r est une fonction puissance, alors
on retrouve le renforcement géométrique.

Pour étudier le cas général, on introduit la probabilité p, (respectivement
pp) que la suite (X,),,5, ne comporte qu'un nombre fini de 3 (respectivement
de ) c’est-a-dire que des a (respectivement que des () & partir d’un certain
rang sur n. Ces probabilités sont données par les formules suivantes :

Do = IP(Un MNk>n {Xk = Oz}) et pg = IP(Un MNi>n {Xk = 6})

On a p,+pg < 1. Les nombres suivants dans [0, co] vont jouer un réle crucial :

Théoréme 15.9 (de Rubin). Les valeurs de py,ps sont lides a 0q, pp :

pp < © pp = O
Yo < 00|pa >0, pg >0, pa +psg = 1pa =1 (donc ps =0)
Pa = 0O pg =1 (donc p, =0) Pa=0,p3=0

Ainsi, la trivialité des probabilités p, et ps ne dépend que du comporte-
ment asymptotique des fonctions de renforcement S, et Ss, et les cas critiques
sont liés & la condition de Riemann. En absence de renforcement (S, et Ss
sont linéaires) ainsi que dans le cas d’un renforcement linéaire (S, et Sg sont
affines) on a ¢, = g = 0o car la série harmonique diverge. Dés que le renfor-
cement est sur-linéaire, alors ¢, < 00 et g < oo, en particulier pour le cas
du renforcement quadratique, et bien siir le cas du renforcement géométrique.

Démonstration. Soient (EY), - et (Eﬁ)n>0 deux suites indépendantes de va-
riables aléatoires indépendantes de loi exponentielle avec, pour tout n > 0,

B(ER) = g o E(ED) =

Sg(n)
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A présent, on définit les ensembles aléatoires

Az{ZE?:nZO} et Bz{ZEﬁ:n}O} et G=AUB.
k=0 k=0

Soit &y < & < --- les éléments de G rangés par ordre croissant. On considere
a présent la suite aléatoire (X,), 5, a valeurs dans {«, 3} définie par X, = o
si {n1 € Aet X, = Bsi &1 € B. Les suites (X,,),5, et (Xn),, ont
méme loi, et cela découle des propriétés des lois exponentielles dont ’absence
de mémoire. Examinons 1’égalité en loi de X; et X{. Si U et V sont deux
variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de moyennes 1/u et

1/v alors P(U < V) =u/(u+v) et P(V <U) =v/(u+v), ce qui fait que

S5a(0)

P(X] =a) =P(¢ € A) = P(Ef <E§)=m

= ]P(Xl = a).

La méme idée fournit (avec du labeur!) I'égalité en loi de (X5,),,5, et (X},), ;-

A présent une loi du zéro-un pour les lois exponentielles (théoréme 11.5)
affirme que p :=P(3°77 B < 0) € {0, 1}, avec p = 1 ssi o < 0o. La méme
propriété a lieu pour la suite (Eﬁ)n>0 avec pg. Par ailleurs, on a les formules

pe =P By <Y g Ef)etpo =P Bl <07 EY). O

15.5 Pour aller plus loin

Les urnes de Pélya sont étudiées notamment dans le livre de Hosam Mah-
moud [Mah09], dans celui de Norman Johnson et Samuel Kotz [JK77], et
dans les articles de survol de Samuel Kotz et Narayanaswamy Balakrishnan
[KB97] et de Robin Pemantle [Pem07]. Les urnes de Pélya portent le nom du
mathématicien hongrois George Pdlya. L’école hongroise de mathématiques a
beaucoup développé les mathématiques discretes aléatoires, avec notamment
les célebres travaux de Paul Erdés et Alfréd Rényi des années 1950 sur les
graphes aléatoires. Le modele de graphe aléatoire a attachement préférentiel
a été introduit par les physiciens hongrois Albert-Laszlé Barabasi et Réka
Albert [AB99, AB02]. Voici leur heuristique pour le comportement en d=3 :
si les degrés et le temps étaient continus, on aurait ’équation d’évolution

dy i dy i
Ol ) = =——— = ——
T Tede 27
qui donne la formule d;; = (?f/tk)l/2 ou tp est le temps d’apparition du

site k, et comme les sites sont ajoutés uniformément sur [0,¢], on obtient la
formule P(dyy, > d) = P(t, < t/d*) = 1/d?, d’ou en dérivant, la formule
trés simple P(d; . = d) = 2/d®, qui est le comportement polynomial (puis-
sance) suggéré par les simulations. Cette approche est peu rigoureuse, et la
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constante 2 notamment n’est pas bonne. Le modele de Barabéasi et Albert a
été ensuite étudié par Béla Bollobas, Oliver Riordan, Joel Spencer, et Géa-
bor Tusnddy [BRSTO1]. Il peut étre vu comme une instance du phénomeéne
d’auto-organisation. Le sujet fait toujours 'objet de recherches a 1’heure ou
nous écrivons ces lignes, comme en témoigne par exemple larticle [BMR14]
de Sébastien Bubeck, Elchanan Mossel, et Miklés Récz, ou encore l'article
[CDKM14] de Nicolas Curien, Thomas Duquesne, Igor Kortchemski, et Ioan
Manolescu. La partie de ce chapitre sur les graphes aléatoires a attachement
préférentiel est inspirée du cours [Bod14] de Thierry Bodineau a I'Ecole Poly-
technique, ainsi que des livres de Remco van der Hofstad [vdH14] et de Rick
Durrett [DurlOb]. 11 est possible d’utiliser I'inégalité d’Azuma-Hoeffding du
chapitre 20 pour établir que N (n,d) (sans espérance) a un comportement po-
lynomial en d quand n — oo. Il est également possible de modifier la regle
d’attachement préférentiel afin d’obtenir un comportement polynomial de de-
gré différent de 3, ce qui correspond a considérer une urne de Pélya modifiée
(non-linéaire). Le mécanisme d’attachement préférentiel est également pré-
sent dans le processus de branchement de Herbert Simon et Udny Yule. La
loi discrete & décroissance polynomiale, version discréte de la loi de (Vilfredo)
Pareto, est connue sous le nom de loi de (George Kingsley) Zipf.

La partie sur la marche aléatoire renforcée est inspirée d’'un texte de
Thierry Lévy. Nous renvoyons plus généralement au survol [Pem07] de Ro-
bin Pemantle sur les processus aléatoires renforcés, ainsi qu’a celui de Pierre
Tarres [Tarll] sur les marches aléaoires renforcées. Un résultat récent sur le
renforcement se trouve par exemple dans 'article de Margherita Disertori,
Christophe Sabot, et Pierre Tarrés [DST14]. Un modele continu de renfor-
cement est étudié par Michel Benaim et Olivier Raimond dans [BR11]. Le
théoreme 15.9 de Herman Rubin figure dans un appendice d’'un article de
Burgess Davis [Dav90].

Au-dela des modeles évoqués, le phénomene de renforcement joue un roéle
important dans la théorie de I'apprentissage. Il est également relié a une
gamme d’algorithmes stochastiques comme 'algorithme d’approximation sto-
chastique de Robbins-Monro, lié & la théorie des systemes dynamiques et ses
attracteurs. Les martingales constituent un outil privilégié de I’approche sto-
chastique de la théorie des jeux et stratégies, présentée brievement dans le
livre de Michel Benaim et Nicole El Karoui [BEKO05].
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Percolation

Mots-clés. Percolation ; phénomene de seuil ; graphe aléatoire ; arbre aléa-
toire ; arbre de Bethe; réseau euclidien ; graphe complet ; graphe aléatoire de
Erdés-Rényi.

Outils. Couplage; lemme de sous-additivité de Fekete; loi du zéro-un
de Kolmogorov ; marche aléatoire ; processus de Galton-Watson ; martingale ;
théoreme d’arrét ; inégalité de Markov ; transformée de Laplace.

Difficulté. **

La percolation désigne initialement le passage d’un fluide a travers un mi-
lieu perméable, comme 1’eau dans le café ou le pétrole dans la roche. Signalons
qu’une des motivations de I’étude mathématique de ce phénomene était la mo-
délisation d’un filtre de masque a gaz. On peut également utiliser la notion
de percolation pour modéliser la propagation d’une information au sein d’un
réseau social par exemple : chaque individu est connecté directement a plu-
sieurs autres et I’on cherche a comprendre a qui il est relié dans la population
globale via ces connections locales.

Nous commengons par introduire la notion de percolation sur un graphe gé-
néral. Nous abordons ensuite le cas plutdt simple du graphe de Bethe (arbre),
puis celui plus physique du graphe euclidien. Nous terminons par quelques
mots sur un modele de graphe complet. Ces trois cadres peuvent modéliser la
transmission d’information dans une entreprise & tres fort sens de la hiérarchie
(pour le premier) ou dans un réseau social (pour le troisiéme) ou encore la
circulation d’un fluide dans une roche perméable (pour le deuxiéme).

16.1 Percolation dans un graphe

Un graphe (non-orienté) est un couple G = (V, E) ou V est un ensemble
non-vide fini ou infini dénombrable, et ot E C Pa(V'), ot P2(V) est ensemble
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des parties de V' a deux éléments. Les éléments de V' et E sont respectivement
appelés! sommets et arétes du graphe G. Si laréte {z,y} appartient & E, on
dit que = et y sont voisins et on note x ~ y. L’exemple le plus immédiat est
celui du graphe euclidien &; = (V, E) pour lequel V = Z< et

E={{z,y} 2,y €Z% |z —yl, == |z1 — |+ + |za — yal = 1}.

Un chemin de longueur n dans le graphe (V| F) reliant un sommet z & un
sommet y est une suite finie x = g ~ --- ~ x, = y. S’il existe un chemin
reliant & y, on dit que x et y communiquent (ou sont connectés) et on
note x <> y. On n’a jamais x ~ z, mais on convient que = <> x pour tout
x € V. La relation binaire <> sur V est une relation d’équivalence et la classe
d’équivalence (ou composante connexe) du point x est notée C(x). Un chemin
est dit auto-évitant si tous les sommets qui le composent sont distincts. Si
x <> y et x # y alors il existe un chemin auto-évitant de x & y, construit a
partir d’un chemin quelconque en effacant les boucles. Un chemin reliant un
sommet & lui-méme est appelée cycle. On dit que (V, E) est un arbre lorsqu’il
est connexe et n’a pas de cycles, ou de maniere équivalente lorsque deux
sommets distincts sont toujours reliés par un unique chemin auto-évitant.

Dans la suite V est, sauf mention du contraire, infini dénombrable. Soit
F C E. On dit qu'il y a percolation en x € V (pour F) si la classe C(z) de
x dans le graphe (V, F) est de taille infinie (|C'(z)| = 00), et on note x <+ co.
On identifie I’ensemble des parties de E a I’ensemble

2:={0,1}%.

Dauns la suite, on choisit F' de maniére aléatoire dans (2, et ainsi (V, F') est un
graphe aléatoire. On décide de fabriquer F' & partir de E en tirant a pile ou
face pour savoir si on conserve ou si on efface chaque aréte de E. Cela revient
a introduire la loi de probabilité

P, = ® Ber(p)

ecE

sur {2 muni de sa tribu cylindrique F, ot p € [0, 1] est un parametre fixé. On
note IE, I'espérance sous IP,,. Pour étudier I'influence du parametre p sur le
phénomene de percolation sous P, on distingue un sommet particulier @ € V,
que nous appelons racine — on dit qu’on enracine (V, E) en @ — et on définit
la probabilité de percolation sous P, pour & par

0(p) :=Pp(@ + 00) =P,(|C(9)]| = 00).

Lemme 16.1 (Monotonie). La fonction p € [0,1] — 6(p) est croissante, et

0(0)=0 et 0(1)=1.

1. On dit «vertices» et «edges» en anglais, d’ou la notation.
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Fig. 16.1. Réalisation du graphe aléatoire (V, F') du graphe euclidien &> sous Py /5.

La monotonie de 6 conduit & introduire la notion de probabilité critique :

Dc = sup {p € [Oa 1] : o(p) = 0} € [Oa 1]

Démonstration. Si p = 0 alors F est vide et donc 6(0) = 0 tandis que si
p=1alors F = FE et (1) = 1. Pour établir la monotonie en p, on procede
par un couplage de toutes les lois (]PP)pe[o,1]' Soient (Ue),.cp des v.a.r. iid.
de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout p € [0,1] on réalise P, comme la loi de
Fy = (Lv.<p}) e St p < P, alors Fy, C Fyy. Toute aréte de (V. F)) est
aussi une aréte de (V, F,/). Si z <» y pour (V, F,) alors c’est aussi le cas pour
(V, F,). Par conséquent on obtient

B(p) = Py(2 + 50) < Py (& 5 00) = 0(p).
O

Remarque 16.2 (Couplage et monotonie). Munissons 2 de lordre partiel
issu de Uinclusion dans Po(V), ce qui signifie que F < F' ssi toute aréte de
(V, F) est aussi une aréte de (V, F'). Pour toute f : £2 — R bornée, largument
de couplage utilisé dans la preuve du lemme 16.1 assure que si f est croissante
alors p € [0,1) — E,(f) lest aussi.
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16.2 Graphe de Bethe (arbre régulier)

On considére dans cette section le cas ou (V) E) est le graphe de Bethe
B, de degré r > 2, c’est-a-dire 'arbre infini dont chaque sommet a r voisins
sauf un qui n’en a que r — 1, noté 0 et appelé racine de larbre (voir la
figure 16.2). Pour tout p € [0,1], sous P, le graphe aléatoire (V,F') est un
ensemble d’arbres qu’on appelle parfois forét. La probabilité de percolation
et la probabilité critique pour le sommet racine @ = 0 dans B, sous PP, sont
respectivement notées

0r(p) :=Pp(0 <> 00) = P, (|C(0)] = o0),
pe(r) :==sup{p € [0,1] : 6,.(p) = 0}.

Théoréme 16.3 (Phénomene de seuil pour percolation sur graphe de Bethe).
Pour tout r = 2 et tout p € [0,1] la quantité 0,.(p) est la plus grande racine
en 8 € [0,1] de l’équation

1-0=(1-po)",

tandis que
1
r—1
De plus, la fonction 0, est continue, nulle sur [0, p.(r)], strictement croissante
sur [pe(r), 1], et pour r >3 on a

pc(r) =

0. (p) 2 2(r - 1*

lim = =
p=pe()t P —pe(r)  pe(r)(1—pe(r)) r—2

Sir > 3alors 0 < p.(r) < 1 ce qui indique la présence d’un phénomene de
seuil pour la percolation sur le graphe de Bethe B,..

Démonstration. Le graphe de Bethe B, coincide avec l'arbre de Galton-
Watson de loi de reproduction d,_;. Sous P, on obtient un arbre aléatoire
dans lequel chaque sommet de ’arbre est relié a chacun de ses r — 1 enfants
avec une probabilité p. Le nombre de ces connexions est distribué selon la loi
de reproduction Bin(r — 1, p) de moyenne m = (r — 1)p. D’apres le chapitre 3,
cet arbre est sous-critique si m < 1, critique si m = 1, et sur-critique si m > 1.
D’apres le théoreme 3.7 la probabilité d’extinction de la population est la plus
petite racine s, de I’équation g,(s) = s ol g, est la fonction génératrice de
la loi de reproduction : g,(s) = (ps+ 1 — p)"~! pour s € [0,1]. L’extinction
de la population est synonyme de la finitude de la composante connexe de la
racine. On a donc 6,(p) =1 — s, et 6,(p) est ainsi la plus grande racine dans
[0,1] de I'équation 1 — @ = (1 — pf)" L.

Soit hy, la fonction définie sur [0,1] par h,(0) = (1 —pd)"~! — 1+ 6. Elle
est nulle en 0, strictement positive en 1, strictement convexe si r > 3 et affine
si 7 = 2. De plus h,(0) a le signe de 1 — p(r — 1). Ainsi, pour p(r — 1) < 1,
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’ \ ’ \

OO0 @ ® ®

Fig. 16.2. Premicres branches de B4 avec arétes supprimées par P, (en pointillé).

hp ne s’annule qu’en 0 et 6,(p) = 0. En revanche, h, s’annule exactement
une fois sur ]0,1[ dés que p(r — 1) > 0. En conclusion, la probabilité 6, (p)
est nulle pour p < (r — 1)7! et strictement positive pour p > (r — 1)~%. La
fonction p — h,(0) est strictement décroissante et continue. Ceci assure que
la fonction 6, est continue sur [0, 1] et strictement croissante sur [p.(r), 1].

Onaenfin1—60=1—(r—1)pfh+ 1(r — 1)(r — 2)p?6? + 0(6?). Puisque
0,-(pe(r)) = 0 et 6,(p) est strictement positive pour p > p. = (r —1)71, on
obtient apres simplification

B (r—=1p-1 B 2 B
0-(p) = 2m +0(0-(p)) = W(P pe) + 0(0:(p)).
On conclut en remarquant que (r — 2)p. = 1 — pe. O
Or(p)
1

Pe(4) pe(3) 1 p

Fig. 16.3. Percolation pour B, avec r = 3 (trait plein) et r = 4 (trait en pointillé).

Remarque 16.4 (Caractére explicite des cas r < 4). Pour r = 2, le graphe
de Berthe By est identifiable au graphe de IN et sous P, la v.a. |C(0)| suit la
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loi géométrique de paramétre 1 — p, et 0o = 1 et p.(2) = 1. Pour r = 3 et
r = 4 équation vérifiée par 0,.(p) fournie par le théoréme 16.3 est résoluble
explicitement (voir la figure 16.3) :

2p—1 3p? — \/4p3 — 3p?
03(p) = 71{;»1/2} et O4(p) = 98 Lips1/3y-

Remarque 16.5 (Taille moyenne de la composante de la racine). Reprenons
la preuve du théoréme 16.3, et supposons que p < p.(r). Alors |C(0)] < oo
p.s. car la lignée de la racine s’éteint p.s. De plus d’aprés la section 3.3 la
fonction génératrice h de |C(0)| est solution de l’équation

h(s) = s(ph(s) +1—p)"'.

En particulier on obtient

1
E,(IC(0)) =4 1—p(r—1)
00 st p = pe(r).

st p < pe(r),

D’autre part, sip €|pe, 1| alors il existe une infinité de classes de taille infinie
car les individus non reliés a leur pére sont les racines d’arbres aléatoires
disjoints i.i.d. Cette situation, liée d la structure d’arbre, est tres différente de
celle du graphe euclidien étudié dans la suite.

16.3 Graphe euclidien (grille)

On considére dans cette section le cas ou (V, E) est le graphe euclidien &, :

d
V=2 et E:{{x,y}EPQ(Zd) : |$—y|1:Z|xi—yi|=1}.
=1

La probabilité de percolation et la probabilité critique pour le sommet racine
@ = 0 dans &g sous P, sont respectivement notées

0a(p) := Pp(0 > 00) = P, (|C(0)| = o0)
pe(d) :=sup{p € [0,1] : O4(p) = 0}.

Pour d = 1, le graphe & est identifiable au graphe Z, pour tout = € Z, sous
P,, la variable aléatoire |C'(z)| a la loi de G_ + G4 — 1 ot G_ et G4 sont
des variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre 1 — p.
Ainsi pour d = 1 on obtient 6; = 1; et p.(1) = 1.

Des que d > 1, la probabilité de I'événement {z <+ y} pour &; sous P,
n’est pas explicite méme pour x ~ y car toutes les arétes du graphe sont
susceptibles de jouer un réle, contrairement au cas des graphes de Bethe. Du
point de vue de la connectivité, la grille est beaucoup plus complexe qu’un
arbre car la présence de cycles permet de faire des détours.
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Lemme 16.6 (Petite classe). Pour tousd > 1, z € Z4, p € [0,1],
P,(C(x) = {z}) = (1 —p)*" et P,(|C(x)| = 2) = p(1 —p)***V.

Démonstration. On a |C(z)| = 1 si et seulement si x n’est relié & aucun de
ses 2d voisins, tandis que |C(x)] = 2 si et seulement si z n’est relié qu’'a un
seul de ses 2d voisins, lui-méme n’étant relié qu’a x. a

Théoréme 16.7 (Phénomeéne de seuil pour percolation sur graphe euclidien).
Pour tous 2 < d < d onaly <0z et p.(d) < pe(d). De plus on a
1 1 1

< < pld) <1 —= <
0<30=1 S 5@ SPl@) )

W Do

<1,

ot la constante k(d) est définie dans le lemme 16.8.

La constante x(d) est appelée constante de connectivité de E4. Pour plus
de clarté, la démonstration du théoreme 16.7 est découpée en quatre lemmes.

Lemme 16.8 (Constante de connectivité). Pour tous d > 2 et n > 1 soit
kin(d) le cardinal de l’ensemble C¢ des chemins auto-évitants dans €y de lon-
gueur n issus de l'origine 0. On a

d" < kn(d) < 2d(2d — 1)" L
De plus, la suite (/ﬁn(d)l/")T@1 converge et sa limite k(d) vérifie
d < k(d) <2d— 1.

Démonstration du lemme 16.8. La premiere aréte d’'un chemin auto-évitant
issu de 0 peut étre choisie parmi les 2d arétes issues de 0. Pour les pas suivants,
les retours en arriere sont proscrits, d’ott k,(d) < 2d(2d — 1)"~!. La borne
inférieure k,(d) > d™ est obtenue en remarquant que tout chemin issu de 0
dont les coordonnées des sommets successifs sont croissantes est auto-évitant.
La suite (/’in(d))7121 est sous-multiplicative : pour tous n,m > 1,

Rn+m (d) < Rn (d) Km (d) s

car si (0,21,...,Tppm) € CL,,, alors
d d
0,21,...,x,) €Co et (0,Tpt1 — Tny-- v, Topm — Tn) € CS,.

La suite (log(rn(d))),,, est donc sous-additive, et le lemme de Fekete 2 donne

lim log(rn(d)) =X ou A:=inf log(n(d)) € [—00, 00].
n—o0 n n>1 n

Ceci donne x(d) = e*, et I'encadrement de x(d) découle de celui de ,,(d). O

2. Si Un4m < Un + Um pour tous m,n = 1 alors 2 — inf,>1 =2 € [—o0, 00l

n—00
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Lemme 16.9 (Minoration). Pour tout d = 2 on a p.(d) = 1/k(d).

Démonstration du lemme 16.9. Soit n > 1 et N, la v.a. égale au nombre
d’éléments de C? inclus dans l'ensemble aléatoire d’arétes C(0) sous P,. Si
|C(0)| = oo, alors N,, > 1. D’autre part, un élément de CZ est issu de l'ori-
gine et possede exactement n arétes distinctes. Par indépendance, il a une
probabilité p™ d’avoir toutes ses arétes dans C'(0). Ainsi

fa(p) < IPp(Nn >1)= Ep(]an>1) < Ep<Nn) < p"kn(d).

Le lemme 16.8 donne #,,(d)/™ = k(d) +0,(1), d’ott 04(p) < (pr(d) + 0, (1))".
Par conséquent, si px(d) < 1 alors on obtient 64(p) = 0 quand n — oo. O

Lemme 16.10 (Décroissance). Si2 < d < d' alors g < 04 et p.(d') < pe(d).

Démonstration du lemme 16.10. 1’idée est de procéder par couplage comme
dans la preuve du lemme 16.1. Comme le graphe &; est identifiable au graphe
de &y correspondant par exemple aux d premiéres coordonnées dans Zd/,
on peut coupler, pour tout p € [0,1] fixé, les graphes aléatoires (Z?, F') et
(Zd/,F’) de &; et &y sous P, de sorte que

04(p) = P, (0 <> 400 dans &) < P,(0 <> +oo dans Ey) = b4 ().
Il en découle en particulier que p.(d) < p.(d’). O
Lemme 16.11 (Majoration). Sid =2 alors p.(2) < 1—1/k(2).

Démonstration du lemme 16.11. Le graphe dual & = (V*,E*) du graphe
&y = (V, E) est le translaté de &; par le vecteur (1/2,1/2) (voir la figure 16.3).
Chaque aréte e du graphe initial rencontre une et une seule aréte e, du graphe
dual. On construit le graphe aléatoire (V*,F*) de & a partir du graphe
aléatoire (V, F') de & sous P, en décidant que e, € F* ssie & F.

Une boucle auto-évitante (ou courbe de Jordan!) de longueur n est un
chemin (zg,x1,...,2,) tel que le chemin (xg,z1,...,2,—1) est auto-évitant
et x,, = xg. Son complémentaire est formé de deux composantes connexes,
l'une bornée (appelée intérieur) et Pautre pas.

Soit A(m) := [~m, m]%. On introduit les événements suivants :

F,, := {A(m) est a l'intérieur d’une boucle

auto-évitante de &5 & arétes dans F*},

et
G, = {les arétes reliant les sommets de A(m) sont dans F'}.

Il y a percolation en 0 sur l’événement FS, N G,,, et comme F,, et Gy,
concernent des ensembles d’arétes disjoints, ils sont indépendants sur IP,.
Considérons a présent une boucle v dont l'intérieur contient A(m). Sa longueur
n est nécessairement supérieure a 4m. De plus, elle contient nécessairement au
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moins un sommet de la forme (1/2 + k,1/2) avec 0 < k < n. Soit zq le point
de cette forme le plus a droite. On numérote les éléments de v en parcourant
la courbe dans le sens trigonométrique de sorte que v = (zg, z1,...,Zn—1). Ce
chemin est auto-évitant. Il y a au plus nk,(2) boucles auto-évitantes de lon-
gueur n entourant A(m). Donc si M,, est le nombre de boucles auto-évitantes
de longueur n entourant A(m) dont toutes les arétes sont dans F, on a

Py(Frn) <Py Y Mp21|< Y Ep(M,) < Y nrn(2)(1—p)"

n=4m n=4m n=4m

Puisque #,(2)"" = k(2) + 0,(1), la série ci-dessus (membre de droite) est
convergente deés que x(2)(1 — p) < 1 et par suite, pour m assez grand,
P,(F) < 1/2. Pour un tel m on a

2

0(p) > By (F, 11 Gon) = Py (F5 ), (Go) > ™ > 0.
Ainsi, si (1 — p)k(2) < 1 alors O2(p) > 0, d’ott p.(2) < 1 —1/k(2). O
L] L] [ J L]
R A . e e
e-l-o-f-of-e-l-0-1 e e
e e e o-ce | eice
JRY O S P P 3 o o
e oo o---e
S aa e as s S G o mnl
: : : : *--—-o *---o
o-l-0-1-o-|-o-|-0e-1-0 | o~ |
1 1 1 1 e —e-—-e
o e e e

Fig. 16.4. A gauche, le graphe euclidien & (trait plein) et son dual & (trait
pointillé). A droite, une composante finie et sa boucle ceinturante.

Dans le régime sur-critique p > p.(d), la classe C(0) de l'origine 0 peut
étre infinie. Le théoréme suivant compléte ce résultat.

Théoréme 16.12 (Existence de la classe infinie). Sip > p.(d), alors Pp-p.s.
il existe au moins une classe infinie.

Démonstration. L’événement A :=«Il existe au moins une classe infinie» est
dans la tribu terminale des événements (Ac) . out A, := {e € F'}. Or sous P,
ces événements sont indépendants, et donc P,(A) = 0 ou P,(A4) = 1 par la loi
du zéro-un de Kolmogorov. A présent si p > p.(d) alors P,(|C(0)| = c0) > 0
et {|C(0)] = o0} C A, dou P,(A) =1. 0
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Toutefois, la situation est bien différente de celle du graphe de Bethe : on
peut établir que la classe infinie est unique! Cette démonstration dépasse le
cadre de ce chapitre. Nous nous contentons d’une démonstration sur & en
supposant connu le fait que 65(1/2) = 0.

Théoréme 16.13 (Unicité de la classe infinie). Supposons que d = 2 et que
02(1/2) = 0 sur le graphe E. Alors, pour tout p > p.(2), il existe Pp,-p.s. une
unique classe infinie.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du lemme 16.11.

Pour p = 1/2, la percolation sur le graphe &, et sur son graphe dual £5 sont
de méme nature : P,-p.s. il n’y a pas de composante infinie car 62(1/2) = 0.
Soit A(m) = [—m, m]?. Il existe une boucle ~, auto-évitante dans £ entourant
A(m) et dont les arétes sont dans F* (donc les arétes duales dans £; ne sont pas
dans F). Par le méme argument, il existe une boucle v dans & qui contient
v« et donc A(m). Par couplage, ceci est encore vrai pour tout p > 1/2. Si
deux classes d’équivalence infinies intersectent A(m) alors elles intersectent
également v et sont donc confondues! Puisque ceci est vrai pour tout m, il ne
peut y avoir qu'une classe infinie. O

16.4 Graphe complet et modele de Erdés-Rényi

On considére dans cette section le cas ou (V| E) est le graphe complet infini
Koo, ¢’est-a-dire que V est infini dénombrable et E = Py (V). Ainsi z ~ y pour
tous = # y dans V. Les sommets jouent tous le méme réle. Comme tous les
sommets sont voisins dans K, il n’y a donc pas de géométrie comme dans
B, ou dans &;. Sous PP, le graphe aléatoire (V, F') est appelé modele de Erdds-
Rényi infini. Pour tous p €]0,1] et € V, le sommet = a un nombre infini de
voisins dans (V, F) et P,,(|C(z)| = c0) = 1, d’ot 6 = 19 ) et p. = 0.

Pour rendre le modele plus passionnant, on peut considérer le phénomene
de la percolation dans le graphe complet fini K,, & n sommets V = {1,...,n}
et faire dépendre de n le parameétre p de IP,. On note G(n, p) la loi du graphe
aléatoire (V, F') sous IP),. Dans ce modele de Erdés-Rényi fini G(n, p), chaque
sommet x € V possede un nombre aléatoire de voisins, qui suit la loi binomiale
Bin(n — 1, p) de moyenne (n — 1)p ~ np. Lorsque n — oo avec np — A > 0
alors p, ~ A/n — 0 et le nombre de voisins de chaque site converge en loi
vers la loi de Poisson Poi(A) (loi des petits nombres).

Théoréme 16.14 (Phénomene de seuil et composante connexe géante). Soit
A > 0 un paramétre réel fivé, et o := X\ —1 —log(\) > 0. Soit (Gy),,~, une
suite de graphes de Erdds-Rényi définis sur un méme espace de probabilité,
avec G, = (Vp,, Fy,) de loi de Erdds-Rényi G(n,p) avec p = A\/n. Pour tout
v €V, soit Gp(v) la composante conneze du sommet v.

1. Si A < 1 alors pour tout ¢ > 1/,
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n— 00 vEV),

lim P(max |G (v)| = clog(n)) =0.

2. SiX>1 alors
maxyev, [G(V)] ps, 1=

n n—00

ot p €10,1[ est la probabilité d’extinction d’un processus de branche-
ment de Galton-Watson de loi de reproduction Poi(\). De plus, il existe
un réel ¢ > 0 tel que presque strement la seconde composante connexe
(en taille) a une taille au plus clog(n).

En substance, si A < 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est si faible
qu’il ne comporte pas de composante connexe plus grande que O(log(n)). Le
graphe est émietté. Si A > 1 alors la connectivité du graphe aléatoire est
si forte qu’il contient une unique composante connexe géante contenant une
fraction strictement positive des sommets tandis que les autres composantes
connexes ont une taille qui n’excede pas O(log(n)).

Démonstration. Par souci de simplicité, nous nous contentons d’établir la pre-
miére propriété seulement. Pour ce faire, on explore G(v) en utilisant un al-
gorithme de parcours en largeur®, qui consiste a explorer les voisins de v,
qui constituent la premiere génération, puis leurs voisins qui n’ont pas déja
été visités, qui constituent la seconde génération, etc. Cela donne un arbre
fini couvrant® G(v), similaire & celui de la figure 3.2. En forgant I'absence
de cycles, cette approche fournit également un couplage avec un arbre aléa-
toire de Galton-Watson de loi de reproduction Bin(n — 1, p), sous-critique car
(n—1)p < A <1, dont la taille totale N vérifie N > |G(v)| ('arbre est plus
gros par absence de cycles). Or le théoréme 3.17 affirme que

loi

N=T ou T:=inf{k>1:5,=-1}
est le temps d’atteinte de —1 d’une marche aléatoire (Sj) k>0 Sur Z issue de

So = 0 et d’'incréments (U;);-, i.id. tels que 1 +U; ~ Bin(n — 1, p). Fixons
6 > 0 quelconque et posons

M, = 695"‘4,0(9)_k oun () = E(egUl)

est la transformée de Laplace de la loi des incréments de (Sk),,- La suite
(Mg);>o est une martingale positive pour la filtration naturelle de (Sk); (.
et T est un temps d’arrét fini p.s. On a lim,, oo M7An, = M7 p.s. de sorte que
grace au lemme de Fatou et au théoreme d’arrét,

e "EB(p(0)T) = E(Mr) = B( lim Mrpa,) < lim B(Mgpa,) = E(M) = 1.

n— oo n—oo

3. «Breadth-First Search» en anglais (BFS).
4. «Spanning tree» en anglais et on parle de « Minimal Spanning Tree» (MST).
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Soit 6 > 0 tel que ¢(f) < 1. Pour tout r > 0, par I'inégalité de Markov,
P(T > 7) =P(p(0) " > 0(0)™") < p(0) E(p(0)™") < p(0)e’.

L’inégalité de convexité 1 4+ x < e” valable pour tout x € R donne

n—1
Ae? - 1)) < M 1)-8

o0) = (1= pt ety = et (14 25

(notons que eMe’=1) egt la transformée de Laplace de Poi())). La fonction

6 € R~ Me? — 1) — 0 atteint son minimum en 6, = —log(\) > 0, et
w0.) =e *oua:=1—X+log(A\) >0, dou

P(T > 7) < (0,) e = e mot0 = \~lemor,
Par conséquent, pour tout ¢ > 0,
P(|G(v)| = clog(n)) < P(N > clog(n)) = P(T > clog(n)) < A 'n~¢.

A présent, comme les v.a. (G(v)), ey sont identiquement distribuées, on a

IP(max|G(v)| > clog(n)) < Z P(|G(v)| = clog(n))

veV
veV

— nP(|G(1)] > clog(n)

<A

d’ou le résultat en prenant ¢ > 1/a. ad

16.5 Pour aller plus loin

La géométrie des arbres réguliers (graphe de Bethe) et des graphes com-
plets est plus simple que celle du graphe euclidien (grille), ce qui facile en
principe I’étude de propriétés probabilistes. En informatique, en télécommuni-
cation, mais aussi en électricité, un réseau® est un graphe muni d’une marque
ou d’un poids sur chaque aréte, représentant une conductance, une résistance,
une longueur, un cofiit, etc, dans notre cas 0 (aréte indisponible) ou 1 (aréte
disponible). En ce sens, nos graphes aléatoires sont des réseaux aléatoires©.
Dans le cas euclidien, le graphe est également un réseau au sens de la géomé-

trie?, c’est-a-dire un sous-groupe discret de ’espace vectoriel euclidien.

Le phénomene de la percolation est un classique de la physique statistique,
qui peut étre étudié sur tout graphe aléatoire. Le mécanisme de la percolation
posséde par ailleurs de nombreuses variantes : percolation orientée (les arétes

5. «Network» en anglais.
6. « Random networks» en anglais.
7. «Lattice» en anglais.
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sont orientées), percolation de premier passage, de dernier passage, percolation
par sommets (ce sont les sommets et non les arétes qui sont déclarés ouverts ou
fermés), etc. Une bonne partie de ce chapitre est inspirée des notes de cours de
Thierry Lévy [Lé08]. La théorie mathématique de la percolation, développée
depuis le milieu du vingtieme siecle par John Hammersley et Harry Kesten
notamment, constitue depuis lors un domaine trés actif des probabilités. Un
panorama sur le sujet se trouve dans les livres [Gri99, Gril0] de Geoffrey
Grimmett, dont la thése soutenue en 1974 sous la direction de Hammersley et
Dominic Welsh (ancien éléve de Hammersley également) portait déja sur les
champs et graphes aléatoires! Le théoréeme 16.14 date des travaux du milieu
du vingtiéme siécle de Paul Erdds et Alfréd Rényi [ER59, ER61b] et de Edgar
Gilbert [Gil59]. La preuve du théoréme 16.14 est inspirée des notes de cours de
Charles Bordenave [Borl4a)]. Plus généralement, on peut établir ce qui suit :

Condition sur (n,p)[Comportement p.s. du graphe aléatoire G(n, p) quand n — oo
np < (1 — €) log(n)|existence de sommets isolés (donc graphe non connexe)
np > (1 4 €) log(n)|graphe connexe (donc np ~ log(n) est un seuil de connectivité)
np < 1|pas de composante connexe de taille > O(log(n))
np = 1|plus grande composante connexe de taille ~ n2/3
np — A > 1|unique composante connexe géante (fraction > 0 des sommets)
aucune autre composante connexe n’est > O(log(n)).

On renvoie & ce sujet & [Borl4a] et au livre de Remco van der Hofstad
[vdH14]. On y trouvera la démonstration du second point du théoréme 16.14.
Le lemme 16.8 sur la constante de connectivité du graphe euclidien est
I'une des clés de la démonstration du théoreme 16.7. Toutefois, la valeur exacte
de cette constante k(d) est inconnue pour tout d > 2. Hugo Duminil-Copin

et Stanislav Smirnov ont montré dans [DCS12] quelle vaut /2 4 /2 pour
le graphe hexagonal sur Z2. La démonstration du théoréme 16.13, tirée de
Particle de synthese [HJ06], est due a Theodore Harris [Har60]. Dans ce tra-
vail, Harris établit également que 03(1/2) = 0 c’est-a-dire que p.(2) > 1/2.
Il faudra attendre le travail de Kesten [Kes80] pour que I'égalité p.(2) = 1/2
soit démontrée. Pour les autres valeurs de d, la valeur de la probabilité cri-
tique n’est pas connue. On peut toutefois établir que 04 est de classe C* sur
Pintervalle |p.(d), 1[.
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Croissance et fragmentation

Mots-clés. Modele de croissance et de fragmentation ; processus de Mar-
kov déterministe par morceaux ; générateur infinitésimal ; processus de Yule.

Outils. Processus de Poisson; couplage; distance de Wasserstein ; pro-
cessus autorégressif; loi exponentielle ; loi géométrique ; fonction génératrice ;
transformée de Laplace.

Difficulté. **

17.1 Processus TCP window-size en informatique

Le débit instantané maximal sortant d’un ordinateur connecté a un réseau
TCP/IP ! comme Internet est régulé par I'algorithme suivant : le débit maxi-
mal est augmenté de maniére déterministe d’une unité a chaque pas de temps,
et en cas de signal de congestion, il est multiplié par un facteur entre [0, 1], ty-
piquement 1/2. Ce mécanisme simple permet & la fois une bonne exploitation
du réseau et une réaction efficace en cas de congestion.

Nous allons étudier un modele markovien idéalisé de ce mécanisme. Si
on admet que, pendant une durée donnée, chacun des autres ordinateurs du
réseau provoque une congestion avec une petite probabilité, indépendamment
des autres, alors la loi des petits nombres suggere que les signaux de congestion
suivent un processus de Poisson. Soit N = (Nt)t>0 un processus de Poisson
issu de 0 et d’intensité A\ comptant les signaux de congestion, de temps de
saut successifs (Tn)n>o, ouTy:=0.SiFE, :=T,—T,_1 pour tout n > 1 alors

Ty, =Ey+ -+ Ey,

1. Pour « Transmission Control Protocol» et «Internet Protocol».
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et la suite £ = (E,),, est constituée de variables aléatoires i.i.d. de loi
exponentielle de moyenne 1/A. Pour tout ¢ € R4 on a

Ny =Y 1y(Tn).

n>1

Soit Q = (Qn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs
dans [0, 1] de méme loi Q. Soit X une variable aléatoire positive. On suppose

que X, E, et @ sont indépendants. On définit le processus X = (Xt),520 a
temps continu et a espace d’états Ry de la maniére suivante :

X XT,L+t_Tn si Tn<t<Tn+1,
t = .
Qn-‘rl(XTn + Tn+1 - Tn) sit= Tn+17

oun = N; € N est le nombre de sauts avant l'instant ¢. Les trajectoires de X
sont affines de pente 1 par morceaux, continues a droite avec limite a gauche,
et chaque saut correspond & une multiplication par un nombre dans [0, 1].
On dit qu’il s’agit d'un processus de Markov déterministe par morceaux ?
et plus particulierement un processus a croissance linéaire et décroissance
multiplicative 3. Le processus X est connu sous le nom de processus de taille
de fenétre TCP 4 car en informatique, le débit maximal sortant est réglé par

une taille de « fenétre TCP ».

Xt

Xo

0 Ty Ty t

Fig. 17.1. Allure d’une trajectoire typique du processus X.

Théoréme 17.1 (Générateur infinitésimal). Le générateur infinitésimal du
processus X est donné, pour toute fonction f € C*(Ry,R) et tout x > 0, par

L)) = tim 2SED[Xo=2) = f(z)

t—0+ t

— F(2)+ A / (f(q) — f(x)) Q(dg).

2. «Piecewise Deterministic Markov Processes (PDMP)» en anglais.
3. «Additive Increase Multiplicative Decrease (AIMD)» en anglais.
4. « TCP window-size process» en anglais.
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Le processus X n’explose pas car N n’explose pas. L’espérance condition-
nelle E(f(X;)| Xo = x) a un sens car sur {Xo = 2}, on a X; < = + ¢, et
comme f est C!, la v.a.r. f(X;) est bornée.

Démonstration. Soit f € C*(R4,R) et t < 1. Par définition de X et N,
E(f(X)Lin—o) | Xo=2) = f(z + )P(N; = 0) = f(z +t)e

= (f(z) + f'(@)t + o(t))(1 = At + o(t))
= f(z) +t(f'(z) = Af(x)) + o(t).

Conditionnellement & {N; = 1}, T suit la loi uniforme sur [0, ], donc

E(f(X))| Xo=2,N, =1) = B(f(Qu(z + T1) +t — T1) | Ny = 1)

/ds/ Q(dq)flg(z+s)+t—s)
- / Q(dq) f(g) + o(1)

ou le o(1) (quand t — 0) provient de la continuité de f, et donc

Troisiémement, sur {Xo = 2} on a X; < z +t et donc comme ¢ < 1, on a
B (f (X)L (x50 | Xo = 7)| < ( sup |f<u>|>1P<Nt >2) = O().
u€[0,z+1]
Finalement, la collecte des trois termes donne bien le résultat voulu. a

Pour tout ¢ > 0 on considére 'opérateur linéaire P; qui a toute fonction
f : R+ — R mesurable et bornée associe la fonction mesurable et bornée

€ Ry = P f(x) = E(f(X¢)]| Xo =2).

Cette quantité fait encore sens pour f mesurable et localement bornée (par
exemple continue) car conditionnellement & Xy = x, X; prend ses valeurs dans
l'intervalle borné [0,z + t]. On a Py = I et la propriété de Markov entraine
que (F);, est un semi-groupe :

Piys=Piy =P oPs.

On dit que ce semi-groupe est markovien car il préserve la positivité et I'unité :
P(f) 2 0si f >0et P(1) =1. On dit qu'une fonction mesurable et bornée
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f R4+ — R appartient au domaine du générateur L du processus lorsque la
limite suivante existe pour tout = > 0 :

P (f)(x) = f(=)
t

L(f)(z) = lim = 0o 2(f)(2).

t—0t

Tout se passe comme si «P; = etf». On peut établir que la propriété de
semi-groupe donne, pour tout ¢ > 0 et toute fonction f de classe C!,

e—0

e—0 t

On dit qu’il s’agit des équations de Chapman-Kolmogorov progressive et ré-
trograde respectivement («forwardy» et «backward» en anglais).

Le théoreme 17.1 affirme que le domaine du générateur L contient les
fonctions de classe C!. 1l se trouve de plus que le générateur conserve les
polyndmes sans augmenter leur degré. Cela permet de calculer les moments
de maniére récursive.

Théoréme 17.2 (Moments et loi invariante). Pour tout n € IN, tout x > 0
et tout t > 0, le moment d’ordre n de la loi de X; sachant {Xo = x} vérifie

n n! Ny 1 ot
E(X | Xo =2) = m“ﬂ Z(Zk; 11 oj_em>e
= m=1 k=0 j=k

J#Em
ot 0, := N1 — E(QY)). De plus, conditionnellement a {Xo = x}, la variable
X converge en loi quand t — oo vers la loi p sur Ry dont les moments sont

n!
/xn p(dz) = o,
k=1"Yk
pour tout n = 0. Enfin, tous les moments de X; convergent vers ceux de p.

Démonstration. Posons a,(t) = E(X}'| Xo = z) = Pi(fn)(x) ou fp(x) = z™.
Pour tout n > 1, le théoreme 17.1 donne

Lfa(x) = na=t + Xa" / (¢ — 1) Q(dg) = nfu1(x) — On fo(x)

et donc, en utilisant 1’équation de Chapman-Kolmogorov progressive,

a;L(t) - atpt(fn)(x) = Pt(Lfn)(x) = Pt(nfn—l - ann)(ﬂf)
= no,—1(t) — Opan(t).
Comme oy est constante égale a 1, on obtient I