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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. — Sur PUévolution d’un
systéme élasto-visco-plastique. Note (*) de M. Jean Jicoues Moreav,
présentée par M. Paul Germain.

1. SYSTEME ELASTO-RESISTANT A DEUX CONSTITUANTS. — 1l est habituel,
dans I’étude de mouvements de faible amplitude d’un systéme mécanique,
de traiter la variété Al des configurations éventuelles comme un espace
vectoriel, de dimension infinie s1 la hberté du systéme est infinie. La vitesse
éventuelle du systéme est alors un élément de ce méme espace; par la
forme bilinéaire « puissance » notée <., .>, I’espace vectoriel U est mis
en dualité avec un espace vectoriel F dont les éléments sont, en un sens
général, des forces éventuellement applhiquées au systéme. Sauf mention
du contraire, toutes les notions topologiques invoquées dans ce qui suit
(en particulier la dérivée ou vitesse 3 d’un élément y€U fonction du
temps ¢) seront relatives aux topologies faibles s (U, F) et o (F, U)
associées a cette dualité. |

A Pexemple de la conception usuelle de ’élasto-plasticité, le systeme
qui fait ’objet de cette Note est plus précisément traité comme formé
de deux constituants :

— Le constituant « visible » ou ¢ exposé » de configuration z€U : .
lui seul subit les forces extérieures ou charges et les liaisons.

— Le constituant « caché » ou « freiné », de configuration p €Al.

On pose x — p = e, écart élastique.

Les-forces subies par le constituant p sont :

— Une force s de rappel élastique vers z, de la forme

(1) s=A ),

ou A est une application donnée, linéaire ou non de U dans &F; usuel-
lement A est le gradient (faible, au sens de la dualité entre U et F) d’une
fonction E : U — R, énergie élastique, convexe.

— Une résistance f-liée a la vitesse p (on postule, au stade présent,
Iexistence de cette vitesse) selon le schéma développé dans une Note
précédente (') :

(2) p €9G (—f),

ou G est une fonction numérique définie sur F, convexe, semi-continue
inférieurement. S1 par exemple, 1l s’agit seulement d’une résistance plas-
tique parfaite, G est la fonction indicatrice $; d’une partie convexe fermée
donnée C de &F.

Les forces subies par le constituant z sont :

— Une charge c€ &, fonction donnée du temps.

— La force — s de rappel élastique vers p.
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— La réaction r d’une liaison bilatérale parfaite (*) : cette liaison
contraint x d’appartenir, & chaque instant, & une variété alline de mou-
vement imposé (*), soit £ = U + g, U désignant un sous-espace vectoriel
fermé fixe de U, tandis que g est un élément de U, fonction donnée du
temps, qu’on peut appeler Uenirainement forcé. Dire que la liaison est
parfaite signifie que la réaction r, a priori inconnue, appartient a V, espace
orthogonal de U dans &.

Le probléme est la détermination du mouvement de x el de p dans Uhypo-
thése d’une évolution assez lente pour que Uinertie soit négligeable.

A cette fin, remarquons d’abord que la condition géométrique 2 € £
de la liaison est, moyennant référence a des conditions initiales, équi-
valente & sa forme deérivée :

3) £eU + §.
Vu la condition (2), le quasi-équilibre de p équivaut a
(4) o p € dG (s).

Vu la condition r€&V, le quasi-équilibre de & équivaut a

-

() N seV +c.

En observant que la fonction indicatrice de la variété alline V 4 ¢
admet pour sous-différentiel en un peint a € F ’ensemble

- U si aeV + ¢,

)d}"+r' ==
Fvare (@) B4 si a¢V +¢,

on condense (3) et (O) dans I'écriture suivante :
(6) | g —E€dyi(5)

Toutes les conditions de notre probléme sont résumées par (1), (4)
ct (6). La structure d’un tel probléme d’évolution se dégagera micux dans
un cadre plus général et fera 'objet de publications ultérieures; au stade
présent, nous nous concentrons sur la variable « écart élastique »

¢ = x — p; une é¢limination immédiate — additionner (4) et (6) — carac-
térise son évolution par
(7) —ée (JF 4 JG) (A (e)),

F désignant la fonction — < g, .> -+ ¢y, ..

2. Visco-prasticiTE. — Nous disons que la loi de résistance (2) cst
de type V}sco-plasthuc si f est somme de deux termes f, (de plasticité)
ct £, (de viscosité) liés respectivement a la vitesse 7 par des lois de la forme

—fi€d9 (p),

ou ¢ est la fonction d’appui d’une partie convexe fermée C de AL, ¢t

—f = grad R (f)),
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ou R est une forme quadratique sur U, dite fonction de Rayleigh. La fonc-
tion G introduite en (2) est alors egale, a (4 :

G = (¢ + R)* = {¢ YR*,

Dans des cas usuels, la forme quadratique R* sera continue, au moins
pour la topologie de Mackey < (F, U); il en sera donc de méme pour

la fonction G ci-dessus, nulle sur C et prenant des valeurs réguliérement -

croissantes hors de cet ensemble; si Pon compare au cas purement plas-
tique qui laisse G = {,, la prise én compte d’une viscosité, au besoin

trés faible, apparait mathématiquement semblable 4 une description de

I’ensemble C par une « fonction de penallsatlon », ce qul est une prathue
familiére dans les techniques numeériques.

3. Cas p’UNE ErAsTICITE LINEATIRE. — Dans le cas le plus usuel ou
Papplication A de U dans F est linéaire, on pourra supposer (au prix,
s’1l le faut, d’une opération préalable de passage & un espace quotient)
que cette application est bijective. La fonction énergie élastique E > o
admettant A pour gradient est alors une forme quadratique définie posi-
tive sur U. On munit U d’une structure préhilbertienne séparée en
prenant 2 E comme carré de la norme. A ce stpde, on allége notablement
’exposition en traduisant la bijection A comme une identification des

espaces U et & notés désormais H : la forme bilinéaire <., .> se confond

de la sorte avec le produit scalaire préhilbertien de H. Dans ce cadre,
I’équation d’évolution (7) prend une forme intéressant actuellement les
analystes : relation entre e et — e qui est monotone au sens de Kachurovskii
et Minty; en I’état actuel de la théorie, la question d’existence de solu-
tions ne peut étre abordée que si H est hllbertlen on, procédera donc,
s'1l le faut, & une complétion. '

Une variante, utile notamment pourl étude du probléme de 'adaptation
des contraintes, répose sur une trafislation qui introduit la variable

y =e—c—g%Hp§0]vp,

(on ne restreint pas la generahte en supposant iwcicelUet geV).

Dans le cas (visco-plastique) ou G est une fonction continliment diffé-
rentiable, on obtient, pour décrire levolutlon de y dans V, une équation

de la forme
—j =gradf({, y),

justiciable, notamment, de résultats de F. E. Browder (!). Le cas pure-
ment plastique est mathématiquement plus délicat, mais fournit la repré-
sentation imagée que voici : Notons Y l'intersection de V avec C — ¢ — g;

c’est un convexe fermé qui évolue de maniére connue dans V. Le point y

appartient a y pour tout £; grosswrement parlant, il reste immobile tant
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qu’il est intérieur a cet ensemble; lorsque y est atteint par la frontiére
de ¥, ce mobile prend une vitesse dirigée selon une normale entrante du
convexe Y : c’est ce qu'on peut appeler un processus de rdfle.

(*) Séance du 28 juin 1971.

() J. J. MorEAau, Comples rendus, 271, série A, 1970, p. 608.

(2) On pourrait aussi prendre en compte des liaisons unilatérales parfaites selon le forma-
lisme présenté dans : J. J. MoreavU, Comples rendus, 267, série A, 1968, p. 954.

(*) Cette vérité affine est, en pratique, définie comme intersection de plusieurs autres.
Par exemple, dans une situation usuelle d’application de la présente théorie, ‘1l est un espace
de champs tensoriels de défornration sur le domaine de R* qu’occupe un milieu continu,
J un espace de champs tensoriels de contraintes sur ce méme domaine. £ sera contenu dans
le sous-espace vectoriel de ‘Ul formé par les champs de déformation géométriquement
compatibles; ce sera plus précisément a chaque instant ’ensemble des champs de tenseurs
déformation dérivant de champs de déplacements en accord avec le mouvement imposé
d’une partie de la frontiére.

(*) Au sujet de I'opération V, image de I’addition par la polarité *, voir par exemple :
J. J. MoREAU, Fonctionnelles convexes (Séminaire sur les Equations aux dérivées parlielles,
College de France, Paris, 1967) (multigraphié, 108 pages).

(*) F. E. BRowDER, Annals of Math., 80, 1964, p. 485-523.

U. E. R. de Mathémaliques,
place Eugéne-Balaillon,
34-Montpellier, Hérault.



