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Résumé

Les structures minces sont caractérisées par le fait qu’une de leur dimension (I’épaisseur, par exemple) soit tres petite
devant les dimensions globales de la structure ainsi que devant les rayons de courbures de la surface moyenne. Cette
spécificité en font des structures extrémement 1égeres, donc viables économiquement et beaucoup plébiscitées dans
I’industrie. Parmi les nombreuses applications que I’on peut trouver dans le domaine de I’ingénierie, on peut citer de
facon non exhaustif les structures offshores, les véhicules, les composants de I’industrie aéronautique, les Equipements
Sous Pression (ESP) .. .Cette 1égereté et leur élancement font que lorsque 1’on est ici en présence de contraintes de
natures compressives et/ou de cisaillement, ces structures peuvent entrer dans un état instable a partir d’un certain
niveau de chargement. Cet instabilité mécanique désignée sous I’appellation flambement a fait 1’objet de plusieurs
recherches depuis plus d’une centaine d’années. Si nous prenons le cas particulier des ESP, les conséquences inhérentes
a la défaillance de tels équipements sont nombreuses et variés (risques humains, matériels, écologiques .. .). Aussi pour
prévenir ces risques et assurer un dimensionnement se situant, toujours, du c6té de la sécurité, on fait appel a des codes
et des normes qui sont sujets a de constantes améliorations. C’est dans ce contexte général que ces travaux sont initiés
dans la mesure ot ici, il s’agira a 1’aide de calculs numériques sophistiquées, de proposer des méthodes analytiques
simples et accessibles permettant de réaliser de manicre optimale le dimensionnement au flambement de configurations
nouvelles (ou pas tres bien connues) fréquemment rencontrées dans les ESP. Aussi, en utilisant le formalise de I’EN
1993-1-6 [1] et le texte ECCS [2]] ainsi que les différentes analyses préconisées, le (post-)flambement de la sphere sous
sollicitations combinées (pression externe + cisaillement circonférentiel) est présenté. Cette étude permet de quantifier
I’influence de certains phénomeénes qui peuvent influer sur le comportement au flambement (non-linéarités matérielles
et géométriques, imperfections, ...) pour chaque sollicitation fondamentale. In fine, I’étude paramétrique de la sphere
sous sollicitations simultanées de pression externe et de cisaillement circonférentiel permettra de définir des courbes
d’interaction ainsi que de donner, qualitativement, le comportement sous sollicitations combinées.
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1 Formalisme des Recommandations Européennes (Texte ECCS)

Nous adoptons le formalisme de courbes de voilement du texte ECCS. Ces courbes permettent de mettre en exergue
la relation entre la résistance relative de flambement x et I’élancement réduit A . L’avantage de
I’utilisation de ces courbes est qu’elles sont parfaitement déterminées par la connaissance de quatre grands parametres
clefs qui permettent de mettre en exergue, individuellement, une caractéristique essentielle durant le
flambement.

x =1 quand A < Ag

n
X=1_ﬁ<,<\21,1/\,\()0> quand A\g < A < A, (D)
X = 32 quand A\, < A

a [Rarv A
Ay = 2 _ | MNA
P 1-8 (2) A Ripn 3)

a  Non-linéarités géométriques et imperfections géométriques
B Définition du domaine plastique

n  Interaction élastique-plastique

Ao Délimitation plateau plastique

TABLE 1 — Parametres clefs des courbes de voilement [12} [1]]

Les courbes de voilement font intervenir un ensemble de facteurs de résistance qui sont parfaitement déterminés
via les différentes analyses préconisées par le texte ECCS et 'EN 1993-1-6 (Tableau 2). Ces analyses vont de la plus
simple (LBA) a la plus sophistiquée (GMNIA) permettant de prendre en compte aussi bien les défauts que les effets
inélastiques du matériau.

Analyse  Résistance  Description

LBA Riga Analyse Linéaire de Bifurcation (Calcul linéaire élastique de valeurs propres, Structure parfaite)

GNA Rona Analyse Géométriquement Non-linéaire (Grandes transformations, matériau élastique, Structure
parfaite, Recherche de points de bifurcation ou de points limites (“snap-through™))

MNA Rwvna Analyse Matériellement Non-linéaire (Estimation de la résistance plastique, loi matériau parfai-
tement plastique, hypothese des petites transformations)

GMNA Rgmna Analyse Géométriquement et Matériellement Non-linéaire (Grandes transformations, Structure
parfaite, loi matériau parfaitement plastique, Recherche de points de bifurcation ou de points
limites (“snap-through™))

GNIA Ronia Analyse Géométriquement Non-linéaire de la structure imparfaite (matériau élastique, Introduc-
tion d’une imperfection de “substitution”)

GMNIA Remnia Analyse Géométriquement et Matériellement Non-linéaire de la structure imparfaite (matériau
parfaitement plastique, Introduction d’une imperfection de “substitution”)

TABLE 2 — Analyses préconisées par le texte ECCS et 'EN 1993-1-6 [2, [1]]

2 Etude numérique

Dans le cadre de ces travaux, la structure sphérique sujette a deux types de sollicitations fondamentales a été étudiées.
Ce travail a permis de mettre en exergue certaines caractéristiques intéressantes durant le processus de flambement,
notamment les influences des pré-déformations avant flambement ainsi que des non-linéarités matérielles, et enfin des
imperfections d’origine géométriques ...

2.1 Modélisation numérique

En pression externe, une sphere complete est modélisée afin de traiter le probleme dans sa globalité et ainsi ne
pas écarter certains modes de flambement. Pour la sphére compléte en pression externe, deux types de maillage sont



utilisées : un maillage axisymétrique mettant en exergue un “point singulier” au niveau de 1’apex et un maillage
structuré en quadrangle plus uniforme (voir [Figure I)). Toutes les analyses non-linéaires de flambement sont effectuées
en utilisant la méthode modifiée de longueur d’arc de Riks [3] implémentée dans le logiciel commercial ABAQUS [4].
Dans les analyses numériques sur la structure imparfaite, une imperfection semblable au premier mode de flambement
associée a une amplitude &g est retenue .
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(a) Maillage quadrangle (a) Maillage axisymétrique
structuré avec point singulier

FIGURE 1 — Maillage de la sphere compléte sous pression externe

Pour optimiser les temps de calculs, dans le cas du cisaillement circonférentiel et de la sollicitation combinée, une
demi-sphere pour laquelle les conditions de symétrie adéquates sont retenues est modélisée. Dans ce cas précis, un
maillage quadrangle structuré est utilisé. Le cisaillement est modélisé a 1’aide d’une distribution circonférentielle
de pression qui s’inspire des travaux de Yinyi [5]. La modélisation de cette pression circonférentielle est possible
grice aux routines utilisateurs présentes dans ABAQUS. Dans tous les calculs numériques, on utilise des éléments
quadratiques a huit noeuds et a cinq degré de liberté par noeud (éléments S8R5 dans ABAQUS).

Q1 = 0
Q2 = 7o-sin(%F) 4)
Qs = 0

FIGURE 2 — Distribution circonférentielle de pression d’apres Yinyi [5]

2.2 Sphere sous pression externe

Zoelly [6] établit le premier la pression critique de flambement sous les hypothéses d’un comportement purement
axisymétrique d’une spheére compléte sous pression externe. Toutefois, a I’instar du cylindre sous compression axiale,
une disparité systématique est observée entre les résultats théoriques et expérimentaux [[7].

L’ Analyse Linéaire de Bifurcation (LBA) a permis de constater que la forme des modes de flambement est in-
trinsequement liée au maillage adopté. Pour le maillage axisymétrique avec “point singulier”, les lobes de certains
modes exhibent une direction privilégiée (voir (c) et (d) sur la , tandis que pour le maillage quadrangle
structuré, les fossettes se forment sur toute la zone circonférentielle de la sphere, et ce, de maniere uniforme (voir (a)
sur la[Figure 3). Pour les deux maillages, les pressions critiques obtenues sont relativement proches permettant de
conjecturer, d’apres la théorie de Koiter [8]], la présence de modes multiples et donc de la sensibilité de la sphére sous
pression externe aux imperfections géométriques. Les calculs paramétriques non-linéaires sur la structure imparfaite
permettent de confirmer cette sensibilité, dans la mesure ot I’on constate une chute importante de la capacité portante
de la coque des lors que la charge limite est atteinte mais aussi, une réduction importante de la pression critique de la
structure imparfaite.

Ces analyses numériques préalables permettent d’extraire les différents parametres clefs des courbes de voilement en
utilisant les courbes modifiées de Rotter [9]. Des interpolations non-linéaires en utilisant la méthode des moindres
carrés permettent d’obtenir des expressions explicites de ces parametres qui ne dépendent que de &g /1. La



(a) Mode 1 (b) Mode 5 (c) Mode 1 (d) Mode 5
(maillage quadrangle) (maillage quadrangle) (maillage axisymétrique)  (maillage axisymétrique)

FIGURE 3 — Sphére compléte sous pression externe : Exemple de modes LBA obtenus avec les deux types de maillage

donne le facteur d’imperfection v pour différentes valeurs de R/t issu de ces analyses paramétriques pour la sphere
complete, celui qui est actuellement codifiée dans le texte ECCS et le facteur o récemment obtenu par Blazejewski et
Marcinowski [[10] sur une calotte sphérique encastrée en ses bords. De méme, de nouvelles expressions des facteurs 3
et 7 ne dépendant que de dy/t ont été établies sachant que ceux qui sont actuellement codifiés sont pris, de maniére
conservative, constants.

16 1e
@ﬁ —— R/t =125 S ——TALL [2018]
g —— R/t =500 g ——Texte ECCS (V5)
% 0.8 1 —=— R/t = 1000 ;:3? 0.8 —— Blazejewski et Marcinowski [2016]
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Amplitude adimensionnelle imperfection, dq /¢ Amplitude adimensionnelle imperfection, &/t
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FIGURE 4 — Sphére complete sous pression externe : (a) Facteur d’imperfection élastique o pour R/t =
125,500, 1000, 2000, 3000 ; (b) Comparaison du facteur v avec les valeurs actuellement implémentées
dans le texte ECCS et le facteur o obtenu trés récemment par Blazejewski and Marcinowski [10]]

2.3 Sphere sous cisaillement circonférentiel

L’analyse LBA de la sphere sous cisaillement circonférentiel montre I’existence de modes de flambement de forme
ellipsoidale comme I’ont d’ailleurs constaté Mow et Sadowski dans leurs travaux précurseurs sur une
sphere ayant un piquage aux différents poles soumise a un moment de torsion.

La donne le facteur « pour différents ratio R/t ainsi que la borne inférieure ("lower bound”) qui en est
déduite. Contrairement a la sphere complete sous pression externe, les parametres « entre deux ratios donnés sont
quasi-coincidents. Les autres parametres clefs (3, ) sont extraits et ne dépendent la aussi que de dy/¢t. Néanmoins,
il serait opportun de disposer de résultats expérimentaux afin de juger qualitativement de la valeur de ces nouvelles
courbes de voilement qui sont, a la connaissance des auteurs, tout a fait nouvelles.

2.4 Flambement sous sollicitations combinées

Les résultats précédents ont permis de mettre en exergue le comportement de la sphere sous sollicitations de pression
externe d’une part et de cisaillement circonférentiel d’autre part. Néanmoins, en pratique les structures ne sont pas
soumises a I’une ou I’autre sollicitation fondamentale mais bien a leur combinaison. Ainsi, de maniére analogue a



(b) Mode 2 (c) Mode 4 (d) Mode 5
Qo = 20.097 MPa Qo = —20.097 MPa Qo = —20.097 MPa Qcr = —20.172 MPa

FIGURE 5 — Sphere sous cisaillement circonférentiel : quelques modes issus de I’analyse LBA. Le nombre d’onde

critique de ces modes est égal a n., = 14.
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FIGURE 6 — Sphére sous cisaillement circonférentiel : Facteur d’imperfection élastique o pour différents ratios de

géométrie R/t ainsi que la borne inférieure déduite des calculs paramétriques numériques.

Winterstetter et Schmidt [12]], la combinaison de sollicitations est étudiée en établissant des courbes d’interaction
permettant de mettre en exergue 1’influence de chaque chargement.

®

(i)

(iii)

La représente une synthése des courbes d’interaction LBA obtenues pour différents ratios R/t ainsi
que, pour chaque R/t, les courbes représentant la meilleure interpolation possible (au sens des moindres carrés
non-linéaires). Les courbes d’interaction sont trés similaires a celles obtenues par Mow et Sadowski [11]] dans
leurs travaux précurseurs. Autrement dit, pour des coques relativement épaisses (R/t suffisamment petit), la
courbe comporte, pour un cisaillement faible, une partie parabolique. Ensuite, elle devient parfaitement linéaire.
Néanmoins, pour des coques relativement minces (R/t suffisamment grand), les courbes d’interaction deviennent
complétement linéaires.

Pour la sphere parfaite, les courbes d’interaction obtenues respectivement pour les analyses LBA et GNA se
superposent parfaitement. Ce fait permet de conjecturer naturellement que les non-linéarités géométriques avant
flambement n’ont pas d’influence particuliere sur le flambement en sollicitations combinées. La forme néanmoins
des courbes obtenues dépend du ratio R/t. Ainsi, pour des coques suffisamment mince (R/t grand), les courbes
d’interaction sont parfaitement linéaires et pour des coques suffisamment épaisses (R/t petit), on distingue une
partie parabolique pour un cisaillement tres faible (R/t = 500, voir [Figure 8)).

Pour la sphere imparfaite (voir [Figure 9), les courbes d’interaction dépendent aussi bien de I’amplitude de
I’imperfection que du ratio R/t. On remarque ainsi que lorsque le flambement a lieu dans le domaine élastique,
les courbes d’interaction sont parfaitement linéaires et se superposent aux courbes LBA/GNA, alors que pour
un flambement ayant lieu dans le domaine plastique, celles-ci sont asymptotiquement semblables a la courbe
matérielle seuil de Von-Mises. De plus, I’on note que pour toutes les courbes obtenues, il subsiste un plateau
montrant qu’il existe une contrainte de cisaillement seuil en dessous de laquelle, le cisaillement circonférentiel
n’a aucune influence sur la combinaison de sollicitation.
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FIGURE 7 — Sphere sous sollicitations combinées : courbes d’interaction LBA pour différents ratios de géométrie R/t
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FIGURE 9 — Sphere sous sollicitations combinées : courbes d’interaction GMNIA (R/t = 500, oy = 250 MPa,
E = 210 GPa, v = 0.3), imperfection affine au premier mode linéaire de la sphere sous pression externe
seule.



3 Conclusions

Cette étude a permis d’extraire les différents parametres clefs associés aux courbes de voilement de la sphere sous
pression externe d’une part et sous cisaillement circonférentiel d’autre part. L’étude de la sphere sous sollicitations
combinées a permis I’extraction de nouvelles courbes d’interaction pour différents ratio de géométrie. Cette étude offre
ainsi de belles perspectives pour 1’établissement d’une regle d’interaction, a I’'image de celle qui existe actuellement
pour les cylindres, simple, accessible et permettant via un dépouillement analytique, de dimensionner de manicre
optimale une sphere sous une telle configuration.
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