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L’amplitude vibratoire d’une structure mince peut €tre réduite grace au couplage électromécanique qu’offrent
les matériaux piézoélectriques. En termes d’amortissement passif, les shunts piézoélectriques permettent une
conversion de I’énergie vibratoire en énergie €lectrique. La présence d’une inductance dans le circuit crée une
résonance électrique due a I’échange de charges avec la capacité du patch. Ainsi, 1’ajustement de la fréquence
propre de ce shunt résonant a celle de la structure mécanique équivaut a la mise en ceuvre d’un amortisseur
a masse accordée. Cette stratégie est étendue au contrdle d’une structure multimodale par multiplication du
nombre de patchs piézoélectriques. Ceux-ci sont interconnectés via un réseau électrique ayant un comportement
modal approximant celui de la structure a contrdler. Ce réseau multi-résonant permet donc le contrdle simultané
de plusieurs modes mécaniques. La topologie électrique adéquate est obtenue par discrétisation de la structure
mécanique puis par analogie électromécanique directe. Le réseau analogue fait apparaitre des inductances et des
transformateurs dont le nombre et les valeurs sont choisis en fonction de la bande de fréquences a contrdler. Cette
méthode est appliquée a I’amortissement de structures unidimensionnelles de type barre ou poutre. La stratégie est

ensuite étendue au controle de plaques minces par mise en ceuvre d’un réseau électrique bidimensionnel.

1 Introduction

Le shunt résonant [1], constitué d’une inductance et d’un
patch piézoélectrique collé sur la structure a contrdler, peut
étre vu comme I’analogue électrique d’un amortisseur a
masse accordé. En effet, lorsque la fréquence de résonance
électrique est réglée sur une résonance mécanique, un
transfert énergétique génére une réduction de 1I’amplitude
vibratoire. L’utilisation d’un réseau de patchs périodiques
multiplie le nombre de shunts nécessaires mais a I’avantage
de limiter les probleémes d’annulation de charges qui
pourraient se produire avec des patchs aux dimensions
proches des longueurs d’ondes considérées. Cette solution
a été appliquée au contrdle de barres [2], de poutres [3] ou
encore de plaques [4]. Cependant, chaque shunt résonant
n’est efficace que sur une bande de fréquences étroite et les
valeurs d’inductance nécessaires sont souvent trop élevées
pour permettre une mise en ceuvre purement passive. Il est
pourtant possible de réduire les spécifications d’inductance
et de proposer un contrdle large bande en considérant
une interconnexion des patchs piézoélectriques plutot que
des shunts indépendants. Cette stratégie fut explorée par
Maurini et al. qui ont comparé plusieurs architectures de
réseaux périodiques [S5]. Il est finalement observé qu’un
amortissement multimodal nécessite le couplage de la
structure a contrdler a son analogue électrique. Des solutions
de controle piézoélectrique par réseau analogue passif ont
ainsi été proposées pour des poutres [6] et des plaques [7].
Malgré tout, les résultats présentés restent théoriques et
prennent en compte un réseau électrique homogénéisé, ce
qui s’éloigne des applications pratiques pour lesquelles le
nombre de composants électriques est limité.

Cet article synthétise la démarche ainsi que les principaux
résultats expérimentaux de 1’application de la stratégie
d’amortissement piézoélectrique analogue a des cas de
barres [8], poutres [9] et plaques [10]. L’élaboration d’un
modele discret approximant la structure continue a contréler
rend possible I'utilisation de 1’analogie électromécanique
directe qui conduit au réseau électrique analogue [11, 12].
Ce réseau est synthétisé expérimentalement a partir de
composants magnétiques passifs puis couplé a la structure
mécanique par l’intermédiaire d’un ensemble de patchs
piézoélectriques. Ceci permet d’observer des réductions de
I’amplitude vibratoire dues au transfert d’énergie vers le
réseau électrique analogue.

2 Amortissement vibratoire d’une
barre soumise a wune excitation
longitudinale

L’analogue électrique d’une barre est obtenu par
discrétisation d’un milieu propagatif longitudinal puis
application de I’analogie électromécanique directe. Le
réseau électrique obtenu vient ensuite interconnecter un
ensemble de patchs piézoélectriques de maniere a réduire
I’amplitude vibratoire de la barre a contrdler.

2.1 Discrétisation du milieu mécanique

Un milieu mécanique de type barre soumis a une
propagation longitudinale est caractérisé par une équation
différentielle qui s’écrit sous la forme

o%u 8 u

Pop = Y@, (D

ol x représente la variable d’espace, ¢ la variable de temps
et u = u(x, t) est le déplacement longitudinal. Les constantes
p et Y sont respectivement la densité du milieu propagatif et
son module de Young. Avec S I’aire de la section de la barre,
N =YS g—; définit ’effort normal. Ainsi, une méthode des
différences finies appliquée a I’Eq. (1) permet de définir le
modele discret d’une portion de barre tel que représenté sur
la Figure 1. Si a est la longueur de la portion de barre, alors
m = pSa est samasse et K, = YS/a saraideur longitudinale.
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Ficure 1 — Portion de barre discrétisée.

La Figure 1 correspond finalement & 1’approximation
discrete d’une portion de barre en traction-compression. La
succession de n cellules élémentaires de ce type offre donc
un modele discrétisé pour une barre de longueur [ = na. Ce
modele est valide tant que la longueur d’onde considérée
est grande devant la longueur a d’une cellule élémentaire.
Pour des problemes d’analyse vibratoire, une limite peut étre
fixée a un minimum de dix cellules par longueur d’onde.
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Ficure 3 — Dispositif expérimental : barre suspendue couplée a son réseau électrique analogue.

2.2 Réseau électrique analogue

A partir de la cellule élémentaire discrétisée présentée
sur la Figure 1, il devient possible de définir 1’analogue
électrique d’une barre en traction-compression. Nous
utilisons ici I’analogie électromécanique directe [11] qui
propose une équivalence entre une force et une tension, ainsi
qu’entre une vitesse et un courant électrique. Par conséquent,
une masse est équivalente a une inductance et une raideur est
équivalente a I’inverse d’une capacité électrique. L’ analogue
de la portion de barre discrétisée est donc représenté par la
Figure 2 qui montre une ligne d’inductances m/2 avec une
connexion a la masse par I'intermédiaire d’un condensateur
de valeur 1/K,,.
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Ficure 2 — Analogue électrique d’une portion de barre.

La succession d’un nombre suffisant de cette cellule
élémentaire permet de tendre vers un continuum électrique
qui représente 1’analogue d’une barre en traction-
compression. En ce qui concerne les conditions aux
limites électriques, I’analogie directe nous indique qu’une
condition de bord libre impose la mise a la masse d’une
extrémité du réseau. De méme, une condition de blocage
revient a laisser un port ouvert de facon a empécher le
passage du courant.

2.3 Conditions de couplage modal

Le réseau électrique analogue est couplé a la barre
a contrdler par I’intermédiaire d’un ensemble de patchs
piézoélectriques disposés de facon périodique. Comme la
capacité piézoélectrique a 1’état bloqué C prend le rdle du
condensateur représenté sur la Figure 2, il n’est nécessaire
d’ajouter qu’une ligne d’inductances L interconnectant
successivement les différents patchs.

L’objectif du couplage analogue est de synthétiser un
milieu secondaire capable d’approximer les modes de la
structure a contrdler. Dans notre cas, le milieu secondaire
est le réseau électrique qui doit donc présenter les mémes

fréquences de résonance et les mémes formes modales que
la barre considérée. Pour ce faire, une premiere condition
est d’imposer des connections électriques en bouts de réseau
qui sont analogues aux conditions aux limites mécaniques.
Ensuite, la relation de dispersion du milieu électrique doit
approximer la relation de dispersion de la barre. Cette
condition est vérifiée si le rapport de la raideur sur la masse
est égal dans les deux milieux propagatifs [8]. Le milieu
secondaire étant un réseau électrique, on obtient

m= @)
m

La capacité piézoélectrique C est imposée par la géométrie

et le matériau des patchs. C’est donc I’inductance L qui est

choisie, en fonction de la masse et de la raideur d’une portion

de barre, de facon a satisfaire le couplage modal.

2.4 Résultats expérimentaux

Une barre en duraluminium d’un metre de long et de
section carré de 2 cm de coté est munie de n = 20 paires
de patchs piézoélectriques. Une paire de patchs offrant une
capacité électrique C = 35 nF, des inductances L = 2.8 mH
sont choisies afin de satisfaire ’Eq. (2). Comme illustré sur
la Figure 3, la barre est suspendue par des cables élastiques et
excitée par un pot vibrant a I’une de ses extrémités. Afin de
respecter I’analogie avec une barre en condition libre-libre, la
ligne d’inductance doit étre connectée a la masse a chacune
de ses extrémités. Une té€te d’impédance mesure la force du
coté de I’excitation et un vibrometre laser donne acces a la
vitesse de déplacement de I’autre extrémité.

La fonction de réponse en fréquence, présentée sur
la Figure 4, prouve Defficacité du dispositif en terme
d’amortissement vibratoire multimodal. En effet, des
réductions d’amplitude supérieures a 20 dB sont observées
pour les 4 premiers modes de traction-compression.
Ces performances pourraient méme €tre améliorées en
augmentant la dissipation dans le réseau par ajout de
résistances électriques. L’apparition de minima locaux
marqués traduit, en effet, un comportement de type
amortisseur a masse accordée nettement sous-amorti. Enfin,
on remarque que le systeme électromécanique peut étre
modélisé de facon adéquate car les simulations numériques,
basées sur une approche par matrice de transfert [8],
concordent avec les résultats expérimentaux.
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Ficure 4 — Fonctions de réponse en fréquence pour la vitesse longitudinale en bout de barre - (- - -) réponse expérimentale sans
contrdle, (—) réponse expérimentale avec contrdle analogue, (——) réponse simulée avec contrdle analogue.

3 Amortissement vibratoire d’une
poutre soumise a une excitation
transversale

Le modele discret d’une poutre permet de définir
son analogue électrique. Celui-ci est assemblé avec des
composants passifs puis couplé a une poutre afin de réduire
son amplitude vibratoire.

3.1 Discrétisation du milieu mécanique

En considérant les hypotheses d’Euler-Bernoulli, la
propagation transversale dans un milieu de type poutre
s’exprime de la fagon suivante :

O*w o*w

pS o = Yga )
ol w = w(x,t) représente le déplacement transversal alors
que I est le moment quadratique de la poutre considérée.
De la méme maniere que pour la détermination du modele
de barre discrétisé, une méthode des différences finies
appliquée a I’Eq. (3) conduit au modele discret d’une
portion de poutre [9]. Ceci est illustré sur la Figure 5, ou M
représente le moment fléchissant et Q 1’effort tranchant.
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FiGure 5 — Portion de poutre discrétisée.

La masse m = pSa est égale a la masse de la portion
de poutre et Ky = YI/a correspond a sa raideur de
torsion. Comme précédemment, la succession d’'un nombre
suffisant de cette cellule élémentaire offre un modele discret
approximant le comportement dynamique d’une poutre en
flexion.

3.2 Réseau électrique analogue

L’analogie électromécanique directe appliquée au
modele discret de la Figure 5 donne la cellule élémentaire
électrique présentée sur la Figure 6. Encore une fois, la
masse de la cellule est représentée par une inductance et sa
raideur intervient au niveau d’un condensateur. Cette portion
de réseau est tout de méme plus complexe car elle présente

FIGURE 6 — Analogue électrique d’une portion de poutre.

deux lignes électriques séparées par des transformateurs
de rapport a/2. Ceux-ci sont les analogues des deux bras
de levier de longueur a/2 qui traduisent les conditions de
proportionnalité entre les angles et les déplacements, ainsi
qu’entre les moments et les efforts.

Une condition de bord libre a I’extrémité d’une poutre
impose a son analogue électrique une connexion a la
masse du bout de la ligne associée au moment fléchissant
(M = 0) ainsi qu’a celle associée a 1’effort tranchant
(Q = 0). D’autres conditions aux limites sont naturellement
réalisables comme, par exemple, une condition simplement
appuyée qui nécessite une connexion a la masse de la
ligne associée au moment fléchissant (M = 0) et une ligne
associée a I’effort tranchant laissée ouverte (W = 0).

3.3 Conditions de couplage modal

Comme pour la barre, le réseau électrique relatif a
la propagation transversale doit offrir des conditions aux
limites analogues et une relation de dispersion similaire
a celle de la poutre a controler. Cette derniere condition
revient a respecter 1’égalité

%L = lzﬁv (4)
a’LC a* m

ol a est le rapport de transformation des transformateurs
du réseau électrique [9]. Ky, m et a étant imposés par
les caractéristiques de la poutre et C étant la capacité
piézoélectrique, le réglage du réseau se fait a travers le choix
de I’inductance L et du rapport de transformation a.

3.4 Résultats expérimentaux

L’analyse expérimentale de [I’amortissement des
vibrations transversales se base sur la méme structure
que celle utilisée pour I’étude longitudinale. Cependant,
I’excitation et la mesure de vitesse sont ici transversales
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Ficure 8 — Fonctions de réponse en fréquence pour la vitesse transversale en bout de poutre - (- - ) réponse expérimentale sans
contrdle, (—) réponse expérimentale avec contrdle analogue, (——) réponse simulée avec contrdle analogue.

et le réseau est constitué d’une succession de cellules
élémentaires électriques telles que celle illustrée sur la
Figure 6. Le dispositif expérimental est présenté sur la
Figure 7. 1l fait apparaitre la poutre en conditions libre-libre
ainsi que le réseau constitué de composants magnétiques
passifs, inductances et transformateurs, spécialement congus
pour I’application proposée. Le rapport de transformation
choisi est @ = 1 ce qui impose une inductance proche de
L =120 mH.

Ficure 7 — Dispositif expérimental : poutre suspendue
couplée a son réseau électrique analogue.

La réponse fréquentielle de la Figure 8 montre que les
résultats expérimentaux concordent avec le modele basé sur
une formulation par matrice de transfert [9]. De plus, une
réduction de I’amplitude vibratoire est observée sur une large
bande de fréquences. Cependant, contrairement aux résultats
de la Figure 4, aucun minimum local n’est présent au niveau
des résonances de la réponse vibratoire. Ceci s’explique par
le fait que les résistances internes des transformateurs utilisés
dans le réseau électrique ont conduit a un systeme de contrdle
légerement sur-amorti.

4 Amortissement vibratoire d’une
plaque soumise a une excitation
transversale

L’analogue électrique d’une poutre en flexion est étendu
a un réseau bidimensionnel pour le contrdle vibratoire
d’une plaque mince. Une validation expérimentale montre le
potentiel de cette stratégie qui est mise en ceuvre de fagon
purement passive.

4.1 Discrétisation du milieu mécanique

Le comportement d’une plaque mince peut étre décrit par
la théorie de Love-Kirchhoff qui donne

®)

phazw 3 _D(64w *w 64w)

- = -+ 4+ —
or? ox* 0x29yr  dy*

ol x et y sont les deux variables d’espace, ¢ la variable de
temps et w = w(x,y, t) le déplacement transversal. Pour une
plaque de module de Young Y, de coefficient de Poisson v et
d’épaisseur h, D = #hjvz) représente sa raideur en flexion.

L’application de la méthode des différences finies
a I’Eq. (5) permet d’obtenir un systeéme d’équations
discretes qui définissent le modele différences finies d’un
élément de plaque. L’ensemble d’une plaque peut étre
modélisée par assemblage d’un nombre suffisant d’éléments
bidimensionnels discrets de fagcon a approximer la continuité
du milieu.

4.2 Réseau électrique analogue

A partir des équations décrivant le modele différences
finies d’un élément de plaque carré de coté a, 1’analogie
électromécanique directe mene a la cellule élémentaire
électrique présentée sur la Figure 9. Cette portion de réseau
est finalement une extension bidimensionnelle de I’analogue
électrique de la Figure 6. En effet, m = pha® représente la
masse de la portion de plaque et D sa raideur en flexion.
Quatre transformateurs de rapport a/2 assurent 1’analogie
avec le bras de levier de longueur a/2 et un cinquieme

_mé]z

a/2:1

FiGure 9 — Analogue électrique d’un élément de plaque
carré discrétisé.



Vitesse (dB)

|
D

I
©

O

o T

! L * !
100 150 200 250

\ \ \ \
300 350 400 450 500

Fréquence (Hz)

Ficure 11 — Fonctions de réponse en fréquence pour la vitesse transversale de la plaque - (- - -) réponse expérimentale sans
contrdle, (—) réponse expérimentale avec contrdle analogue, (——) réponse simulée avec contrdle analogue.

transformateur de rapport 1 est ajouté pour assurer 1’unicité
du déplacement au centre de la cellule.

Le choix de conditions aux limites électriques
analogues aux conditions aux limites mécaniques devient
malheureusement plus difficile a traiter dans un cas
bidimensionnel. Bien que les conditions cinématiques de
type déplacement nul ou rotation nulle imposent de laisser
simplement ouvertes les lignes électriques correspondante,
des conditions de type bord libre ne sont pas directement
associées a des tensions nulles en bord de la cellule
électrique de la Figure 9. Malgré tout, les plaques encastrées
ou simplement appuyées n’offrant pas de bord libre, leur
analogue électrique peut étre directement mis en ceuvre avec
le réseau passif proposé.

4.3 Conditions de couplage modal

Le réseau dédié aux plaques est une extension de celui
obtenu pour le contrdle d’une poutre. Ainsi, on retrouve
la méme condition traduisant 1’égalisation des relations de
dispersion dans les milieux électriques et mécaniques :

FIE™ ©
a*LC a*m

Associée a des conditions aux limites électriques analogues
a celles de la plaque considérée et en utilisant un nombre
suffisant de cellules élémentaires, I’Eq. (6) permet de
générer des modes électriques en courant qui ont les mémes
fréquences et les mémes formes modales que les modes de
plaque [10, 12].

4.4 Résultats expérimentaux

Comme présenté sur la Figure 10, vingt patchs
piézoélectriques carrés recouvrent une plaque d’aluminium
encastrée sur les quatre cotés. La plaque fait 400 mm de
long, 320 mm de hauteur et 1.9 mm d’épaisseur. Les patchs,
d’épaisseur 0.27 mm, sont connectés au réseau électrique
analogue, lui-méme constitué de 20 cellules élémentaires.
Des transformateurs électriques de rapport @ = 4 sont
utilisés, ce qui conduit a une valeur d’inductance L = 0.9 H.
Le réseau analogue est constitué d’un nombre limité de
cellules élémentaires ce qui I’éloigne du modele continu. Par
conséquent, I’inductance L doit €tre ajustée a une valeur de
0.7 H afin de mieux positionner les résonances électriques
sur la plage de fréquences considérée allant ici de 50 a
500 Hz. Des résistances sont ensuite ajoutées dans le réseau
pour optimiser la réduction vibratoire. Comme pour les
analyses unidimensionnelles, un pot vibrant applique un

Ficure 10 — Dispositif expérimental : plaque encastrée
couplée a son réseau électrique analogue.

effort en un point de la plaque et un vibrometre laser mesure
la vitesse de déplacement transversal.

La Figure 11 montre des réductions de plus de 20
dB sur l’ensemble des modes de plaque considérés.
Un modele numérique a également été développé a
partir d’un assemblage d’éléments de plaque couplés au
réseau analogue. Ce modele est validé par les résultats
expérimentaux et il offre donc des perspectives intéressantes
pour I’optimisation d’un réseau discret couplé a une structure
continue.

5 Conclusion

Cet article traite d’une stratégie d’amortissement
vibratoire de structures mécaniques par couplage
piézoélectrique a un réseau électrique analogue. Pour
des structures de type barres, poutres ou plaques, une
discrétisation du milieu mécanique suivie d’une analogie
électromécanique directe permet de proposer des analogues
électriques passifs. Des conditions de réglage des réseaux
électriques sont également présentées de facon a assurer
une interaction entre les modes électriques et les modes
mécaniques sur une large bande de fréquences. Méme
si la quantité de matériau piézoélectrique ajoutée reste
relativement limitée, les validations expérimentales montrent
une nette réduction de 1’amplitude vibratoire des structures
considérées. De nature intrinsequement passive, cette
stratégie d’amortissement vibratoire multimodal semble
donc prometteuse, en particulier pour des applications de
contrdle embarqué.
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