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SUR UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION 

DE CERTAINS PROBLÈMES PHYSIQUES BASÉE 

SUR LA PERMANENCE DES ÉGALITÉS FONCTIONNELLES 

DANS LE PLAN COMPLEXE 

par 

:\l. PONCIN 

et 

MM. BOUIIOT et '\fOHEAIJ 

Jp ;ne propose d'indiquer Je� princip('� gèm'.:nrnx qt1i nows on!· conduit� �l Jlh'Un; 
au point une m(.thwJe ûe n'.-�ofuLion de ('('rl;tith ptobll'rnt'!\ physiqne.s, dvut la mi.sü eu 
i·(i nutions foit intcrv<:nir des fonclions h�1r1rH,niqucs ,\ <kux v:1ri:\hk,. �l:\·l. RotnHrr 
r.l MunMt• dorulèrolll unsuik riu,·lqub ox.:mj>lc, <l'applical.ion d,• celte mHhod,•, par­
lt!rünl des gêuérdlisa1ions qu'il• en ont f'titcs et mon!.rèront couunent on doil prot.J,tcr 
pour f)OU!,.Ser lts calculs jusqu'Hux rlétennirrntiûn:-i nuuu!riquc•s. 

Commi, on pourra I• const3ttr, la 111<\thode 1:11 question. basé.: sur la pcrruancncc 
(ks <'galitt,s (onctic,nne.lJ�, dans lé plan compkxè, pem1ct rl'ohtellil' rigourcuscme!l1, 

par ic. ('.:tlcul� IL\S c.;.n:u;téristiquu� des ph\!uon-u!1H•s physi11m·� auxquds dlc peut "''trc 
appli4ufo. On pe11l aus.,i rnmhine1· 1r calcul aux opéra1i()nS grnplnqucs et a11·iver ainsi 
tN's l""J.pi<l<'nwnt. au résultat. .f t• fonü rcmnrq Ut!r à te sujt'l qu(' .• si )'on a<foptc cette dernière 

méthode de travail, lt·� con�trnctjons auxqudJc, on csl conduit }JOUY dct,�rmirtl\r Jc5 
rnractéristique,,s <lu phénomi•n,• ,•n dîrfi!rents points de J'espace ,out irtdcpcud�nlcs les 
unt'� des nulf<'Jï. si hicn <1uïl �l' produit. •.>U g ... -n,•ral, une con1penAAUon f'nlre k� Cl'f(!Urs 
�raµhiques inêvitahk"i. Au contraire. dans d'aulrt:>S rnéthodc�. CCJ�ndarit dnhSiqU\.'s., 
k� erreurs qui provicun,•nl <le ln suhslilution (\{>s lois finies a11prochécs aux lois i11fi11 i-­
té�imalt�{'t Vf'Aic-� �·:1jm1le11t :111x nn•urs grhphiquP$, �i hlf"!I qu·an fur t�l O. ml."s11rc qtH: l'on 
�·<·luignc dL•s <-h•mcot:: dr di·parl iJ •k pl'olf11il llfW acrumulation d' t'lT('lll'S, �ys:tt:nmti(fllCS 
et fü'l'Hl1•at..1lt...1,, tllfi t·111pl°dh! tl';ippn\c·h•r. a prfori, l'on.ln: de. g1anclcm· de l'iulcrvullc 
d1illlh•lrn}lin:tlion dt· la �l)fuli,nl obh'illll". Cet inconv<"ril<'ul pN1t d'ailkm's tfh,paraître 
si l'on r.orr,par�, c.n 11u crrtain nomhm ùc points conv,·1rnhlcmc11t n•1mrtis, 11�$ ré!-.ultats 

'1 



e'.'ICncts qu� foun�il lu m«:-thoclt·. que nom, pro111,sttn!\ nux résultnt1; approch('� fllll! fm,rnÎ:\:i1..•.11L 
lt·s rnclhoù1.·s pun·mcnl grnphiqt1t��- Elle se prl'St'nh\ alor:; f'Qtnnu· nu anxili�urc prt:dtux 
d,• coutrùlc cit� mélhotks rlas�iqu1.;s a11x11uelk<1i nom, v,•non!\ dt� raire allusiQn. 

S, sun applicat1011 ù ile� Cino prnl111ues ne 11éccssile qu'un "l>P3,...illaqc restreint, 
sn ju•ti(ic,.ti?n lhforiqu1; complele co11d111t il •les <li-wlopp,•111cnl, assw. inipurtanb. 

Fidèle il h•,p:·il de <P Collo<J'"'• j,, m1• bornerai :i ,ignalt·r lt-s diffé11:nl, points Il 
<'ludclrr, l!H rtnvoyaul aux m�moÎl"(I!\ originnux ks audikur., '}IIÏ11lé1C'C:.St·. a Juste litre, 
b rigu�ur des dérnunslralions. 

. 

. .

Il arrh •· gl·11t·r:,h:11w11l ,pw. <la 11, lt-s problèml'S phy�iquf·�, 1:c.rt.ainr� courl>t!:, du 
plan ,oient. upJH·lt'·1.•, :\ Jlllh'I 11n rt'.ifo 1>:,rl u·u1it•r. Dans les cas q11c nous a von� tm 1, <'.:tudi,•r, 
11q11, nvon, 1.11(· s1iu,i 1·0111lml ... ;'1 tlivht,r \'O ,h'ux �roiq1t·'- k, con.statuant, µ1.•(,H1\'lric.p1cs 
t(HÎ fi111it .. ·nl Jn n>

gion <k J',•,i•:tfl' OH,,• produit le pht'J1011ll'Ul,'. t.,e-s lllt' rhnlll•lll 1(•:, COOS­
LÎlU:\Uh, tlil'- fo11tln1111:11tan� , lt.•, :rntr,·, lt·, eo11,tit11,111l,. clih ,,•c•o1HlHin1

, ». Nous 
verrons, loul ,\ l'heur\!, la raison cl'�tre cle celle tcnninolo,l(ic e.l les exemples traité, 
montreront quê, prnt.1quenwnt, celte rb,\lficalion ,ctf,,ctuc de façon tri's natur•llc 
d sans ;'HlfUn� amb1�rnté. �i l'on se rHèrr aux équation<.ï du problènm étudié. 

C'est ainsi que, dn11• l'cluùe cl,• la lame lîq11iil11 s'ûcoulant ou-ûrssus ,tu Slltiil 
d'un harr:1�c rlévt•1-soi1\ la surface lihrt• �cra t'lnçsér comme cün�tituant fonclamcutul 
cl la section du sruil comm� ,·011stiluanl ,reoud:,ir,·, c�ri parr.e que l'équnlion cl� Bèr­
uoulli fournit un<• rcJ�ûon parlin1lil·n·u1i1. nt �inlt>I ... � �nli't: Jcs 1mrn11lt'·tn·s gl!omt'•t.riqt1PS 
ùr. ln sur!arc lihn· f'1 les cnrn.C't.cri,tiqttl'' dnénwtif}Hf:\S du 11tt111,M1w11t des parlfrttlc� 
fluich,s q111 Sè 1fo1llacent sur cette surface. 

Dan, l'èt111le d<" prohlrmes d'é,111ilihre ,·onl1:1i11t 1ru11 mn!'..sif dé rl'trnuc, c'est 
lt• i,n11·11w11l ,lu 01�1,,H <1ui cor1stit11cra 11• ,•n1H,.lituant fondawcutn1 pan.;t! qu<:, d'une part, 
le, (•qu11ti1tt1s ,lP l'1'·l�1:-.LÎl'ih· fournissent 111h' 1·xprc:;�ion pnrtintli�rrnwnt siauplc dn tcn�.cur 
dt•\ ro11.trniull, ,•n tonl 1u,i11t tk �· patt•nwnl cl p:trcc què. d':iutn· part. h1s me.'iurcs 
cxte11somêlriq111,s y s,,ut plus simpl,•s 'I'"' dans la masse. 

Nons vcn-ons. en crrct. qnc les rfsultnl� dc rncsurcs c,q,frimcntulcs 1•ffrdu6e, 
,11r 1� conslituaut fond1<111cntal pcuvt•r,t èlrr ulilisfo, <lircctcmrnl da11s l'�ppli<,1lion 
dé 1:, mèthodc en qurslion et. pnr suit,•, ln facllili: et la précision nwc lc,qnclle, elles 
pt'U'-"t•1tt ,::th' dkrtu(·t·' doit ,�lh· 1•rl�t· 1•11 ,·onsit1fmtion dnns ln clnssiricat1on dout nous 
p:irln11". \j, 1 uto11� :'i t·,·, p11;hml11:m .. ·i.. q111• l:1 rt•p:irtili11n d,•s ,··t1··uu·11h �,·omt•I riqm•, clan� 
"'" dt·11x i:roupt.·' t'II tlllt",llh11 ,toil (·ln.- foih• dt· f:u�nu ldk que• la ro1111td"�:iutt• 1k� cons­
lituauH fomL1mt·11ta11,. joiuk ù 1·11lk 1h', t·n1Hlilio11, r, 111n1k, p�1r h·, l·qunliou� de la 
mé-l':mhp1t1 !>oit ,11tri.sante (Wu1· 1li°·h·n11i111,·1· tü11111h-ti,111,•ut lt•, "olu1i,111, ,lu prol1h'111u! d, 
1•11 pn1 lirulh.::r, fhttlr fah:ulcr 1,·" �h'uwul._ r:11-ru h'rhlu111t•, ,·11 lou� le� llOÎnh dc"'i ('OU"· 
titu:1nl'i M'C111Hlain1�. On voil dow� :111p:11':1îtn· nrn· 11r,·111ii•1·,· ,•:xj�l�Hf'l.1 (l'clllln· llh'ufÎfJlll', 
à savoir la nécessité ,1� démonlre.r les th,:,,,,,nw, rl'lalif, a l',·,i,11-m·,· rl l'u11wil•· cl�, 
,11lu liuus ain ... i dl•fmh·-t. 

1..:, 111dhn,lt· <h calcul q11,· nous indiquerons n'a ["' �rcndr� une fonnc pratique, 
,1ir,•d,·1111·nl utilifühJ,• par des ingc11ic11rs, qui, par l'i111ruductio11 d'une rcprése11tation 



1 11 p::111 h·\�l·t· ,ur l,t !,\'11td ·11· ;tn:11' .i1fll\' a lr;\\·,·r, h·.., run,titu. Hh fou,h11m·uL.ux. 
\_,".;, •1llc,11 ... •ll1lll" LJy., r:1;,ükmt"t1t d11nn,•r tr11.-iqnl·� 1mJk.tlion!, Mit' r,�tt1� tr.lu,f•1n11. liun. 
J.>nm ln tlt•finir. •ir,11� n,u,.d,'r1·r"11' mw h:i.,,,• <· 1 ,,�• ., ch• 1\-spJn.· d. Jan:-. r1•llt: hrt<." unt· 
11 �,r,- .... 1•nlalu111 ,uulytiqtu• 1. (r

1 
1) __ 11 \.,U :·ontinn j.;t:omd:lq111· t·on:..i1h1n• '-011, <t,•·,•r-

11\lnHtHl'\ llll <'h;HU p \'t;('!Ol l1..l fi (\1} pa" '""' (·On·.lit lOII� : 

a) 

(1) />) 

,., 

�, l I r1 .t"tfl; 

Il H l ('1, ""' f!; 

l. (.,, u,,. r; . irt1)- LI, 

"''• ,rn. ,. ,'. 11 t\J). 

,nus ton-;tato;:h irnmt·tli'.1ltnh•nl ,pu• .:-i :\1 fait JMrlie cl11 1•onlinu (1.) M, i11 t·l \12 

-..nr.t r,mfornhi:-., qut: 'jl \t t·:\l au VOl'\tn.tt!'' ih.• {Lj. \J 1 1:t )1, �ont d1• part t'I cl':intœ de 
r,•ttt"' 1'h11tlw, ,p·�� ,i (L) 1·�t \llll.' tlrui1,•. lu n1tt'l':0.\1,,1i<l.inc..:- )11 ... \� t• ... 1 un-· ,yn1t•lrll� 
i'\H -..t•n"' or1linnir�.- ,h: la t.:l·omdrit 1 h•1111 nt.:un�. l'i tp1t· M :H t>..,l inlininu .. ·nt vm"'m ()f ,L), 
\1 1 d \lt \\onl. au s,�coud urùh· pu·,,"') nwtri11u1·� 1'1111 tlt r.u1ln· par rapport a ln f,Hlrhc 1 .. 
c: ...... con,tatuth1n� itnnh.!(tiatt��. t".l d':rnln·� propiwlt•.., dunl Jt-: n'ai lx.t"' k tcmr" d-\ parlt•r, 
ju�lifit•nl lt• 110m rk· .;;yml�lrir :111,dylutul' dt' l,a�· 1., ilomH; ù ki. lrau�formali1Jn qui 3:,;,odt.• 
l'cn"'<'mhh• drs point� :\1: ù l't'll!>t!mhlt• dt· ... poinl, .\11 • \:ou� diroui-, <'::,:.nh .. �mt·ut qm• 1'1111 tic 
Ct'� puii,t� t"q rim:�g, ,;k l'auln.• �\ lrn\·trs 1, d rH.Hl\ i\njron..:;: 

.\1' 1, (.\1,J. 

Pour apphqnrr p1aliqu,·u1t·nt Ir, mdh01lt· d,: n��uldion <flH.• noulï :WGJJ'.'\ en Vll<'. 
non, d,•-.!-iint·rnn� ),.;:, ll·")(; . .lll'-.; <Il" r<nlTII\·, (,rtl1a�1111al,•, <lonl Je� nn.·ucl,. s11Ut>� tJ,· pmt d 
d'n11!n• 1h• 1.. l t rara,·tt..·n�1.·!"\ 1,.ar ,I,•" ,·,1onlonfll"'l"� t·urv11i�',rn .. � iJcn1i<JUt•\, �,ni. i1na;!C'5 
run dt· l'âttlh·. $uppo�,,n:- que ntm!\ ayna,; ,�u1hlruil :rn kl �r!tphiqul· sur u:1 p:qm:r 
m1Jhmi-tll· · nou\ pouvm11ii; .,hn� in,r:ar1•, il rùtt' d1• rh:,qnc point ll1 , 1h•11, 11ouihrt.'" 
t'lllupkx\·�. 1'1111 1q1r\'�·ntMit rafh:r,,.t· de \l 1l:111, k phn �,,mplcx.t•, .J'•N"H'H: h l:1 \'""-' 
(r1 r ,:), r.,11tn· rcpP·...:'nt::rnt k nu111bn· 1..'lHHplt•x,• 1111i 1'..:;L ronJ '·'!!U\' dt' l'affixt• tl:rn, t·r 111,•111t.; 
plan du p.iinl W 1,. (\1). 

C�: fnis:rnl, nt1us ,ldini"i,on� munt'-dq11t�11wnt. ,+tns 1aw et·ct,mw handt•, ntr111rnnl 
(l.)1 UIH' fow·tinn compkx1• ,k h1 ,•ndaliJc :. C,•tlt functiun, ttm· Hm1, (lt.··,igru·rm,, par 
, (z). c ... t d1}fini,· annlyti<JL1t)m�nt par la 1·(,aulHio11 : 

cl dk sal rot.fait �, 1:\ n•lation : 



Ctnnme j" l':ti pr{•ri,ê dan� l'introduction. h,s prohh"m(•s qm• nou� consi<ltrons 
son! ceux pour lt'S<JtH'J"S les carat;lèl'istiqu('..:. dn phènon,Cne étu<iif' fQnt int�rvcnir des 
!onctions ha11noniqu�s à deux variables P, (.Vf) P, (M) ... 1\ (�!). Nous leur adjoiudrous 
les fouctiuns harmoniques as,oei1'és Q, (.VI) Q, (\!) ... (,lk (.Vl). �l lrs fonctions 11nalyliqu,·s dr. 
la vari�bk çompl<•xè z (affixe dt• .V1) tcllés ,1ue : 

1\ fFk (:)J = P• (.VI), 

et enfin ics fouet.ions analyti,p.11,s <P4 (z) defiuics. à partir <ks Fi, par un 111·oc,•ss1ts analogue 
à cdui qui nous r, permis <le c!Mintr Ir, fonction 1; à partir de z. c·e,l-à-dirc pnr l:i. relai.ion : 

<� [z (�f)] - j: : z [1,. (:VI)];. 

Cousîd�i·ons rn:\intenant HO\� des <·unùitions rèlativns au constituant fondamental 
L: un un point donné de œ cou�Htuant. celte concllt.îon fnil int�rvcnir un <·,:rt:.1in nornhre 
d'êl�mcnts un1nérit1ucs liés aux carnctéri!iitiqucs du p11i!nomènc ot, en raison dr. son otiginc 
physique, qui ,·ntraluc son irnlC:p,:11dnncc II l'ègMd des syskmcs de rcpré.sentation, 
,•lie p(:ul èlrc txprimfo à l'nidc tirs champs srnfoires P, (M). Q, (:\1) �l de lrurs Mrivé,� 
t�nsori�lc. �ur.cèssifs. 

Il f!sl doue possihln d'<'xp1fo1cr la cundilion tor11tamcnt.alc considérée sous llne 
fnrmc qui fait intervenir 1111iqucmcnt ln fonction � (r), ,•t 11:s fonctions F, (<) et leurs 
dérivées suce<:;ssives. 

Cel te cxprC$8ion �·obûcndr�l en utiliS,.'"'l.nt lr.s relations suivanlcs (où l�s nr:ccuts 1 

c..'1 "indiquent les <.lèrivét•s prcntit!rts et S.;con<lcs) : 

i� 

1- 2 

D'une fn�un général,, k. 1,·11sc11r dénvé d'ortlrr n s'exprimer-.; â l'aid,• des n 
µremièr<'S d<'iiv�s de.< fonctions C, Fel tt>. 

Sur (l .. t 1:1 deuxicnw forme écrite. faü,.anl intervenir :, r.. l-'. W ... , c.�t absolmnent 
équivalente� la pr,•mièri• fonnc, fournie ,lircct.cmcnt par les équations du problème ,,.t 
qui foisait intrrvcnir le, 1•témc11ts géométriques M, cl les champs Pk Pl). 

011 nt.iliM· ulors - et c·,,st !,i le poinl fond:\rntntal ri!'. la méthode - 1� fait qur., 
dans Ir plan complcx<•, le., ègaHl<'s fonctionndlès �ont perman.,,,tes. Il en résulte que 
l'on pcnt définir, 1, partjr d'une telle ègalitè, ks différcnL, t'lêmen.L< des fonctions qui 
y rigurcnl en parlonl d'un ,'lémcnt qu,•lr.011<1nc de la fonction et "'' 11rolongcmnl cet 
élément de prorho èn proche par k, méthodes clas�iqucs exposées dans l�s trait<'s 
d'anulysc. 



Dan:,;. fo <'as �,rtu<>l, h•s 1t•lation5 fourti"nnrltc;.;.. dont le.i.:; couditinns foudanh!ntnlcs 
n,,us ont fourni unt..· t'Xprf$�ion uniqt1éltl('Ht sur (L). r\.�stent vraies s<m� la for1nr ohtPnuc, 
en t<>1tt poiut de l'c,p�1c�� 1lit ,;;(' produit Je ph1�11oml"He t!tudîé. Or, Cf$ rdalions consl itnent 
un sy!i-t�nw d't'qu:1tion;:, diffén·11ticlks. Suivant la fornw de: <'CS t!l(Uation�. ou 1;cut, i,,,oit 
1.·11 d{'d11in· l'expression l'XpHc1lc des fonctions F,., �oit en dédn.in• nn 111·nrt'<lï; de calcul 
uuttu�riqul· clè t:éS fonctions . .L>ans run oit !'anlre cas. on pourra, par 1':1pplicntion tics 
fomlul�$ : 

F P-'- iQ, 
c!F �p .�J> 
t/: �.r. - r �!/ 

t·n dcclnirt' la vah:ur utuu�ri<p1c de tous le$. (·lèmcnt� qui cnrnc:tfri�rnt le phé 11om,'n<­
physiq11c l'ludié. 

Avant de Jl:l,i,'r aux ap1•lication,. jïndi<Juerni rnpictcm�nt les points principnux 
qu'il imp,,rtait ,k 1,réciscr d nu�qud, je faisais alhision au <l�hut d11 �et expns�. J'ai 
llêjù sigualt la ut!ccssilé de Llt!montrer les th1h1n'>mt'� d'rxisti"'nce l•t d'unidtt; di.!� solutions 
délini�s JK\r les conditions • fon<k1u1i�nl:"ltrs i.. La �yrnè-lrit an�lyliquc de• l): rw L, rlonl 
tlép<!11d la fonction �. faisant intcrv,·nir une rcpré,cnlnlion :mnlytiqu� de tL) dans le 
plnu (ë;°, ë'Ç). il i111portc d(! pn.:riscr ccrtnitts 11oiot� concernunl ceU..1! rcprè�l�ntalion lor.,.:,quc 
(1 .) P·sL dcl('nniué(• cxp1�rim�utàlt'ment .. \ et· snjrt, nous: a von� utilisé, aVL"C fruit. ks 
indicnti<mS d1.Hm(·e:s par M. \'hrtNOJ rF dans divtn,c� nolt!:f rl!rcmnll'nt pnblii:t�s. Nvns 
avt1n� p11 ainsi ùèmontn-r que h�s :-.oh1tions ctaicnt slahll�S dans tout lt! <lorn:.1.inc utile, 
c.'cst-.i\-din· qu'une 1wtitc tlirfèrcnc� eull-c les t.ourùc.'ï de hast� s� traJLtisait p:tr dt.�s 
diffén:,u·t:� êgalctm:nl fni.hlc::, cnln• Jcs v.aJeurs cara<.tédstiquc� taknlé.:s aux diffi•nmts 
points <lu <y,tèmc "" appliquant la mélhvdc ù ms eourhrs ile b3sc. Cc ri•su!tnt �sl p:irli­
cufü,r\'mcnl impvrh111L pour h,s application.;. Touldr,i,, .-l'LL,1 stnhil1té disp:,rnit h1rsq11r 
l'on altdul Ù\'s r,·gions voisin,·, des points s!U/{Ulicrs (!�; ,ysli'mcs tlifffrcnticls outcnus. 
l,'cxmuplc ,impie du pruhlemc de Cauchy montre <J\lC de lds poi11ts cxi�lcnt dm1s kt 
qun�i�toli\lilé d(;., Ca!,. En df�l. pour ,pw, duns t<; pr,>hlëtnt.\ l'on JHIÎS�H prolongrt· la 
fontliou dans tonl le domaine li,nilJ par (L}, il 1c•t nèœs,,airu q11c ks vnlcllrs ,lM clérivfos 
nm·11ud,•s c:oindcknt �vœ el'll,•, r1ui eorrcspondcnl :'o !a so!utiun de Dirklllct. On trouvcr.1, 
rlans la hihliographic imli,p,èc. l'exemple <l'une élnck .:ompl�tu où l'on u attache au 
eo11stitua11t fon<lanwntnJ lHh.: surfol'.c de Hicrna11n dont la stn1('lur,' pï.'rmcl do. n':pontlrc 
à toute q11�s1ion dt! c·t• gcurc. Toukfois. dans lns prolilcrnt-� pratiques que nous avons eu 
ù trnil.<-•1', il 11':1 jamais ctê nêcc��airc d1.• prulong<:r la solution aussi loin et le$ <lifficull,t•s, 
tllll'" ù l'in�t.alülitC siguah•c des solutions, nr 5-E' sont j:unoi!<i prést:nté<'"'· 

APPLICATION A UN PROBLÈME DE LA MÉCANIQUE DES SOLIDES, 

DANS LE DOMAINE DES DÉFORMATIONS ÉLASTIQUES 

Con,idfron, un ma.�sif de retenue rlont la S<·Clion, pao le plan (ë,, e,). t·sl runsl itué• 
par <kux �"urh�, I', et I', siluccs ,le pnrt ('l <l'aulrt· dr l'a.c snpporl lie t,. et ''"' deux 
c:-ourh�!>. s� r;w,·ordant. l't11Jt' ù J'nutn· au point O �it.11(, t.;nr cet 3xe. 

:\Jou� a,t.mcttons qu\!. �ons nnrhrnnct' d1·s ;wtions ml'<:aniq1H�!'I llUi s·cxcrccnt 
sur r,, il �'él.ahlit un .;q11ilibre conlraint du nutssif. 4.::L nous nom, proposon:,. dt> dftcrmincr 



les camctfristiqucs csscutil'lks de c,•l Hat tl'ùquilibrc. l .,:s ,téfonnalions lornks. ,1uc 
nous �uppo�HHl:i èla�Uqucs, sonl caracté-rist'e."- par ln rotation w (P) et la dilal�tion «ubique 
() (P). cl l'ét11d,• d11 prohlèm� montn, que J.• dépla,·cment local.,; partir ,te l'étal natun�l. 
p�ul s'écrire sous la forme: 

(l) oP -1_2;,(P) J.g,(P)- ! ; ". .. (P)u(l')_jc; 

1 f + V 

1-1-L(l -v)g1 (1') l /,(P)-2(l ·,\Y(l')O(P) e,. 

naos retl<'. rclution� 'J ,tr.signc le c(lefJicit.mt cle PoiS!'iùn de la mulii:re. dont c�l 
con�tilué !c massif Hutlié. /1 (I'), y, (P), d'une 1mrl. i, (P) et g, (P), ,l'nntn• part, sont des 
fouclions 1tnrn11mîquE-s as!,.ociê:cs. les prcmiC1·cs (itnnl lit!ts aux raractt'ri5ltq1ws <.,> tP) 
et O (P). Ceci posé, pluço11s-n1111s en uu point �l du p,,rcmcnt $1 et Msignons par E (�!) 
ln malriœ associé,, au tenseur des contraintes en ce point, par n ('.\!) Ill vcclc.UI' unitaire 
normal i1 }:1 et par F (M) lt� vc(.lt-Ur qui reprèscnh� les nclions. méc':aniquc� txcrcl'l.!S �ur 
le pan�meul nu voisinagn de 1'11. 

l..a Mndition d'équilibre F (;\!) ...,, 11 (M) E (i\l) s'r.xprirnc anulyliqucmcnl 1•ar 
deux rclntions oit figurnntles <'lém,�nLs gi:omftriqucs de (I:) elles valenrs en �1 des tenseurs 
dérivée.� d'onln· 2 assm:iés aux champs ;;calnirc� /1 (,f) et/,(�!). Nous prendrons donc�. 
comme c<JnsLituanl fondnrn,•nl,il, les conditions fondamentnlcs 11ou; ét:1nl fournies 
par lt:s deux relations ,�11 question, joi1th".s ttUX n'.-sultat..,; de mcsur<'-"l extcnsomë.triqul.!s 
cffcdul·rs sur �. Les tn1n:,;fonnatiou� �ignalé(;s dans l'expose gC'.nérnl nous pcrmcltcul 
.t'èc,·irc 1111 système de quatre rclalious fonrlionnclles valabl�s en tout point M inL.o.'rieur 
au 111nssir. Une fois ce syslènll' �cril, le, formulr., (1). el cclks qui ùi'finisscnl 
les contraiutc.!), nous prnneUronl, à parUr de c.c �ystème fonctionnel. dt� r.arncl<'rhmr 
numCri4u1.·nwut l'l.)tat de la nHl.1i("'n· en lout point dn mussif. 

Exvnsi< r,g M. llOUHOT 

APPLICATION A UN PROBLÈME D'HYDRODYNA�llQUE 
ÉTUDE DE L'ÉCOULEMENT 

AU-DESSUS DU SEUIL D'UN BARRAGE DÉVERSOIR 

Nous uvons cherché:\ m�ltre nu µoint un procédè pratiqu� µour clHermiocr les 
canu.:tl'ristiqucs d� l'éco11lcrnent (fllnt Jll:\Si;c liquide au�dcssos du seuil d'un hnrrngc 
dévenoir et, en particulier. la répartition de, p1-c.ssiom �ur 1,, parcm,�nt avn! du l.>arrni::c. 
On sait que h! choix t!u déversoir doit ètn• fait en tenant compte des conditions suivanl<'A�: 

1° le seuil .-tant arasé à un� ,-.olc Il, le <lévcrscrncul doit vouvoir s'effectuer s,ins 
dommage pour le barr�t�ti 1o�(fltt! Ja h"urnur d'eau atteint tm a ruont un niveau 
correspondant à une cote l l' (\f)nnér.; 



:lo h� dt·VH}•oir doi1 1k1'mt!Llrc tl'(•v:1cw .. ,r un <lcbit t.fon1u'• '1011s Ulh' t·hal'ge dounéc, t'1 
:;."' "'Hh t't'llc 111l•mt (.ltarg�. la lame cle,·t•f"iiantr ne doil jmuai..;. Jt!"culkr rtu pan·n1èul 

:1, ul tlu luura�,:. 
011 doll. en outre, 1•1·t·mlrc tu t'OU"i-iclèratinn ln finc<.i.,: du profil ù l':.,usc de lu 'Jllnn ... 

tilc dè.s m:1lèrianA. r1u'il faut m('ttri: t\n œuvri puur (,'.Onsln,irc lu barrage cl aussi ù c:111sc 
tle- '\l'S rclalioH'• a,·t·t Je cocifin,·nt tlt" dt\h1t. \l. Po-w�1s m'u piopoM\ il y n quelques années, 
ù'appliqu,·r !:\ mtlhod(' <IL prnlnng,·menl analytiquf qu'il "ion! d'fxposer a la rè>olution 
de ..:c prolih·nll': j'ai d'ahord l·tud1c uu er,� c·oncrl'l pour icqucl je pus:)(·duis dt:� clicl1i•s 
rltronn1>h1)logra1)hit1uc!) rcprodui1mnl l'Cco11hm1,•11t sur modt!I,� réduit.. J'ai ohtcun une 
t'�prt'!-�Îon onalytîquc tlu profil lih1·<� L sons la forme : 

(1) 
l - 1;;,5 , .... , 

y 17.2 th 1. 

1;,,"l.l r "·'" I - IJ, 1;, sin,. (1 1 Il, IJ----0,l, 

l"'·� c,�nrts entn• l.i rourhe tlêfiuic par Cl·:,i. (•ipmtions 1•t h.' rc1cvt\ dont j'd.a1s parti, 
ne dépas�cnl pas n,:l ,•,n pou,· une (1/·ni"dlntion lot..�le <k ;.11,,1 cm. 

,J'no <i<•f1111 la 1·u1w<po11dam·e entre Je; plan, cnmpkx,•, 1 (A.µ) l'i c (.c. 1/) d�11< 
,uw "'rie th- LtlJll,À'\IIX numêriqm.�� oll �ont do1111è-, le$ n-fooultah a,·tf: trm!), df'cimale'1c, 
pour des ,·aknrs de), v:orianl de - 1,6 ,\ - 1.� 1mr sanl 11!• O.:?. et 1>our ries ,nleurs de I' 
variant J,· 0 :\ -· 0,7 pnr suut dt• 1),l. 

J.,·s t.ahleanx èt.ahh� m'out. pcnni, (1,, 1·011,truin•, dan, le plnn de l'�coulcment. 
k r\!St'aU ho111oloc,ut•. du rl'-.e.:'\U À rle, fJ. Cie ff'COH\'n.\nl, avec; dCS rnailJcS suffi. 
:,ammcnl pèlatt-,. Ja p3rtil' 11l1h• cl<• l'�coulemcnt. 

La rclnl.ion ,i,, Hernoulli ('.!) v• + 2 yy :11, 1 y. uiilisé,• r·omm,• con<liti>>n fonda-
mcnt...'l:lt� au �eus imtiqu{• par :\1. l'n'."'\c1-.:. m'a t•nc.ml<' C()mJuil !t ln rl'"lati,u1 fom:livnn�·llt· 

(:l) �i.4 !I + iy tz -- q,

l'l j'en ai dt!ci111t l:i corrt·�1•muianr(': <·11lrt< la l:nn<• ,1t•,·\·r-�..1.nlc çt son ltudograplu: rrnnplcxc. 
!.,• rnlc11I dfcdue ù parlor de la C>)llrhe (L) fournil dts fomn1lcs suivunll'S : 

p 

1) 

,' ('t,1 

\ l
:l 

rJ �I f' 

r' . 

�lw' · .. ,.,, t w,J.

,h :!) 
rh '1 >, 

rk c,,� ••• - ,. ; ( 1 )' 1 1 y, 

q, 0.:1 , •.• ,. ,·os ll,Ot\ ., , !l.91 r ·"-'"' co< 0.584 1, - 0.'17 cos� (), ,_ IU) ch r. f'· 



� · 9.:\ r"°'' sin O,{l(_; � --0.91 ,-11.&fü sin CJ,;,� 1 ;• T O. li sin r. (À !· 0, 1) ,!, ";,, 

., � :i1 ,t sin 2 ,, sh 2 '). 
• • (ch :.n cos 2 :,r· 

... . 1 - f'(h 'l ., t·h :! I 0 
= -�.H,l{l.'11'..!i. ro,:!p)�' 

J'ai pu ainsi Jdermiucr. <'li d1aquc nœuJ du rés,·,111 dcssio�. l'mdiuai'«m fJ de la 
v1ll!SSt: MJI l'horiznnt.ii.lc et :-f\ grandrur, nmsi •1u, ... 1:1 courhurc t.lC's li'(ntt.\ lit-1 cournnt, t'C 
qui m'a permis de lracer c,•s ligues avec une cxci,llcnt" apvroximation cL ,lu <h'tennincr 
1� déhlt d'écoulc1ncnl t�ntrc rr:q, tliHt'1c11tr, lignes. Nous avons ..:orht.nlé que ,i rccl1n. 
lumcut 1•m1vait, cffcrti"nnent, ètrc irrolalionn<·I dans la 11Jus gra111l1• parllc dn plan, 
il se prvclujsait tm lié!::ol11!m<'nt au voi,innge de la c;r1..1tc. Cc <l�culkmt•11t., qui ,•ng1\ndndt 
n�ccs�ùrt1ncot, dans la nnlurc, t�s phèn(1m1\ncs d'ûscillatinu a,!l'aslt;$ hfrn connu....,, 
pouva1l êlrr. supprim� pnr une rertjrir�tion :1ppr1>priêc du profil. rcr.tifir..ation dont le 
�akul donnait toutes le, camctérislicp1e�. J;cxpfrirncnlulion ,ur uco<lde rcduil a con­
firmi, lous ce.. points. 

Crs qudqu1•,, indü:.:,lion� suffisent. je pcns<\ pour ruontrer que• le prrx:c.�,lc• ni11si 
mis .nu puint c<Jn!lltuc: un n11lyt'n rul1(rnru.>J pour an:'tly!::ier, a /)0..'tl,.rivri. un éconl<"nH'nt 
n':ulisé s01L d;,ns ln natur'-', �nit t•n môcl�lt1 1éo1111. 11 con-;t1h1c t!t!:ilPnh)nt un muy��n pnur 
délcrtnin�r. a prwn, au hmc;\u etc c"lcnls. la forrnf' d'un profil llt•v<·rsant rationtH r 
s:,lisfaisunl à d,•, e<,nrhllon� d,• fin�!!Sr. l'l de ùèhil irnpOSces h l'n\'once. 

Lor�qu,· l'on envisag•• le probl�m,i sou, tJel nng!c, ou part d'c.xpn•ssion, annlyliqm,, 
sîmplt-!\ rt 1'011 tlrn,,c un cntil111i1w <lr prt)fils pour h·-.quël1011 inùirpH• ll'S caracl�n!',,l.iqur.s 
e�sentidlcs (!inC>"'• co.Cf1c1cnls dt dêltit, r.•prirlition ùri f)rrssion� sur h• ,�uil). 1 a, 
ronoais.cancc d\! ces vnlcurs, jnmlc à l'uppHr..3lion lin règlt's plus 011 moin� <'lllpfrh.iut's. 
p,•11ncl de prevoir les dangcu de déroll,•rncnl et 1l'nffouillrrne11L cl <it' choi,il', pnr suite. 
le pro!il 4111 esl 1,• mieux a<lnplk ,eu prohlerr11) lt•rlmique il ri•soudn•. 1 ,. pian de lr0\0011 
e.sl tout .\ fait analogue à c1•l11i qui n �t� ar.compli pour ri•aliscr les ralalogurs <le profil, 
<l'uih·s su�lcntat riccs. 

APPLICATION A UN PROBLÈME D'A�RODYNAMIQUE 
ÉTUDE D'UN CONVERGENT DE SOUFFLERIES 

On 5'1.it r(UC'. c\a.n� unf srn1rtlcric, le rùlc <lu conv11rgPnt t!$t <l'n��nrer un<' distri• 
buüon dr vilc�s�. aussi rl·l,{uli\·n· que possible, danb Ja ehauthre d'(·x1H'rirnrr. Pour c.vikr 
l1f•ncoml1rt"menl et, ptus Cn('.Or\!, pour r(,<luire J'infh1enr"" nHa,te cl11 frottmn,.:nt de l'air 
sur les pnro-is, <ma inl{•n•t ù choîsir l1Ps cnnv,•rg<·nts r.ourt, trn•i�. cl'nutrc p:u 1. l'c•mpl•>i 
oie profils préscnlnnt nnc c\'olulion trop accus,•,•, �11t.r:,înc des instnhililes t•l parfois, 
nc�m� <les dècollcmcals, qu'il fuul à tout prix. évikr. li eu rcsultc que le projet <luit rairn 
l'objet ,rune élude très ,crrt:c du l'fcoulemcnL <lnns ,� ,one de Mrlexion ,le, [ikts 
gnzcux, d'une parl cl uans ln co11cl11· limite. d'autre part. ;-.ous 11<: nous o�r111,crun� id 
que du premier pri,blème, et nou, rhnchcron, ,i <létcrmincr des c011'cr�c11t, que 



JJ'-'rmctlt!Ot l111 é<:ouku\Cllt 1rrolnlior11H.'I, !'.;m) ,,.�u·1�lio11 1h> Ucn111.!tt\ nvt'c une rèpurtitinn 
dt� vitPsst-- donn,'c sur l'axt� de. l.l \'t•in�. 

Con\i1.Mrons le en, cl'mw n•ine :i St:c.ûun r(•<:L.rng'lllairr ln�� allonJ,,;èè. J>ans la parti!! 
, t'nl:-alc. un iiè.�iro rtali�(·1 uJl<' rj\parhlion dl! vitesse dont les �tr1:tlwns sont c.h:finh.:s 
pnr EH drvdoppr>.nwnl rie '"l'�1ylor. Lt ch:Hnp cin�ma.li•p1l' eu un pornl de la veine C!-it 
alors <fi>rini par des lorm11id ,Ju lyp(; . 

\ Il ·? Ir) � t' (r) r f1 ,Pl (.c) .... 

/ V - !J ,,· ( I') -1- �: <;> • ( 1) 1/� ·"• (r) l;ttl � 

fJ11 µcul <lrts�rr. f·o111111t: 11 a clé itHHqm; J propos JI..:!� hune.:, dêv,�r",.,.1ttl.�. 
i:n mtafoi-:111: <l,· c1Jlled<·11r, ùont tous lcS i•!én1t'ots sunt ,·nlcul�Llcs. c,• qui permd ,le 
1·ompar4.1r faril\!nwut lt'.u·, q11alifr, en vut• llt! Jrur ad:1pt.aUou à un projet d�h·rmint•. 

�Oll'i uvo1h. p.l.r tXêmplc, \1. �loHP.Al. d moi, ,·aknl� par C"llc méthodt> lt.'s 
t·olh:rtcurs qui condui�,·ul, �ur l'nxt• de la vd11l\ n ,t .. s r(·pmt1tions de vill'%C de la ror,nc 
\' \"0 \ A I B 1 h . .-, 1w11r (ks vul,•ur, rl11 ,·orflïdcul cil, c·unl1·:1ctio11 <'(!nlr• /\ 2,7:i, 
il d lü. ll:,11, ln ,c·rli11n d'entre•· 1111 rullrrlt•ur, dont le rnpporl d,· ro11lraclio11 •·•t ég.11 
,i C, et l'ullonwmcnl :1 IX, k moduk dr 1:, ,·th'<s,·. ,•st rr,n�tanl à O,Oli rr�s ,,1 son inch­
uaison rnnximum, �ur l'nx<', flP 1lt:pnhl)l' pas:? dq�r,\s; dans lu �'.1•lion dt� �urtir, lt• 111odulc 
c•sl. constanL à ù,tlOI pri•s ,., son inclimüson 11� d<'pas,,• pr,s 0.2 ckgr(•. l)'nutl'c part, la 
vlks..;;t· varie tr<', régulivrcmrnl dnn� I,· <"••llrcteur C':i lr1 rourlws i�)\•ih•ss,·s :-.ont 
!lrn\ihlcmrnt de, tJroitr� norm:11.:·� t1 l'a"<t' du t·ollcdeur. 

E,-,1•os1: u1> \1. �!Ollr:A l' 

En compl,·mt'nt a r,•xposé d� )1. 11oonoT, j'indilf,t,•r.ii ronomcnt j'�i pu dcndrc le 
prncèùé d\•tu<k tlt''- colh•t'tcu1 ... plan?-i ù la ronet.1plion t1·un cuuvrr"t-11t rie r(•volulion 
a�sul'ant, <laus )es coodJlinns Vü1durs. le p:1'-.hat{r entre uuc tn,>·èn' \·yhndritpH' et. utm 
l'ltamhn\ cl'cxpt:rh.mC't· fgr-knwnt cylind1i,1ut" rt. d'unC' foçou plus g�n,•rale, le pâ'-.S..'l�C 
tntre uu<· luy�r(' ()11 iorm,· <pu·Jronquc rt une ('hombrv J'\•"<pl•nc11ct· Jout la sC'C':tmn c�l 
homolheti,1uc• de cl'lk dl> 13 tuy,·rc. 

lln p1,ul, pour (ludirr cc prnhlûmc, lrr,n,pos,•r J'algorith,nl' ,ks fnnclion, :11111-
lytique, <1uc vient <tïn,hqucr �I. llm ,urr. J .. 1 recherche d'un mo11ve111c11l snns to111hil1011 
ni variation dt� dcn1o,ilè cntr.1i11" la r,�ehcrche <l'un champ mcridicn tel ,pH� l'Qn a1t: 

(!) 
:+iu �q 

o.
�y i)I' 

{:!) 
�

� ,.(uy) 
,, �y (11y) - o.



Ces condilions prenncnl lu place des conditions <le monogèuéité tlè Cauchy pour 
rnracléris�r ce que nous apprllcrons un couple pseudo•nnalytiquc. 

(3) 

(4) 

De la condition (1) résullc l'existence d'un� fonction pot.cnliell<: U tcllP que: 

,,l: � l: 
Il•= ;)X' v.�-· 

�!I. 

de ln condition (2) résulte l'èxistcncc d'une !onction V, telle que : 

u =-1 � (Vy} !J �y ' 

�y v··-
- �--· 

- el e<s deux /01>1:lions w11sliluwf e/le.,-mêmes r111 wuple pseudo-wwlyliq11,, dont 
u et v formaient le couple <lérivé. On a donc transpusé la dérivation et l'intégnition des 
ronctions analyliques. 

Partant alors du couple m,itairt : 

u 1, V 0, 

on trouve, par intégra lions succe.ssiv�s. ,les cou pifs 11ui prolongent le.� lois du type.: 

,tll 

li 

d'où le prolongeirrnnt <hl toute )(li dl\vt>loppal>le en série entière sur J'axe des 1· (l'exist.encc 
d� ce dévd1,ppcment est essenlicllè au pwblt'mt, l'harmouiciLll de ln fon<:tion 11 (i:. y, z) 
cntmtnnnt l'nnalyc.iLé]. 

On en tiré ln d6velopp�mcnl de u cl ôc v �clon les puissanc�s de y, lor11quc la loi 
u � '1' (x) est connue : 

(5) 

Le procèdt\ s'utilise ,urtoul quand les dèrivêes successiv�s sont d'un calcul facile 
d n'atleigncnl pas ,les vr1lcurs t,�111 élcvfos. 

Nous l'avons employé â partir de la foncliori 

op (:t) � A + B erf ,·, 

erf :tétant la fanâion des errwrs, dont on possede des table.�. ainsi que rlc ses six première.� 
dérivées. Les convergents que l'on ol>tient ainsi sont parmi le., plus nvaotugcux. 



Duns un nulro orùrc d'idêcs. on pmil r<'lier la sol11lion du problème de révolution 
il celle cln prohlèine plan <léjù traite. 

Si 111 (.<, y) el v
1 

(.r, y) rcprés(•nt.,,nt la soluLion hidim,;nsionndlo, il vient: 

1 \'"-
u � ,1 _ ... 111 (.,:, y COS<») 1/ ,,>, 

- •. ,tl 

(U) 1 ':!r: 
11 . ., _ \ ,,, (.r, !/ cos w) d w,

- .. . o 

rdàtions qui se prètcnl an c:akul uumfaiqu1: comme:) l'�valno.lion graphique. 
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