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SUR UNE METHODE DE RESOLUTION
DE CERTAINS PROBLEMES PHYSIQUES BASEE
SUR LA PERMANENCE DES EGALITES FONCTIONNELLES
DANS LE PLAN COMPLEXE

par

M. PONCIN

PROUE PSS

UH A LA SOBBONNE
et

MM, BOUROT ot MORFAU

BOCTEULS 115 SCIRNCES, ATYACHES 01 BRCHERCIES DU ONRS.

Exrosi ve M. PONCIN

Je me propose dindiquer les principes généraux qui nous ont conduits a mottre
au point une wéthode de résolution de certains problemes physiques, dont la mise en
équations Lait intervenir des fonclions haomonigues U denx variables. MM, Bouror
et Mongar donneront ensnite quelques exetples d'application e cetle méthode, par-
feronl des généralisations qu'Hs en ant faites ¢l montrerant camment on doil procéder
poitr pousser les caleuls jusquanx déterminations nuuwérigaes,

Comine on pourra le constater, la méthode en question, busée sur la permanence
des dgalités (onctionnelles dans le plan complexe, permet dobtenir rigourcuscment,
par e caleal, les caractéristiques des plicnomenes physiques auxqueis olle peut Stre
appliquée. On pent aussi combiner e caleul aux opé
tees rapidement au résultat. Je feral remargquer 3

ions graphrques et arriver ainsi
ujet que, st l'on adopte cette dernidre
méthode de travail, les constrretions agxquelles on est conduit pour determiner les
carueléristiques du phénoménc en différents points de espace sont indépendantos les
unes des antres, si bien qu'il se prodait, en général, une compensaiion entre les erreurs
graphigues inévitables. Au contraire, dans daulres méthoedes, cependant  classigues,
les erreurs qui proviennent de ku substitution des lois finies approchées aux lois infini-
tésimules veaies s'njontent aoxX erreurs g

aphiques, si bien gu’an fur et & mesuve que 'on
Ntdoigne des ¢liments de dépael il se produit une acemulation derveurs, systémadioues
et aceidentelles, qui empéche dappeécivr, o priori, Fordre de grandeur de Vintervalle
@indetermination de ke solution obtenve. Cet inconvéniont peut d’aifleurs disparaitee
si I'an compare, en nu certain nomhre de points convenableent répartis, les tésultats



exacts gue fowrnit fa méthade que nons proposuns aux résultats approches que fonrnissent.
les methodes puremenl graphiques. Elle se présente alors comme un auxiliae precienx
de controle des méthodes elassiques anxquelles noas venons de faire allusion.

S1 son application a des fins praligues ae née
sa justilication théorigue complele condiut a des deé

ssite qu'an appareillage restreint,
veloppements assez importants,

Fidele & Vesprit de ce Colloque, jo me bornerai a signaler Jes différents points a
L3 . . L P .
élucider, vn renvoyant aux mémoires onginaux les anditeurs quiintéresse, a juste titre,
la rigueur des démonstrations.

Hosriv e géneralement que, dims ex problémes physiques, certaines courbes du
plan soient appelies & jonet un role pachiculier. Dans les cas que nous avons ew & Giudier,
woiy avans etd ainsi conduts O diviser on denx gronpes Jes constitnants geomélvigues

qui lanitent ko végion de Pespace owse produoil Je pheanomence. Les uns [orment les cons-
tilvants, dits  fondawsentaax | les aatres les constifants, dits  secondiires », Nous
verrons, tuut & Uheure, Ta raison d'étre de cette terminologic et les exemples traités
montreront que, prabiquement, cette classification s'effectue de fagon trés naturelle
et sans aucone ambiguité, si Fon se référe aux équations du prableme Etucié,

C'est ainsi que, dans I'étude de la lame liquide s’écoulunt au-dessus du seuil
d'un barvage déversair, la surface libre sera classée comme constituant fondamentul
et la seetion du seuil comme constituanl secondaire, ceci parce que 'équation de Ber-
wendi fournit. une relation particulicreannt simple enire les paranélees géométriques
dee la surface libre et les caracteristiques einématigues du momvement des pacticules
fluides qui se deéplacent sur cetle surface.

Vey

Dans 'étude de problemes d'équilibre contraint d'un massif de retenue, Cest
L parement o ne

sil qui constituers be vonstituant fondamental parce que, d'une part,
les éequantions sle Uélastivite fournissenl nne expression particulierement simple du fenseur
des contraintes en lout point de ¢ paement et parce que, d'autre part, les mesures
extensométrigues y sont plus simples que dans la masse.

Nous vervons, en effet, que les vésultats de mesures expérimentales effectuces
sur le constituant fondamental penvent étre utilisées directement dans application
de Iy méthode en question ¢f, par suite, la facilite et Ia précision avee lesquelles clles
peavent étre elfectuces doit Sve prise e cousidération dans I classification dout nous
parlons, \joutons i ces peetiminaes gque la repartition des dléments geometriques dans
tes denx groupes e gnestion doit ¢lre faile de favon telle gque s connaissance des cons-
tituants Tombamentanx, juinte & celle des conditions Toneniss par les équations de la
méeinique, soit suffisante pour déterminer compleloment Les solutions shy probléme of,
en paliculicr, poar caleuler es éldments carmctérisbigres en lous les points des cons-
lituanls secondaires. On voil done appzdtre wne preni@re exigenee d’ardre Thsorique,
4 savoir 1a nécessité de démontrer les théovtemes reladifs o Uexistenre el Uumrite des
solutions winsi definies.

Laméthode do caleul que noas indiquerons n'a pu prendre une forme pratique,
directenient atilisable par des ingénienrs, que pav infroduction d’wre représentation



dt piau basce ser da svmetsie analylique o travers les constituants fondamentaux,
Ausad, allons-nous tresa

idement danner guelgues wdications sur cette transfornmition,
Pom Ia deéfinir, aous cotsiiérerons une has

¢, ¢y vy de Pespace el dany eetle base, une
representation anadytique 1. (v, 1) = 0 du rontini geometsigne considere. Nous dézer-
minerons ne chatp veetoriel 6 (M) pir les conclilions :

a) M= 2oe F ey
() ) Uy F oy G
) Lo ey o ety 2 <4 Tty = U,

puis nous construivons les denx points My et M, définis par
MM, = =1XIM, = ¢, A (M),

Naus constatons nmmcdiatement que si M fait partie du eantinu (L) M, M, et M,
sont confondas, que si M estan vorminage de (L), M, et My sont de part et dCantre de
cette convbe, que si (L) est une droite, ln coreespandionce My > M, est ane symétrie
an sens ordinaire de i geométriv clémentaive, of ¢quie st M oest infininient voisin de (1),
M, et M, sont, au seeond ordre pres, symétriques Pun de Pantee par rapport &la conrbe 1,
Ces eonstatutives immdédiates, et d'rulres propeictes dont je w'al pas be temps de parler,
Justificut le nons de symeétrie analytique de base Ly donné & b beansformation qni associe
lensemble des points M, & Vensemble des points M. Nous divens égaiement que 'un e
ces points est Pimege de Tautre a travers 1ot nous devirous @

My = I (M), M, LMy,

Pour sppliguer pratiquement b méthode de vésobition que reas avens en vue,
nons dessinerons les réscaus de courbus orthogonales dont les noeads, situes de part et
dautre de L et earacténises par Jdes coordonnees curvilignes identiques. sont ilnnges
Tun de anttre, Supposons que nous ayons coustenil an lel graphique sue un pupier
millimétre : nous pounvens alors inses

e, coté de chasue point My, denx nowmbres
votnpleses, Pun représentant Paflixe de M duns e plan camplexe, associe & la base
(¢, €). 'antre reprisentant Je nombre complexe i ost conjugue de Nalfixe dans ce méme
Plan dw point M b ().

Ce faisant, naus definissons munériquement, dans une cectinne binde entourant
(L), une fonetion complexe de faoeariahle 2. Cette fimetion, que nous désignervus par
€ (2). est délinie analytignement par kv condition :

L1z D] = 2{L O],

et elle satsfait & la relation :



Comme je U'ai precise dans Vintroduction, les problémes que nous considérons
sonl ceux pour lesquels les caractéristiques du phénomcne étudié font fatervenir des
fonctions harmoniques & deux variables Py (M) Py (M) ... 125 (M). Nous leur adjoindrons
les fonctions barmoniques assocides Qy (M) Qz (M) ... Qg (M), et les fonctions analyliques de
la variable complexe z {(affixe de M) telles gue

R [Fx (o)) = Pr (M),

el enfin les fonctions analytignes By (2) définics, & partic des Iy, par un processus analogue
& celui qui nous u permis de deéfinw Ja fonctios

2 i partic de 2, Cest-a-dive par la relation :
Gz (W) - F oz 005

Considérons maintenaut une des conditions relatives au constitnant fondamental
L. en un point douné de ce constitnant, cette condition fuil intervenir un certain nombre
d'éléments numérigues lids anx caractéristiques du phénomeéne e, en raison de son origine
physique, qui entraine son indépendance & 'égard des systémes de représentation,
elle peut élre exprimeée & Paide des champs scalaives Py (M), Qi (M) et de leurs dérives
tensoriels suecessifs.

I est done possible d’exprimer la condition fondamentale considérée sous une
forme qui fait interveniv uaiquement la fonction 7 (z), et les fonctions Fr (z) et lewss
dérivees successives.

Cette expression s'obtiendra en utilisant les relations suivantes (oi Ins necents ’
et ¥ indiquent les dérivees premieres et sevondes)

g+ L= %
M="5—"tt—

. - i . [
D, P = grad P ;)-l F* 4 l.
74 g

P P -

s 1 o W% 0% ) e (5 O S - , =
0,1 Ak g ga® {leg ] b gl BT g b Sy O e ey
ot > . ; ’ L8 08 b -

Dune fagon générale lo tenseur dérivé d'ordre n sexprimera & Paide des n
premié¢res dévivées des fonctions I, F et .

Sur (L), fa deuxieme forme éerite, faisuntintervenir z, 5, . @& ., est absalument
équivalente a la premicre forme, fournie divecteinent par les équations du probléme et
qui faisait intervenir les cléments géométriques M, et les champs Py (M).

On utilise alors — ¢t ¢’esl I le point fondamental de la méthode — le fait que,
dans le plan cemplexe, les égalités fonctionnelles sont permanentes. I en résulte que
l'on pent définir, a partiv d’une telle égalite, les différenls éiéments des Tonclions qui
¥ figurent en partant d’an élément quelconque de la fonction et en prolongeant cet
ément de proche en proche par les mdéthodes classiques cxposées dans les traités
d’analyse.



Dans le eas aetuel, es relations fonctionnelies, dont les conditinns fondamentales
nans onk fowrni une expression uniquement sur (1), restent vraics sons la forme obtenue,
en tont point de Pespace oi se produit Jo phénmmene éludié. Or, ces relations constituent
un systéome déquations dif

renticlles. Suivant la fornie de ces equations, on peut, soit
cn dédnire Pexpression explicile des forictions Fi, suit en dédaire an procédé de calenl
utndrique de ces fonctions. Dans 'une on Paulre cus, on pourra, par Papplication des
formules

di P

P Q. byl Y

e deduire T ovalenr munéricpue de tous les éléments qui caractérisent le phénomene
physigue élndié.

Avant de passer aux applications, Jindiquerai rapidement les points principaux
qu'il tnportadt de preciser ob ausquels je faisais allusion an déhat de cet exposé. J'ai
déja signalé la nécessite de dimontrer les théorémes d'existence et d'unicité des solutions
délinies par les conditions « fondamenlales ». La syaélrie analytique de base L, dont
dépend ta fonction 3, fuisant intervenir une représentation analytique de (L) dans le
plan (e}, &), il importe de preciser certains points concernant cetbe représentation lorsgue
(1) esl de
indications donndes par M. Verxorre dans diverses noles réceniment publ

e expt’-rimunt:xlrnwnt. A ce sujet, nous avons utilisé, avee fruit, fes
Nous
avans pu ainsi démontrer que les solutions ¢iaient stables dans tout le domaine utile,
e'estei-dire quune petite différence enlre les courbes de base se traduvisait par des
différences égalenent faibles entre Jes valeurs caracténistiques calenlées aux diffévents
poiats du systéwe eu appliquant la méthode & ves conrbes de base. Ce résultat est parti-
culitrement important ponr les applications.

Touttelois, celte stabilite disparait lorsgue
IPan atteint des végions voisines des poinls singuliers des systémes différenticls obtenus.
Erexemple simple du problime de Cauchy montre gque de tels points existent daus Ja
quasi-tolalite des cas. En effet, ponr que, dans ce probléeme, Con puisse prolonger la
Touelion dans toul fe domaine Jimité par (L), il est nécessaive que les valeurs des dérivees
nornwales coincident avee celles qui corrispandent i Ta soiutivn de Diriehlet. On trouvera,
dins I hibliographie indiguée, Fexemple d'une étude compléte oit I'on a atlaché an
constituant fondamental une surface de Ricmana dont la structure permet de répondre
a toute question de ce genre. Toutefois, dans les problomes pratiques que nous avons eu
A trailer, i n'a jumais 616 necessaive de prolonger la selution wussi loin et les difficnties,
dues & Pinstabilite signalée des solutions, ne se sont janais présentées.

APPLICATION A UN PROBLEME DE LA MECANIQUE DES SOLIDES,
DANS LE DOMAINE DES DEFORMATIONS ELASTIQUES

Considérons un massif de retenue dont I section, par le plan (& stconstituee
par doux courhes 1) et Ty siluces de part et d'autre de Uaxe support de e, el ces deax

coutrhes se raceordant 'une a 'autrve an point €3 situd sur cel axe.

Nous admettons que, sous Linfluence des aetions wmecanigues qui s'excreent
sur ¥y, il Sétablit un équilibre conlraint du massif, ¢l nous nous proposons de délerminer



les caractéri

stiques essenticlles de cel état d’equilibre. Les déformations locales. que
nous supposans elastiques, sont caractérisées par fa rotation o (P) et la dilatation eubique
0 (). ct 'étude du probleme montre que Jo déplacenient local, & partir de I'état natuered,
peut s'écrive sous la forme :

o) 37 =| 200 e =" e @ ® |q

[ 1 e
i G TG RV GRS RRe I )

Dans celle relation, v désigue e caefflicient de Poisson de la maliére dont est
constitué e massii ¢tudia. §, (17), g, (P), d’une part, f, (P) et g, (), d'antre part, sont des
fonctions harmoniques associées. les premigres étant liges anx cavactéristiques o (1%)
et 8 (P). Ceci posé, plagons-nous en un point M dn paremant X el désignons par 2 (M)
ta matrice associée au tenseur des cuntraintes cn ce point, par n (M) fe veeteur unilaire

normal a4 X, et par F (M) le vecleur gqui représente les actions mécaniques excredes sur
le parement an voisinage de M.

La condition d'équilibre ¥ (M) = a (M) 12 M) s'exprime analyliquement par
deux relations of figareat les ¢léments géometriques de (X) et fes valeors en M des tenscors
dérivées d'ordre 2 associés aux champs scalaives f (M) et f, (M), Nous prendrons done %,
comme constituant foadamental, les conditions fondamentales nous étanl fournies
par les deax relations en question, joinies aux résultats de mesures extensomeétriques
effectudes sur . Les transformnations signalées dans 1'exposé général nous permettent
d'éerive un systéme de quatre relations fonetionnelles valables en tout point M interienr
an mas: Une fais ce systeme écril, les formules (1), et celles qui définissent
les contraintes, nous permettront, & parlir de ce systéme fonctionnel, de caractériser
numériguement 1'¢tat de la matiere en tout point dn massif.

IExpost e M. BQUROT

APPLICATION A UN PROBLEME D'HYDRODYNAMIQUE
ETUDE DE L’ECOULEMENT
AU-DESSUS DU SEUIL D'UN BARRAGE DEVERSOIR

Nous avons cherché & metlre an point un procédé pratique pour déterminer les
caractéristiques de Péconlement d'une mnasse liquide au-dessus du seail d’un harrage
déversoir et, en particulier, Iy répartition des pressions sur le parement aval du barrage.
On sait qoe le choix du déversoir doit dtre fail en tenant compte des conditions suivantes :

19 e seuil étant arasé d une cote 1, le déversement doit pouvoir s’effectuer sans
dommage pour Je barrage lorsque la hauteur d'eau atteinl en amont un niveau
correspondant & une cote H' donnée;



20 le déversoir dail pernettre d'évacuer un sdebit donné sous nuc charge donnge, of

3 sous cette méme charge, bt lame deversante ne doit janais décolier du parement
sval du barrage.

On doit, en vutre, preadre en considération ta finesse du profil 4 cause de I quan-
tite des matérizax qu'il faut mettre en ceuvre pour construire le barrage et aussi a canse
de ses relations avec §

coutficient de dehit, M. PoNcin m'u praposé, il y a quelques anndées,
dappliquer In méthode de prolongement analytique qu’i vient d'exposer & ia résolntion
de e prolitéme; Pai dabord dtudi¢ un cas coneret pour ieguel je possédais des cliches
chrenophotographiques reproduisant I'éconlement sur modeéte réduit. J'ai obtenu une
expression analytique du profil hibre L sous la forme :

i €98 | 15,25 =" — 1D sin = (¢ ¢ DAY 041,
(1)
! y=—122th

Les cearts entre la conrbe définie par cos dquations et le relevé dont j'étas parti,
ne dépassent pas 0,3 em pour une dénivellation totale de 34,1 cm,

J'ai definy la correspondance entre les plans complexes {(a.n) et 2 (e, y) dans
wne serie de tableanx nuériques ot sont donnés Jex resultats avee trows décimales,
pour des valeurs de ) variant de - 1,6 & ~ 1,8 par saunt de 0,2, ¢t pour des valeurs de p

variant de 0 & — 0,7 par saut dv 0,1,

Les tahleaux établis w’ont permis de counstruire, dans le plan de 'écoulement,
le véseaw homelogue du réseau x - (e, o = Gt reconviant, avee des mailles suffi-

samment pelites, la partie utile de i'écoutement.

La relation de Bernoulli (2) V¥ 4 2 gy = 37,1 . utilisée comme condition fonda-
mentale au sens indigué par M. Poxcix, nva ensmife conduit A la relation fonctionoclle @

L

) Tdy +iglz--T,

el j'en al dedmit ta correspondance entre Ia lanie déversante ot son hodographe eamplexe.

Le calenl effectué & partiv de b conrbe (1) fournit des formules suivantes :

b byt
[ \Zy"r_, .

1
L P R
sh2a ©borsindy
P 17 e

chy i coso
rrevsar — %+ Ny,
rgsineg == 8 L (- 1)K9,

7= 0,3 %0 cos 0,08 u b .91 ¢-058 cos 0584 u — 0,47 cos= (h - DY) chap,



B == 9.3 €008 <in 0,06 u - 0.01 =085 5in 0,584 u + 047 3ink O 1 O, ) shmy,

sin2 3 sh 2

=34 (ch2x  cos 2up”

5 e vos2 i eh2n
8= —--34,4 !

I

(ch2a & con2 )

Jai pu ainsi déterminer, en chaque neend du résesu dessing, Vinelinaison 4 de la
vitesse sue horizontale et sa grandeur, ainsi que la courbure des lignes de courant, ce
qui m'a perais de tracer ces lignes avee une excellente wpproximation et de déterminer
le déhit d’écoulement entre ces différentes lignes. Nous avons constaté que i Veeon-
lement pouvait, effectivement, 8tre itvolationnel dans la plus grande partie dn plan,
il s¢ produisait un décollement an voisinage de la erdte. Ce décollement, qui engendrait
nécessairement, dans la nature, les phénomencs d'osvillation aéfastes bien connus,
pouvait élre suppritné par une reetification appropriée du profil, rectification dont ie
caleul donnait toutes les camzctéristiques. Lexpérimentation sur moddle reduit a con-
firmé tous ces points.

Ces yuelques indications suffisent, jo pense, pour montrer gue le procéde ainsi
mis an puint constitue un woyen rationnel pour analyser. @ posteriori, un éconlement
réalisé soit dans Ia nalure, seit en modele récmit. 11 constitue egalernent un muyven pour
déterminer, a priort, an burean de calenls. la forme d’nn profil déversant rationnal
sutisfaisant a des conditions de finesse el de déhit irnposces A lavance.

Lorstue Fon envisage le probléme sous cet angie, on part d’expressions analytiques
simples et Pon dresse un catalogne de profils ponr lesspnels onindigue les caractenstiques
essenticlles (finesse, coefficients de débit, reparlilion des pressions sur lo sewil). La
eonnaissance de ces valeurs, jointe a Papplication de régles plus on moins empivigues,
permel de prévoir les dangers de decollement et d'affouillement ¢t de cheisir, par suite,
e profil qur est le mieux adaplé av probleme technique & résoudre. Le plan de travail
esl toul & fat analogue a celui qui a é4¢ accompli pour réaliser les catalogues de profils
d'ailes sustentatrices,

APPLICATION A UN PROBLEME D'AERGDYNAMIQUE :
ETUDE D'UN CONVERGENT DE SOUFFLERIES

On sait que. dans une sonitlerie, le role du vonvergent est d'assurer une distri-
hution de vilesse, aussi régulicre que possible, dans la chambre d’expérience. Pour eviter
Iencombirernent et, plus encore, pour réduire Pinfluence nélaste da frottement de air
sur les parois, on a intérét & choisir des convergents eourts mais, d'autre part, Pemploi
de profils présentant une évolulion Lrop accusée, entraine des instabilites et parfois,
méme des décollements, qu'il fanl & tout prix éviter. Il en résuite que le projet doit faire
Pobjet d'une élude trés serrée de Técoulement dans la zone de deéflexion des filets
gazeux, d'une parl el dans ta coache lmite, d'antre part. Nous ne nous ovenperons ici
que du premicr probleme, et nous chercherons 3 déterminer des convergents gu




permettent o éconlenient irrotationnel, sans varialion e densité, avec une répartitinn
de vitesse donnde sur Puxe de la veine,

Considérons le cas d'une veine a seetion reciungulaire tres allongdée, Dans Ja partie
centrale, vn idsire réaliser une répactition de vitesse dont les varialions sont définies
par vu developpement de “lavlor. Le champ cinématique en un point de la veine est
alors defind par des formudes du type

. y o, yt
y o2 ’; 37 (1) ¢ ‘.él PV () ..,
i ,,,.A‘y’\“ YO oy s
v Y¥ ket ) D e e b

Ou peut dresser. comme 1l a eté indiqueé a propos des lumes déversaunles,
un catalogne de collectears dont tous les éléments sont caleulables, ce qui permet de
comparer facilement leurs qualités en vue de leur adaptation & un projet déterming,

Nous avons, par exemple, M. Moreat et moi, calealé par celle méthode les
coltecteurs qui conduisent, sur Paxe de la veine, & des vépartitions de vitesse de la forme
Voo Vv A B tha, peue des valeurs du coelficient de contraction égales & 2,75,
A et 10, Daos la seetion Featece du collecteur, dont le vapporl de contraclion est égal
a i et Pallongement a 18, kemodule de ds citesse ost canstanl & 0,017 pres el son incli-
uaison maximum, sur I'axe, ne depasse pus 2 degris; dans ka seelion de sortie, e module

est eonstant @ 0,001 pres et son inchuaison ne dépasse pas 0,2 degré. D'autre part, la
vitesse varie tres régulicrement dans e collectestr el les courbes isovitesses sont
sensiblement des droites normales & Paxe du eellectenr.

Exvrosy b M. MOREAL

En complément a lexposé de M. Boorot, jiudigaerat connuent j'ai pu etendse le
proced¢ d'étnde des colieeteurs plans & 1a conception d'un convergent de révalution
asstraut, dans les conditious voulaes, je passage centre une tuyere eylindrigue ¢t une
chambre d'expéricace également cylindrique et, d'une fagon plus géndrale, le passage
entre une tuyére de furme quelcongue ot wne chambre d'experience dont la section est
homothétique de eclle de 1a Luyere,

On peut, pour cludier ce probléme, teansposer Falgorithme des fonctions ana-
Iytiques que vient d'indiguer M. Bouror, Li reclierche d'un moavement sans tonrbitton
ni varialon de densité enteaine la veeherche d'un champ meridien tel gue an ait :

oy
) dy aw

@ > e
2 gr ) gy oy = 0.



Ces conditions prennent la place des conditions de monagéndité de Cauchy ponr
caractériser ce que nous appellerons un couple psendo-analytique,

e la condition (1) résulte P'existence d’une fonction potentielle U telle Gue :

@) Dt 3 b U

— de la condition (2) résulte P'existence d'une fonction V, telle que :

1y o 3
{1) = e (Vy), U=

— ol ces deur fonclions constitueni elles-mémes un couple pseuda-anulytique, dont
u et v formaicat le couple dérivé, On a donc transpusé la dérivation et intégrution des
fonctions analytiques.

Partant alors du couple unitaire :
=1, v 0,
on trouve, par imtégralions suaceessives, des couples qui prolongent. les lois du type :

o

=

d’oit le prolongeinent de toute loi développable en série entiére sur Faxe des x [Uexistence
de ¢u développemient est essentielle au probleme, Phannonicilé de Ja fonction u (v, ¢, 2)
entrainant 'analycité).

On e tire le développeient de « el de v selon les puissances de y, lorsque la 1o
t == o {x) est connue :

2 o g®
| e =@ @ U @

®) |

1 Y "
ot y) = f o (@) + ﬁ (1) — s{w o (2) + ..

Le procédé sutilise surtout quand les dérivées suceessives sont ¢'un caleul fucile
et watleiguent pas des valeurs trop clevées.

Nous ['avons employé & paclir de la fonction :

p(z) = A+ Becfa,

erf z étant la jonction des errenrs, dont on posséde des tables, ainst que de ses six premiéres
dérivées. Les convergents que Pon obtient ainsi sont parmi les phis avantagenx.,



Duns un aulre ordre d'idées, on pent relier la solution du probléme de révolution

4 celle du probléme plan déja traits,
Si oy (r, y) ebovy (T, ¥) représentent la solulien bidimensionnelle, it vient :

1 (S=
W g _,\ iy (2, ) Cosw) o,
.‘. =T

(12
{ (B
# o= gy _\ vy {x, y cus o) d o,
R
refations qui se prétent an calew! numdrique comme d 'évaluation graphique.
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