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RÉFUTATION DE L’HYPOTHÈSE DE RIEMANN.

CLAUDE HENRI PICARD

Abstract. The hypothesis Mpxq “ Opxβq with β ă 1 contradicts the Gegen-
bauer’s theorem (see [10] §18.6 ),

Npuq “
ÿ

nďu

|µpnq| “ 6

π2
u ` Op

?
uq

As the Riemann’s Hypothesis implies Mpxq “ Opx1{2`ǫq for all ǫ ą 0, the
Riemann’s Hypothesis is false.

1‚ La fonction ζ de Riemann, définie par

(1) ζpσ ` itq “
8
ÿ

n“1

1

nσ`it

lorsque σ ą 1 fait l’objet d’une conjecture non démontrée de Riemann datant de
1859, l’hypothèse de Riemann selon laquelle supρ ℜepρq “ 1{2 où ρ désigne un
zéro de la fonction ζ de Riemann.

Les zéros de ζ se répartissent en deux ensembles infinis, d’une part les zéros
dits triviaux de la forme ρ “ ´2k, k P N

˚, et d’autre part les zéros dits non
triviaux qui sont tous dans la bande s0, 1r.

Dans son mémoire de 1859 [19], Bernard Riemann laissa cinq problèmes ou-
verts 1. Le premier fut résolu par Hadamard en 1893 [7], trois autres par Von
Mangoldt entre 1894 et 1905 [3, page 37]. Il reste aujourd’hui un seul problème
non résolu : l’hypothèse de Riemann. On sait qu’il existe une infinité de zéros non
triviaux dans la bande s0, 1r mais on n’a jamais réussi à montrer qu’il existait un
β0 P r1{2, 1r tel que tout zéro ait une partie réelle ď β0.

Hardy, en 1914, a montré qu’il y avait une infinité de zéros de parties réelles
1{2 et Conrey, en 1989 [1], montra qu’au moins 40,77% des zéros non triviaux
sont de parties réelles 1{2.

Les tentatives de démonstration de l’hypothèses de Riemann ont, jusqu’à main-
tenant, échoué. Elles semblent commencer par l’annonce de Halphen (1883) qui
restera sans lendemain, suivi, dans une lettre à Hermite de 1885, de Stieltjes qui
lui écrit qu’il a démontré que Mpuq “ ř

nďu µpnq “ Op?
uq et, appliquant la

Date: 9 mars 2018.
1. Edwards [3] en indique six.
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RÉFUTATION DE L’HYPOTHÈSE DE RIEMANN. 2

formule
1

ζpsq “
8

ÿ

n“1

µpnq
ns

“ s

ż 8

1

Mpuq
us

du,

qui fait le lien entre Mpxq et l’hypothèse de Riemann, il en déduit facilement
l’hypothèse de Riemann. Mais quand Mittag-Leffler lui demande des explica-
tions, celles-ci sont vagues. À la mort de Stieltjes le 31 décembre 1894, on ne
découvrit pas de démonstration de l’hypothèse de Riemann ni de preuve de son
affirmation sur Mpxq. La même mésaventure survient à Jensen en 1899, dans
le mémoire qui démontre la formule qui porte son nom [13]. Mertens, en 1897
[15], énonce une hypothèse de croissance de la fonction Mpxq à partir de consta-
tations numériques. Mpxq serait majorée par

?
x. Cela entraine, comme pour

Stieltjes, l’hypothèse de Riemann et la simplicité des zéros. Au congrès inter-
national de mathématiques de 1912, Von Sterneck [22] va plus loin et propose
Mpxq ď 1

2

?
x. Cette conjecture est numériquement réfutée par Neubauer [16] en

1963 en montrant que Mp7760000000q “ 47465 ą 1

2

?
7760000000 “ 44045, . . .

alors que Jurkat [14] avait montrer, en 1961, que la conjecture de Von Sterneck
avait une infinité de contre-exemples, mais sans en exhiber un seul.

En 1985, Odlysko & Te Riele [17] réfutent la conjecture de Mertens en montrant

que lim supxÑ8 Mpxq{
a

pxq ą 1, 06 et lim infxÑ8 Mpxq{
a

pxq ă ´1, 009. Depuis,
ces valeurs ont été améliorées à, respectivement, 1,826054 et -1,837625 (Hurst
[11]) alors qu’on conjecture que les vraies valeurs sont respectivement `8 et
´8 comme l’a montré Ingham [12] en 1942, sous l’hypothèse de Riemann et une
hypothèse d’indépendance linéaire des zéros.

Sur l’ordre, sans hypothèse, de Mpxq, on a réussi à montrer que Mpxq “
Opx expp´c

8`ǫ

?
ln xq au début du XXe siècle (Landau [6] ) qu’on ramena àMpxq “

Opx expp´c
?
ln xq avant que la région sans zéro de Vinogradov et Korobov ne soit

connue et permette d’avoir Mpxq “ x expp´cplnxq3{5pln ln xq´1{5q (Walfisz [23],
1963) qui reste, en 2018, le meilleur résultat connu. Mais on ne connâıt toujours
pas l’ordre exact deMpxq qui est lié à l’hypothèse de Riemann de manière étroite.

2‚ L’objet de ce mémoire est de démontrer que l’hypothèse de Riemann est
fausse. Pour cela, il est montré que Mpxq ne peut être Opxβq, pour β ă 1 sans
qu’on ait une contradiction. Les calculs se feront à partir de la fonction 1{ζ selon
la formule, valable pour σ ą 1,

(2)
1

ζpσ ` itq “
8
ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

“ pσ ` itq
ż 8

1

Mpuq
uσ`it

du,

où µpnq est la fonction de Möbius définie par

(3) µpnq “

$

’

&

’

%

1 si n “ 1.

p´1qr si n se décompose en r nombres premiers distincts.

0 si n est divisible par un carré entier autre que 1.
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La fonction ζpsq admet un unique pôle, qui est simple, en s “ 1. On étend donc
par continuité la fonction 1{ζpsq en s “ 1 en posant 1{ζp1q “ 0 (zéro simple). Le
principe de symétrie de Schwarz permet de ne regarder que le cas des t ą 0, ce
que nous ferons.

On pose β˚ “ supρ ℜepρq. On sait que β˚ P r1{2, 1s, la valeur 1{2 correspondant
à l’hypothèse de Riemann. β˚ est également l’infimum des β tels que |Mpuq| “
Opuβq.

Le schéma de la preuve est le suivant :
On commence par admettre queMpxq ď mxβ avec β ă 1. La preuve commence

par généraliser le théorème 8.7 du traité de Titschmarsh qui exprime que

sup
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ζpσq
ζp2σq ,

dans le but de minorer pour certains t l’intégrale
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

en utilisant le théorème de Gegenbauer,

Npuq “
ÿ

nďu

|µpnq| “ 6

π2
u ` Op

?
uq.

On majore l’intégrale sans trop de difficulté et on obtient ainsi un encadrement.
À partir de l’encadrement, le rapport du minorant sur le majorant doit rester
toujours plus petit que 1. Or ce rapport a son terme principal Opx1´βq et donc
tend vers l’infini, si β ă 1, quand x Ñ 8, ce qui est la contradiction cherchée.
On en déduit que β˚ “ 1 et donc que l’hypothèse de Riemann est fausse ainsi
que les conjectures de Mertens.

3‚ On rappelle la formule sommatoire d’Abel. Soient a, b deux nombres positifs,
une suite panq de nombres complexes et ϕpuq une fonction à valeurs complexes
continue dérivable sur l’intervalle ra, bs.

Soit Apuq “ řu
n“1

an. On a l’identité

(4)
ÿ

aďnďb

anϕpnq “ rApuqϕpuqsu“b
u“a ´

ż b

a

Apuqϕ1puqdu.

Cette formule permet de démontrer, par application directe, la formule

(5)
x

ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

“ Mpxq
xσ`it

` pσ ` itq
ż x

1

Mpuq
uσ`it`1

du.

4‚ Le traité de Titchmarsh sur la fonction zêta de Riemann [20] contient la
proposition suivante comme théorème 8.7, où s “ σ ` it.
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Proposition 1. Si σ ą 1, alors

(6)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

ζpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ζpσq
ζp2σq

pour toute les valeurs de t, alors que, quel que soit ǫ Ps0, 1r,

(7)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

ζpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą p1 ´ ǫq ζpσq
ζp2σq

pour des valeurs de t aussi grandes qu’on veut.

Dans la suite on utilisera le résultat suivant, dans la même veine que la propo-
sition 1.

Proposition 2. Soient x ą 1 et σ ą 1 deux réels. On a pour tout t ą 0

(8)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něx

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

,

et il existe pour tout ǫ Ps0, 1r au moins une valeur de t ą 0 telle que

(9)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něx

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě p1 ´ ǫq
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

.

Démonstration. Supposons au contraire que la seconde partie de la proposition
ne soit pas exacte. Soient σ ą 1, x ą 1 et ǫ Ps0, 1r donnés tels que pour tout t ą 0
on ait

(10)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něx

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă p1 ´ ǫq
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

.

Coupons la série en deux parties

(11)
8

ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

“
ÿ

năx

µpnq
nσ`it

`
ÿ

něx

µpnq
nσ`it

.

la somme est majorée en module par

(12)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
ÿ

năx

|µpnq|
nσ

` p1 ´ ǫq
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

.

Soit

(13) θpxq “
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

M
8

ÿ

n“1

|µpnq|
nσ

“ ζp2σq
ζpσq

ÿ

něx

|µpnq|
nσ

ă 1.

La proposition 1 nous dit qu’il existe des t ą 0 tels que

(14)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą p1 ´ ǫθpxqq
8

ÿ

n“1

|µpnq|
nσ

“
ÿ

năx

|µpnq|
nσ

` p1 ´ ǫq
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

,
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ce qui entre en contradiction avec l’hypothèse formulée (10) à travers (12). L’hy-
pothèse (10) est donc fausse et la proposition 2 est démontrée. �

Corollaire 3. Pour un ǫ Ps0, 1r donné, l’ensemble Tǫpxq des t ą 0 qui satisfont

à l’inégalité

(15)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něx

µpnq
nσ`it

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě p1 ´ ǫq
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

n’est jamais vide, quel que soit x P r1,8r.
Démonstration. Immédiat, le cas x “ 1 étant la proposition 1. �

Remarque 4. Tǫpxq n’a pas de raison, à priori, d’être le même pour une autre

valeur de x.

5‚ Tout ce mémoire repose une la seule hypothèse suivante

Hypothèse 5.

(16) β˚ ă 1.

Un corollaire immédiat est l’existence d’un β tel que

(17) |Mpuq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nďu

µpnq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď muβ

où β˚ ă β ă 1, m “ mpβq ą 0 étant un réel approprié.

6‚ Soient x ą 1, σ ą 1 et t ě 0 trois réels. De la formule sommatoire d’Abel,
on tire, en posant s “ σ ` it,

(18)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

ż 8

x

Mpuq
us`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

ζpsq ´
ÿ

nďx

µpnq
ns

` Mpxq
xs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ζpσq ` mxβ´σ ď ζpσq ` m

car pour la somme partielle, comme |µpnq| ď 1, il en résulte la majoration

(19)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nąx

µpnq
ns

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
8
ÿ

n“1

1

nσ
ď ζpσq

dans la région σ ą 1 ; enfin xβ´σ, qui est décroissante, est majorée par 1. Donc il
existe un Bpxq tel que

(20)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Bpxq?
σ2 ` t2

.

7‚ Soient les ensembles fonctionnels

L “
"

Bpxq : x P r1,8rÑ R
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Bpxq?
σ2 ` t2

@t
*

,
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et

G “
"

Gpxq : x P r1,8rÑ R
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Gpxq @t
*

.

Ces ensembles ne sont pas vides. L contient toutes les fonctions constantes ě
ζpσq ` m par la formule (18). Et par suite du lemme 6, G contient toutes les
fonctions constantes ě rζpσq ` ms{σ. On pose

Apxq “ sup
t

?
σ2 ` t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

et

αpxq “ sup
t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

qui sont respectivement l’ infimum de L et l’infimum de G . Comme les ensembles
L et G ne sont pas vides, Apxq et αpxq sont finis pour tout x P r1,8r.

Apxq P L d’après sa définition. De même αpxq P G d’après sa définition.
Par conséquent, pour tout Bpxq P L et tout t,

(21)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Apxq?
σ2 ` t2

ď Bpxq?
σ2 ` t2

.

et, pour tout gpxq P G et tout t,

(22)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď αpxq ď gpxq.

Lemme 6. De tout élément de L on peut déduire un élément de G .

Démonstration. Soit Bpxq P L . On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Bpxq?
σ2 ` t2

ď sup
t

Bpxq?
σ2 ` t2

“ Bpxq
σ

P G .

�

Lemme 7. σαpxq “ Apxq.
Démonstration. On a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Apxq?
σ2 ` t2

ď sup
t

Apxq?
σ2 ` t2

“ Apxq
σ

P G

et αpxq, étant le plus petit des majorants de G , est tel que αpxq ď Apxq{σ.
Admettons que l’inégalité soit stricte : σαpxq ă Apxq. Alors, soit on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď σαpxq?
σ2 ` t2

ă Apxq?
σ2 ` t2

mais cela viole manifestement la définition de Apxq en tant qu’infimum de L ,
soit on a

σαpxq?
σ2 ` t2

ă
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Apxq?
σ2 ` t2
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qui viole la définition de αpxq en tant qu’infimum de G . En effet, faisant t “ 0,
l’inégalité donne

αpxq ă
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ce qui est impossible. Donc σαpxq “ Apxq. �

On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ż 8

x

|Mpuq|
uσ`1

du “ Kpxq P G .

Proposition 8. Pour tout t

(23)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď σmxβ´σ

pσ ´ βq
?
σ2 ` t2

.

Démonstration. Comme Kpxq est un majorant de l’intégrale, c’est un majorant
de αpxq “ Apxq{σ. Donc

Apxq ď σKpxq,
D’où

(24)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Apxq?
σ2 ` t2

ď σKpxq?
σ2 ` t2

“ σmxβ´σ

pσ ´ βq
?
σ2 ` t2

.

�

8‚ La formule sommatoire d’Abel donne, pour tout x ě 1, l’égalité

(25)
ÿ

něx

µpnq
nσ`it

` Mpxq
xσ`it

“ pσ ` itq
ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du.

On lui applique la proposition 2 et l’hypothèse 5. On en déduit que pour tout
ǫ Ps0, 1r, quel que soit t P Tǫpxq, on a

(26)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą p1 ´ ǫq?
σ2 ` t2

ÿ

něx

|µpnq|
nσ

` Rpx, tq,

avec |Rpx, tq| “ |Mpxq|
xσ

?
σ2 ` t2

ď mxβ´σ

?
σ2 ` t2

.

9‚ Comme Gegenbauer a montré que (voir [5] et [10] §18.6)

(27) Npuq “
ÿ

nďu

|µpnq| “ 6

π2
u ` Op

?
uq,

on en conclut par la formule sommatoire d’Abel

(28)
ÿ

něx

|µpnq|
nσ

“ σ

ż 8

x

Npuq
uσ`1

du ´ Npuq
xσ

“ 6x1´σ

π2pσ ´ 1q ` O
`

x1{2´σ
˘

.
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10‚ Résumons. Pour tout x ě 1 et tout t P R,

(29)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď σmxβ´σ

pσ ´ βq
?
σ2 ` t2

.

Mais, après report de (28) dans (26), pour le même x, quel que soit ǫ Ps0, 1r,
quel que soit t P Tǫpxq, on a

(30)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą p1 ´ ǫq?
σ2 ` t2

„

6x1´σ

π2pσ ´ 1q ` O
`

x1{2´σ
˘



´ mxβ´σ

?
σ2 ` t2

.

Nous allons montrer que c’est impossible. Rappelons pour cela que, quel que soit
x ě 1, l’ensemble Tǫpxq n’est jamais vide. On prend donc toujours t P Tǫpxq à
partir de maintenant. On a donc l’encadrement défini par (29) et (30), valable
pour tout x ě 1 :

mxβ´σ

pσ ´ βq
?
σ2 ` t2

ě
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

x

Mpuq
uσ`it`1

du

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą p1 ´ ǫq?
σ2 ` t2

„

6x1´σ

π2pσ ´ 1q ` O
`

x1{2´σ
˘



´ mxβ´σ

?
σ2 ` t2

.

Considérons uniquement les seconds membres de (29) et (30). Le rapport du
second membre de (30) sur le second membre de (29) est donc toujours plus petit
que 1, pour tout x ě 1. Après simplification, ce rapport vaut

(31) p1 ´ ǫq 6pσ ´ βq
mπ2pσ ´ 1qx

1´β ` O
`

x1{2´β
˘

´ σ ` β.

et on voit bien que, lorsque x tend vers l’infini, si β ă 1, cette quantité tend vers
l’infini et donc dépasse 1 à un moment donné, ce qui est impossible. Donc β ne
peut être choisi tel que β˚ ă β ă 1, ce qui impose, comme β˚ ď 1, β˚ “ 1.

Théorème 9.

β˚ “ suptρ | ζpρq “ 0u “ suptβ | Mpuq “ Opuβqu “ 1.

L’hypothèse de Riemann est fausse. Plus précisément

• Mpxq “ Ω˘pxδq pour tout δ ă 1 ;

• L’abscisse de convergence simple de la série de Dirichlet
ř

ně1

µpnq
ns

cöıncide

avec son abscisse de convergence absolue ;

• La fonction ζ admet une suite infinie de zéros tρnu dans la bande critique

telle que

(32) lim
nÑ8

ℜepρnq “ 1;

• Les hypothèses de Mertens généraliséeMpuq “ Op?
uq et de Mertens affaiblie

(33)

ż x

1

M2puq
u2

du “ Oplnpxqq

sont fausses.
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Démonstration. On a montré précédemment que β˚ “ 1, or l’hypothèse de Rie-
mann implique Mpxq “ Opx1{2`ǫq ([20], théorème 14.25(C), page 370), quel que
soit ǫ ą 0. Donc elle implique β˚ “ 1{2. Elle est donc fausse ainsi que la conjecture
de Mertens généralisée selon laquelle Mpxq “ Op?

xq.
Le premier point résulte de β˚ “ 1 par application du corollaire standard du

théorème de Phragmen-Landau ([2], page 33-04).
Le deuxième point résulte de β˚ “ 1 par les formules qui donnent les abscisses

de convergence simple et absolue d’une série de Dirichlet ([9], théorèmes 7 et 8
page 8).

Pour le troisième point, s’il existait une ligne verticale ℜepsq “ σ ă 1 tel que
1{ζpsq n’ait aucun pôle à droite de cette ligne, on pourrait déduire Mpxq “ Opxσq
et β˚ ď σ. Comme ceci n’a pas lieu et que ζpsq ne s’annule pas sur ℜepsq “ 1,
la bande r1 ´ δ, 1r admet au moins un pôle pour tout δ ą 0. Il existe donc une
infinité de pôles au voisinage immédiat de la droite ℜepsq “ 1.

Les hypothèses de Mertens, de Mertens généralisée et de Mertens affaiblie im-
pliquent l’hypothèse de Riemann, elles sont donc fausses. �

Remarque 10. Charles Pisot, d’après Saffari [18], a conjecturé que l’ensemble

des parties réelles des zéros non triviaux de la fonction ζ de Riemann est dense

dans r0, 1s.
Remerciements 11. Je remercie monsieur Jacques Gélinas d’avoir assuré la

relecture attentive de ce mémoire tout au long de sa réalisation.
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[10] G. H. Hardy & E.M.Wright,An introduction to the theory of numbers,5e édition, Clarendon
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