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Résumé — Nous étudions les effets de forme et de taille de cavités sur les propriétés de résistance
macroscopiques de matériaux ductiles contenant des vides sphéroidales aux tres petites échelles. A
cette fin, nous procédons a l'analyse limite d’une cellule unitaire sphéroidale, contenant une cavité
confocale sphéroidale, et soumis & un chargement mécanique arbitraire. La matrice solide est supposée
obéir au critere de von Mises avec regle d’écoulement associé. L’homogénéisation du milieu nanoporeux
s’appuie principalement sur la considération de contraintes a l'interface entre la matrice et les nano-
pores, I'interface, plastique, étant susceptible d’un saut du vecteur contraintes. Le critere de résistance
macroscopique obtenu prédit, pour le matériau nanoporeux, des caractéristiques inhabituelles telles
que (i) une dépendance significative de la résistance lorsque la dimension des cavités diminue, (iii) un
effet combiné de la forme et de la taille des cavités. Les résultats sont en bon accord avec des données
de simulations atomistiques récentes.

1 Introduction

Les effets de taille de cavités dans les milieux ductiles ont été mis en évidence expérimentalement
[1, 2] puis étudiés numériquement par de nombreux auteurs parmi lesquels Fleck et Hutchinson [3],
Huang et al. [4, 5], Wen et al. [6]. Dans ces travaux, les effets de taille sont capturés en considérant pour
la matrice solide des modeles de plasticité a gradient [3]. Alternativement, des travaux plus récents
dont [7, 8] ont permis d’aborder ces effets de taille de cavités en considérant des interfaces imparfaites.
En particulier, en considérant a l'interface solide-cavité une version plastique du modele d’élasticité
surfacique de Gurtin et Murdoch! récemment proposée par [10], Dormieux et Kondo [8] ont proposé
une extension du modele de Gurson rendant explicitement compte de I'influence de la taille des vides.
On se propose dans cette étude de déterminer le critére macroscopique de milieux nanoporeux, en
recherchant une modélisation rendant compte a la fois les effets de taille et de forme des cavités.
A cette fin, on reprendra d’abord l'analyse limite du sphéroide creux introduite par Gologanu et al.
[11, 12], en y adjoignant la présence d’interface solide-cavité ou les contraintes interfaciales sont décrites
par la version plastique du modele de Gurtin et Murdoch [10]. On généralise par ce biais les résultats
établis dans [8] pour le cas particulier de la cavité sphérique. L’investigation des effets combinés de
forme et de taille des cavités constituent le principal objectif de ’étude.

LOn notera que l'incorporation de ce modele dans les méthodes d’homogénéisation de milieuxr nanocomposites introduit
généralement la necessité de prise en compte d’une discontinuité du vecteur contrainte a la traversée de [’'interface
imparfaite qui doit satisfaire a l’équation de Young Laplace généralisée (cf. par exemple [9]).



2 Effets combinés de forme et de taille des cavités sur la résistance

2.1 Analyse limite du sphéroide creux avec contraintes interfaciales

On se propose d’étendre le cadre usuel d’analyse limite du sphéroide creux, en y incorporant des
effets de contraintes interfaciales. La cellule élémentaire, décrite sur la figure 1, est donc constituée
d’une matrice obéissant au critere de von Mises et a la regle d’écoulement qui lui est associée. Son
bord extérieur est soumis a des conditions usuelles de taux de déformation homogene au bord. On note
oo la limite d’écoulement en traction uniaxiale de la matrice. Le comportement de l'interface entre la
surface de la cavité et la matrice est décrit a l'aide la version plastique du modele de Gurtin, décrite
en [10] et incluant de plus la vérification des équations de Young-Laplace généralisées.

v=D.x

matrice de

interface imparfaite
von Mises

plastique

Fig. 1 — Cellule élémentaire sphéroidale contenant une cavité sphéroidale confocale au bord extérieur
et une interface imparfaite plastique cohérente

La dissipation macroscopique, donnant le critere du milieu poreux, se présente sous la forme :

vek Va

1(D) = inf - [ /Q | oudegdV + /F 1, .de} (1)

Le saut du vecteur contrainte, [t], & la traversée de l'interface I', vérifiant la relation de Young Laplace
généralisée, on montre alors que :

(D) =11, (D) 4 11y(D) 4 I13( D) (2)

ou les quantités Iy (D), IIa(D) et II3(D) s’écrivent :

{ (D) =& [ 00degdV;  Ty(D) =& [protr(dy)dS;  T3(D) = & [ mods,dS (3)

La contribution IT; (D) a la dissipation macroscopique est associée a la déformation plastique de la
matrice; sa détermination, classique maintenant, a été effectué par Gologanu et al. [11, 12] dans
le cadre de 'analyse limite des milieux ductiles contenant des cavités sphéroidales. IIa(D) et II3(D)
sont des contributions de I'interface ; elles ont été considérées par [8] dans le cas d’une cavité sphérique.

2.2 Détermination de la dissipation et du critere macroscopiques

Une estimation de la dissipation macroscopique et de la résistance qui en dérive peut étre obtenue
en considérant un champ d’essai incompressible et cinématiquement admissible. Compte tenu de la
difficulté supplémentaire liée ici a la prise en compte des contraintes interfaciales, on adopte pour la



présente analyse le champ de vitesse classique, celui considéré par Gologanu et al. [11, 12]. Il s’en suit
que 'expression de la dissipation Iy (D) est celle déja établie par ces auteurs (voir également Monchiet
et al. [13] sous une forme unifiée valable aussi bien pour des cavités sphéroidales allongées qu’aplaties).
Son expression est :

u=f/(f+g)

(D) = o0 f (4)

2 .2v2
Yarcsinh{ﬁ} _ VX +uYe
X u

u=f/(1+g)
ou, f étant la porosité, les quantités X et Y sont définies par :

X = [(1=O)(Dy+ (1= 3a3)D,n)* + D2+ D)2,

1 . (5)
Y = n [3+n(1—3a2)] Dy, + RD[]

et ou les parametres 7, (, k et g dépendent des excentricités e; et es des sphéroides intérieurs et
extérieurs, respectivement. ay dépend de e (voir [13]). Les quantités D,,, Dy, D, et D; sont des
invariants isotropes transverses du tenseur taux de déformations macroscopique, définis par :

Dy = 5(D114 Dy + Dss); Dy = 3Ds3 — £(D11+ Day)

D \/_\/D22_D11) +4D7; Dt:%vD§3+D§3

Concernant la contribution Il (D) a la dissipation macroscopique, on montre en [14] que :

(6)

751

(D) = "

(91D +g2Dy) (7)

dans lequel on a posé (avec ay et by les longueur des 2 axes de la cavité) :

2ma?b
TO2L orctan { 5 } +27b?  (pour les cavités allongées)
c
Si=1, . ! (8)
a c
Smao arctanh{b—} +27b?  (pour les cavités aplaties)
1

et ou les coefficients g1 et go sont définis par :

DO |~

g =2-3(1-3)(1 =301~ {(1-302), g2=L(1-3) 0

avec le parametre v dépendant de la forme de la cavité et s’écrivant : v = 2b 5 (1 — ﬂ) S’agissant

de lexpression de II3(D), on montre également dans [14] qu’elle s’écrit :

My(D) = 221 \/th2 + hy D2 + 203Dy, Dy + ha D2 + hs D? (10)
ou les coefficients h,, s’écrivent :
hi =3y +3u—2)U?+23y - 1)U +4;  ho= f2(3y+3u—2)

hs=f2=3v=3w)U+f(1-37); ha=f>2v+pn)/2; hs=f>(5-4u—5y)/2

(11)



avec U =1—3a; — f(1—3az) et ou le parametre 1 est défini par : p= a%a——%b% (1—3).

On notera que les expressions analytiques des contributions interfaciales Iy (D) et II3(D) font appa-
raitre le rapport Tosl , ce qui introduit de fait des effets de taille des cavités.

De facon classique, le critére macroscopique est obtenu a partir de la dissipation II(D), définie par (2)
et ou les termes II; (D), IIa(D) et II3(D) sont respectivement donnés par (4), (7) et (10). II(D) étant
dépendant du taux de déformation D uniquement a travers les quantités D,,, Dy, D, et D; définies
par (6), le critére macroscopique est défini par les équations paramétriques suivantes :

1 011 oIl
Em 38D (DvalbDSth) Eq 8D (DmquyDSyDt)

o1 oIl 12)
Y= aD. —— (D, Dy, Ds,Dy); 3= aD, ——(Dy,,Dg, Dy, Dy)

Le détail de ces expression peut étre trouvé dans [14].

3 Cas de nanocavités sphériques

On se propose tout d’abord d’illustrer les effets de taille de cavités sur le critére macroscopique
de milieux ductiles contenant des cavités sphériques. Cette illustration sera d’abord précédée par une
évaluation de la pertinence du critere par rapport a des données récentes de la littérature issues de
simulations atomistiques. On rappelle que dans le cas des nanocavités sphériques, le critére obtenu est
la borne supérieure de la surface de charge macroscopique, proposée par Dormieux et Kondo [8].

3.1 Evaluation a partir de résultats de simulations atomistiques

Afin d’étudier 'effet de la contrainte interfaciale sur la résistance macroscopique, on propose une
calibration de la résistance interfaciale 1y sur la base des données de simulations atomistiques de Mi
et al. [15] qui ont considéré un aluminium poreux cristallin (voir aussi Traiviratana et al. [16] pour
des résultats qualitativement similaires). Les auteurs ont considéré une cellule élémentaire poreuse
soumise a son bord & une extension uniaxiale D = D3363 ® e3. Pour une telle sollicitation, D,, =
D33/3 et Doq =2D33/3, ce qui fixe le rapport £ = D = —. Par isotropie, le tenseur des contraintes
résultant de cette déformation uniaxiale est ax1symetr1que : X =333e3Qe3+X11(eg ®eg +e9®es).
D’ou X33 = X, +23.,/3, 3¢, étant la contrainte équivalente macroscopique de Von Mises. Comme dans
les simulations atomistiques, 4 tailles de cavité ont été étudiées, tandis que la porosité est maintenue
constante et égale a f = 0.0042. Les données numériques issues de [15] sont reportées sur la figure 2
(les cercles) sous la forme de la résistance Y33 en fonction du rayon de la cavité; elles indiquent un
effet significatif du rayon de la cavité.

On se propose maintenant de comparer les résultats prédits par le modele théorique a ceux issus des
simulations atomistiques.

A cette fin, on note d’abord que la dépendence de Y33 du rayon de la cavité, dans le cas de

2
Pextension uniaxiale, se met sous la forme Y33 = P+ Q/ay avec P = % [arcsinh (%) —

U
!

279 3f 2 . N . . , -
et Q = —1/1+ —— Par ailleurs, la calibration de ces constantes a partir des données numériques
issues de Ml et al [15] conduit & P = 2.266 GPa et Q = 1.089 GPa. La porosité dans les calculs

atomistiques étant fixée a f = 0.0042, la valeur de oy a pu étre déterminée a partir de la relation
donnant P : 0y ~ 0.59 G'Pa, tandis que 7 est déduit de I'expression de @ et vaut 79 = 0.545 N/m. Sur
la figure 2, les prédictions du modele théorique (trait continu) sont comparées aux données numeriques



issues des simulations atomistiques (cercles), en adoptant les valeurs calibrées de 7y and (. De fagon
assez intéressante, et malgré des bases de calcul tres différentes, le modele proposé reproduit bien la
variation de la résistance macroscopique avec le rayon de la cavité sphérique?

233 (in GPa)

Gurson
0 0.5 1 15 2 25 3

Radius aq

Fig. 2 — Résistance Y33, en fonction du rayon de la cavité. Comparaison entre les données numériques
issues des simulations atomistiques par Mi et al. [15] (cercles), le modele macroscopique Y33 = P+Q/ay
(the full line). La prediction du modele de Gurson est également représenté (dashed line).

3.2 Prédictions du critére isotrope pour un trajet arbitraire

Sur la figure 3 est illustrée 'effet de la taille des cavités sphériques pour un chargement arbitraire
paramétré par X, et g, la surface de charge macroscopique étant donnée par (12). Deux valeurs
du parametre adimensionnel k = 7p/(a10¢) ont été considérées (k= 0.25 et k = 0.5), tandis qu'une
porosité f = 0.1 est retenue. Les valeurs 79 = 0.54N/m et o¢p = 0.59GPa étant celles issues de la
calibration précédente, les cas k = 0.25 et k£ = 0.5 correspondent a un rayon d’environ 1.8nm et 3.7nm,
respectivement. Les résultats montrent un important effet de k, et par conséquent de la taille des nano
cavités. On notera également sur cette figure un trés bon accord entre le critére approché proposé
(trait continu) et les résultats déterminés a I’aide d’une évaluation numérique (cercles) de la dissipation
macroscopique (2).

21l ne s’agit pas & proprement parler de validation du modeéle, mais de vérification de sa cohérence.
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Fig. 3 — Surface de charge pour des nanocavités sphériques, pour diverses valeurs de k = 79/(a100)

et pour une porosité f =0.1. Comparaison du critere approché (ligne continue) et du critere exact a
deux champs, déterminé numériquement (cercles).

4 Illustration des effets combinés de forme et de taille de cavités

On se propose a présent d’illustrer les effets de taille de cavités sur le critére macroscopique de

milieux ductiles contenant des cavités sphéroidales. On adopte a cette fin un chargement macrosco-
pique axisymétrique, défini par les composantes non nulles du tenseur des contraintes macroscopiques
suivantes : Yoo = Y11 et Y33 . Les invariants isotropes transverses non nuls de ce tenseur X étant alors
Ym et X4, le critere macroscopique est déterminé par les deux premieres équations dans (12).
Sur la figure 4, est représentée la surface macroscopique pour le cas des cavités allongées. Deux rap-
ports d’aspect ont été considérés : a; /by = 2 (résultats a droite) et a1 /by =5 (a gauche). La porosité est
toujours prise égale a f = 0.1 et trois valeurs distinctes du parametre k =7/ (b10¢) ont été considérées,
ce qui met clairement en évidence les effets de taille de cavités, sachant que k =0 correspond au modele
classique (sans effet de taille) de Gologanu et al. [11, 12] (cf. également Garajeu et al. [17]). Le critere
paramétrique établi dans cette étude étant approché, en raison d’un certain nombre d’approximations
requises pour mener a terme les calculs pour le champ d’essai considéré, il convient de le comparer
au critere “exact” obtenu par évaluation numérique des intégrales introduites en (3) . On observe une
bonne concordance entre les résultats numériques (cercles) et le critére approché, et ce pour les trois
valeurs du parametre k. Les résultats concernant le cas de cavités aplaties sont présentées sur les
figures 5 (& droite, pour un rapport d’aspect a;/b; = 1/2, et a gauche pour a;/b; = 1/5). On note
une légere différences entre le critere approché (en ligne continue) et les résultats numériques (cercles)
seulement dans le cas des cavités aplaties de rapport d’aspect aj /by =1/5. Ces résultats corrspondant
aux cavités sphéroidales montrent clairement des effets de taille nettement plus importants pour des
cavités aplaties que pour les cavités allongées. Cet effet combiné, tel qu’il est observé, s’explique par
le fait qu’a porosité fixée, l'aire des surfaces de cavités par unité de volume est plus important dans le
cas des cavités aplaties.
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Fig. 4 — Critére macroscopique pour le cas d'une cavité allongée de rapport d’aspect aq/b; =2 (a
gauche) et a1 /by =5 (& droite). La porosité vaut f =0.1.

Eq/O'O Eq/O'O
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Fig. 5 — Critére macroscopique pour la cavité aplatie de rapport d’aspect a;/b; = 1/2 (a gauche) et
a1 /by =1/5 (a droite). La porosité vaut f =0.1.

5 Conclusion

Nous avons proposé une approche par analyse limite de la détermination de la résistance macro-
scopique de milieux nanoporeux, avec comme objectif de rendre compte des effets combinés de forme
et de taille des cavités. Ceux-ci ont pu étre capturés en considérant un modele d’interface imparfaite
solide-cavité généralisant celui de Gurtin et Murdoch au contexte de la plasticité parfaite. Les résultats
montrent un effet significatif de la taille des cavités sur la résistance macroscopique du milieu poreux.
En particulier, une diminution de la taille des cavités se traduit a 1’échelle macroscopique par une
augmentation du domaine de résistance. Des effets simultanés de taille et de forme de cavites ont été
également mis en évidence.
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