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Résumé — On s’intéresse a la modélisation du pliage et du déploiement des meétres rubans, dont la
section peut présenter de fortes variations de forme. A partir d’'un modele de coque, on dérive un modele
de poutre a section mince flexible prenant en compte le gauchissement. Ce modele est développé dans le
cadre des grands déplacements et des grandes rotations en statique. Il permet de simuler des comporte-
ments complexes comme 1’apparition, la migration le long du ruban, la duplication et la disparition de
pliages localisés. Ce modele est une généralisation au 3D du modele plan proposé par Guinot et al. [3].

Mots clés — poutre a section flexible, gauchissement, métre ruban, déploiement, grands déplacements.

1 Introduction

De nos jours les structures souples déployables représentent, dans de nombreux domaines, une al-
ternative intéressante aux structures mécaniques classiques rigides et articulées. En effet 1’élasticité
géométrique de ces structures rend inutile 1’apport d’énergie extérieure pour leur déploiement et ré-
duit fortement le nombre de picces nécessaires a la conception d’un tel mécanisme. On peut également
ajouter a ces avantages une meilleure compacité, obtenue par des solutions mécaniques comme le pliage
ou I’enroulement, ainsi qu’un poids réduit par rapport aux mécanismes traditionnels. Ces avantages mo-
tivent I'intérét des industriels comme Thales Alenia Space pour les structures souples déployables et
expliquent I’apparition de nouveaux concepts comme les structures a base de metres rubans.

Les pieces longues a profils minces (ouverts ou fermés) sont particulierement adaptées a ce type d’u-
tilisations puisqu’elles peuvent subir de grandes variations de forme tout en conservant un comportement
élastique, grace a une grande flexibilité de leur section. Les metres rubans, avec leur section mince en arc
de cercle, en sont un exemple tres pertinent comme [’illustre la Figure 1. En effet lorsque 1’on sollicite
un ruban en flexion dans son plan de symétrie avec les courbures globale et de la section de sens opposés
(flexion en opposite sense), son comportement est dans un premier temps celui d’une poutre classique,
mais le flambement de la structure se produit beaucoup plus tot avec I’apparition de pliages localisés
qui diminuent drastiquement la raideur globale du ruban [5]. La création de ces plis est permise par un
aplatissement de la section qui a pour conséquence de diminuer fortement 1’inertie quadratique de la
section relative a cette flexion et de concentrer localement la déformation : en dehors des zones de pliage
la section retrouve sa forme initiale.
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Fig. 1 — Pliage d’un metre ruban par flexion



L’ apparition de ces plis ainsi que leur évolution (migration, disparition...) sont le résultat de multiples
instabilités qu’il est nécessaire de pouvoir anticiper grice a la modélisation. L’ approche naturelle consiste
a modéliser le ruban comme une coque mince par la méthode des éléments finis [5], mais cela conduit
a des modeles difficiles a piloter et cofliteux en terme de temps de calcul. Une autre approche basée sur
un modele discret [6], dans laquelle les plis sont modélisés par des ressorts spiraux et les zones non
déformées du ruban par des barres rigides de longueur variable, permet de rendre compte de la migration
des plis le long du ruban lors du déploiement en dynamique. Beaucoup moins cofiteux en temps de
calcul, ce type de modele simplifié ne permet par contre pas de simuler la création d’un pli. Récemment,
un modele de poutre a section flexible [3] a été développé pour la simulation du pliage et du déploiement
de metres rubans en dynamique. Cependant ce modele est limité au comportement plan et ne prend
notamment pas en compte les phénomenes liés a la torsion et au gauchissement.

Le modele présenté ici est une extension du modele précédant ([3], [1]) au comportement en trois
dimensions des rubans. A partir d’'un modele de coque en statique, en grands déplacements et en grandes
rotations, on établit le modele de poutre en introduisant des hypotheses cinématiques et sthéniques sur
le comportement de la section. La déformation de la section dans son plan est régie par un modele type
Elastica, qui permet de rendre compte des fortes variations de formes de la courbe section. La déforma-
tion hors plan repose quant a elle sur une formulation du gauchissement étendue au cadre des grandes
rotations. D’autre part, on fait ’hypotheése que les contraintes axiales sont prépondérantes devant les
autres composantes, comme pour une théorie classique de poutre. Ces hypotheses, une fois injectées
dans I’énergie de déformation du modele de coque, permettent d’obtenir un modele de poutre par inté-
gration analytique de 1’énergie de déformation sur la section. Le modele est implémenté dans COMSOL
[2] qui permet d’exploiter directement 1’expression de 1’énergie en formulant le probleme a I’aide du
principe de stationnarité de I’énergie potentielle. Quelques exemples de résultats sont présentés.

2 Présentation du modele

2.1 Cinématique

Comme pour un modele de coque mince, on s’intéresse aux déplacements des points appartenant au
feuillet moyen du metre ruban, supposé d’épaisseur £ constante. Dans I’idée d’un modele de poutre, ce
feuillet moyen est vu comme 1’extrusion suivant une ligne de référence initialement droite d’une courbe
section initialement circulaire, comme illustré dans la Figure 2. Le repere fixe (O, e1,eq,eg) est défini
de telle sorte que I’axe Oe; contienne la ligne de référence, que le vecteur eg soit dirigé suivant I’axe de
symétrie de la section et que le vecteur es complete le repere orthonormé direct.

~._ Courbe
section

'
'
'
'

o~

Ligne de
référence

Fig. 2 — Description du metre ruban.

Pour décrire la géométrie du métre ruban, on introduit le systeéme de coordonnées curvilignes (s1,s2) €
[0,L] X [—a,a], ou L est la longueur initiale de la ligne de référence et 2a la longueur initiale de la courbe
section. Soit M un point matériel attaché au feuillet moyen de la coque, sa position dans la configuration
initiale est donnée par le vecteur O My :

OM()(S1,S2) ZOCO(Sl)+CoM0<S2), (1)



avec Cy le point de la courbe section appartenant a la ligne de référence. On définit alors les coordonnées
locales initiales yy et zo du point My dans le plan de la section (Cy, ez, eg) de telle sorte que :

OCy(s1) =s1e1,

CoMo(Sz) Zy()(Sz) €2 +Zo(S2)63. )

A ce stade, il est commode d’introduire 1’angle By entre I’axe ez et le vecteur ¢o tangent a la courbe
section en M tel que :

to(s2) = yo2(s2) e2 +202(s2) e3 = cos(Bo(s2)) e2 +sin(Bo(s2)) es, 3)

ou la notation X ; désigne la dérivée partielle de X par rapport a s;. La courbe section étant initialement
circulaire et symétrique par rapport a eg (cf. Figure 2), il est possible d’exprimer 1’angle 3 a partir de
I'angle B = Bo(s2 =a) :

$2
Bo(s2) = B5 2. @)
ce qui conduit aux expressions suivantes de yg et zg :
g (52) SR
=— = t =—|1-— =)1. 5
yo(s2) B¢ sm( 0 e z0(s2) Be cos {Bo 5)

Dans la configuration déformée, la position du point matériel M est donné par le vecteur OM :
OM(Sl,SQ,t):OC(Sl,l)+CM(S1,S2,t), (6)

ou C est 'image du point Cy dans la configuration déformée. Dans le cas d’une cinématique 3D avec
prise en compte du gauchissement, les vecteurs OC' et C' M prennent la forme suivante :

OC(Sl,l‘) = [S] +M1(S1,t)] 61+u2(s1,t)ez+u3(s1,t)e3,

7
CM(Sl,SQ,I) :x(Sl,Sz,t)B;(Sl,[)+y(S1,S2,t)€5(Sl,t)+Z(S1,S2,t)eg(51,t), ( )

ol x, y et z sont les coordonnées du point M dans le repere local (C, e], €5, e}) attaché a la courbe section
dans la configuration déformée.

Ce repere local est obtenu par une rotation dans I’espace 3D du repere fixe (e1, ez, eg) correspondant
a la rotation de solide rigide de la courbe section non déformée. Cette rotation peut étre paramétrée a
I’aide d’un angle 0 et d’un vecteur unitaire w qui définit I’axe orienté autour duquel a lieu la rotation, ou
bien par les trois parametres 01, 6, et 03 tels que :

Gi(sl,t):6(s1,t)u(s1,t)-e,~. (8)

Les vecteurs de la base locale sont alors liés aux vecteurs de la base fixe par le biais de la matrice de
rotation R (construite a partir des parametres 0;) :

ef(sl,t):RT(sl,t)fi. (9)

Comme il est habituel en théorie des poutres, on fait I’hypothese que :

e Hyp. 1 : le plan de la courbe section non gauchie reste orthogonal a la ligne de référence, i.e. que le
vecteur e} normal au plan de la courbe section non gauchie est colinéaire au vecteur aj tangent a la ligne
de référence en C.

Cela se traduit par la relation suivante :

ai(s1,t) =O0C (s1,t) = j (s1,1) €] (s1,1),

, 2 ; ; (10)
avee ' (s1.1) = [OC 1 (s1,0)]| = \/ (111 (s1,0))? + 121 (51,02 + 31 (51,0,
ou bien par les deux relations ci-dessous :
1 . - 1
- t)- t)=0 t ———aj t)-ex t)=0. 11
jr<S1,t) aj(s1,t)-e3(s1,1) € jr(S1,l> af(si,1) 63(517 ) (11)



On suppose par ailleurs que la courbe section n’est plus forcément plane apres déformation. Les coor-
données locales x, y et z du point M dans le repere (C, €], €5, e%) sont alors gouvernées par les hypotheses
suivantes :

e Hyp. 2 : la projection de la courbe section dans le plan (C,e5, ej) reste une courbe inextensible de
longueur 2a, circulaire et symétrique par rapport a ej.

Cette hypotheése permet, comme pour la configuration non déformée, d’introduire les angles B(sy,s2,)
et B°(s1,¢). On peut alors exprimer les coordonnées locales y et z en fonction de 1’angle d’ouverture de
la section ¢ :

a . $2 a s

y(s1,82,1) = Bl sin (Be(sl,t) z) et z(s1,s2,1) = B(sr) [1 —cos (Be(sl,t) E)} . (12)

e Hyp. 3 : le déplacement hors plan des points de la courbe section est proportionnel a la courbure de

torsion k; et a une fonction de gauchissement ® qui dépend de la forme de la courbe section déformée
non gauchie :

x(81,82,1) = ©(s1,52,1) k; (s1,1) . (13)

En grands déplacements et en grandes rotations, la courbure de torsion est donnée par :
ki(s1,t) = e31(s1,t) - ez(s1,1). (14)

D’autre part, la fonction de gauchissement de Vlassov [7] est calculée a partir des coordonnées locales y
et z de la courbe section déformée mais non gauchie :

_ [ a6 = (%Y [ (B (s1,) 2) — B (s1,0) 2 15

ofsisn) = [ 0oz -z dt = (s ) [in (B0 2) - 2] a9
Remarque : L’hypothese 2, reprise du modele plan [3], permet de caractériser la forme de la section
avec un seul paramétre, 1’angle d’ouverture 3¢. Cette hypothése permet d’estimer correctement 1’inertie
en flexion de la section, les déformations transverses étant négligeables. La variation de 1’inertie en
flexion de la section est un phénomene prépondérant dans la mécanique du ruban car cela permet la
concentration de la déformation de flexion grace a I’aplatissement de la section et la création d’un pli
localisé. D’autre part, avec 1’hypothese 3 le gauchissement est introduit en s’inspirant de la théorie HPP
des poutres a section mince [7] ou le déplacement hors plan des points de la courbe section (porté par
eq) est proportionnel a la courbure de torsion 61 ; et a une fonction de gauchissement ® qui ne dépend
que de la forme initiale de la courbe section :

0(s2) = /052 (Yo,220 —20,2Y0) dE. (16)

Finalement, la cinématique est enticrement décrite par seulement sept parametres cinématiques at-
tachés a la ligne de référence (i.e. dépendant uniquement de I’abscisse curviligne longitudinale s; et du
temps #) : les trois composantes de la translation u1, u; et u3, les trois composantes de la rotation 01, 0, et
03, et I’angle d’ouverture de la section 3. La démarche est présentée ici pour une forme de section simple
mais il est possible de généraliser I’approche a une forme plus complexe en adoptant une discrétisation
adaptée (Ritz, éléments finis) de 1’angle B(sy,s2,7) dans le sens de I’abscisse curviligne transversale s;.

2.2 Energie de déformation

Le ruban étant assimilé a une coque mince, son énergie de déformation élastique est calculée a partir
de I’expression habituelle avec o, € {1,2} :

L a 1
Us (13,8, B¢, 1) = /0 / 5 (e Nag + Ko Mog) ds2 s (17)

ol eqp et kg sont respectivement les déformations de membrane et de flexion, et Nyg et Myg les con-
traintes de membrane et les moments de flexion associés. Comme la largeur 2a de la section est petite
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devant la longueur L du ruban, on utilise les hypotheéses classiques de la théorie des poutres a section
mince supposant que 62, = 612 = 0, qui deviennent ici N2y = N2 = 0. La coque est supposée élastique
orthotrope sans couplage entre les comportements en membrane et en flexion, ce qui permet d’écrire la
loi de comportement de la maniére suivante :

Niy=Ae, My =Duki+Dixkyn, My=Dpkii+Dxkyn, Mp=2D33kpn, (18)

ou A, Di1, D12, Dy et D33 sont les constantes d’élasticité.

Les déformations de membrane sont exprimées a I’aide du tenseur de Green-Lagrange, tandis que les
déformations de flexion sont définies comme la différence entre le tenseur des courbures de la configu-
ration déformée et celui de la configuration initiale :

1

¢ij= 5 (ai-aj—agi-ap) et kij=ai; asz—ao; ao, 19

ou les vecteurs a; définissent la base naturelle de la coque et sont définis par :

al(sl,sz,t) = OM71(S1,S2,I) = OC,l(Sl,l‘)-FCM,l(SI,SQ,t) = a’l’(sl,t)—kai(sl,t),
az(s1,52,t) = OM »(s1,52,t) = CM 5 (s1,52,1) = a3(s1,1), (20)
as(s1,s2,t) = a1(s1,52,t) Naz(s1,52,t) / [[@1(s1,52,1) Aaz(s1,52,1)||.

Ces déformations de membrane et de flexion peuvent étre exprimées en fonction des parametres ciné-
matique u;, 0; et B¢ en introduisant la cinématique présentée au paragraphe précédent (cf. §2.1). On
obtient ainsi des expressions établies dans un cadre de grands déplacements, grandes rotations et grandes
déformations. Dans 1’optique de simplifier ces expressions, on peut remarquer que I’épaisseur du ruban
étant faible devant sa largeur et sa longueur, la coque aura tendance a favoriser le travail en flexion par
rapport au travail en membrane, quitte a développer du flambage. En introduisant I’hypothese des petites
déformations de membrane et en ne conservant que les termes prépondérants, on obtient des expressions
simplifiées pour les déformations que 1’on peut décomposer ainsi :

1
el =€r+0)ktr,1_yk§+zk£+es+§ (0 +2%) (k)?.

ki =kjy—kyya—kizo, 21)
ki =ki+kj,,
kn =k,

, 1/, 2 2 Lo, o

e :l,t]’] +§ (um +M271 +M3’1> eS — 5 <y71+271)

avec ki =ey;-e3 et 1 =Zuy2—yuzp | (22)
y =€y €] 12 =B
Ko=el)-eh n =B2=Po2

Les expressions (21) et (22) font clairement apparaitre des déformations induites par la cinématique
globale de poutre (exposant r) et des déformations induites par 1’évolution de la forme de la section
(exposant s). On reconnait notamment I’expression classique des déformations de poutre de tension e,
de torsion k; et de flexion k) et k5 dans le cadre des grands déplacements et des grandes rotations. Les
déformations e* et kfxB’ qui ne dépendent que de 1’angle P, sont moins classiques et sont liées a 1’évo-

lution de la forme de la section dans son plan. Quant au terme k] | et a celui en (k] )?, ils proviennent
respectivement de la prise en compte du gauchissement et des grandes rotations de torsion.

Finalement, 1’énergie de déformation peut €tre décomposée de la maniere suivante :

U =U/4+U+U?, (23)



avec

ur 2/ {Aa (e [Az +D11Y2} (15)° +2A4z¢ k) + [Ay +D11Z2} (k3)*
2

+2D33a (kf) +A602< ) —2A0yk; | k;

FA(PH2) & () +A (2P +F) WP s+ 54 (42572 +2F) (k) s
Us 2/ +Dll(k11) + Dy (K5 ) +2Di2k§ k3, +4 D33 (kS,) }dsu

' L = L 5\ e o5 VoK. vo k3,1 i
U :/ Ae es"'EA (y2€s+2265> (k)" + [AZe&_Dllyvzkil —D12y7zk§2} ko dst,
0

(24)

. . a
ot la notation X introduit des quantités intégrées suivant s : X (s1,7) = X(s1,52,1)dss.

—a

Dans le cas traité ici d’une section circulaire paramétrée par I’angle d’ouverture ¢(s;,7), les intégrales
sur la courbe section peuvent étre calculées analytiquement. On obtient ainsi une expression explicite de
la densité d’énergie de déformation associée au modele de poutre a section déformable, en fonction des
parametres cinématiques u;, 6;, ¢ et des caractéristiques géométriques du ruban. Le terme U] correspond
a ’énergie de déformation classique de poutre, avec les composantes de tension, torsion, flexion et de
couplage tension-flexion dii au décalage entre la ligne de référence et le centre de gravité ou de couplage
torsion-flexion dii au gauchissement. Le terme U; ne dépend que de la variable [ et représente 1’énergie
de déformation uniquement induite par le changement de forme de la section dans son plan. Et le terme
U]* est 1ié au couplage entre la déformation globale de poutre et les changements de forme de la section.

3 Résultats

3.1 Implémentation numérique

Le modele linéique, comportant sept degrés de liberté (u;, 0;, B¢), est implémenté dans le logiciel
de calcul par éléments finis COMSOL [2]. Ce logiciel permet d’utiliser directement I’expression de la
densité d’énergie de déformation, car il est capable d’effectuer automatiquement la différentiation de
I’énergie de potentielle pour obtenir la formulation faible du probleme. Le probleme 1D est discrétisé
par la méthode des éléments finis. Deux multiplicateurs de Lagrange (huitieme et neuvieme degrés de
liberté) sont de plus introduits pour imposer sous forme faible 1’orthogonalité du plan (C, e}, e}) a la
ligne de référence, par le biais des deux contraintes suivantes :

1 1
Ci :?a{(S],t)‘eg(Sl,t):O et szfai(s],t)-eg(sl,t):O. (25)
Les déformées tridimensionnelles sont finalement reconstruites a partir de la solution du modele unidi-
mensionnel de poutre et de la cinématique définie au paragraphe 2.1.

Les résultats présentés ci-aprés ont été obtenus avec un modele simplifié ot la valeur de 1’angle P est
supposée petite devant 1. On peut alors approximer les expressions de @, y et z par :

(s2)?
2a "’

(s2)°
6a ’

OJ(SI,SZ,Z)%*BE(Sl,t) y(SZ)%s27 Z(slys27t)%Be(slvt) (26)

ce qui conduit a des expressions analytiques des intégrales sur la section plus simples.

Les caractéristiques géométriques et matérielles du ruban étudié sont présentées Tableau 1.



Longueur L | Largeur 2a | Epaisseur / | Angle initial B

1170 mm 60 mm 0.15 mm 0.6 rad
Module de Young E | Coefficient de Poisson v | Masse volumique p
210 000 MPa 0.3 7800 kg.m 3

Tableau 1 — Caractéristiques géométriques et matérielles du metre ruban

3.2 Flambage par flexion autour de e3

Cet essai de flambage par flexion autour de es permet de mettre en évidence la différence de com-
portement pour la flexion en equal sense (courbure globale et de la section de méme sens) et en opposite
sense (courbure globale et de la section de sens opposés). Dans cet essai, les conditions aux limites
ens;=0sont: uy =up=u3=0;,=063=0 et B°=. Tandis qu’en s; = L, u; est laissé libre,
uy=u3=0,=0;=0etf= [36. On impose alors des rotations 6, opposées en s; =0 etens; = L.

La différence de comportement en equal ou en opposite sense, s’illustre facilement a I’aide de la
courbe du moment réaction en fonction de 1’angle de rotation (cf. Figure 3). Sur la partie correspondant
a la flexion en opposite sense, on remarque que le ruban a tout d’abord un comportement classique de
poutre avec une flexion globale du ruban (déformée 2), mais la déformation se localise ensuite grace a
la formation d’un pli (déformée 3). L’ apparition de pliages localisés est caractéristique du comportement
des rubans et s’illustre par la présence de trois zones différentes dans la déformée : la zone du pli ou la
section est totalement aplatie, les zones non déformées éloignées du pli et des zones de transitions.

-

-04 03

00

-0,2 -0,1 0 01 0,2 03 04

0 (rad)

- Equal Sense

~—— Opposite Sense

Fig. 3 — M> en fonction de 0, et déformées associées pour un essai de flexion autour de e

Pour la flexion en equal sense, la partie linéaire de la courbe est plus réduite. On constate une transition
rapide vers un comportement non linéaire pour lequel on observe des oscillations de 1’angle d’ouverture
de la section B¢ le long du ruban (déformée 4) puis la formation d’un pli localisé (déformée 5). Ces
oscillations sont dues a la compression que subissent les bords du ruban (contrairement a la flexion en
opposite sense ou les bords du ruban sont sollicités en tension), et peuvent conduire a un déversement
du ruban hors du plan (eq,es) si on introduit un défaut ou une perturbation dans le modele. Ce cou-
plage torsion-flexion, qui n’apparait pas dans cet essai ol nous n’avons pas introduit de perturbation, est
caractéristique du comportement en trois dimensions des rubans et est illustré dans I’exemple suivant.

3.3 Flambage par flexion autour de e3

On présente ici un essai illustrant les capacités du modele a simuler correctement le comportement
en trois dimensions des rubans, et notamment a rendre compte du couplage entre la flexion et la torsion
évoqué précédemment. En effet, dans le cas des poutres a section mince possédant un moment d’inertie



plus important que 1’autre (comme c’est le cas pour un metre ruban), on observe lors du chargement
en flexion dans le plan de forte inertie I’apparition de déversement. Autrement dit, a partir d’une valeur
critique de la rotation ou du moment, le plan de forte inertie se voile dans un mouvement de torsion.

_g fj)

Fig. 4 — Déformées associées a un scénario de flexion autour de eg

Dans cet essai, les conditions aux limites sont les mémes que pour I’essai précédent apres intervertisse-
ment de 0 et 83, et on impose des rotations 63 opposées en 0 et en L. Comme illustré Figure 4, le ruban
flambe presque immédiatement par déversement et un premier pli apparait en son milieu (déformée 2).
Les autres rotations ainsi que la déformation des sections extrémes étant bloquées, deux autres plis ap-
paraissent pres des extrémités (déformées 3 a 5) pour permettre aux sections médianes de se redresser et
de présenter une inertie plus faible. Lorsque ces sections se sont suffisamment redressées, ces deux plis
disparaissent (déformée 6) et le ruban ne présente plus qu’une résistance faible a la flexion (déformée 7).

4 Conclusion

Nous avons proposé un modele de poutre a section flexible et déformable par gauchissement pour le
comportement statique des metres rubans. Ce modele a sept parametres cinématiques permet de simuler
des scénarios complexes de pliage en grands déplacements et grandes rotations. A partir d’un modele
de coque, une cinématique originale est introduite pour décrire la géométrie de la section. La déforma-
tion dans le plan est régie par un modele Elastica, qui permet de rendre compte des fortes variations de
formes de la courbe section dans son plan. La déformation hors plan repose quant a elle sur une for-
mulation du gauchissement étendue au cadre des grands déplacements et grandes rotations. On obtient
apres intégration dans la section, I’énergie de déformation associée au modele de poutre. Le modele est
ensuite implémenté dans le logiciel COMSOL, qui réalise la différentiation automatique de la fonction-
nelle énergie potentielle. La généralisation du modele au comportement en dynamique devrait permettre
de traiter des scénarios plus variés, notamment le déploiement de metres rubans. Enfin I’exploitation du
modele dans le logiciel MANLAB [4], qui permet le suivi des branches de solutions, devrait permettre
par la suite I’étude de systemes multi-rubans.
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