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Approche mixte pour la modélisation de plagues composites paépa-
ration de variables

Philippe VIDAL, Laurent GALLIMARD, Olivier POLIT

LEME EA 4416, Université Paris Ouest, France, {philippe.vidal,laurent.gallimard,olivier.polit}@u-paris10.fr

Résumé— Cet article porte sur la modélisation de plagques composites et sandwichs basée sur une
approche mixte (RMVT) en exploitant une méthode par séparation de variables (Proper Generalized
Decomposition). Les déplacements et les contraintes hors plan sont donc décomposés en une somme
de produits de fonctions du plany par des fonctions de la coordonnée transversge travail est
I'extension de travaux basés sur une approche en déplacements [1, 2, 3]. On aboutit & une approche
LayerWise d'ordre élevée dont les résultats obtenus sont comparés a des solutions de référence exactes.
Mots clés— approche RMVT, composite, séparation de variables

1 Introduction

Les composites stratifiés et sandwichs sont de plus en plus utilisés, en particulier dans les structures
aéronautique, maritime, ... grace a leurs excellentes propriétés mécaniques. Dans cet environnement, ils
sont souvent soumis a des sollicitations sévéres de nature mécanique et/ou thermique. Or, les mécanismes
de rupture dépendent fortement des effets locaux aux interfaces des couches ou a proximité des bords. Il
s’avére donc nécessaire de les évaluer de facon précise.

Pour la modélisation des structures composites et sandwichs, on peut distinguer deux grandes ap-
proches :

— l'approche couche équivalente (ESL) : le nombre d’inconnues est indépendant du nombre de

couches,

— l'approche couche discréte (LW) : le nombre d’'inconnues est proportionnel au nombre de couches.

Ces approches sont généralement basées sur des formulations en déplacements. Néanmoins, des for-
mulations mixtes sont également utilisées afin d’'améliorer la précision sur I'estimation des contraintes,
et en particulier celles hors plan qui sont déterminantes dans les phénoménes de délaminage.

Ces approches permettent d’éviter le recours a des modélisations 3D qui peuvent étre lourdes en
terme de mise en oeuvre et en temps de calculs.

Notons également que depuis une dizaine d’années, la méthode PGD (Proper Generalized Decom-
position) [4] a montré d'intéressantes propriétés dans le cadre de réduction de modeles [5]. Elle a été
proposée dans le cadre de la méthode Latin par Ladevéze [6] en introduisant une décomposition radiale.
Elle a pu étre avantageusement exploitée en utilisant la séparation de variables (coordgnatss
pour traiter des problémes de plaques composites [1] (Solution de type Navier) et [2] (solution EF).

En nous basant sur le travail développé dans [1, 2, 3] pour la séparation des variables, sur une for-
mulation mixte [7], et sur les travaux de Carrera [8, 9] pour I'évaluation des modéles raffinés, nous en
déduisons une approche mixte de type LayerWise (LW) avec séparation de variables en utilisant une ex-
pansion erzd’ordre 4 pour toutes les inconnues. Le but est de construire une approche efficace et précise
pour la modélisation de structures composites stratifiés et sandwichs.



2 Modélisation LW d’ordre 4 par variables séparées
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coordonnées cartésienn@sy, z). La coordonnée est relative a la direction de I'épaisseur de la plaque
h. Q est une région arbitraire du plgr y) et définit le plan moyen de la plaque.

En s’appuyant sur la représentation du déplacement par variables séparées(of(€griz), uz (X, Y, ), Uz(X, Y, 2))
comme la somme dd produits de fonctions dans le plan par des fonctions de la coordonnée transverse :

U1 (X> Y, Z) N f::_(Z) Vll (Xa y)

u= UZ(X7 Y, Z) = Zl fé(Z) VI_Z(va (1)
Ug(X, Y, Z) 1= f:IB(Z) VI3(X7y

ou (f, f3, f}) sont définies suR; et (V;, v, Vj) surQ.

Considérons une plaque = Q x Q, avecQ = [0,a] x [0,b], Q, = dans un systéme de

—_ —

Pour le modele basé sur la formulation RMVT (Reissner’s partially Mixed Variational Theorem), les
contraintesjz sont également exprimées de la méme facgon :

()

f i

ot (5, i,

o1 fo,. £5.) sont définies suR; et (o', 0}, 0%) surQ.

Dans ce travail, une approximation élément fini classique a 8 noeuds est utilis@eeturne des-
cription LW d'ordre 4 est adoptée dagk, cette derniére s'avérant particulierement adaptée pour la
modélisation de structures composites.

3 Reésolution du probleme

La formulation du probleme s’appuie sur 'approche RMVT (Reissner’s partially Mixed Variational
Theorem) :
Chercherti(M) et [o,m] avect(M) = Ug surd,? tel que

| | ] (Beac (0pm] + [Bencl (om) + 80wl (fenc] — fenr))) 0z = [ [ s0-pds (@)

P PE

ou p sont les efforts surfaciques appliqués 8w, [0p]T = [011 022 O12], [On]T = [013 023 033,
ep]" = [€11 €22 Y12, [€n]T = [V13 Y23 €33].

[epa] OuU [eng] signifie que la déformation vérifie les conditions de compatibilité (Géométriques).
L'indice H se référe a la loi de Hooke.

La séparation des contraintes hors plan se retrouvent dans la loi de comportement mixte qui s’écrit
alors :

{ o) ol o "
[€nn] = [Cnpl[€pc] + [Crnl[Onm]

Cin Ci2 Cie 0 0 Ci3
ou[Cppl=| Cr2 Co2 Co6 |,[Cponj=| 0 0 Cp3 |,

Cis Co Cee 0 0 Css
0 0 0 Css5 Cs5 O

[Cnp]|: 0 0 0 :|,[ nn]|:c45 C44 0 ]
Ciz Co3 Css 0 0 GCg

Les coupleg f],v\), (f(i,j,oij) se calculent itérativement. On suppose querigsemiers couples sont
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connus, et on calcule i+ 1€M€couple. On peut écrire :

e ©)
[onm+1] =[op]+ | fo, EZ)

ou[u™] et[a]l] sont connues, €1 (X,Y),V2(X,Y),V3(X,y)), (01(X,Y),02(X,Y),03(X,y)), (f1(2), f2(2), f3(2)),
(fo,(2), fo,(2), fo5(2)) sont les fonctions a calculer.
En injectant ces expressions dans la formulation variationnelle Eq. (3), le probléeme a résoudre devient
non-linéaire. Une technique classique de type point fixe est adoptée. Elle conduit a la résolution succes-
sive d’'un probléme 2D (associé au calcul[dé = [v1,V2, V3], [0n]T = [01,02,03]) et d’'un probléme 1D
(associé au calcul dé]" = [f1, f2, f3], [fs]T = [fs,, fo,, fo,]) jusqu’a obtenir la convergence. Ce proces-
sus est arréte des que la distance entre deux solutions successives est inférieure a une valeur choisie par
I'utilisateur. Le dernier coupléf, V), (fs,d,) de ce processus est donate- 18M€couple de la somme

Eq. (5).

On remarque d'une part que le probleme assocféed f; est d'une taille trés inférieure a celui
associé &, a,. D'autre part, le colt de ce dernier probleme 2D est lui trés inférieur a une approche LW
classique, le nombre de ddlIs inconnus se limitant & ceux du maillage 2D du plan moyen.

4 Résultats numériques

Dans cette section, un EF quadrilatére a 8 noeuds basé sur les fonctions d’interpolation de Serendipity
est utilisé pour les inconnues dépendant des coordonngeldn schéma d’intégration numérique avec
3 x 3 points permet d’évaluer les matrices élémentaires. Pour 'intégration des fonctions dépendant de la
coordonnée transverse, une intégration analytique est réalisée.

L'approche est évaluée sur des exemples de plaques stratifiées et sandwich. Différents élancements
sont considérés. Les résultats sont comparés a des solutions de référence [10].

Pour illustration, on considére une plaque rectanguldire- @a) stratifiée simplement appuyée
et soumise & une pression bi-sinusoidp(g,y) = gosin()sin(¥ ). Elle est constituée de 4 couches
[0°/90°/0° /90°] avec un élanceme®=a/h=4. Le matérlau est tel que

E. =25GPa Er = 1GPa, Gt =02GPaGry = O.5GPa Vit = vr1 = 0.25

ou L désigne la direction des fibres, Etla direction transverse. Les résultats sont adimensionnés tel

Er
Que U= 0s(0,b/2.2) s V= Ue(8/2.0.2) T W a(a/2.b/2.2 52,
_ 013(0,b/2,2) _ 023(a/2,0,2) _ 033(a/2,b/2,2)
O3=—"—"——, O3=—————, Ox3=—m———7—7—.
| ) —— Q8LM4-PGD

——Q8LM4-PGD
< O exact
~

z/h
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FIGURE 1 — distribution deu; (gauche)u, (milieu) etus (droite) dans I'épaisseur - S=4 - 4 couches

La distribution dans I'épaisseur des déplacements et des contraintes hors plan est donnée sur les
figures Fig. 1 et Fig. 2. Elles montrent une trés bonne corrélation avec la solution exacte. De par la
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FIGURE 2 — distribution deo;3 (gauche)p,3 (milieu) andoss (droite) dans I'épaisseur - S=4 - 4 couches

formulation, les continuités des contraintes sont satisfaites. On note également que les conditions de
bord libre et de chargement sont bien respectées, ce qui n’est pas a priori imposées.

Les résultats seront également discutés sur d’autres configurations pour montrer les performances et les
limitations de la méthode.

5 Conclusion

Dans cet article, la décomposition de la solution sous forme radiale est appliquée a la modélisation de
plagues composites en utilisant une approche layerwise d’ordre 4 pour le déplacement et les contraintes
hors plan. La formulation est basée sur une approche mixte RMVT, Reissner’s partially Mixed Variational
Theorem. Les résultats sur des structures plaques de type composite stratifié et sandwich avec différents
empilements et élancements seront discutés. La qualité des résultats sont trés satisfaisants. Par ailleurs,
pour des empilements complexes, I'approche devient moins colteuse qu’'une méthode LW-Mixte, et elle
permet de raffiner le comportement suivant I'épaisseur a moindre co(t.
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