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Résumé – Cet article s’intéresse à la coordination stratégique que des appareils autonomes peuvent mettre en œuvre. Nous considérons le

problème source-canal point-à-point lorsque l’encodeur et le décodeur sont munis de fonction d’utilité non-alignées. Ce problème fait appel aux

outils de la Théorie des Jeux, notamment à la “Persuasion Bayésienne” étudiée dans [1]. L’objectif de l’encodeur n’est plus de transmettre de

l’information mais de contrôler les croyance du décodeur afin de l’amener à choisir l’action la plus favorable. Ce travail a été présenté en partie,

à la 54ème conférence d’Allerton en 2016 [2].

Abstract – This paper investigates the strategic coordination of autonomous devices endowed with non-aligned utility functions for a source-

channel point-to-point scenario. This probleme is related to Game Theory, more precisely to “ Bayesian Persuasion” investigated in [1]. The

objectif of the encoder is not to transmit information, but to control the posterior beliefs of the decoder, in order it chooses the most favorable

action. This work was presented in part at the 54th Allerton Conference 2016 [2].

1 Introduction

Cet article étudie le problème de la transmission point-à-

point d’une source d’information Pu(u) sur un canal bruité

T (y|x), lorsque les objectifs de l’encodeur P1 et du décodeur

P2 ne sont pas alignés. Dans cette approche P1 et P2 sont des

joueurs qui choisissent une stratégie d’encodage et de déco-

dage afin de maximiser leurs fonctions d’utilité φ1(u, v) ∈ R

et φ2(u, v) ∈ R. Ces utilités dépendent seulement du symbole

de source U observé par P1, et de l’action V de P2. L’asymé-

trie d’observation entre P1 et P2 pose le problème de la trans-

mission stratégique d’information, étudié abondamment dans

la littérature de Théorie des Jeux [4], [5].

Persuasion Bayésienne. Les auteurs de [1] considèrent que

l’émetteur P1 observe la source d’information et transmet un

signal stratégique au récepteur P2 de manière à modifier ses

croyances postérieures. Sachant que P2 choisira une meilleur

réponse vis-à-vis de sa croyance, P1 quantifie la source afin

d’induire les croyances les plus avantageuses. Ce problème fait

référence au “Lemme de Splitting” introduit dans [6], [7] et

plusieurs études sont consacrées au cas dynamique [8], [9],

[10], lorsque l’émetteur annonce sa stratégie à chaque étape.

La transmission d’information stratégique est également étu-

diée en Théorie de l’Information pour les sources Gaussienne

et les fonctions de coût quadratiques [11].

Coordination Empirique. La version répétée de ce problème

fait appel aux outils de la coordination empirique développés

en Théorie des Jeux [12], [13], [14], [15], [16] et en Théorie de

l’Information [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25],

[26], [27], [28]. L’objectif consiste à caractériser l’ensemble

des distributions de probabilités réalisables en utilisant les pos-

sibilités offerte par le codage. La coordination empirique carac-

térise la connaissance d’un transmetteur au sujet des variables

qu’il n’observe pas directement [29].

Un Xn Y n V n

Pu TP1 P2

φ1(u, v) φ2(u, v)

FIGURE 1 – Coordination Stratégique : La source est i.i.d.

Pu(u) et le canal T (y|x) est sans-mémoire. Les fonctions

d’utilité φ1(u, v) ∈ R, φ2(u, v) ∈ R de P1 et P2 dépendent

de la source U et de l’action V du récepteur P2.

Dans cet article, nous caractérisons les fonction d’encodage

et de décodage qui forment un équilibre du jeu répété. Nous in-

troduisons un jeu auxiliaire dans lequel les joueurs choisissent

des distributions de probabilité conditionnelles qui maximisent

l’espérance de leurs fonctions d’utilité. Le résultat principal est

présenté Sec. 2. Sec. 3 s’intéresse au cas d’une source binaire et

d’un canal binaire symétrique. Sec. 4 étudie des fonction d’uti-

lité correspondant à un jeu d’allocation de puissance dans un

canal à accès multiple.



2 Modèle

Le problème étudié est représenté par la figure 1. Les ma-

juscules U désignent les variables aléatoires, les minuscules

u ∈ U désignent leurs réalisations et Un désigne le produit car-

tésien n-fois. Un, Xn, Y n, V n désignent les suites de variables

aléatoires. Les ensembles U , X , Y , V sont discrets. ∆(X ) re-

présente l’ensemble des distributions de probabilité P(X) sur

l’ensemble X . La distance de la variation totale entre deux

distributions de probabilité à support discret Q et P s’écrit

||Q − P||tv = 1/2 ·
∑

x∈X |Q(x) − P(x)|. La propriété de

chaîne de Markov s’écrit Y −
−X −
− U si pour tout (u, x, y),
nous avons P(y|x, u) = P(y|x). La source d’information est

distribuée de manière i.i.d. avec la loi Pu(u) et le canal T (y|x)
est sans mémoire.

Définition 2.1 (Strategies des joueurs)

• Le joueur P1 choisit une stratégie σ et le joueur P2 choisit

une stratégie τ , définies par :

σ : Un −→ ∆(Xn), (1)

τ : Yn −→ ∆(Vn). (2)

Ces stratégies (σ, τ) sont stochastiques.

• Une paire de stratégies (σ, τ) induit une distribution de pro-

babilité Pσ,τ ∈ ∆(Un ×Xn × Yn × Vn), définie par :

n∏

i=1

P
(
Ui

)
× Pσ

(
Xn

∣∣∣Un
)
×

n∏

i=1

T
(
Yi

∣∣∣Xi

)
× Pτ

(
V n

∣∣∣Y n
)
.

Définition 2.2 (Utilité espérée en n-étapes)

Les utilités du jeu en n-étapes Φn
1 et Φn

2 sont évaluées grâce à

la distribution Pσ,τ induite par (σ, τ) sur les suites (Un, V n) :

Φn
1 (σ, τ) = Eσ,τ

[
1

n

n∑

i=1

φ1(Ui, Vi)

]

=
∑

un,vn

Pσ,τ

(
un, vn

)
·

[
1

n

n∑

i=1

φ1(ui, vi)

]
,

Φn
2 (σ, τ) =

∑

un,vn

Pσ,τ

(
un, vn

)
·

[
1

n

n∑

i=1

φ2(ui, vi)

]
.

Définition 2.3 Pour chaque stratégie σ de P1, on définit l’en-

semble des n-meilleurs réponses de P2 :

BR
n
2 (σ) =

{
τ, s.t. Φn

2 (σ, τ) ≥ Φn
2 (σ, τ̃ ), ∀ τ̃ 6= τ

}

Définition 2.4 On introduit la variable auxiliaire W ∈ W à

support borné |W| = |U| + 2. Les ensembles de distributions

de probabiltiés Q0 et Q2

(
Q(u,w)

)
sont définis par :

Q0 =

{
Pu(u)×Q(w|u) s.t. |W| = |U|+ 2,

max
P(x)

I(X ;Y )− I(U ;W ) ≥ 0

}
,

Q2

(
Q(u,w)

)
= argmaxQ(v|w) EQ(u,w)×Q(v|w)

[
φ2(U, V )

]
.

L’utilité espéré Φ⋆
1 de P1 est donnée par :

Φ⋆
1 = sup

Q(u,w)∈Q0

min
Q(v|w)∈

Q2

(
Q(u,w)

)
EQ(u,w)×Q(v|w)

[
φ1(U, V )

]
. (3)

Remarque 2.5 Le supremum dans (3) n’es pas un maximum

car la fonction :min
Q(v|w)∈Q2

(
Q(u,w)

) EQ(u,w)×Q(v|w)

[
φ1(U, V )

]

n’est pas continue.

Théorème 2.6 Nous caractérisons la limite de l’utilité de P1

lorsque P2 choisit la n-meilleur réponse τ ∈ BR
n
2 (σ) qui mi-

nimise l’utilité de P1 :

∀n ∈ N, ∀σ, min
τ∈BRn

2 (σ)
Φn

1 (σ, τ) ≤ Φ⋆
1, (4)

∀ε, ∃n̄, ∀n ≥ n̄, ∃σ, min
τ∈BRn

2 (σ)
Φn

1 (σ, τ) ≥ Φ⋆
1 − ε.(5)

La démonstration est énoncée dans [2].

Lemme 1 Lorsque la capacité du canal est égale à zero, nous

avons :

max
P(x)

I(X ;Y ) = 0 =⇒ (6)

∀n ∈ N, ∀σ, min
τ∈BRn

2 (σ)
Φn

1 (σ, τ) = Φ⋆
1. (7)

3 Contrôle des Croyances Postérieures

Nous considérons une source d’information U ∈ {u1, u2}
binaire de paramètre p ∈ [0, 1], Pu(u1) = p ainsi qu’une va-

riable auxiliaire binaire W ∈ {w1, w2}. L’ensemble de distri-
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FIGURE 2 – Q(w|u) avec α ∈ [0, 1] et β ∈ [0, 1].

butions Q(w|u) est représenté par la figure 2 avec α ∈ [0, 1] et

β ∈ [0, 1]. Les croyances postérieures sur U sachant w1 et w2

sont notées p1 et p2 :

Q(u1|w1) =
p · (1 − α)

p · (1 − α) + (1− p) · β
= p1, (8)

Q(u1|w2) =
p · α

p · α+ (1− p) · (1− β)
= p2. (9)

Les paramètres (α, β) qui induisent (p1, p2) sont donnés par :

α =
p2 · (p1 − p)

p · (p1 − p2)
, (10)

β =
(1 − p1) · (p− p2)

(1 − p) · (p1 − p2)
. (11)



Lemme 2 Les paramètres (α, β, p1, p2) correspondent à des

distribution de probabilité si et seulement si :

1) p /∈ {0, 1} et

2) p1 < p < p2 ou p2 < p < p1.

Pour toute paire de croyance postérieures (p1, p2) ∈ [0, p[×]p, 1],
il existe une paire (α, β) telle que la distribution à priori p peut

être scindée en p1 ∈ [0, p[ et p2 ∈]p, 1].

FIGURE 3 – Croyances postérieures (p1, p2) pour ε = 0.25.

3.1 Transmission en un coup sur un canal bruité

Nous considérons un canal binaire symétrique T (y|x) de pa-

ramètre ε ∈ [0, 0.5], représenté par la figure 4.
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FIGURE 4 – Concaténation des distributions Q(w|u) et T (y|x)
avec les paramètres α ⋆ ε = (1− α) · ε+ α · (1 − ε) et β ⋆ ε.

Proposition 3.1 Une paire de croyances postérieures (p1, p2)
est atteignable à travers le canal T (y|x) si et seulement si il

existe (α, β) tels que :

α ⋆ ε =
p2 · (p1 − p)

p · (p1 − p2)
, (12)

β ⋆ ε =
(1 − p1) · (p− p2)

(1 − p) · (p1 − p2)
. (13)

Aucun paramètre α n’existe tel que α ⋆ ε = α · (1 − 2ε) +
ε > 1 − ε ou α ⋆ ε < ε. Cette contrainte impose une sévère

restriction à l’ensemble des croyances postérieures réalisables,

représentée par le cercle sur la figure 3.

3.2 Transmission par block sur un canal bruité

Nous considérons le scénario représenté par la figure 1 lorsque

les symboles sont encodés par block. D’après le Théorème 2.6,

la distribution Q(w|u) définie par (α, β) est atteignable si et

seulement si :

max
P(x)

I(X ;Y )− I(U ;W ) ≥ 0, (14)

⇐⇒ 1−H(ε)−H
(
P(W1)

)

+ p ·H(α) + (1 − p) ·H(β) ≥ 0, (15)

avec P(W1) = p · (1− α) + (1− p) · β.

La figure 3 represente trois régions de croyances postérieures

(p1, p2). La région indiquée par le "carré" correspond aux paires

(p1, p2) qui satisfont la contrainte d’information de l’ensemble

Q0. Cette région recouvre la région marquée par un "cercle"

pour laquelle (p1, p2) sont atteignable en un coup. Les croyances

(p1, p2) qui appartiennent à la région marquée d’une croix ne

sont par atteignable.

4 Exemple : Allocation de Puissance

Deux émetteurs communiquent avec une station de base en

répartissant la puissance d’émission (puissance totale égale à 1)

sur des canaux parallèles à évanouissement [30]. Les transmis-

sions sont simultanées et causent de l’interférence, la variance

du bruit est σ2 = 1. Nous considérons deux configurations de

canal G ∈ {gA, gB}, tirées avec probabilité (p, 1−p), p = 0.5.

Les gains du canal sont notre source d’information U = G.

gA gB
g11 1.1878 0.1811

g12 1.1566 1.4475

g21 0.8407 0.0717

g22 0.6293 0.6858

La puissance du premier émetteur est fixée (a1, 1 − a1) =
(0.16, 0.84) alors que le second choisit une allocation (v, 1−v),
v ∈ V = {0, 0.25, 0.5, 0.75, 1}, afin de maximiserE

[
φ2(G, v)

]
.

E
[
φ2(G, v)

]
= p · φ2(gA, v) + (1 − p) · φ2(gB, v),

φ2(g, v) = log2

(
1 +

v · g21
σ2 + a1 · g11

)

+ log2

(
1 +

(1− v) · g22
σ2 + (1− a1) · g12

)
.

La station de base connait la réalisation des gains du canal G ∈
{gA, gB} et cherche à persuader P2 de choisir une allocation

v ∈ V favorable à l’émetteur P1. L’utilité de la station de base

φ1(G, v) est donnée par celle de P1 :

φ1(g, v) = log2

(
1 +

a1 · g11
σ2 + v · g12

)

+ log2

(
1 +

(1− a1) · g12
σ2 + (1− v) · g22

)
. (16)
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FIGURE 5 – Utilité espérée E
[
φ2(G, v)

]
de P2. La meilleur

réponse de P2 en fonction de sa croyance p ∈ [0, 1] est notée

v⋆ ∈ {0, 0.25, 0.5, 0.75, 1}.

FIGURE 6 – Utilité espérée E
[
φ1(G, v)

]
de P1 en fonction des

croyances postérieures (p1, p2). Les discontinuités sont dues

aux changements de meilleur réponse v⋆ de P2 données par la

figure 5.

Sans bruit de canal ε = 0, l’utilité optimale E[φ1] ≃ 0.74
de P1 est représentée par un “cercle noir” sur les figures 6 et 5

avec (p1, p2) = (0, 0.6415) et (α, β) = (1, 0.4424). Cette so-

lution correspond à 9.1% d’amélioration comparée à la straté-

gie révélatrice (“croix bleue” E[φ1] ≃ 0.67). Lorsque le canal

T (y|x) est bruité ε = 0.25, l’ensemble des croyances posté-

rieures est restreint. La solution optimale est représentée sur la

figure 7 par le “carré rouge” pour la transmission en un coup,

et le “plus vert” pour la transmission par block.

FIGURE 7 – Utilité espérée de P1 de la figure 6, restreinte aux

régions réalisables de la figure 3.
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