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POLYNOMIALITE D’ANNEAUX DE REPRESENTATIONS
MODULAIRES PROJECTIVES

HELENE PERENNOU

ABSTRACT. Consider the Grothendieck group of finite type projective modular rep-
resentations of the symmetric groups on n letters, or more generally, of its wreath
product with a finite group. They form a graded group, with a product defined using
induction. We show that the resulting graded ring is a polynomial ring.

INTRODUCTION

On g’intéresse aux représentations modulaires des groupes symétriques S,. Pour p
premier, et pour un entier naturel n, notons K(I)Fp (Sn) le groupe de Grothendieck des
F,S,-modules projectifs de type fini. Pour tous (k,[) dans N2 tels que k+1 = n, I'identi-
fication du groupe Si x S; au sous-groupe de S, qui stabilise le sous-ensemble {1, ... k}
de {1,...,n} permet de définir le foncteur d’induction

sy Ko (Sk) @ Ko (S1) — Kq” (Sh)

On note K g "(Seo) anneau gradué dont le sous-anneau des éléments homogenes de degré

n est K[I)Fp (Sy) et ou la multiplication est donnée par ces foncteurs d’inductions. On peut
préciser la structure de cet anneau :

P F . .
Théoreme A. L’anneau K,"(Ss) est un anneau de polynomes avec un générateur en
chaque degré premier a p.

Ce résultat est sans doute connu des spécialistes, cependant nous n’avons pu trouver
une référence. Il a été démontré par Robert Oliver et Pierre Vogel [Vog88| en 1988, mais
il semble que le tapuscrit ait été perdu.

On peut en fait étre un peu plus général en considérant les produits en couronne d’un
groupe fini G quelconque avec les groupes symétriques. Soit k un corps de caractéristique
p. On note K(])“(G 1 Sy) le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG 1 S,,-modules
projectifs de type fini. Pour tous (k,l) dans N? tels que k + [ = n, une identification
naturelle du groupe (G 1 S;) x (G1.S]) a un sous-groupe de G S,, permet de définir le
foncteur d’induction

Mot as): K (GUSE) @ KE(GUS) = K§(GUSy).
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2 HELENE PERENNOU

On note alors K} (G 1 Sx) 'anneau gradué dont le sous-anneau des éléments homogenes
de degré n est K5(G1S,,) et ott la multiplication est donnée par ces foncteurs d’induction.
A nouveau, on peut en préciser la structure :

Théoreme B. Soit k un corps de caractéristique p. Si k est un corps de rupture pour
le groupe fini G, l'anneau K(])“(G ! Soo) est un anneau de polynomes.

Ce papier s’organise de la maniere suivante. On commence par rappeler un résultat
bien connu en caractéristique nulle (attribué & [Gei77] par [Car83|) : si on note RY(S,,)
le groupe de Grothendieck des représentations de S, sur Q et R%(S,,) 'anneau gradué
qui s’en déduit, il affirme que R®(S.,) est un anneau de polynomes sur Z, avec pour
générateurs les représentations triviales. Ensuite, la section [I.2] expose la généralisation
du résultat précédent aux représentations des produits en couronne, toujours en ca-
ractéristique nulle [Zel81| 7] : si K est un corps de caractéristique nulle, assez grand,
RX(G 1 84) est isomorphe & un produit tensoriel fini de copie de R¥(S,,). C’est donc
également un anneau de polynéme sur Z. On se réfere essentiellement & [Zel81] pour ces
résultats en caractéristique nulle, on se place donc dans le cadre des PS H-algebres.

La seconde partie démontre le théoréme [A] Celle-ci n’utilise d’outil supplémentaire
que la théorie de Brauer qui établit un lien entre les représentations modulaires et les
représentations en caractéristique nulle. Ce sont des arguments similaires qui démontrent
le théoreme plus général |B| dans la troisieme partie.

1. ANNEAU DE REPRESENTATIONS EN CARACTERISTIQUE NULLE

Dans cette section on rappelle les résultats de [Zel81] que nous utiliserons par la suite.
Pour les détails, on pourra aussi consulter [GR16, 3].

1.1. Cas des groupes symétriques.

Notation 1.

— K désigne un corps de caractéristique 0.

— Pour n € N, P,, désigne ’ensemble des partitions de n et P = | |,,~, Pn 'ensemble des
partitions. On munit P de I'ordre lexicographique. Le plus grand élément de P, est la
partition avec une unique part de taille n.

— Pour t = (t1,t2,...) une suite d’indéterminées, on note A(t) = A 'anneau gradué des
fonctions symétriques en t a coefficients dans Z. On note, pour un entier positif n :

h,, = Z tiy .ot
1< <in

avec la convention hg = 1.
Rappelons un résultat classique sur les séries symétriques.

Théoréme 1. L’anneau des séries formelles est un anneau de polynomes. Précisément :
A =7Z[h;|i > 1]

En fait, c’est une P.SH-algebre pour la multiplication et la co-multiplication usuelles
[Zel81) 5].
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— On note RX(S,) le groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations du
groupe symétrique S, sur K. On note également R¥(S,,) le groupe abélien gradué
dont les éléments homogenes de degré n forment R¥(S,,). C’est une algebre de Hopf,
la multiplication étant induite par les foncteurs d’induction (.) ng;’gm et la co-

n+m

multiplication par les foncteurs de restriction (-) ignx 5 (voir [Zel81] pour les détails,
notamment du fait que la co-multiplication est un morphisme d’anneaux). On définit
un produit scalaire sur R¥(S,,) en posant

(X0 X)) = O n

sur la base {xa}aep des simples {xa}rep-

— On note CFX(S,.) 'anneau gradué des fonctions de classes des S,. Prenant les ca-
racteres, on plonge R¥(S.,) dans CFE(S,.), et la structure s’étend pour faire de
CFX(S,) une algebre de Hopf, qu’on identifie & K @ R¥(S.).

— On note ¢, = nl,, ou 1, est la classe caractéristique du cycle d’ordre n dans .S,. Si
A= (A1,..., ;) € Py, on note cy =cy, ...Cx

On a [Zel81} 6.3] :

P

CFX(Sy) = Klea|n > 1]

Le résultat de structure des représentations des groupes symétriques en caractéristique
nulle est le suivant :

Théoréme 2. [Zel81, 6] On dispose d’un isomorphisme de PSH -algébres
RE(S,) =5 A

qui envoie la base orthonormée des caracteres irréductibles sur la base orthonormée des
fonctions de Schur. De plus cet isomorphisme envoie x,, sur hy pour tout entier positif
n. En particulier

RE(Sy) = Z[zn|n > 1]

1.2. Cas des produits en couronne. On donne ici 'analogue du résultat précédent
pour les représentations des produits en couronne avec les groupes symétriques.

Notation 2.

— @ désigne un groupe fini et pour tout n dans N, on note G5, le produit en couronne
de G avec S,,.

— A présent, K est un corps de rupture pour G, toujours de caractéristique 0.

— On note Cl(G) I'ensemble des classes de conjugaison de G et N = # CI(G).

— De méme, on note CI(G S,) l'ensemble des classes de conjugaison de G 1 S,. Ces
classes sont paramétrées par I'ensemble {1 : CI(G) = P| Y cecy(q) [V(C)| = n}.

— On note Q(G) 'ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles de
G sur K et {p1,...,pN} ces représentations irréductibles.

— R¥(G 1 Ss) est I'anneau gradué dont la multiplication est donnée par les foncteurs
d’induction et la co-multiplication donnée par les foncteurs de restriction. C’est une
algebre de Hopf |Zel81) 7.1].

~ CFX(G 1 S4) Panneau gradué des fonctions de classe des G'2.S,,. A nouveau la multi-
plication se déduit de celle sur R (G 1.S,.).
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— Soit C' = [g] la classe de conjugaison associée a g dans GG, on note
n,c |C|
ou 1, ¢ est la fonction caractéristique de la classe de g.(1...n) dans G S,,. L’anneau

CFX(G1S4) est une algebre de Hopf qui s'identifie & K @ RE(G1S4) et on a [Zel81,
7.7]

]lnC

)

CFE(G15%) = K[én0|C € CI(G),n > 1]

Définition 1. Soit y) une représentation irréductible de S, et p € Q(G). On définit
X),p une représentation de G ¢ S, qui agit sur l'espace de la représentation x) ® (p®")
par :
(1 (01 @ ... © ) = 0 (W) (Bgr(1) @ - Uyt
B (018 . 50)) = 0 (3101 5. © G

ono € S,etg=1(91,---,9n) GG".

Ces constructions induisent pour chaque p € Q(G) un morphisme ®, définit sur la
base des classes d’irréductibles par :

®,: RE(Sw) — RE(G1S5x)
XA 7 Xap

On notera plus simplement ®; pour ®,, .
Définition 2. Soit ¢ : Q(G) — P est tel que >

pEQG) le(p)| =n. On a

(Xe(o1),01 @ - - @ Xop(on) o)
une représentation de (G US| (p,)) X -+ X (G US)4(py)|)- Ce groupe s’identifie a un sous-
groupe de G .S,, et on note x,, la représentation induite sur G .S,,.

Théoreme 3. Les représentations irréductibles de G1.S,, sur K sont les représentations
Xe 0t ¢ parcours lensemble des applications Q(G) — P est tel que 3 ,cqiq) l0(p)| =n.
De plus, on a un isomorphisme de PSH -algébres :
RE(G18x) — @i, RX(Sx)
Xe = Xe(pr)or @ -+ @ Xo(on)pon
et l’isomorphisme réciproque est ® = &1 ® ... R . En particulier,
RE(G1Sx) = [c1>k(xn)|k € [1;N],n > 1]

On dispose donc pour chaque n de deux bases de ’espace des éléments primitifs de
CFE(S,), a savoir {®,(c,)|p € Q(G)} et {&,.c|C € CI(G)}. La proposition suivante
donne les formules changement de bases.

Proposition 4. [Zel81, p. 103] Pour tout p € Q(G) et C € CI(G), on note p(C) la
valeur du caractére de p sur la classe de conjugaison C. Alors, pour toutn > 1, on a :

§n,c = Z p<C)~(I)p(Cn)

PEQ(G)

et
B = 3 O e

CeCl(G)
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2. ANNEAU DES REPRESENTATIONS MODULAIRES PROJECTIVES DES GROUPES
SYMETRIQUES

On peut a présent s’intéresser aux représentations modulaires projectives des groupes
symétriques. On prouve le théoréme [A] 4 la fin de cette section.

Notation 3.

— Dans toute la suite, p désigne un nombre premier fixé;

— On se donne (K, A, k) un systeme p-modulaire, i.e. A est un anneau de valuation
d’idéal maximal m, k = A/m et K est le corps des fractions de A;

— On note Py, ¢y 'ensemble des partitions ot toutes les parts sont de longueur premiere

apet Preg = |—|n20 Pn,reg'

Remarque 1. Les classes de conjugaison p-régulieres de S, (i.e. d’élément d’ordre
premier & p) sont paramétrées par Ppreg-

— On note K§(S,) (resp. K§'(Sy)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des kS,,-
modules (resp. AS,-modules) projectifs de type fini et KF(Ss) (resp. K§'(Sx)) le

groupe gradué dont les éléments homogenes de degré n s’identifient aux éléments de
KE(S,) (vesp. K§(Sn)).

Remarque 2. Comme tout corps est un corps de rupture pour les (Sp)n>0 [KJ84,
2.1.12], on a toujours R¥(Ss) = R%(Sw) et Kf(Sso) = Kgp(Soo).

— On note CF,,[,ZQ(SOO) I’ensemble des fonctions de classes a valeurs dans K qui s’annulent

sur les éléments d’ordre divisible par p. L’anneau K ® K} (S«) s’identifie & CF,{ZQ(SOO)
[Ser71, 18.3] et CFE (S..) = K|[cp|p 1 n).

reg

Avant de donner les derniéres notations, on rappelle quelques éléments de théorie des
représentations modulaires. Soit G un groupe et (K, A, k) un systéme p-modulaire, avec
k= A/m.

Proposition 5. [Ser71, 14.4] La réduction modulo m induit un isomorphisme entre

K§MG) et KE(G).

Définition 3. En composant I’isomorphisme réciproque de la réduction mod. m avec
le morphisme induit par ’extension des scalaires de A vers K, on définit un morphisme

ec : KE(G) — RE(G)
Proposition 6. [Ser71|, 16.1,2] Le morphisme eq est injectif.

On peut caractériser 'image de eg.

Proposition 7. [Ser71, 16.2] L’image du morphisme K§(G) — RE(G) est l’ensemble
des éléments de R(G) dont le caractére est nul sur les éléments d’ordre divisible par p.

— On note ¢, = eg, : KF(S,) — R¥(S,) le morphisme de la définition |3| pour G = S,,.
On note ¢ : KF(Sx) = R¥(Ss) le morphisme induit par la famille {&, }nen.

Lemme 8. L’application € induit un isomorphisme de K(]f(Soo) vers le sous-anneau de

RE(Ss) formés des éléments dont le caractére est dans CFffeg(Soo).
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Démonstration. D’apres les propositions [6] et [8] les morphismes e, sont injectifs et ont
pour images les classes de représentations dont le caractere est nul sur les éléments
d’ordre divisible par p. Il reste donc a vérifier que ¢ est multiplicatif. D’apres la définition
de & (voir la définition , il suffit de remarquer l'induction commute avec ’extension
des scalaires. O

Avant d’énoncer le théoreéme principal pour les groupes symétriques, on donne un
résultat sur les séries formelles :

Définition 4. Soit X (t) =) -, xnt" une série formelle et p un nombre premier.
— On appelle partie p-réguliére de X la série formelle : Zmn Tt
— On appelle partie p-singuliere de X la série formelle : ano Tppt"P.
Définition 5. Soit p un nombre premier. On note sh,, la partie p-réguliere de exp et ch,

sa partie p-singuliere.

Lemme 9. Soit p un nombre premier et soit X(t) = Y ~oxnt" et C(t) = < =t"
deuz séries formelles telles que

X(t) = exp(C(t))

On note U(t) (resp. V(t)) la partie p-singuliére (resp. p-réguliére) de X (t), A(t) (resp.
B(t)) la partie p-singuliére (resp. p-réguliére) de C(t), et on note Y (t) = >, <o ynt" la
série formelle vérifiant : a

Alors,

(1) yn = 0 pour p|n ;
(2) yn est un polynome en les ¢;, p1i;
(3) (yn — ) est combinaison linéaire de xy avec X\ & Py reg.

Démonstration. On a

exp(C(1) = exp(A(t) + B(1))
— exp(A(1)). chiy(B(t)) + exp(A(t)). shy(B(t))

En identifiant les parties singulieres et réguliéres, on obtient :

U(t) = exp(A(t)). chy(B(?))

et
V(#) = exp(A(1)). shy(B(#))
Donc
_ shy(B(1))
0= 5, E0)

et les y,,, n > 0, vérifient les deux premiers points.
Par ailleurs, on a :
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1 1
Uity 143 51 Tpnt?"

= > DPQ_ zput™)"

k>0 n>1

— E (—1))\1+m)\k$)\17.“’)\kt)\1+m+/\k

k>0,
PIAL, A, A >0

Donc :

Y(t) — V(t)[ Z (—1)>\1+“')\kl'>\17_”7,\kt>\1+“’+>\k]

k>0,
PIAL 5o, Ak A >0

Ce qui prouve le dernier point. O

Remarque 3. La preuve fournit une formule explicite pour les y,, :

Z k
(A0se- AR ) E(NF)FHT
ptAo et p|A;,i>1
On a par exemple, pour p =2 :
* Yy =215
® Y3 =13 — T1T2;
2 .
® Y5 =I5 — T3T2 + X1T5; — T1X4
o Yr = T7 — TpTo — T3Ty + T3T3 — 1176 + 2717479 — T175.

On peut a présent énoncer le résultat principal de cette section :

Théoréme A. L’anneau K(’)“(S’oo) est un anneau de polynomes avec un générateur en
chaque degré premier a p. Précisément :

e(K§(Sx)) = Zlyilp t 4]

Démonstration. D’apres le lemme [} il suffit de montrer que e(K¥(S)) = Z[yi|p 1 i]. En
reprenant les notations de on a I’égalité dans CFX(S) :

Yz

11 ,.. k"k)eP, “i=1

Ainsi en calculant dans CF®(S..)[[t]], on obtient :
ant —exp(z it)
n>0 i>1

Donc d’apres le lemme [J] et en reprenant les notations, on a pour tout n premier & p,
yn dans e(KE(Sx)) et donc Zlya|p 1 n] est un sous-anneau de £(K}(Ss)). De plus,
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en identifiant les représentations avec leur caractére et en comparant les dimensions en
chaque degré, on a également :

(1) Klyalptn] = CFf, (Soo)

reg

Soit maintenant z € e(K}(Sw)) homogene de degré n. En plongeant z dans K ®
e(K¥(Sx)) par le morphisme canonique et d’apres on obtient :

2= ) a
AEPn, reg
avec ay € K. De plus, z est également un élément de R¥(S,,), donc
2= By
AEP,
avec By € Z. On a donc :
0= Baza— Y,
AEP, AEPn, reg
D’apres la définition des y,,,
yx =+ Ry
avec R\ combinaison linéaire des {zy }y¢p, ., Donc,
0= > (Ba—a)m+ Y, Baa— >, Ry
)\epn,reg Agpn,reg Aepn,rag

Enfin, la famille {x)},ep, est une base de R¥(Sy), = R¥(S,). On en déduit que

> (Br—an)aa=0

AEPn, reg
puis que pour tout A € Py, req,
Br—ax=0
Finalement z € Z[y,|p { n| et le résultat est prouvé. O

Exemple 1. Comparons les premiers générateurs du théoréme et les FoSy,-modules pro-
jectifs indécomposables :

e y1 = x1 est la représentation triviale du groupe trivial. Notons au passage que
pour tout n > 1, z7 est la classe de la représentation réguliere ;

o Il y a une unique représentation simple de So sur Fo : la représentation triviale.
Donc un unique Fo Sy module projectif indécomposable : la couverture projective
de la triviale qui est F9Sy dont la série de composition est deux fois la triviale et
2x9 = Z/% ;

e Pour n = 3, on a la décomposition FaS3 = Py, ® Stg92 ot P, est la couver-
ture projective de la représentation triviale de S3 sur Fo et Sto est la seconde
représentation simple de S3. D’aprés ce qui précéde, on a x3 = 2x179, donc
mi)’ = 223+ 2(x129 — x3). En particulier, (—ys) = 122 — 3 est la classe de Sto ;
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e Il y a deux représentations simples de Sy sur Fo [Webl6d, p.267]. Notons Py la
couverture projective de la triviale et Py la couverture projective du second simple.
On vérifie que FoSy = Py @ P52, Le calcul (en utilisant par exemple [Web16b))
permet d’identifier (—y1y3) a la classe de Py. Il s’en suit que la couverture pro-
jective de la triviale appartient a la classe yil + 291y3.

Notons que la remarque [3 donne une formule explicite des 4 premiers générateurs en
fonction des classes des représentations triviales.

3. ANNEAU DES REPRESENTATIONS MODULAIRES PROJECTIVES DES PRODUITS EN
COURONNE

Le cas des produits en couronne avec les groupes symétriques demande un peu plus
de travail mais la preuve du théoréme [B] est trés similaire & la précédente.

Notation 4.

— p est un nombre premier fixé.

— @ est un groupe fini.

— Gireg désigne 'ensemble des éléments de G' d’ordre premier a p.

— Cly¢¢(G) 'ensemble des classes de conjugaison p-régulieres de G, i.e. des classes d’éléments
de Greg-

Remarque 4. Les classes de conjugaison p-réquliéres de G 1S, sont paramétrées par
l’ensemble

{@ 1 Clieg(G) = Preg| Z le(p)| = n}
Ceclreg(G)

— (K, A,k) un systeme p-modulaire de rupture pour G. D’apres [KJ84, 4.4.8] c’est
également un systeme p-modulaire de rupture pour les G 1.9,.

— On note K¥(G1S,) le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG 1 S,-modules
projectifs de type fini et K%5(G 1 Sx) l'algebre graduée qui se déduit des K5(G 1 S,)
pour n dans N.

— On note RX(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des représentations de G
sur K et K(])C(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des kG-modules projectifs
de type fini.

— On note plus simplement e = e : K§(G) — RE(G) le morphisme de la définition

— On désigne par € : RE(G1Sx) = KE(G1Sx) le morphisme d’anneaux gradués induit
par les (ecs, Jnen (voir & nouveau la définition [3)).

— On rappelle que N = dimg CFX(Q).

— On note CFﬁg(G) le sous-espace de CFX(G) formé des fonctions qui s’annulent en
dehors de Gy.y. D’apres le lemme [8] ce sous-espace s'identifie & K @ e(K§(G)). On
note M = dimy CFE (G).

reg

— On note x1,...,xn les caracteres irréductibles de G sur K. Ils forment une base de
CFX(@).
— On note ¢1,...,ppn 'image par K ® e des caractéres de Brauer des kG-modules

projectifs indécomposables. Ils forment une base de CF,¢4(G).
— On note E € My (Z) la matrice de I'application e : KF(G) — RE(G) dans les bases
données ci-dessus.
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Lemme 10. Le morphisme e admet une rétraction, i.e il existe une application 7Z-
linéaire o : RX(G) — KE(G) telle §oe = idgr (-

Démonstration. D’apres [Ser71|, E = D!, ou D est la matrice de Papplication Z-linéaire
d. De plus, d admet une section o [Ser71, 18.4]. On en déduit que e admet une rétraction.
O

— Puisque e admet une rétraction, on peut compléter {1, ..., @} enune base {¢1, ..., N}
de R¥(G). On note pour tout i € [1, N] :

P1,i
pi = :
PN

Définition 6. Pour tout k € {1,..., M},

= Z Xk,iti = (Z (I)l(xi)ti)@l,k . (Z @M(xi)ti)SDM,k

i>0 i>0 >0
et pour tout k € {M +1,...,N},
' N
= Xpat' =) ) wju®j(wit
i>0 i>0 j=1
ou les ®1,..., Py sont les applications de la définition
Lemme 11. Pour tout k € {1,..., M}, on a l’égalité suivante dans CFK(G 1Sx) ¢
X (t) = exp(Ci(t))

avec

G =>[ > Z;gl%,m )5

i=1  CECly(G)

Démonstration.

Xk(t) — Z(I)l tz Lk (Z(I)M(l"i)ti)wM’k

i>0 i>0

= exp th tl Lk .exp Zq)M tl PM,k

i>1 i>1

N
= e (DO eu®i(1)

i>1 j=1

= (T3 e )

i1 j=1 CeCl(G
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c
car ®;(ci) = X cecia) Xj(C)%&,C

N g )
= e[ 3 (w0 4]

cealG) j=1
al &ic
= ep[ ) (Z%,kfj(c))%“]
CeCleg(Q) =1
D’apres le lemme [7] O
Corollaire 12. Pour tout k € {1,..., M}, on note :
Vi) = > ypnt”
n>0

défini comme dans le lemme @ On observe alors que pour tout n > 1, yp, est combi-
naison linéaire de £ avec C' € Clyey(G 1 Sy). En particulier, yi,, € K @ e(K5(G 1 Sx)),
pour tout n > 1 et k € [1, M].

Démonstration. En utilisant les lemmes [J] et on vérifie que pour tout n > 1 et k dans
[1, M], yin est combinaison linéaire a coefficients dans K de £c avec C' € Clieg(G1Sy).
Par ailleurs, 'image de K ® ¢ dans CFX(G1S,) est exactement 'ensemble des fonctions
de classe qui s’annulent sur les classes p-singulieres. D’apres la premiere partie de la
preuve, c’est le cas des y; ,, pour tout n > 1 et k € [1, M]. O

Lemme 13. L’ensemble {X} |k € [1;N],i > 1} est un ensemble de générateurs de
Uanneau gradué RS (G Sy) :

L Xkilk € [1;N],i > 1] = Z[®y(x;)|k € [1; N], i > 1]

Démonstration. On le montre par récurrence sur n € N* que Z[ X} |k € [1; N],1 <i <
n] = Z[®x(z;)|k € [1; N],1 <i<n|. Pour i =1, on a :

X1 =011®1(21) + ... + on1Pn(21)

Xni=o1nPi(z1) + ...+ onNPN(21)
Mais (i j)1<ij<n est une matrice inversible dans Z, donc

Z[Xpalk € [1; N]] = Z[®@g(21) |k € [1; NT]
Supposons maintenant que
Z[Xpilk € [LN], 1 <i<n—1] = Z[®k(zi)|k € [ N],1 <i <n—1]

On a
Xin=011®1(zn) + ...+ onN1Pn(zn) + Ry

XNn=01NP1(zn) +... + onNPN(zn) + RN
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avec Ry € Z[Xy |k € [1;N],1 <i<n—1] (on a méme Ry =0 pour M +1 <k < N).
Ainsi les
01,1P1(xn) + ...+ on 1PN (2p)

o1 NP1 (zn) + ...+ N NPN(2p)
sont dans Z[X},;|k € [1; N],1 < i < n]. Comme (¢;;)i<ij<n € GLN(Z), on en déduit
que {®y(zpn) h1<k<n sont dans Z[ Xy ;|k € [1; N],1 < i < n] et le résultat est prouvé. [
On peut maintenant donner le théoreme principal de cette section :
Théoreme B. L’anneau K(’f(G ! Sso) est un anneau de polynomes. De plus on a :
e(K§(G1Sw)) = Zlyinli € [1; M],p 1 n]
Démonstration. D’apres le corollaire
Zlyinli € [1: M], 24 1] C e(K§(G15x))
De plus, en comparant les dimensions degré par degré, on a :
(2) K @ (K5 (G 15x)) = Klyinli € [1; M],pt n]

I reste & montrer que pour z homogene de degré n dans e(K%(G1Sx)), # est un polynéme
a coefficients dans Z en les y; , i € [1, M] et k < n.
Considérons donc un tel z. D’apres :

z= > Uy Aar YL -+ YM Ay

ALy AM EPreg, D | Ai|=n

avec ay, .., € K, et
z= Z Bt A X1 - - XN Ay

Ay ANEP,S [Ai|=n
avec Bx,,..ay € Z, d’apres le lemme @ Or y;n = Xix + R; » out R\ est combinaison
lindaire de X;» avec N ¢ Preg et la famille {X1 )y, ... Xnaytr,ep, 5 0i|=n forme une
base de RE(G 1 Sx)n. Donc

YLag - UM = XAy - Xy, + B

olt Ry,,..x, est un polynéme en les X; v avec i € [1, M] et X' ¢ Preg. On a alors :

0 = Z (O‘)\hm,)\M - 6>\17--~7>\M)X17>\1 o XMy

)\17-~~:)\AI€,Preg7
2 |Ail=n

+ E a)\1’~~-7>\MR)\17~--7/\]M
Alseeo; A EPreg,

> Ail=n
= > B X Xnay — Yo Aueaw X Xny
Aty s AM EPreg, (AM+15--AN)F#0,
> [Ail=n > il=n

Par indépendance linéaire des {X x, ... Xy, } ANEP,S |As|=n> O1 en déduit que pour tout
Ay AM € Pregs @p, 0 = Bag,ony done any, oy, € Z et le résultat est prouvé. [
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