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La suite de Syracuse, un monde de conjectures

Luc-Olivier Pochon * Alain Favre t

version 13 juillet 2017

Résumé : Quel est l’état des travauz concernant la suite de Syracuse ? C’est la question que mous nous sommes posée a
propos de ce probléme qui constituait une curiosité a l’époque de nos études de mathématiques. A notre grand étonnement,
durant quelques dizaines d’années, des travaux de tous niveaux avaient été régulierement publiés et des comjectures, plus
ou moins apparentées, avaient proliféré.

Cet article résume une partie de ces conjectures. Il reléve aussi les démonstrations et les approches plus ou moins naives
que le probléme a suscitées.

Mots-clés : suite de Syracuse, généralisation du probléme 3zx+1, analyse d’erreurs

La suite de Collatz et la conjecture principale

Position du probléme

On considére la suite de nombres construite a partir d'une origine m € N par application
répétée de la fonction :

m/2 si m est pair
3m +1 sinon

ctm) - {

La conjecture principale (conjecture de Collatz) dit que pour toute valeur initiale m il
existe n tel que O™ (m) = 1 (Papplication répétée n fois de C' aboutit a 1).

Les fonctions T et N sont aussi souvent utilisées pour construire des sous-suites de la
suite originale. T" est donnée par :

[ m/2 si m est pair
Tm) = { (3m +1)/2 sinon

Quant a N, elle n’est définie que pour les nombres impairs. Elle est donnée par la formule :

_3m+1

N(m) = =2

ou p est tel que N(m) soit impair. Avec v(n) valant la puissance de 2 dans la décompo-
sition de n en facteur premier, on a v(3m+ 1) = p. On note [n| le nombre impair déduit
a partir de n par division par une puissance de 2 judicieuse.

*luc.pochon@gmail.com
falainfa@bluewin.ch



Avec ces notations : N(m) = [3m + 1] et 3m + 1 = [3m + 1] x 2vGm+D),

Par la suite on désignera par « suite de Collatz » chacune des trois suites obtenues par
ces formules de récurrence en précisant C'; T ou N lorsque cela s’avére nécessaire (par
exemple : N-suite de Collatz).

Exemples

Suite C' d’origine 7 : (7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1)
Suite T d’origine 7 : (7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1)
Suite N d’origine 7 : (7, 11, 17, 13, 5, 1)

(
La trajectoire (infinie) liée & une application A d’origine m est notée 74(m). Avec cette
notation : 7y (7) = (7,11,17,13,5,1,1,1,...).

Généralisations

La fonction T, avec d > 1 premier avec 6 a été proposée par Lagarias (1990, [1], [2]) :
[ m/2 si m est pair
Ta(m) = { (3m +d)/2 sinon

Crandall (1978, [3]) généralise la fonction' N par N,, définie et & valeurs dans 2N + 1

par :
. qam +r
Nq7r(m) o ov(gm-+r)

Au lieu de se restreindre aux ensembles N ou 2N + 1, certaines de ces fonctions sont
¢tendues aux ensembles Z, Q, Zsy (entiers 2-adiques), voire R ou @, (nombres p-adiques).

But et plan de ’article

Nous avions croisé la suite de Syracuse lors de nos études de mathématiques. Arrivés a la
retraite, nous avons eu la curiosité d’examiner 1’état des lieux. Tout d’abord, pour nous
rafraichir la mémoire, nous avons effectué quelques calculs. Puis nous avons rassemblé
de la bibliographie sur le sujet (avec Internet, les recherches bibliographiques, pour le
moins superficielles, sont vite menées).

Il va sans dire que nous tenons la question pour difficile dans la mesure ou elle a été
examinée sous toutes les coutures par de bons mathématiciens.

Malgré cela, a notre grand étonnement, ce probléme avait donné lieu a de nombreux
travaux de tous niveaux et les conjectures plus ou moins apparentées avaient proliféré.

1. Petite anecdote : Sans encore connaitre le travail de Crandall, au début de notre « quéte », nous
avons tout de suite repéré l'intérét de cette fonction que nous avons appelée N du fait que nous avions
I’habitude de travailler & La Neuveville, domicile de I'un des auteurs, ou & Neuchéatel!



Le but premier de cet article est donc de résumer une partie de ces conjectures, d’olt son
titre.

En cours de travail nous avons été amenés a élargir le coup d’oeil au microcosme constitué
des amateurs, plus ou moins éclairés, parfois mathématiciens, parfois non, qui se sont
intéressés au probléme. On peut faire un paralléle entre certains de ces travaux et ceux
concernant la quadrature du cercle et de la trisection de I'angle. Ils donnent une idée des
représentations de la recherche en mathématiques dans un public élargi. Celles-ci peuvent
renvoyer a des conceptions naives « honnétes » ou a des positions plus déconnectées de
I’habitus mathématique, voire relever de « pseudo-mathématiques » 2.

Pour sélectionner les articles nous avons tout d’abord repris quelques classiques parus
jusqu’au milieu des années quatre-vingt-dix, notamment les bibliographies de J. Lagarias.
Puis nous nous sommes fiés aux moteurs de recherche pour recueillir la littérature grise
parue deés le tournant du siécle, logée généralement dans les archives ouvertes arXiv et
Hal, mais parfois directement sur les sites d’universités ou personnels des auteurs.

Nous avons également pris en compte les informations diffusées sur des forums « grand
public » attirés que nous étions par I'étrangeté du discours mathématique traité a la
mode « réseau social » (cet aspect mériterait une étude spécifique).

Finalement, avec les mot-clés "Syracuse" et "Collatz" nous nous sommes inscrits & Google
Scholar. De fagon inattendue, nous recevons réguliérement de nouvelles références.

Aprés quelques généralités, dont un brin d’histoire qui se contente principalement de
donner des références de documents facilement disponibles, quelques approches simples,
celles qui nous sont venues a 'esprit, sont présentées.

Puis une bréve section, « Le suivi de Lagarias », propose une classification des approches
du probléme. La section suivante, « Quelques résultats marquants », expose quelques-
unes des approches les plus souvent rencontrées; un résumé des conjectures en fournit
ensuite une vision synthétique.

Avant la conclusion, la section « Le monde de Syracuse » passe en revue et classifie
I’ensemble des productions recueillies concernant le probléme de Syracuse.

Généralités
Un brin d’histoire

L’histoire du probléme de Syracuse (sous diverses appellation : conjecture de Collatz, pro-
bléme 3z+1, etc.) fait 'objet de nombreuses présentations (Lagarias, 1985 [4], 2010b [5];
Delahaye, 1998 6] ; Wirsching, 1998, [7], wikipédia®). Nous en résumons I’essentiel.

L’origine du probléme généralement associé a Collatz est assez confuse. Comme sa trans-
mission doit beaucoup a la tradition orale, il est difficile de bien suivre sa trace. Dans les
années 1930, Lothar Collatz, alors étudiant, s’intéressait aux itérations dans les nombres
entiers qu’il représentait au moyen de graphes et d’hypergraphes. C’est alors qu’il serait

2. http://en.wikipedia.org/wiki/Pseudomathematics
3. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Conjecture de Syracuse



« tombé » sur la suite qu’il présenta ensuite a des collégues. En 1952, lors d’une visite a
Hambourg, Collatz expliqua son probléme & Helmut Hasse qui le diffusa en Amérique a
I'université de Syracuse (d’ou le nom de « suite de Syracuse » ). Entre temps, le mathéma-
ticien polonais Stanislas Ulam le répandait dans le Laboratoire national de Los Alamos.
Dans les années 1960, le probléme est repris par le mathématicien Shizuo Kakutani qui
le diffuse dans I'université Yale et dans celle de Chicago.

Cette conjecture mobilisa tant les mathématiciens durant les années 1960, en pleine
guerre froide, qu'une plaisanterie courut selon laquelle ce probléme faisait partie d’'un
complot soviétique visant a ralentir la recherche américaine.

La conjecture est aussi associée a un prix Erdds qui prime sa solution a 500 dollars .

L’avis des experts et I’acharnement des amateurs

La conjecture de Syracuse constitue un des énoncés mathématiques les plus simples a
formuler. On la trouve mentionnée dans des ouvrages de 1’école obligatoire (Jaquet &
Calame, 1991, [9]; Pochon, 1993, [10]). Et pourtant, des mathématiciens chevronnés
doutent de la simplicité du probléme. Erdos estimait que « les mathématiques ne sont
pas encore prétes pour de tels problémes » (cité par Lagarias, 1985, [4]) °. Dans son blog ®
Terence Terry Tao (médaille Fields 2006) qualifie 'opiniatreté actuelle de certains a la
démontrer de mathematical desease (expression reprise de Richard Lipton, prix Knuth
2014). 11 rappelle quelques questions ouvertes qui sont équivalentes a la conjecture de
Collatz. Par ailleurs Guy (2010, [11]) cite cette conjecture dans la liste des problémes a
ne pas tenter de résoudre (bien que certains aient été résolus!).

Malgré tout, ces derniéres années, nombreux sont les mathématiciens chevronnés a atta-
quer le probléme dans leur domaine de spécialité.

Par ailleurs, de nombreux amateurs, plus ou moins talentueux, s’acharnent sur ce pro-
bléme a I'image du titre d’un article de Delahaye (2012, [12]) : J'aimerais tant prouver
Syracuse, publié sous d’autres titres a plusieurs reprises (Delahaye, 1998, [6] ; 2007, [13]).

Il est amusant de relever que l'on trouvait au méme moment sur Internet une démons-
tration sophistiquée de la conjecture et une « démonstration » du fait qu’elle était non
démontrable.

Le premier de ces deux articles (Opfer, 2011, [14]) se base sur une équivalence de la
conjecture avec la propriété du noyau d’une fonctionnelle en analyse complexe (équi-
valence elle-méme ardue a établir, et certainement valide, due a Berg & Meinardus).
L’auteur, vraisemblablement un spécialiste en analyse complexe, publiait peu aprés un
errata qui invalidait la démonstration.

4. Mais un probléme plus fondamental (qui vaut actuellement 5000 dollars) est sans doute la conjec-
ture d’Erdos sur les progressions arithmétiques : « Si la série des inverses d’une séquence de nombres
entiers diverge, alors la séquence contient des progressions arithmétiques de longueur arbitraire ». Si
cette assertion est vraie, elle résout plusieurs problémes ouverts en la théorie des nombres. Mais une
de ses conséquences : la suite des nombres premiers contient des suites arithmétiques arbitrairement
longues, a été démontrée de fagon indépendante en 2004 par Green & Tao (2008, [8]).

5. Voir 'annexe 1 pour le contexte dans lequel Erdos émet cette opinion.

6. http ://terrytao.wordpress.com/2011/08/25/the-collatz-conjecture-littlewood-offord-theory-and-
powers-of-2-and-3/



Le deuxiéme article (Feinstein, 2011, [15]) est moins « professionnel » et s’appuie sur
une argumentation douteuse (voir la section consacrée au monde de Syracuse) elle-méme
reprise d'un bref article lui-méme obscure. Il faut toutefois mentionner qu’en 1972, John
Conway (1972, [16]) a établi I'indécidabilité algorithmique pour une famille de problémes
qui généralisent de maniére naturelle le probléme de Syracuse.

On trouve également des articles de jeunes amateurs, par exemple Dianopoulos (2012,
[17], 2013, [18]) qui précise avoir 15 ans, qui se lancent, trompés par la simplicité de
I’énoncé, dans la démonstration. Ils commencent par redécouvrir des propriétés relative-
ment simples des nombres (par exemple 2! + 2% et 22¥ — 1 sont divisibles par 3). Ces
projets sont souvent abandonnés.

Variantes de la conjecture

La conjecture peut étre formulée de diverses facons ou décomposée en plusieurs conjec-
tures plus faibles. Ultérieurement, on mentionnera des conjectures généralisant celle de
Collatz ou des conjectures équivalentes dans différents domaines.

Forme faible de la conjecture (nontrivial cycles conjecture) : s'il existe m tel
que C®(m) = m pour k > 1 alors m = 1, 2 ou 4.

Conjecture de non divergence ((no) divergent trajectories conjecture) : Toutes
les suites de Collatz sont bornées.

Cette derniére conjecture est équivalente au fait que toute trajectoire se termine par un
cycle.

Congecture du temps d’arrét fini : Toute trajectoire finit par repasser au-dessous de
son point de départ.

Cette conjecture est équivalente a la conjecture primitive en utilisant un raisonnement
par récurrence.

Une expression de la conjecture fait intervenir le semi-groupes de fonctions affines : Soit
(fi)i=1...x une famille de fonctions affines. Avec la composition, cette famille engendre un
semi-groupe S. Etant donné un ensemble de nombres A, on désigne par (S : A), orbite
de S, 'ensemble des images de A par les fonctions de S.

(S : A) peut aussi simplement étre défini comme 1’ensemble généré par les formules de

récurrences (f;)i=1,.. k-

Congecture des prédécesseurs : Soit S le semi-groupe engendré par les fonctions
affines {z +— 2z;x — (2 — 1)/3} . Alors lorbite (S : {4}) contient tous les nombres
entiers positifs supérieurs a 2.

Quelques bricolages

En tant qu’amateurs, il est possible de s’approprier le probléme en procédant a divers
essais qui, mis a part certains développements techniques, ménent rapidement et de facon
étonnante a quelques limites explorées par les professionnels.



Quelques propriétés

Une propriété intéressante de T : T (a2F — 1) = a3k — 1

Démonstration par récurrence : 1’égalité est vérifiée pour k = 0 et k = 1. A vérifier pour
k + 1 admettant qu’elle est vérifiée pour k :

T (@28 — 1) = T® (3028 —=34+1)/2) = TW((3a)2F —1) = (3a)3¥ — 1 = a3k —1

QED

Remarque : En cours de démonstration on constate que T (a2F — 1) pour i < k est
impair et donc TW(a2* — 1) = N@(a2* — 1) pour i < k et :

Une propriété intéressante de N : N¥)(a2F — 1) = [a3F — 1]

Ces propriétés incitent a partitionner I’ensemble des nombres impairs de la fagon suivante

(Andaloro, 1998, [19]) :

- S ={2""14k+1)—1 : ke N,ne N},
Sy ={2*"(4k +3)—1: ke N,ne N}

— S3={2"""1(4k+3)—1:keN,neN}
~ S, ={2"(4k+1)—-1:keN,n e N}

On voit facilement que c’est une partition de 2N + 1. Elle est obtenue a partir d'une
partition des nombres pairs puis en soustrayant 1. En effet, on peut écrire les nombres
pairs sous la forme p x 7 ol p est une puissance de 2 et ¢ un nombre impair. Puis on prend
comme critére de partition la parité de 'exposant et la classe de reste de i (mod 4).

Propriété d’invariance de N par la transformation 4m+ 1 : Pour tout nombre m
impair, N(4m + 1) = N(m)

Démonstration : N(4m + 1) = [12m + 4] = [3m + 1] = N(m)

QED

Calcul de N(m) selon une partition (mod 16), m impair

En calculant quelques valeurs de N(m), on constate une certaine régularité dans la suite
des valeurs. 16 semble jouer un role dans cet aspect périodique.

En partitionnant les nombres impairs en 4 classes : {m :m =3 (mod 4)};{m :m=1
(mod 8)}; {m :m =13 (mod 16)}; {m :m =5 (mod 16)} on a :

~ N3 +4n) =[3(3+4n) +1] =[10+ 12n] =5+ 6n

-~ N1+8n)=[3(1+8n)+1]=[4+24n] =1+6n

- N(13+16n) = [3(13 + 16n) + 1] = [40 +48n] =5 + 6n

Sur ces 3 classes N est une application linéaire. Par contre, le comportement de N sur
la 4e classe semble plus « chaotique ».

— N(5+ 16n) = [16 + 48n] = [1 + 3n]

Pour cette derniére valeur, il faut tenir compte de la parité de n. Lorsqu’il est pair,

N(5+16n) = [16+48n] = 1+ 3n. Lorsque qu'il est impair, n = 2n'+1, il faut alors tenir
compte de la parité de n’, etc. Cette derniére classe serait a partitionner pour obtenir



des comportements réguliers de N. Cette ramification « fractale » dans I’étude de son
comportement répond aux tentatives de la maitrise de la suite de Collatz : lorsque ’'on
croit avoir atteint le but, il reste toujours un nouvel ensemble a examiner.

On constate que les multiples de 3 sont absents des images de N.

L’annexe 2 propose le calcul pour les 16 classes et les graphiques qui mettent en évidence
a la fois I'aspect linéaire et apparemment « chaotique »de N.

On note toutefois que pour m = 1,9 (mod 16) on a : N(m) = (3m + 1)/4 et que des
relations semblables apparaissent dans les autres cas. Cela donne 1’'idée de considérer les
familles F, qui font 'objet de la section suivante.

Partition des nombres impairs (2N + 1) selon N : les familles Fj
Pour m impair, on a la relation C(m) = 3m + 1 = 2?G™+D N (m). On peut classer les

nombres impairs m en fonction des valeurs de s = v(3m + 1). Les famille seront notées
F.

Construction des ensembles F

m’ = N(m) impair peut se mettre sous la forme m’ = 2n + 1 donc 3m + 1 = 25Tn + 2°.
Il en découle :

3m=2"n+2°—1et (—1)n+(-1)*—1=0 (mod 3).

s pair
_ s+1 s 22 -1 s+1
—n+0=0 (mod 3);n=3k;3m=2""3k+2°—1;m= +2°k
et
25 —1 25 —14+3x2M g +1 2543 x 2Tk
N(m) = N( +osHE) = i — 2t - 146k
Exemples :
—s=2:m=1+48k; F,=1{1,9,17,25, ...}
— s=4;m =5+ 32k; Fy, = {5,37,69, ...}
— s =06;m =21+ 128k; Fs = {21,149, ...}
s impair
— s+1 S 5><28_1 s+1
n+1=0 (mod3);n=2+3k;3m=2""3Bk+2)+2°—1im=———+2""%

3

et
_5><28—1+3><25+1/<;+1

N(m) K

=5+ 6k

Exemples :



o s=1lim=3+4k F = {3,7,11,15,..}

s =3;m =13+ 16k; Fy = {13,29,45, ...}

s =5;m =53+ 64k; Fy = {53,117,181, ...}

Remarque : La suite des nombre de F; (mod 8) est (3,7,3,7,...), 'ensemble F, (mod 8)
se réduit a {1} et Fy (mod 8) = {5} sinon.

Conséquences

1. Cette partition des nombres impairs compléte le bricolage précédent. N est linéaire

sur chacun de des ensembles Fy. Par définition (et cela se controle facilement)

N(m) = (3m+1)/2° pour m € Fj.

La « densité » de Fy dans 2N + 1 vaut 1/2°.

s pair : pour m € Fy ona N(m) =1 (mod 6).

s impair : pour m € Fy on a N(m) =5 (mod 6).

Fs+2 = 4FS —|— 1

Par la propriété d’invariance par 4dm+1 avec P:x+— (v —1)/4 et m ¢ Fy U F, on

a N(m)= N(P(m)).

7. En répétant la conséquence précédente, on voit que Fy U F, est suffisant 7. Toutefois
ces deux ensembles représentent les trois quarts des nombres impairs. Seuls les
nombres congrus & 5 (mod 8) ne sont pas contenus dans ces ensembles. Mais on

peut montrer qu’il existe des ensembles suffisants de densité arbitrairement petite
(voir plus loin).

A A

Remarque : Cela permet de constater & nouveau que les multiples de 3 ne sont pas dans
I'image de N.

L’annexe 3 propose une présentation utile des ensembles Fj.
L’annexe 4 montre la relation entre les ensembles F et S;.

L’annexe 5 prolonge cette partition aux ensembles F; ; dont les éléments sont ceux de F;
dont I'image par N est dans Fj.

L’annexe ba propose un examen des problémes x + d (d impair) et 3z + 3.

Les prédécesseurs

La situation : partant de 1, en utilisant de facon alternée la multiplication par 2 et la
fonction T (x) = (2z — 1)/3, on considére les nombres obtenus. Ce travail donne lieu a
des représentations graphiques spectaculaires (figure 7 de I’Annexe 6).

Pour commencer, partant de 1, une branche est constituée des puissances de 2 (figure 1).
Les puissances de 2 paires sont des nombres terminaux (sans prédécesseur) (2 x 22" —1 =
—1x1—-1%#0 (mod 3)). Il en va de méme pour les multiples de 3.

7. Pour un systéme dynamique obtenu par itération d’une fonction f : X — X, S C X est dit
suffisant si la trajectoire de tout m € X rencontre la trajectoire d’un élément de S



Par contre les puissances de 2 impairs de la forme 22"+ possédent (22" — 1)/3 comme
prédécesseur (22772 —1=1x1-1=0 (mod 3)).

la figure 1 (reprise en partie de [4]) donne quelques prédécesseurs de 1 (selon la fonction
T). Les colonnes de nombres correspondent (de bas en haut) a la multiplication par 2. Les
traits obliques correspondent a Tj. Les nombres en rouge ne possédent que leur double
comme prédécesseur.

133 . 35
3360 3400 5 0l024 2969 1069 P 9320111934 904

88¢ 1708 ¥ > 48y 53 60 Q7 952

849 858 (256 247 080 026
424 fi2g 129 %40 313
210 $64 6 =

032 3¢ 010

13 55

FIGURE 1 — Prédécesseurs de 1

L’annexe 3 représente les prédécesseurs directs, selon N, des nombres impairs répartis
dans les ensembles F.

La fonction itérée sur Q

Une sous-suite impaire de Collatz (N-Collatz) est donnée par les valeurs itérées de
Ni(z) = (ax + b)/2F avec k judicieusement choisi en fonction de z. On peut toute-
fois étudier systématiquement les fonctions affines, d’abord sur R, puis restreinte a Q,
Hy, ko, k,, données par Hy, g, g () = Ni, (Nk, (... Ng, () .. .)) sans restriction sur la
suite d’entiers (ky, ko, ..., k,) autre que k; > 0.

H(z) = Hy, gy 1, (x) = px + h est une fonction affine de pente p = a"/2° ou n est le
nombre d’itération et s la somme des k; (dérivée d'une fonction composée!) et de hauteur



a 'origine (valeur en 0)

alnfl + an722k1 + an732k1+k2 + ...+ 2k1+...+kn_1

h=b >

En regroupant :

Proposition (formule pour H) :

ar + b(a"t + a" 22k 4 gn3kithe 4 okt thn
Hyy. o) = 20 Y

98
avec s = y_ k;

Propriété : Hy, iy, ko ti ot = His oot © Higy koo,

Définition : Une suite d’entiers (ky, ks, . . ., k) est admissible pour x € 2N+ 1 si toutes
les valeurs Hy, k,...x;,(x) pour 0 < i < n sont entiéres impaires.

Annonce de résultat : On verra ultérieurement qu’il suffit que, pour z impair,
Hy, ks....k,, (x) soit entier (impair) pour que la suite (ki, ko, ..., k) soit admissible.

Recherche de cycles (cas général)

Tout cycle de Collatz est lié & un point de bouclage xqg € Q de H . C’est un zéro de la
fonction affine H(z) —x. Sa hauteur a l'origine est la méme que précédemment. Sa pente
vaut a” /2% — 1 ot n est le nombre d’itérations. Donc :

n__9s
y:H(x)—x:CLQS r+h (2)

avec s = Yy k;
En posant y = 0; on trouve la valeur de zg :

Proposition : Le point de bouclage de la suite® az + b est donné par :

b
25_an

To = (an—l =+ an—22k‘1 + an—32k1+k2 L+ 2k‘1+...+k‘n71>

Cas particulier 3r + 1 :

<3n71 4 3n722k1 4 3n732k1+k2 o+ 2k1+...+kn_1) (3)

x0:25_3n

Note : Certains auteurs nomment les nombres de la forme du dénominateur : nombres de
Collatz. Pour un tel nombre, ’ensemble des nombres possibles au numérateur forment
la couronne de Collatz.

8. Pour simplifier I’écriture, on écrira « suite ax + 1 » au lieu de « suite générée par la relation de
récurrence ax + b »
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Corollaire 1 : La conjecture de Syracuse faible est équivalente, puisqu’il s’agit d'un
point de bouclage, a : « il n’existe pas de suites (kq, ko, ..., ky) telles que 2° — 3" divise
3n-l 4 3n=29kt 4 gn=3gkitha 4 4 okitetha—1 autres que (2) ou (1,2) ».

Note : Si une telle suite existe, elle est forcément admissible par le résultat annoncé
ci-dessus.

Cette relation semble résoudre le probléme de la conjecture. Il « suffirait » de montrer
que ce point de bouclage ne peut étre que 1, 2 ou 4. Or il se trouve que les nombres
entiers de la forme ci-dessus constituent I'objet d’un probléme non résolu de divisibilité
faisant intervenir les puissance de 2 et de 3.

Corollaire 2 : Pour chaque suite (kq, ko, ..., k,) il n’y a qu'un seul cycle (rationnel); le
cycle de longueur n est le méme pour toutes les permutations circulaires des k;.

Démonstration : La premiére proposition découle de la formule. Par ailleurs, un simple
calcul montre que N décale les valeurs de k :

N(z9) = 52 (a" ! + a"722% 4 =32k tks 4 297k1) valeur construite sur la suite
<k27 k37 SRR kn7 kl) .
QED

Corollaire 3 : Pour chaque valeur de s, il y a autant de cycles que de décompositions
additives de s aux permutations circulaires prés®.

Corollaire 4 : Les cycles liés & ax + b sont des cycles de ax + 1 amplifiés par b. Les
cycles de az + b fournissent des cycles de ax + be (en les amplifiant par e).

Note : Par construction les trajectoires des H sont constituées de nombres rationnels.
Parmi ceux-ci on distingue les cycles entiers (i.e. formés d’entiers).

Note : Les cycles entiers de ax + b sont dits primitifs 19 si les valeurs du cycle n’ont pas
de diviseur commun. En particulier les cycles rationnels az + 1 avec un dénominateur
commun minimum b deviennent des cycles primitifs de ax + b par amplification par b.

Exemple, pour 3x+5 on a le N-cycle primitif (19, 31, 49) ; il correspond au cycle rationnel
(19/5, 31/5,49/5) de 3z + 1.

Proposition : Le cycle (zg,...,7,-1) de gz + r est primitif si et seulement si x; est
premier avec 7.

Démonstration :

1. g et r on un diviseur commun d. A voir (zo,...,T,_1) non primitif. En effet :

xo/d génére un cycle entier pour gr + r/d et donc en remontant sur la suite gx + r, le
cycle (zo,...,x,_1) est multiple de d donc non primitif. Ou bien x; = (qzo + r)/2° et
donc d divise x; et ainsi de suite.

2. (xg, ..., Tp_1) non primitif de facteur commun d. A voir x, et r ont un facteur commun
supérieur & 1. En effet, par définition 1 = (qzo+7)/2%; comme d divise z; et xy, il divise
T

QED

Exemples :

9. A propos de la partition d’un entier voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Partition_d’un_
entier.
10. Lagarias (1990, [1]) définit cette notion dans le cas de 'application Ty (a = 3)
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— 3z — 1 posseéde le cycle entier (17, 25, ...); le cycle correspondant de 3z + 1 est : (-17,
-25,-37, -55, -41, -61, -91). Dans ce cas (k;) = (1,1,1,2,1,1,4)

— 5z + 1 posséde le cycle primitif (17, 43, 27) ; le cycle correspondant de 5z + 3 est : (51,
129, 81); (k;) = (1, 3,3) (non primitif)

— 3z 4+ 1 a un cycle initié par 31/101; le cycle correspondant de 3x + 3 est initié par
93/101; le cycle correspondant de 3z + 101 est (31, 97, 49); (k;) = (1, 3, 3)

Corollaire 5 : Avec n = ny X ny si la suite (k;) se répéte tous les ny. Le cycle de longueur
n se décompose en ny sous-cycles de longueur n;.

Démonstration : Par le corollaire 2, un cycle lié a (ky, ks, ..., ky,) existe (de longueur
n1). Sa répétition en ny exemplaires est un cycle de longueur n qui est unique.

Ezxemple pour respirer :

Pour (k;) = (1,2,1),ona:n=3,s =4 et 2o = % = _1—%3 Le cycle est (-23, -29,
119, -23)/11.

En prenant (k;) = (1,2,1,1,2,1) onan =6, s = 8.

; _ 3543%4.2433.33432.2443.25423 __ —989
Puis xg = 5536 = 73
Par simplification par 43, cette derniére valeur est bien identique a la précédente _1—213
Corollaire 6 : Si k; = 1,0 = 1,...,n les cycles sont de longueur 1 de valeur zy =

—1/(a — 2) (point fixe). Lorsque tous les k; sont égaux les cycles se réduisent aussi en
des poins fixes.

Exemple : 3x + 1, n = 1 : le cycle est constitué d’'un point fixe que 'on trouve en
résolvant (3x + 1)/2F = x et donc x = 1/(2% — 3) (table 1).

k | Point fixe
1 -1

2 1

3 1/5

TABLE 1 — Points fixes pour quelques valeurs de k

Heuristique dans la recherche de cycles

Pour trouver un point de bouclage positif, il faut que la pente de Hy, , ., soit négative.
Donc a" /2% < 1 ou encore nloga < slog2 , et donc :

loga S - loga
ou —
log 2 n  log2

s>n

(4)

Cela permet de limiter les valeurs de s. Pour espérer trouver un point fixe, il faut que la
suite reste bornée et donc que 2° soit au moins du méme ordre de grandeur que a". Par
contre, si la pente est positive, on trouve un cycle négatif (de nombres négatifs).

Le tableau 2 donne quelques exemples pour la suite bx +1; a = 5; n = 3 et donc
s> 3logh/log2 ~ 6.97 et donc s = 7 est le minimum possible.
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(k;) | Cycle

1,1,5 | 13, 33, 83, 13, ...

1,24 [ 43/3, 109/3, 137/3, 43/3, ..
13,3 | 17, 43, 27, 17, ..

9.1,4 | 53/3, 67/3, 169/3, 53/3, ..
223 | 61/3, 77/3, 97/3, 61/3, ...
232 [ 77/3, ..

wl ol w|w|w| w3
EN TSN IEN 1RSSR

TABLE 2 — Cycles pour quelques valeurs de n, s et (k;)

Avec ces valeur : xg = (25 + 5 x 2§ + 2kithk2) /3

On vérifie bien que, conformément au corollaire 2, les cycles liés a (2,2,3) et (2,3,2) sont
les mémes alors que les cycles liés a (1,2,4) et (2,1,4) sont différents. D’autres exemples
en annexe 7 (tableau 4, page 61).

Hy, iy, Sur 2N 41

Proposition : Si pour z entier impair Hy, g, . k. (z) € N (n > 1), alors toutes les valeurs
intermédiaires Hy, x, () sont entiéres et impaires pour 0 < i < n.

Autrement dit : si x est un entier impair et Hy, ,....x,(x) pour j < n n’est pas un nombre
entier impair alors les nombres suivants de la suite Hy, k. k() pour n > > j ne sont
pas entiers impairs. Pour cela, il suffit de montrer que Hy, r,, .. &, ., (z) n’est pas entier.

Démonstration : Selon 1 page 10 Hy, k, 1 (x) = a/2F avec a impair et £ > 1 ou

J
Hy, ky,...k; (x) = b avec b pair.

Cas 1 : Hy, gy (¥) = a/2% (a impair) & voir que Hy, x,.. .., (z) n'est pas entier.

J J+1
Hkl,kz,...,kj+1(x> = Nkj+1 (Hkl,kg,...,kj (SL’)) = (3&/2k —+ 1)/2kj+1 = (3a + Zk)/2k+kj+l. Sl cette
valeur est entiére cela implique que a est pair. En contradiction avec ’hypothése d’im-
parité de a.

Cas 2 : Hy, p,,..k;(x) = b (b pair) a voir que Hy, i, k., (2) n'est pas entier.
Hk17k27...,kj+1(x) = Nkj+l(Hk17k27___7kj (7)) = (3b+ 1)/2%+1 n’est pas entier.
QED

Corollaire : Si xy, point de bouclage, est entier, le cycle complet est entier.
Corollaire : Un cycle est soit entier soit tous ses éléments sont non entiers (rationnels).

Remarque : n et s sont respectivement le nombre de valeurs impaires et le nombre de
valeurs paires des n + s premiéres valeurs de la suite originale de Collatz. De I'inégalité
4 page 12 (obtenue différemment) Eliahou (2011c) en tire une valeur minimum pour la
longueur d’un cycle non trivial (voir page 17). A noter que cette inégalité valable pour
les suites initiées par un nombre impair, se prolonge a toutes les suites en utilisant le
méme raisonnement sur la fonction Hj (Hy, ...k, (2)) ot Hy (x) = /2%,

Remarque : La propriété intéressante T(k)(aZ’l‘C — 1) = a3* — 1 entraine directement que
la suite (T®(a2¥ — 1));—o est formée de nombres entiers (et impairs pour i < k) pour
a > 0 entier.
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Le suivi de Lagarias

Lagarias (2009, 2011, 2012, [20], [21], [22]) entretient une bibliographie commentée, sou-
vent mise & jour, des principales contributions attachées & la conjecture de Collatz. Il
est lui-méme l'auteur de plusieurs résultats. L’intérét épistémologique de ce travail est
de constater que chacun traduit le probléme dans sa sphére d’intérét ou de spécialité.
La recherche de solution conduit & de nouvelles conjectures. On fera en s’inspirant de
Lagarias (2010a, [23]) une liste des approches rencontrées.

Chamberland (2010, [24]) propose également un survol du sujet entre théorie des nombres
et systémes dynamiques. Son article est assorti d’une importante bibliographie (pas tou-
jours référencée dans le texte). Outre la référence classique de Lagarias, il cite également
I'ouvrage de Wirsching (1998, [7]) comme catalogue de résultats et de pistes d’attaque.

Dans un autre article (Chamberland, 2015, [25]) il répertorie les travaux qui étendent 7'
a des ensembles plus grands (Z, les nombres rationnels & dénominateur impair, Zo, les
entiers de Gauss, Z[i], R, C).

Belaga et Mignotte (2015, [26]) établissent également une classification des travaux en
considérant les aspects algorithmiques, ceux liés & la théorie des nombres ou encore aux
processus stochastiques.

Informatique (programmation) : Les astuces mises au point pour établir des records dans
la vérification de la conjecture pour des nombres de plus en plus grand nécessitent de
développer certains outils théoriques. Par ailleurs, des développement théoriques peuvent
s’appuyer sur ces records.

Arsac (1987, [27]) étudie la complexité des calculs nécessaires et montre qu’elle peut étre
réduite en utilisant des propriétés de la suite.

Dans cette catégorie, il faut aussi insérer les représentations graphiques de la suite. Une
des plus spectaculaires est due Jason Davies ' qui montre les orbites de tous les nombres
dont la longueur de la trajectoire est inférieure ou égale a dix-huit 2 .

Théorie des nombres : Le probléme de Syracuse est notamment lié & des équations
diophantiennes mélant des puissances de 2 et de 3. Par ailleurs, Eliahou (2011c, [28])
utilise les suites de Farey pour démontrer un résultat sur la longueur des cycles éventuels
non triviaux.

Systemes dynamiques et théorie ergodique : Par son expression, la suite de Syracuse
s’apparente a un systéeme dynamique discret. Elle entre dans ce champ théorique classique
lorsque le domaine de définition de la relation de récurrence est étendu & un espace
mesurable plus riche, par exemple R par Chamberland (1996, [29],[30]) travaux poursuivis
par Lygeros et Rozier (2014, [31]) ou surtout de fagon trés naturelle Z,, I’ensemble des
entiers 2-adiques. Dans ce dernier cas, on montre que ’extension de 7' satisfait I’hypothése
d’ergodicité.

Logique mathématique et théorie du calcul (theory of computation) : la question se pose
de la décidabilité de la conjecture. Conway (1972, [16]) a démontré que des problémes

11. http ://www.jasondavies.com/collatz-graph/

12. La génération du graphe est basée sur le code Python par @TerrorBite. Le schéma de 'arbre en
présentation radiale est repris d’'un exemple fournit avec la remarquable bibliotheque D3.js de Mike
Bostock (http ://bost.ocks.org/mike/).
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du type de celui de Collatz sont formellement indécidables. Kurtz and Simon (2007,
[32]) ont également montré qu'une généralisation naturelle du probléme de Collatz est
indécidable. Malheureusement, cette preuve ne peut pas étre appliquée au probléme de
Collatz. Par ailleurs, la conjecture peut se reformuler en un probléme de réécriture de
chaines de caractéres (Sinyor, 2010, [33]).

Une approche se situe entre ce théme et celui de la programmation. Elle met en oeuvre
FRACTRAN (voir annexe 8). Ce « langage » figure dans la recension de Lagarias (2010,
[34]) par le fait qu’il étend le formalisme utilisé par Conway dans son article de 1972
consacré au probléme 3z + 1. Monks (2002, [35]) propose un programme FRACTRAN
qui géneére la suite de Syracuse et reporte la conjecture de Collatz en une conjecture sur
le programme FRACTRAN.

1 136 5 4 26 7 1 33 5

Ce programme est donné par : (17, 55> 155 5> 510 13 7> 10 37 1)

appliqué a 2", génére une suite qui contient dans 'ordre les termes 2°, ol b parcourt les
termes de la suite 1" de Syracuse de premier terme n et seulement ceux-la.

Probabilités et processus stochastiques : Slakmon & Macot (aprés 2003, [36]) appliquent
la théorie et les méthodes des cheminements aléatoires et de la théorie des jeux pour
placer les suites de Syracuse dans un modéle probabiliste. Ils démontrent la « random
conjecture » 3. Carletti & Fanelli (2016, [37]) considére l'itération de S = C® et éta-
blissent un processus de Markov sur les classes des nombres (mod 8). Cela leur permet
de montrer que les suites définies par S sont presque partout (selon une mesure qu’ils
définissent) non divergentes.

Analyse compleze : L’article de Opfer (2011, [14]) déja cité est un exemple recensé dans
cette catégorie. Chamberland (2003, [38]) en se référant aux mémes travaux que Opfer
étudient la fonction analytique dont les coeflicients sont les itérations de Ty, ,.(m)

Analyse p-adique : Les nombres 2-adiques apparaissent de fagon accessoire dans ’étude
des systémes dynamiques et une connexion a la théorie ergodique. Ils ont aussi le support
d’une généralisation de la conjecture proposée par Fleckinger & Abdoulkarim (2015, [39]).

Analyse d’erreurs : Une partie des articles s’attachent & montrer les erreurs dans les
démonstrations proposée. Ainsi Haynberg (2009, [40], [41]), par exemple s’attaque, mais
de fagon naive a& une démonstration élaborée par Schorer (2009) revue par la suite par
l'auteur sans grand succes (Schorer, 2014a, [42], 2014b, [43]).

Epistémologie et philosophie des sciences : Bendegem (2005, [44]) méne une suite de
travaux pour « capturer » le travail des mathématiciens qui ne se résume évidemment
pas a ’écriture de démonstrations. Le probléme 3x + 1 est pris comme étude de cas en
se basant sur les bibliographies annotées de Lagarias et d’autres sources.

Le roman de Antoine Billot (2008, [45]) qui présente I'affrontement entre deux mathé-
maticiens a propos de la suite de Syracuse peut également intégrer cette rubrique.

13. Voir & ce propos 'analyse dans la section « Le monde de Syracuse » page 34
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Quelques résultats marquants

Les records, les recherches sur la longueur maximum des cycles, les recherches sur le
temps d’arrét, I'extension aux nombres 2-adiques sont des classiques du domaine.

Les records

Une course au record est engagée de la plus grande valeur vérifiant la conjecture. Le
record de 2009 tenu par T. Oliveira e Silva est de 5 x 2% ~ 5.8 x 10'® (Oliveira, 2010,
[46]).

Dans une suite de tests systématiques, outre les nombres pairs, il est inutile de traiter
les nombres de la forme m = 4n + 1 puisque leur trajectoire passe toujours sous m (voir
I'annexe 2). Ce qui élimine 50% des nombres impairs.

Dans I'annexe 2, on constate aussi que la trajectoire des nombres de la forme m = 16n+3
passe également sous m. Les programmes de E. Roosendaal ([47]) (ancien recordman)
et de T. Oliveira e Silva utilisent cette idée liée a d’autres astuces arithmétiques et de
programmation.

Une heuristique

En partant d’un nombre impair, on calcule la probabilité de retrouver un nombre impair
(c’est la fonction originale C' qui est utilisée). Si la fonction est suffisamment « mélan-
geuse » (mixing), 'image du nombre a une chance sur deux d’étre impaire, une chance
sur quatre d’étre le double d’'un nombre impair, une chance sur huit d’étre le quadruple
d’un nombre impair, etc. Ces probabilités se retrouvent a chaque étape. Ainsi calculer la
croissance moyenne de la suite revient a la multiplication par 3/2 une fois sur deux, la
multiplication par 3/4, une fois sur quatre, etc.

En utilisant les identités : Y7 1/2n = 1 et Y 2, n/2" = 2 on trouve la croissance
moyenne :

31/2+1/4+... 3

(3/2)/2(3/4)V/4(3/8) /% — (1/2) 2 (1/A) A (1/8) s . 4

Ainsi toute orbite finirait par repasser sous son point de départ. Ceci implique qu’il n’y
a pas de suite divergente et que, par induction compléte, tout suite finit par atteindre 1.
Cet argument heuristique pourrait étre poussé plus loin et mener & la conjecture que les
trajectoires passent finalement & 1, valeur minimum possible. Ce prolongement ne prend
pas en compte le fait que des trajectoires peuvent étre finies, auquel cas I'argument de
croissance moyenne n’est plus applicable. L’argument n’élimine pas les cycles autres que
(1,4,2,1).

Par exemple 3z — 1 satisfait la méme heuristique et possede le cycle (5, 14, 7, 20, 10, 5).

Cette méme heuristique parait plus intéressante pour conforter la conjecture que pour
le probléme ax + 1 avec a > 3, il existe des valeurs initiales m dont les trajectoires sont
non bornées. Le cas 7z + 1 est en particulier cité par Crandall (1978, [3]).
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Longueur des cycles

Eliahou (2011c, [28]) 1* a obtenu une borne minimale pour la longueur d’un cycle. Pour un
cycle il sépare les valeurs en p nombres paires by, by, ... b, et ¢ nombres impairs ¢y, ..., ¢,
avec p + q¢ = n longueur du cycle.

On appliquant 'opérateur C' a tous les nombres du cycle, on retombe sur les mémes
nombres. Il s’ensuit une relation :

b
blx...xbpxcl><...xcq:(—)x...x(;p)x(cljtl)x...x(3cq+1)

On en tire : | .
2 =0B+—)x...x3B+—)
C1 Cq
Pour n = 5 et n = 18, la relation permet directement de déduire I'inexistence de cycle
de cette longueur.

Pour le cas général, on pose m la valeur minimum sur le cycle (m est forcément impair).
De la relation précédente on tire : 37 < 2P < (34 1/m)? et en prenant le logarithme :
qlog3 < plog2 < qlog(3 + 1/m) puis (voir aussi 4, page 12) :

1 log(3+1
g3 _p _log(3+1/m)
log2 ¢ log 2

Comme on sait que suite au record établi par Toméas Oliveira e Silva (Oliveira e Silva,
2010), on en tire :

log3 p log(3+2x107%)
<
log2 ¢ log 2

En utilisant les résultats liés aux paires de Farey on peut montrer que p et ¢ doivent étre
grands et estimer leur grandeur. On obtient pour leur somme : n > 17'026'679'261.

C’est remarquablement ingénieux. Et chaque nouveaux record sur les valeurs ot la suite
converge vers 1 augmente la longueur des éventuels cycles non triviaux au-dela. (voir
aussi Ghosh (2009, [50]), Sinisalo, 2003 ([51])).

Vecteur de parité et fonction ()

Définition : Le vecteur de parité vg(m) = (x;(m))o<=i<x de m est donné par : x;(m)
valant 0 ou 1 selon la parité de T (m);

v(m) = limg_ oot (n) ;

d(m,a,b) =% .., xi(m); d(m,b) = d(m,0,b)

Exemple : v4(17) = (1,0,1,0,0,1)

14. Eliahou (2011a, 2011b, [48], [49] analysent des cas particuliers et introduisent la méthode utilisée
dans le cas général.
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Selon Lagarias, 'idée de Terras est d’exprimer m comme fonction de v.
Définition = Qr(m) = Y_,_g 4 xi(m)2’
Q. est une application de N dans {0,1,...,2F — 1}

A noter que le vecteur de parité de longueur k& de m n’est rien d’autre que le développe-
ment binaire de Qx(m) écrit dans 'ordre inverse.

Qr(m) globalise le vecteur de parité et il y a correspondance biunivoque entre ’ensemble
des vy, et les valeurs de (). C’est une technique classique de remplacer des suites binaires
par des nombres dont la suite est le développement en base deux.

Ezemple : vs(17) = (1,0,1,0,0,1) ; Qs(17) = 37 s’écrit en format binaire : 100101.

Une remarque générale est que souvent les auteurs découpent leur travail en de nom-
breuses petites étapes (lemme) en introduisant de nombreuses notations dont il est diffi-
cile d’apprécier ’apport conceptuel qui font souvent perdre le fil. Voici quelques propriétés
de T et Q) quasiment immeédiate et qui peuvent s’exprimer sans notation additionnel
(sauf exception de la puissance de 3 dans U3.1 et U3.2 mais dont la valeur a peu d’im-
portance pour la suite).

Propriétés utiles :
Ul : T(m+2a) =ta+T(m) avec t = 1 ou t = 3 selon la parité de m

U2 : T(m + 4a) = t12a + T(m); T®(m + 4a) = t1tea + TP (m) avec t; = 1 ou t; = 3
selon la parité de m et avec to = 1 ou ty = 3 selon la parité de T'(m)

U3.1 : Pour i <=k, m impair : T4 (m 4 2F x a) = 2F-134m0q + T (m)
U3.2:Pouri <k :TW(m+2F xa)=T%(m) (mod 2)

U3.3: TH(m +2F x a) =a+T®(m) (mod 2)

U4 : Qp(m +2F x a) = Qr(m); Qy est 2F - périodique

U5 : Qr(m + 251 x a) = Qr(m) + a2k!

U6 : Qé") (m+ 21 xa) = Q,(Cn)(m) + a2*~! avec a valant 0 ou 1 selon la parité de a
U7.1: Qe(m) = Qu_1(m) + TH=D(m) x 2k~

U7.2: Q7 (m) = Q2 (m) + (TFD(Qua(m)) + TED(im)) x 21

U73: Q" (m) = Qi (m) + (TE-D(Q), () + THD(Q (m)) + TED(@Qus () +
Tk=1(n)) x 2k-1

UT4 = Q) (m) = Q4 (m) + 27 S TED(@Q () = Q3 (m) +27 x A

U8 : @ conserve la parité et on a : T(Qx(m)) = Qr_1(T(m)) pour m pair; T(Qxr(m)) =
2 +3Qk—1(T(m)) pour m impair

Démonstrations :

U1, U2 : par calcul direct.

U3.1 : généralisation par récurrence.

U3.2, U3.3 : passage (mod 2).

U4 : de la définition de Q. et de U3.2.

U5 : En utilisant la définition, U3.1 et la définition :
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— Qr(m+ 281 xa) = Zzzo,kq(T(i) (m + 261 x @)2%) + T¢=1(m + 2k-1 x q)2~!
= Qu(m+ 2" xa) = 30,0 5o (TO(m)2) + (a + T (m)) 25

— Qr(m + 281 x a) = Qr(m) + a2k — 1

U6 : utilisation de U5 de facon répétée.

U7.1 : par définition.
U7.2 : par utilisation de U7.1.
U7.3 : par utilisation de U7.2 et Q,(f) (m) = Q,(f)( ,(f) (m)).

U7.4 : généralisation.

U8 @ de Qx(m) = Do, i (TO(M)2) = m + 23, (T (m)2") = m +
2Q1_1(T(m)).

On en tire les relations : Qr(m) = m (mod 2); T(Qr(m)) = Qr_1(T'(m)) pour m pair;
T(Qr(m)) =2+ 3Qx—1(T(m)) pour m impair.

QED

Développement de la relation U3.1 :

La relation U3.1 (avec m = —1) généralise la propriété intéressante. Elle confirme que
tous les 7 (a2F — 1) pour i < k sont impairs. Et donc :

TO(a2F — 1) = ND(a2F — 1) = 28773iq — 1 pour i < k et N®)(a2F — 1) = [3ka — 1].
Cette relation permet de calculer facilement certaines itérations de N des éléments des

ensembles S;.

Pour m = 2714k +1)—1 € S; : NO(m) = 22»~1713i(4k + 1) — 1 pour i < 2n — 1 et
NC=D(m) = [321(4k + 1) — 1]. Comme 32" ~1(4k +1) — 1 =2 (mod 4), N®=D(m) =
(321 (4k + 1) — 1)/2

Pour m = 22"(4k+3)—1 € Sy : N (m) = 227773 (4k +3) — 1 pour i < 2n et N®(m) =
[3%7(4k + 3) — 1]. Comme 3?"(4k +3) — 1 =2 (mod 4), N (m) = (32"(4k +3) — 1)/2

Pour m = 2714k +3) — 1 € S3: NO(m) = 2?n~1=131(4k +3) — 1 pour i < 2n — 1 et
NC=D(m) = [32"1(4k + 3) — 1]. Comme 3*"~1(4k +3) — 1 = 0 (mod 4), N (m) =
(321 (4k + 3) — 1)/27 avec j > 2.

Pour m = 22"(4k+1)—1 € S, : N9 (m) = 2273 (4k+1) — 1 pour i < 2n et N (m) =
[3%7(4k + 1) — 1]. Comme 3*"(4k +1) — 1 =0 (mod 4), N®(m) = (3% (4k + 1) — 1)/2?
avec j > 2.

Lemme de réécriture : Soient m et n deux entiers positifs. On a les équivalences :

1. Qr(m) = Qr(n)

2. vi(m) = vg(n)

Démonstration : par définition (rappel : vx(n) est le développement binaire renversé de

Qr(n))
QED

Les fonctions @, permettent de « condenser » les suites (T™)g<;cr (mod 2).

Lemme de périodicité : Soient m et n deux entiers positifs. Si n = m (mod 2*) alors

Qr(m) = Qr(n) (et donc vi(m) = vg(n)).
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Démonstration : il s’agit de la propriété U4.
QED

En d’autres termes :

Pour m = a x 2% 4+ b les k premiéres composantes de v(m) ne dépendent que de b (i.e.
vr(m) = vg(b) pour tout a) ou encore @Q est 2F-périodique.

Exemple : Les vecteur vs(a x 2° + 17) = v5(17) pour tout a.

Lemme de surjectivité : w = (w;)o<i<x ¢lément de {0,1}* est vecteur de parité de
longueur k. C’est-a-dire il existe n tel que v(n) = w. Qy est donc surjective.

Démonstration (par induction sur k) :
Vrai pour £ = 1; on a wy valant 0 ou 1, il suffit de prendre n pair ou impair.

On suppose la propriété vraie pour les suites de parité de longueur k et soit une suite de
longueur k£ + 1 : w = (w;)o<cmickr1

Par hypothése d’induction il existe n tel que vg(n) = (w;)o<i<k-

On prend alors my =2k +1+net m; =2k + 1428+ n.

On a : vg(my) = vg(m2) = (w;)o<i<x par U4.

De plus : T®) (my) =2 x 35 + T® (n) ; T® (my) = (2 + 1) x 3° + TH) (n)

Ces deux nombres sont de parité opposée. On prend m; ou my selon que wy,1 est 0 ou
1.
QED

Qr est une application 2F-périodique surjective de N sur {0, 1,...,2F — 1}
Q. restriction de @, est une permutation de I'ensemble {0,1,...,2F —1}.

Lemme de l’ordre : L’ordre de @ est une puissance de 2 (divise 2¥)

Démonstration : On démontre par récurrence que Q,(fk)(n) =n (mod 2*)
Pour k =1 et k = 2 Q, est I'identité.

= 12(0) = (0,0); @2(0) =
- ( ) = (L@) (1,0
(1 11

(

Qa(1) = 1
Q2(2) =
Q2(3) =

) ?Z”(n) = n (mod 2°°)

- () 7T) (1,

Hypotheése de récurrence

);
);
);
hr

On prendra : Q(2k71)(n) n+ a2k1

Q=0 @ )
gk)(n) = l(fk 1)(Q( )( )+ 21 x A)par UT.4
- Q) = @ N(n+ax 272870 x A) par b
S QM =@t (0 + )27 = QF V(n) + (o + 4)2"7) par UG
- ng)(n) _ Ql(fk; )(n) +2 x (a+ A)2F1) par U/.4 et hr
_ ng)(n) = Ql(g;l)(n) =n (mod Qk)
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QED

Quelques fonctions Qy

- Qi =1d

~ Qy=1d

~ Q5 = (15) d’ordre 2

~ Q4 = (15)(210)(9 13) d’ordre 2

— Q5 = (121)(2 10)(4 20)(5 17)(7 23)(9 29 25 13)(18 26) d’ordre 4

Recherche sur le « temps d’arrét »

Plusieurs travaux se sont concentrées (et se concentrent encore) sur la question de savoir
quand un suite de Collatz passe au-dessous de son point de départ.

Préparation

Chaque 1 dans la suite vg(n) = (z;(n))o<i<r représente l'opération z — (3x + 1)/2 et
chaque 0 la division par 2. On en tire :

iy = 82 )
2
puis :
gromtzin)y 3y (n)  x(n)
T®(n) = 7 t—
et finalement :
T®(n) = A(n)n + pi(n) (5)
avee - d(n,k) d(nyi+1),k
3d(n, 3d(nsi s
Ak(n) = 7;,%(71) = Z xz‘(n)W
i=0,k—1

Il ne s’agit de rien d’autre qu’une réécriture de la formule 1 de la page 10.
Propritétés : \;, et p;, sont 2F-périodiques.

On définit aussi ¢x(n) = InAg(n) =d(n, k) In3 — kln2

Propriété : T™ (n) > \i.(n)n

Donc A\, (n) < 1 est une condition nécessaire pour que 7% (n) < n

Définition : Le temps d’arrét de m (stopping time) noté o(m) vaut ming(T%*) (m) < m)

Définition : Le temps de convergence (coefficient stopping time — CST) de m noté w(n)
est la valeur de £ minimum telle que Ax(n) < 1 (ou ¢x(n) < 0).

Propriété : w(n) < o(n)

Exemple : T(17) = 26, T®(17) = 13 donc o(17) = 2; A\ (17) = 3/2, A\y(17) = 3/4 donc
w(l7) =2

Si 'on pouvait démontrer que le temps d’arrét est fini pour tout nombre, une démons-
tration par induction compléte permettrait de conclure.
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Le théoréme de Terras

Le théoréme de Terras indique que presque tous les nombres on un « temps d’arrét » fini.
Le résultat n’est pas vraiment étonnant puisque dans des approches naives on élimine
par tranches des valeurs de n qui satisfont a la conjecture mais en laisse subsister un
ensemble de plus en plus restreint bien qu’infini.

Théoréme A (Terras)' : La densité de I'ensemble Sy, = {m € N:o(n) < k} dans N
tend vers une limite finie F'(k). C’est-a-dire :

F(k) = lim l#{m :m < xzetolm)<k}

r—00 I

De plus, F(k) — 1 lorsque k — oco. Ainsi presque tous les entiers ont un temps d’arrét

fini.

Ce théoréme ne permet pas de conclure sur I'induction évoquée. Il ne permet pas non
plus d’exclure I'existence de cycles autres que le trivial.

Ce théoréme dans une formulation différente a également été montré indépendamment
par C. Everett (cité par Crandall, 1978, [3]) '°.

Le résultat obtenu par Carletti & Fanelli (2016, [37]) va dans le méme sens. Ces auteurs
considérent itération de S = C'®) et établissent un processus de Markov sur les classes
des nombres (mod 8). Cela leur permet de montrer que les suites définies par S sont
presque partout (selon une mesure qu'’ils définissent) non divergentes.

La démonstration du théoréme de Terras proposée par Eric Roosendaal ! est une version
simplifiée de la démonstration originale. Toutefois un lemme péche par une utilisation
abusive de la notion de limite bien que les exemples soient assez convainquant. Une autre
formulation devrait permettre certainement de palier ce défaut. D’autres « raccourcis »
sur des passages a la limite rendent la démonstration approximative.

La démonstration rapportée par Lagarias (1985, [4])1® est plus compléte. En voici les
grandes lignes.

On considére :

— un vecteur vy, = (v;)i=ox_1 de {0, 1}*

— D'ensemble S(vg) des nombres m ayant v, comme vecteur de parité. Cet ensemble n’est
pas vide par le lemme de surjectivité

— no(vg) élément minimum de S(vy)

A noter que : S(vg) = {no(vy) +n2*n € N}; no(v) = @_1(77?)(2@':0,1%1 v;2").

Définition : Un vecteur v = (v;);=x_1 de {0, 1}" est admissible si :

L. (vo+...+v-1)In3 < kln2

15. la nomenclature des théorémes est reprise de Lagarias

16. Un résultat de Slakmon & Macot (2003, [36], 2006, [52]) semble nettement plus fort. Toutefois, ce
résultat dépend d’une hypothése simplificatrice hasardeuse.

17. http://www.ericr.nl/wondrous/terras.html

18. http ://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lagarias/paper/html/ paper.html
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2. (o4 ...+v)In3 > (i +1)In2 avec 0 < i < k — 1 (c’est la valeur de & minimum
qui rend Ag(m) < 1

En particulier si v est admissible : (vo+. . .+v5_2)In3 > (k—1)In 2 et donc vo+. . .4vgp_1 =
| k0] avec § =1n2/1n3 ~ 0.63093.
Théoréme C (Terras)'® :

(a) L’ensemble des entiers m tels que w(m) = k est 'ensemble des entiers pour lesquels
il existe un vecteur admissible v avec ng(v) = m (mod 2%).

(b) Soit m = ny(v) pour v de longueur k. Si v est admissible, alors tout nombre suffi-
samment grand congruent a m (mod 2¥) posséde k comme temps d’arrét o(m). Si v
n’est pas admissible, il existe alors seulement un nombre fini d’entiers congruents a m
(mod 2*) qui ont k comme temps d’arrét.

Démonstration :

Le point (a) est directement li¢ & la définition de vecteur admissible. Le point (b) demande
un peu plus de travail. Le lecteur est prié de se référer a I'article de Lagarias.

Ce théoréme implique que 'ensemble I, = {m : w(m) = k} est la réunion de progressions
arithmétiques de raison 2*. Donc I, posséde une densité asymptotique :

d(I;) = lim l#{m :m <z et wim) =k}

T—00 I

avec d(Iy,) = s #{vr(admissible)}

Le théoréme implique aussi que Sy différe de I}, d’'un nombre fini d’éléments. Sa densité
asymptotique est donc la méme. Cela démontre la premiére partie du théoréme de Terras
que la densité asymptotique de I'ensemble des entiers dont le temps d’arrét vaut au plus
k vaut :

1
F(k) = Z Slength(v)

La somme étant prise sur tous les vecteurs v admissible avec length(v) < k.

Cette formule permet de démontrer la deuxiéme partie du théoréme de Terras et méme
un peu plus :

Théoréme D : Pour tout k£ > 1,

1
1—F(k)= lim —#{m :m < zeto(m) >k} <=2""

r—00 U

oun=1—H(A) ~ 0.05004 avec H(x) = —xlogyx — (1 — x)log,(1 — x) est la fonction
d’entropie et 0 = 1/(log, 3)

Ce théoréme ne peut pas étre amélioré de facon importante.

19. Dans la présentation de Lagarias le théoréme B rassemble des résultats concernant la fonction Qy
et le vecteur de parité.
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Graphe de Collatz et ensembles des prédécesseurs

Chamberland (2010, [24]) fait état, parmi d’autres des recherches sur l'ensemble des
prédécesseurs d’un nombre a :

P(a) = {m € N: T®(m) = a pour un certain k € N}

On filtre cet ensemble par les ensembles constitués des nombres de P(a) inférieurs a une
valeur . Le cardinal de ces ensembles sera noté Z,(z). En particulier :

Zy(z) = #{m e N:m <z et T®(m) = 1 pour un certain k € N}

Le calcul de la grandeur de Z, a été initiée par Crandall (1978, [3]) qui montre qu'il
existe une contante c telle que Z;(z) > z¢ pour z suffisamment grand.

Les travaux menés depuis ont permis de trouver des valeurs de ¢ de plus en plus grandes
(I'idéal étant 1). ¢ = 0.81 a été obtenu par Applegate & Lagarias (1995, [53]) en utilisant
une approche de programmation non-linéaire due a Krasikov. Cette méthode a encore
permis d’affiner la valeur & ¢ = 0.84 (Krasikov & Lagarias, 2002, [54]).

Extension de la suite a 7Z,

L’étude du comportement de systéme dynamique (itération de fonction) conservant une
mesure est appelée théorique ergodique. Le probléme 3z 4 1 peut entrer dans ce forma-
lisme dans la mesure ot la fonction 7' se prolonge naturellement en une fonction sur les
nombres 2-adiques?° Zj :

| a2 sia=0 (mod 2)
T(e) = { (3aw+1)/2 sinon

Elle conserve la mesure de Haar o définie sur cet ensemble avec ji9(Zs) = 1.

On peut de plus montrer que cette fonction satisfait la condition d’ergodicité en mon-
trant quelle est suffisamment « mélangeuse » (« strongly mixing »). C’est-a-dire que si
T~Y(E) = E alors uy(F) = 0 ou us(E) = 1 avec E C Zsy ou encore que T(Zs) et Zy ne
different que d’un ensemble de mesure nulle.

Pointwise Ergodic Theorem : Avec X espace mesurable, T' et f fonctions sur X, T
ergodique et f mesurable, alors pour presque tout z € X :

im ln_l @ (£)) = 1
Jim 3 AT = /X fdu (6)

Ce théoréme est un corollaire du théoréme de Birkhoff qui égalise presque partout la
moyenne sur le temps et celle sur I'espace.

Cette relation devient dans notre cas : pour presque tout o € Zo

20. Voir 'annexe 9 pour une bréve introduction aux nombres 2-adiques.
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tim L3 (0@ = [ fan @

n—oo M — Zo

Corollaire : Pour presque tout o € Zs :

— im0 1#{TW(a) =0 (mod 2);i <n} =1/2.

— limy oo 1 #{TW(a) = 0 (mod 2¥); T (a) # 0 (mod 28H1);i < n} = 1/2"! avec
k>1.

Démonstration :

Dans le premier cas, on prend f la fonction caractéristique de la boule By/5(0) dont la
mesure vaut : p(B1/2(0)) = 1/2.

Dans 'autres cas, on prend pour f la fonction caractéristique de la couronne By ok (0) —
Bl/2k+l (O) On a . ,LLQ(Bl/Qk (0) — Bl/2k+l (O)) = ,LLQ(Bl/Qk (0)) — M2(31/2k+1 (O)) = 1/2k —
1/2k +1 = 1/25+1,

QED

Autrement dit la densité des valeur de 7™ (a) = 1 (mod 2) (impair) vaut 1/2 et la
densité des valeur de T® () telles que T™(a) = 0 (mod 2¥) et T (a) # 0 (mod 2++1)
vaut 1/2¥1. Ou encore pour presque tout a € Zy la suite (T (a)) est uniformément
distribuée (mod 2k) pour tout k > 1

Cela formalise 1'heuristique décrite précédemment prolongée a la fonction 7.

Malheureusement le bébé est parti avec I’eau du bain. Le théoréme n’indique rien sur le
comportement de 7" sur Z puisque cet ensemble est de po-mesure nulle.

En fait, toutes les trajectoire (T”(m)),m € Z pourraient n’avoir jamais la propriété
énoncée dans le théoréme. En effet, si la trajectoire est périodique de période k elle ne
peut pas étre distribuée uniformément. Et si elle est divergente elle ne peut méme pas
étre distribuée uniformément (mod 2).

La connexion du probléme 3x 4 1 a la théorie ergodique est-elle une voie & suivre ? Pour
cela il faudrait obtenir une version de la relation 6 dans le cadre d’une théorie ergodique
« discréte ». Auquel la conjecture de Collatz serait démontrée pour presque tout m € Z.

Prolongement des fonctions () & 7Zs

Une autre connexion aux entiers 2-adiques peut donner plus d’informations sur le pro-
bléme. Il s’agit de la prolongation de la famille de fonctions Q.

On définit Qo : Zy — Zs par :
Qoo(@) = D7 o0 Til)2" avec x;(a) = T@(a) (mod 2)

Cette fonction encode le comportement de toutes les itérations d’un nombre. C’est I’avan-
tage de Qo sur les fonctions Q.

Quelques valeurs : Qoo(1) = 35,0 . 2% = —1/3; Quo(2) = —2/3; Quo(3) = —20/3
Lagarias explicite les propriétés (), observées par plusieurs mathématiciens dont Terras
et Pomerance et qui découle des propriétés des fonction @)y :

Théoréeme : L’application ()., est bijective, continue et préserve la mesure 2-adique.
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Par ailleurs, une nouvelle formulation de la conjecture en terme de la fonction )., est :

Proposition (Lagarias, 1985, [4]) : La conjecture de Collatz est équivalente a :
Qoe(No) C (1/3)Z (de fait Qu(No) C (1/3)Z — Z).

Démonstration :

Si la conjecture de Collatz est vérifiée alors la suite des T™®)(m) est finalement composée

de l'alternance de 0 et 1. Le développement de Hensel (1,1,0,1,0,1,...) représente la
fraction 1/3 et (1,0,1,0,1,...) représente la fraction -1/3

Par ailleurs, il faut montrer que si la suite des T (m) (mod 2) alternent finalement des
1 et des0aalorsm=1oum=2.

On peut se restreindre a m € 2N + 1.

On choisit la premiére valeur 7% (m) telle T®)(m) = 1 (mod 2) et par la suite 0 et 1
s’alternent. A montrer que ce n’est possible que si m = 1. Pour cela, on examine les cas
possibles selon la partition de 2N + 1 par les ensembles S;.

1. m ne peut pas étre dans Sy U.S, : En effet, par la remarque de la propriété intéressante,
T*+1) (m) est impair.

2.m € S3:m=2""1(4k + 3) — 1 par la remarque de la propriété intéressante n = 1 et
donc m = 8k + 5 = 2Pi + 5 ou ¢ est un nombre impair et p > 3.

T(2Pi+5) =3 x 274 4+ 8; TP (2P + 5) = 3 x 2P=2 + 4. On trouve deux nombres pairs
successifs. m ne peut pas étre dans Ss.

3.me S :m=2""1(4k + 1) — 1 par la remarque de la propriété intéressante n = 1 et
donc m = 8k + 1 = 274 4+ 1 ou ¢ est un nombre impair et p > 3.

T(2Pi +1) = 3 x 2074 4+ 2 (pair) ; TP (271 +1) = 3 x 277 % 4 1 (impair) ; TG (275 + 1) =
9 x 273 + 2

3.1 Si p est pair on aboutit & 3¢ x 2¢ + 2 et 3¢ x ¢ + 1 , 2 nombres pairs qui se suivent

sauf si 7 = 0.

3.2 Si p est impair on aboutit & 37 x 2i + 1 et 397! x ¢ + 2 , 2 nombres impairs qui se
suivent sauf si i = 0.
QED

Le comportement de sous-itérations est lui-méme intéressant.

Soit Q' I'ensemble des fractions dont le dénominateur est impair. Il est contenu dans
Zs. 11 consiste exactement en les entiers 2-adiques dont la suite des 2-digits est finie ou
périodique.

Proposition (Lagarias, 1985, [4]) : La conjecture des cycles finis est équivalente a :
il existe un entier impair M tel que : Q(Z) C (1/M)Z

En fait on peut prendre M = [[(2' — 1) ot le produit est pris sur tous les entiers [ pour
lesquels il existe un cycle minimal de longueur [.

Conjecture de périodicité (Lagarias, 1985, [4]) : Qux(Q) = Q'

Exemple : Q(10) = —26/3; Quo(—26/3) = —54; Qs(—54) = —82/7; Quo(—82/7) =
?/15
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On peut voir que si m posséde une trajectoire divergente alors la suite (xo(m), z1(m),. ..)
ne peut pas étre périodique. Si cette conjecture s’avére étre vraie, alors il en va de méme
pour la conjecture des trajectoires (non) divergentes.

Ensembles suffisants

Définition : S est suffisant si pour tout m € N, il existe s € S tel que la trajectoire de
m selon T coupe celle de s. C'est-a-dire qu’il existe k et [ tel que T® (m) = TW(s).

A noter qu’a partir de cette valeur commune, les trajectoires sont identiques.
Proposition : Fy U Fy est un ensemble suffisant.
Démonstration :

Par itération de 'opération P : z — (v —1)/4 m ¢ Fy U F5 impair va sur un élément m/
de Fy ou Fy. Puis on a N(m) = N(m').
QED

Avec la méme démonstration on a :
Proposition : F, U F,, 1 est un ensemble suffisant.

Il existe donc des ensembles suffisants de densité aussi faible que 'on veut. Toutefois,
cela reporte le probléme de N sur un autre ensemble infini.

Proposition : F,, est un ensemble suffisant pour tout s € Nj.

Démonstration : Il suffit de voir que pour tout élément de Fj, il existe un élément de F,
tel que les deux trajectoires se rencontrent.

On considére successivement les ensembles F; N.S; pour i = 1,2, 3, 4.
l.xe FinNS;
r=2"""14k +1) -1 avec n > 2

NC=2)(z) = N@=2(22=2(8k +2) — 1) = 3228k +2) — 1 = 1 (mod 8) et donc
N(Q"_Q)(:L’) € FQ.

2. x €85 CFy
r=2"(4k+3)—1avecn > 1

NC=D(g) = NC=D(22=1(8k +6) — 1) = 3 L(8k +6) — 1
N(Qn_l)(:ﬂ) c Fz-

3. x€ F1NSs

r=2""14k+3)—1,n>2

NCn=2)(3) = NCn=2)(22n=2(8 4 6) — 1) = 3"~2(8k + 6) — 1
Par ailleurs on prend y = (z — 1)/2 =2>""2(4k +3) — 1 € S,

NC=2)(y) = NCr=2)(220=2(4f + 3) — 1) = [32"2(4k + 3) — 1] = (32" 2(4k +3) — 1)/2
puisque 3*"7%(4k +3) — 1 =2 (mod 4)

On a : 4N®=2(y) 41 = N2 (g) et donc NV (y) = NC=(z)
4.1. X E 54 C Fl’ x:22n(4k+1) _ 1777/: 1

1 (mod 8) et donc
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r=3+16k,y=(x—1)/2=1+8k € F}

NO(z) = N®(y) = [2 + 9k]

4.2. 2 €Sy C F,z=2"4k+1)—1,n>2

NC=D(g) = N@n=D (221 (8 +2) — 1) = 3" 1(8k +2) — 1

On considére y = (z —1)/2=2>""14k+1) - 1€ F;, NS,

N@=U(y) = NCr=D (22071 (4 + 1) — 1) = 314k + 1) — 1] = (3" (4k + 3) — 1) /2
On a : 4N D(y) + 1 = N?=D(z) et donc N®(y) = N@(z)

QED
Andaloro (1998, [19]) indique que Korec & Znam ont démontré que les progressions
arithmétiques (a (mod p™) constituent des ensembles suffisants si (a,p) = 1 et 2 est

une racine primitive (mod p?)2!. Tl montre lui-méme que que 1+ 16N est suffisant et
conjecture que 1 4+ 2"N est suffisant pour tout n.

Théoréme (Monks, 2006, [55]) : a + bN est suffisant pour tout a et b de N.

Autrement dit ’ensemble formé des éléments de n’importe quelle suite arithmétique est
suffisant.

Corollaire : Tout suite arithmétique est suffisante pour les sous-conjectures « nontrivial
cyles » et « (no) divergent orbits ».

Remarque : La découverte d’ensembles suffisants de densité aussi faible que 'on veut,
intéressante en soi, ne semble pas simplifier le probléme. Celui-ci est reporté sur le nouvel
ensemble.

Extension aux nombres réels ou p-adiques
La fonction proposée par Chamberland (2006, [29], [30]) est la suivante :

1 2z+1

f(ﬂf):fCﬂLZ 1

Les auteurs montrent en particulier que les intervalles Iy = [0, u1] et Is = [p1, 3] sont
invariants par f , ot u; &~ 0.277 et u3 = 2.445 sont des points fixes répulsifs.

cos(mx)

Par contre I3 = [u3, 00] n’est pas invariant et 'auteur considére 1'ensemble (escape set)
Ey ={x € I3 : supw(r) < p3} ol w(x) est 'ensemble limite de la trajectoire de .

Ry ={x € I3:infw(x) > ps} est lensemble des résidus (residue set). Dans cet ensemble
on distingue S (stable set) bassin d’attraction de toutes les trajectoires périodiques de
f dans I3 et son complémentaire Uy (unstable set) dont on distingue U® = {r € Ry :

lim sup;, o, f® () = oo}
Fleckinger et Abdoulkarim (2015, [39]) ont étudié une généralisation de la conjecture de
Collatz dans Q, extension p-adique de Q. Pour v € Z,, :

[ ufp si p|m
Ipq(u) = { (qu + €o(—qu))/p sinon

21. C’est-a-dire tout inversible de Z/p?Z est une puissance de 2 (mod p?)

28



Avec ¢ : Z, — {0,1,...,p — 1} donnée par ¢(u) = u (mod p). C’est-a-dire ¢, donne le
premier coefficient du développement de Hensel. Donc qu + ¢y(—qu)) posséde 0 comme
premier coefficient et est donc divisible par p dans Z,.

Ils définissent également un « équivalent » de la fonction ).

Dy q(u) = Z €o(—qua)p"

n=0

ot u, = gy ,(u). C’est une isométrie de Z,. Elle se prolonge a Q, par :

Dy q(p"u) = p "Ry q(u)

avec u € Z, et n € N.

Les applications de Conway (Conway map)

Un cadre général et naturel de la généralisation du probléme de Syracuse a été proposé
par Conway en 1972. Ces applications de Conway, connues sous diverses appellations
sont détaillées par Belaga & Mignotte (2006, [56], 2015, Belaga [26]).

Définition (Conway M,, R,-map) : Soient p > 2 € N et deux ensembles de nombres
entiers M, = {mg,m1,...,mp_1} et R, = {ro,mq,...,r,_1} tels que :
m; naturel est premier avec p et r; = im; (mod p) pouri=1,...,p.
(1) La Conway (M,, R,)-map T' = Ty, g, : Z — Z est donnée par :
i m;m —71;

T(m) = — pour m =7 (mod p)

(2) La Conway M,-map multiplicative correspond a la Conway (M, R,)-map ot r; =0
pour tout .

w(T) =mgy x ... x my_y est I'indice de contraction-expansion (conex-index) de 7.
Exemple : Ty = T, r, avec My = {1,3} et Ry = {0, —d}.

Résumé des conjectures

Les conjectures foisonnent. En faire un recensement est le but premier de cet article.
En plus de la conjecture de base, originale, avec des versions plus ou moins fortes ou
faibles, on trouve de nombreuses variantes ou des formulations équivalentes dans divers
domaines mathématiques.

Les variations peuvent concerner la relation de récurrence utilisée, le domaine de défini-
tion et la conclusion. Cette derniére peut affirmer I'existence d'un seul cycle trivial, ou
alors de plusieurs cycles (en nombre fini ou non) ou encore 'existence ou non de suites
divergentes. La formulation peut aussi varier en fonction de la version C', T ou N de
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la relation utilisée. Les conjectures concernant ’existence de plusieurs cycles ou de non
convergence peuvent étre qualifiées de « anti-syracuse ».

Par ailleurs, on peut montrer que la conjecture est équivalente a des conjectures expri-
mées, reformulées, dans des domaines divers.

Les conjectures de base

Conjecture de Collatz : La suite obtenue par itération de C' aboutit au cycle (1, 4, 2)
quel que soit la valeur initiale.

Nontrivial cycles conjecture (forme faible de la conjecture de Collatz) : S’il
existe m tel que C®)(m) = m pour k > 1 alors m = 1, 2 ou 4.

Est équivalente a :

Collatz Cycle Conjecture® : La suite (1) est le seul cycle de N-Collatz avec des
termes positifs.

Conjecture de (non) divergence ((no) divergent trajectories conjecture) : Toute
les trajectoires (C'®)(m))g—o . sont bornées.

Cette conjecture implique que toutes les trajectoires aboutissent a un cycle.

Congecture du temps d’arrét fini : Toute trajectoire finit par repasser au-dessous de
son origine.

Cette conjecture permet de démontrer la conjecture de Collatz par induction compléte.

Conjecture en forme de semi-groupe affine : Soit S le semi-groupe affine engendré
par {x — 2z;x — (2¢ — 1)/3}. L'orbite (S : {4}) contient tous les nombres entiers
positifs supérieurs a 2.

Coefficient stopping time conjecture : Pour tout m > 2, le « stopping time » o(m)
est égal au « coefficient stopping time » w(m).

Extensions a 7Z

On trouve ici des conjectures qui étendent les valeurs a Z.

Conjecture des cycles finis (Lagarias) : 1l y a seulement un nombre fini de cycles
distincts pour la fonction T itérée sur Z.

Cette conjecture a été précisée :

Generalized Collatz Cycle Conjecture (Kaneda, 2014, [57]) : Les suites (1), (-1),
(-5, -7), et (-17, -25, -37, -55, -41, -61, -91) sont les seuls cycles de N-Collatz.

Nous notons que :

[ —m/2 si m est pair
T(=m) = { (—gm +1)/2 sinon

22. En prenant la formulation de Kaneda (2014, [57]) et en utilisant notre convention pour noter la
suite de Collatz considérée.
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et comme (—gm+1)/2 = —(gm—1)/2 chercher les cycles sur les nombres négatifs revient
a chercher ceux sur gz — 1 puis de prendre les nombres opposés 2.

Ainsi donc I’étude des cycles liés & gx + 1 sur Z se raméne celle des cycles gxr + 1 sur N

Par ailleurs, on sait que les cycles de gx + d sont les cycles de gx + 1 amplifié par d. Le
seul intérét de ’étude de qx + d est de mettre en évidence des cycles primitifs c’est-a-dire
ne provenant pas de cycles de gz + 1.

Généralisations de la formule de récurrence

Des études ont proposé des relations de récurrence plus générale.

Oliveira (2010, [46]) expose la généralisation de la fonction C' suivante (vraisemblable-
ment due a Kakutani) :

m/dp(m) sidp(m) i

1
Ck.p(m) = { Km+1 sidp(m)=1

Ou K € N, K > 1, D est un ensemble de nombres entiers supérieurs a 1 et dp(m) vaut
1 si m n’est pas divisible par aucun des éléments de D et vaut le premier tel élément
sinon.

Cs 12y est la fonction de Collatz.

Conjecture 5x+ 1 de Kakutani : La suite générée par itération de Cs f2 3y a partir de
toute valeur entiére positive atteint 1.

Congecture 7r + 1 de Kakutant : La suite générée par itération de C7 (235) a partir
de toute valeur entiére positive atteint 1.

A comparer avec l'anti-conjecture de Crandall citée par Delahaye concernant 5x + 1.

Allouche (1979, [58]) ** étudie la généralisation du probléme de Syracuse proposée par
Hasse.

(m) = m/d sim=0 (mod d)
g\m) = (nm — nm%d)/d sinon
Avec n > 1, d > 2 premiers entre eux. nm%d indique le reste de la division de nm par d.

Conjecture : Si n < d/(d — 1) il existe un nombre fini de cycles F' sous g tel que
pour tout m la trajectoire de 7,(m) est finalement un élément de F. En particulier
{m : 3k, g®(m) > m} est fini.

Conjecture de Matthews-Watts, 1985 : Soit Ty, r, one application de Conway

(i) Si T satisfait la condition de contraction (7)) < pP, alors toutes les trajectoires 7r
sont finalement cycliques. En particulier, il existe au moins un cycle.

(i) Si T satisfait la condition d’expansion pu(7') > pP, alors presque toutes les trajectoires
7r sont divergentes. En particulier, il y a au moins une trajectoire divergente.

23. (-7, -10, -5) est un cycle de 3z 4+ 1 et Popposés de (7, 10, 5), cycle de 3z — 1.
24. Avec une nouvelle allusion dans Allouche (2017, [59]).
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(iii) Le nombre de cycles est fini.

(iv) Si la trajectoire 7p(m) est divergente, alors les valeurs itérées sont uniformément
distribuées (mod p?) pour tout ¢ € N.

C’est la conjecture qui chapeaute largement toutes les généralisations classiques de la
conjecture de Collatz.

Conjectures concernant 3z + d

Il existe de multiples conjectures concernant les Ty-suites. Elles ne différent parfois que
par la formulation.

Pour la fonction Ty, il existe toujours le cycle « trivial » (d, (3d 4+ d)/2 = 2d) qui n’est
pas primitif. La conjecture suivante affirme ’existence de cycles primitifs.

Primitive Cycles Existence Conjecture (Lagarias (1990, [1]) : Pour tout d
nombre entier positif premier avec 6 il existe au moins un cycle primitif pour 7.

La conjecture suivante limite toutefois le nombre de cycles primitifs.

Finite Primitive Cycles Conjecture (Lagarias (1990, [1]) : Pour tout d nombre
entier positif premier avec 6 il existe un nombre fini de cycles primitifs pour 7.

Conjecture P (Lagarias (1990, [1]) : Tout nombre positif ng = +1 (mod 6) est dans
un cycle primitif d’une infinité de T, avec d = +1 (mod 6).

Dhiraj (|2]) démontre un théoréme concernant une condition suffisante pour I'existence
d’un cycle primitif (voir aussi 'annexe 7).

Belaga & Mignotte (2006, [60]) calculent tous les cycles primitifs pour 6667 valeurs
de d comprises entre 1 et 19999 et corroborent la conjecture de Lagarias. Ces calculs
corroborent également des conjectures plus fines (Belaga & Mignotte (2000, [61]) énoncée
en alourdissant 'appareillage symbolique. Notamment (avec D ’ensemble des nombres
naturels premiers avec 6) :

Recurrence Threshold Conjecture : Pour tout d € D, il existe un entier R tel que
toute trajectoire passe dans l'intervalle 1 < m < R une infinité de fois. La valeur mini-
male de R est dénotée R, et est appelée « Ty-recurrence threshold) » (seuil de récurrence
pour Tj).

Collapse Threshold Conjecture : Pour tout d € D, il existe un entier L tel que toute
trajectoire se trouve finalement dans l'intervalle 1 < m < L. La valeur minimale de L
est dénotée L, et est appelée « Ty-collapse threshold) » (seuil de collages pour Ty).

Termination Set, or Attractor Conjgecture : Pour tout d € D, il existe un en-
semble fini U de nombres naturels tel que toute trajectoire se trouve finalement dans U.
L’intersection de tels ensembles U est notée U, et est appelée « T;-termination set » ou
« Ty-attractor ».

Des conjectures concernent également des valeurs pour le périgée d'un cycle (valeur
minimale, forcément impair d’un cycle) sont aussi données. Certaines sont démontrées
(Belaga, 2003, [62], 2007, [63]).

32



3n+p conjecture (Vasantha et ali, 2017, [64] : Les suites basées sur 3n &+ p avec p
nombre premier pour tout germe n € N entrent dans un cycle et il n’y a qu'un nombre
fini de tels cycles.

Ces conjectures sont émises dans un autre « club », sans références aux conjectures de
Lagarias plus anciennes et qu’elles particularisent.

La conjecture sur les cycles finis de Lagarias est étendue aux valeur de d négatives et au
probléme étendu & Z 25, sans inclure la clause de primitivité.

(3x + d)-Cycle Conjecture (Kaneda, 2014, [57]) : Pour tout d € Z avec d = 1
(mod 6) ou d = —1 (mod 6), le nombre de (3x + d)-cycles est fini.

Conjectures concernant qr + r

Conjecture de Crandall (1978, [3]) a propos du qx + r probléme : Avec (q,r) #
(3,1), g et r impair, il existe m impair tel que N(fgr) (m) = 1 ne posséde pas de solution.

Cette conjecture est trivialement prouvée pour r > 1 en prenant comme valeur d’origine
m =0 (mod 7).

Pour g = 5 les origines m = 13 ou m = 17 conduisent a des cycles ne contenant pas 1
(par contre l'origine m = 3 conduit au cycle selon N : (3, 1)).

Si g = 181, m = 27 génére une suite sans la valeur 1. Et pour ¢ = 1093 cela est vérifié
pour m # (234 — 1)/1093.

La conjecture de Crandall est souvent citée en se limitant au cas r = 1.

Congecture de Crandall stmplifiée : Pour le probléme qr + 1 avec ¢ > 3 impair, il
existe des valeurs initiales m dont les trajectoires ne contiennent pas 1.

Les conjectures de ce genre sont parfois qualifiées de conjecture anti-Syracuse.
Franco & Pomerance (1995, [65]) ont montré que cette conjecture est « presque vraie ».
L’adaptation de 'argument heuristique suggere d’ailleurs :

Conjecture des « vols infinis » (évoquée par Delahaye) : Pour la suite générée
par la relation gz + 1 avec ¢ supérieur a 3, il existe des vols infinis (c’est-a-dire une ou
plusieurs valeurs initiales telles que la suite ne soit bas bornée).

Pour 5z + 1 T'origine m = 7 semble conduire a un vol infini. Cette conjecture est a
comparer a celle émise par Kakutani pour la suite bx + 1

Nous conjecturons qu’il en va de méme avec m = 11.

Généralisations de la formule de récurrence a R, Z; ou Q,

Chamberland (1996, [29]) propose une interpolation f de T'a R*. Avec les notation de
la page 28 on a :

Conjecture : f n’admet aucun cycle attractif sur U'intervalle [us3, 0o|. (u3 ~ 2.445

25. A noter qu'un cycle ne peut contenir a la fois des nombres positifs et négatifs.
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Conjecture (Chamberland, 1996, [29]) : NN R; =)

Equivalente a la conjecture principale.

Stable set conjecture (Chamberland, 1996, [29]) : S; =0

Etant la conjecture nontrivial cycle conjecture

Divergent trajectories conjecture (Chamberland, 1996, [29]) : NN U = 0

Unstable set conjecture (Chamberland, 1996, [29]) : Us est de mesure (Lebesgue)
nulle.

Conjecture de Lygeros et Rozier (2014, [31]) affine le lien entre les conjectures concernant
le systéme dynamique proposé par Chamberland et les conjectures de Syracuse (cycles
non-triviaux et trajectoires divegentes).

Conjecture de Collatz généralisée (Fleckinger et Abdoulkarim, 2015, [39]) :
(I)p,q(Q) =Q.

Autres conjectures

Conjgecture : Qx(No) C (1/3)Z (de fait Q(Ny) C (1/3)Z — Z)

Si la conjecture de Collatz est vrai, le développement Q) (m) pour tout m se termine
par la répétition de 1 et 0. Cela correspond a 'expression au nombre 1/3.

Conjecture des Cycles finis : il existe un entier impair M tel que : Q(Z) C (1/M)Z

Random conjecture : Une suite aléatoire de Syracuse devient presque stirement plus
petite qu'une borne B fixée .

Cette conjecture est citée pour mémoire. Elle est « démontrée » par Slakmon et Macot
(2003, [36], 2006, [52]) mais correspond de fait & 'heuristique développée précédemment
page 16 (voir aussi la section Le monde de Syracuse page 34).

Conjecture du noyau d’une fonctionnelle : La conjecture de Collatz est vraie si
et seulement si K = A, avec K le noyau de deux fonctionnelles sur les fonctions holo-
morphes et Ay 'ensemble généré par ¢o(z) =1 et ¢1(2) = 2/(1 — 2)

Cette conjecture semble déconnectée de la conjecture originale. Toutefois, dans la ten-
tative d’expression de la fonctionnelle, les relations génératrices de la suite de Collatz
réapparaissent.

Divisibility problem involving powers of 2 and 3 : Il n’existe pas de suite croissante
0=a; <ap <...< apy telle que 2%+1 —3" soit un diviseur propre de 37121 372292 4
co 20

C’est une reformulation de la conjecture faible. Cette conjecture semble la seule totale-
ment déconnectée de la conjecture faible originale.

« Le monde de Syracuse »

Aprés avoir passé en revue, du point de vue mathématique, diverses directions de travaux
liées & la conjecture de Syracuse, cette section va porter un regard plus socio-cognitif sur
la production de « résultats » tout venant concernant la suite de Syracuse.
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On peut classifier les travaux consultés en quelques catégories crées a partir des trois
critéres : démonstration d’une propriété associée ou « démonstration » de la conjecture
(auquel cas il s’agit d’une analyse d’erreur); production naive ou savante; avec erreur
(ou maladresse) ou apparemment correcte.

Dans cette classification on distingue différents répertoires : celui des productions sa-
vantes, de mathématiciens respectant les usages et formes des textes mathématiques et
celui des travaux d’un public plus élargi mais assez disparate qui comprend des mathé-
maticiens débutants, de scientifiques ou d’ingénieurs moins rompus a 1’écriture de textes
mathématiques et d’amateurs plus ou moins éclairés.

Cela mettra en évidence les représentations naives que peut revétir une question mathé-

matique 6.

Le niveau des amateurs peut étre caractérisé par cette remarque de 'un d’eux « les
mathématiciens qui se réferent au probleme comme le ’3r+1 problem’ n’ont pas eu le
lavage de cerveau par FORTRAN (comme je l’ai été) qui fait croire que seul n, et pas x,
représente un entier » %7

Productions naives

Les travaux faisant partie de cette catégorie sont effectués par des personnes peu au
courant des formes élémentaires du raisonnement mathématique et/ou de sa présentation.
Le média Internet favorise certainement la communication dans un mode décomplexé,
voire parfois arrogant. L’annexe 10 présente quelques exemples recueillis sur des forums.
La tentative de Dianopoulos (2012, [17], 2013, [18]) déja citée en constitue un autre
exemple.

De nombreux sites personnels, tel que celui de O. Pirson ([67]) présentent des références
(parmi d’autres) au probléme de Syracuse, voire des éléments de calcul.

« Démonstration » de la conjecture

Il n’existe évidemment pas de démonstration correcte de la conjecture et cette section
est finalement consacrée a une analyse d’erreurs, dont la pratique, en dehors du monde
scolaire et de la recherche en didactique, est peu fréquente.

On peut imaginer que les articles « savants » présentant des erreurs sont rares ou alors
vite retirés de la circulation.

Le travail de Opfer [14] en particulier part d’une équivalence originale et non triviale
de la conjecture (établie par Berg & Meinardus) avec une propriété de fonctionnelles de

26. Une étude des productions plus ou moins naives concernant la trisection de I'angle, la quadrature
du cercle ou alors récemment du dernier théoréme de Fermat mériterait d’étre faite s’il elle ne I’a pas déja
été. Mais les traces laissées par de tels travaux dans I’ére pré-Internet sont ténues. Un des auteurs, comme
assistant du président de la Société suisse des mathématiciens, a eu 'occasion de relire plusieurs de ces
travaux proposés a la Société. Ils étaient rapidement jugés comme revétant peu d’intérét mathématique,
ce qui n’est peut-étre pas faux. Toutefois, leur apport du point de vue socio-cognitif, voire de I’éducation
mathématique, mériterait d’étre approfondi.

27. « Mathematicians who refer to the problem as the 3x+1 problem were never brainwashed by
FORTRAN (as I was) into the belief that n, not x, stands for an integer » [66]
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fonctions analytiques. Il recéle une erreur repérée par 'auteur. Le probléme revient a
démontrer que ’ensemble constitué a partir du noyau de deux fonctionnelles linéaires
sur les fonctions holomorphes définies sur C est 'ensemble Ay généré par ¢o(z) = 1 et

¢1(z) = z/(1 - 2).
Cette conjecture semble déconnectée de la conjecture originale. Toutefois, dans la ten-

tative d’expression de la fonctionnelle, les relations génératrices de la suite de Collatz
réapparaissent.

Les autres travaux de cette catégorie pourraient étre qualifiés de savamment naifs dans la
mesure ol les auteurs ne semblent pas se méfier de la difficulté du probléme. Les travaux
respectent les formes mathématiques courantes mais ignorent en général la littérature
consacrée au sujet.

Il n’est pas facile de repérer l'erreur fatale dans un article. Ainsi, nous nous sommes
permis d’abandonner la relecture dés que nous avons repéré 3 ou 4 « naivetés » ou
micro-erreurs.

Le travail de Slakmon & Macot (ultérieur a 2003, [36], révisé en 2006 [52]) est déroutant.
Par son titre On the Almost Sure Convergence of Syracuse Sequences, il semble décrire
un résultat plus fort que celui obtenu par le théoréme de Terras. Lagarias (2012, [22]) %8
précise, en suivant I'introduction de 'article, que celui-ci montre que la "random Syracuse
conjecture” est vraie dans le sens qu'une suite de Syracuse aléatoire devient presque
stirement inférieure & une valeur B > 1 spécifiée a 'avance. Dans le texte lui-méme il
est mentionné qu’une hypothése auxiliaire est faite, celle de ’équiprobabilité d’obtenir
des valeurs paires et impaires a chaque pas. De plus, pour augmenter la confusion, le
presque toutes disparait de fagon mystérieuse et un article de Z. Mazur du Carrefour des
opinions du 27 mai 20102° présente le probléme comme résolu.

Notre conclusion est que ce résultat est finalement équivalent a ’heuristique présentée a
la page 16.

Conrow prétend démontrer la conjecture a travers de longs développements disponibles
sur le web (|66]) et un article de résumé (Conrow, 2007, [68]).

Il travaille sur la N-suite de Collatz des nombres impairs et utilise de fagon intensive
larbre des prédécesseurs. Il repére notamment les arétes s (le prédécesseur est plus petit,
par ex. 5 - 3), b (le prédécesseur plus grand, par ex. 7 - 9) et e ou les nombres sont reliés
par la relation 4n+1 (par ex. 3 - 13 ou 9 - 37) entre les nombres ayant le méme descendant.

Sous le titre Has anyone read Ken Conrow’s Collatz Conjecture website ¢ le blogueur
Mensanator 3 décortique le travail de Conrow. En résumé, Conrow décompose le graphe
de Collatz en segment de "header" les nombres de la forme 5 (mod 8). En rassemblant
ces "headers", il construit le graphe APT Abstract Predecessor Tree (APT) et montre
que la densité de ce graphe est 1. Une erreur apparente provient de ce que le graphe n’est
pas connexe. Le contre-exemple 3x + 7 vient a 'appui de cette remarque.

28. L’article parait aussi cité dans la bibliographie de Chamberland (2010), mais n’est pas référencé
dans le corps du texte.

29. Un  probléme  mathématique d’envergure mondiale enfin  résolu! http://www.
lecarrefourdesopinions.ca/7p=3035
30. https :/ /www.physicsforums.com/threads/has-anyone-read-ken-conrows-collatz-conjecture-

website.335859/

36



Ghosh 3! (2009, [69], [50]) démontre qu’il n’y a pas d’autres cycles que le cycle trivial. Tl
procéde par induction sur la longueur du cycle. Il démontre astucieusement en utilisant
la formule 3 de la page 10 que la valeur minimum du cycle est majorée par une constante
k(m) qui dépend de la longueur m du cycle. Puis il procéde par récurrence sur la longueur
du cycle et utilise I'affirmation que cette valeur minimum est supérieur a x(m — 1). C’est
une sorte de réciproque certainement erronée qui invalide le reste de la démonstration.

Nous avons déja cité le travail de Feinstein (2012, [15]) qui démontre la non-
démontrabilité de la conjecture. Il montre que toute preuve de la conjecture doit avoir un
nombre infini de lignes et que donc aucune preuve formelle n’est possible. Il se base de
facon suspecte sur un raisonnement de Freeman Dyson3? qui parait lui-méme suspect.
L’argument suivant donné a propos d’un de ses exemples est notamment imparable « It
cannot be proved because there is no deep mathematical reason why it has to be true ».

Conrow ®* analyse le travail de Feinstein et prétend que son propre travail sur la repré-

sentation des trajectoires montrent « naivement » que la preuve de ce dernier n’est pas

correcte 3. Par contre, rappelons qu’il estime lui-méme avoir démontré le théoréme 3.

Schorer (2014, [42], [43]) associe a chaque suite de nombre naturel A = (aq,...,a;) ce
qu’il appelle les tuple-set T)4. Un tuple est constitué des fragments de N-suite de Syracuse
suivants :

— les singletons (x) tels que v(3z + 1) # as
— les paires (x, N(z)) telles que v(3z + 1) = ay et v(3N(x) + 1) # a3
— etc.
— les suites (z, N(x),...,
v(BNE2(2) +1) # a4

Exemple : Avec A = (1,1,2), les tuples (1), (3,5), (15,23,35) sont des éléments de T4.

x NG (2)) telles que v(3NV=2(z) + 1) = a; pour j < i et
)

Ensuite 'auteur définit un indice lié uniquement a I’ensemble A, mais dont le vocabulaire
et les énoncés (Lemme 1.0) font penser & une distance entre tuples. Schorer construit
ensuite deux ensembles de tuples, I'un sous I’hypothése de 'existence de contre-exemples
a la conjecture et ’autre sous ’hypothése de I'inexistence de contre-exemple. En se basant
sur la fonction distance, il montre que les deux ensembles sont égaux. Admettons.

Il en déduit qu’aucun contre-exemple existe en décomposant I’ensemble des tuples entre
non contre-exemples et contre-exemples (7). Dans ce raisonnement il apparait que de
« tuples sous I’hypothése de ... » on a passé & aux exemples et contre-exemples. Ce qui
revient & porter I’hypothése au rang d’affirmation.

Haynberg (2009, [40]) apporte une critique & une premiére version (Schorer, 2009, [70])
qui n’est plus accessible. Cette critique reste valable pour les corrections apportées par
Schorer dans les versions actuellement disponibles qui contiennent de plus des considéra-
tions de type logique, notamment une section intitulée « Common Misconceptions About
the Nature of Comparison of Mutually-Exclusive Cases » pour justifier son raisonnement.

31. Eléve de Feinstein.

32. https://www.edge.org/q2005/q05_9 .html

33. http://www-personal.ksu.edu/ kconrow/cafeinst.html

34. Il évoque également et analyse des références qu’il juge douteuses!
35. http ://www-personal.ksu.edu/ kconrow /cafproof.html
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Toutefois, Schorer conscient des lacunes formelles de son travail est a la recherche d’aide
pour formaliser son travail et partager I’honneur de la découverte.

Berkouk (2015, [71]) %0 commence par démontrer que I’élément minimum d’un cycle est
impair et que le cycle trivial est le seul cycle de longueur 3. En utilisant l'inégalité 4
page 12 entre le nombre de termes pairs et le nombre de termes impairs, il déduit (en
oubliant qu’il peut y avoir de nombreuses fractions rationnelles inférieures a log 2/ log 3)
qu’il n’existe aucun cycle de longueur supérieure a 3 et que celui-ci est le cycle trivial
(cette derniére implication étant vraie).

En décomposant les nombres impairs sous diverses formes (par exemple : 2Pz — 1, il
montre ensuite en suivant plusieurs étapes que la suite décroit. Ce qui élimine les suites
divergentes. Ce qui est vrai pour les nombres de la forme 4z + 1. Il montre que les suites
d’origine un nombre de la forme 4x + 3 aboutissent & un nombre de la forme 4z 4 1. Dans
sa démonstration par récurrence, il utilise la formule sans tenir compte de la parité des
résultats intermédiaires.

Farid Baleh (Baleh, 2017, [72]) démontre que le cycle trivial est unique. Partant de
I’hypothése de I'existence d’'un cycle, 'auteur exprime de fagon correcte les éléments de
la suite en fonction de leur position dans le cycle. Puis il utilise de fagon incompléte
I'unicité d’une valeur limite (en oubliant qu’il faut évidemment que cette valeur existe)
pour conclure que le cycle est le cycle trivial 37.

L’article de N. Karl-Augustt Alahassa (2017, [73]) expose également une prétendum-
ment démonstration de la conjecture. Cet article est d'un abord ardu dans la mesure o
plusieurs notions classiques sont redéfinies.

Dans une premiére partie I'auteur introduit la notion un peu ambigiie de "cantus" sans
se référer a la décomposition d’un nombre en base deux qui lui sert de base. Par ailleurs,
l’auteur semble enclin & démontrer de nombreuses trivialités (3p+ 1 pair ssi p est impair,
il n’existe pas de ng tel que g(ng)(1) < 1) ou g est la fonction C-Collatz, etc.

Une formule « intéressante » est toutefois proposée : C*"H(g2" + 271 4 .. +241) =
3"q/2 + 3" + ...+ 1 avec ¢ pair qui se montre facilement par induction compleéte.

Cette premiére partie ne semble pas utile dans la suite ot 'auteur utilise ’arbre (graphe)
de Syracuse et « démontre » qu’il est égal & un arbre généré depuis 1 a ’aide des fonctions
2z et (x — 1)/3. Implicitement (et plusieurs contacts avec 'auteur 'ont explicité) pour
lui ce graphe contient tous les nombres naturels. Vraisemblablement la charge cognitive
nécessaire a la démonstration de différents résultats (triviaux comme la connexité du
graphe) lui a permis de se donner l'illusion que tous les nombres étaient atteints.

Aprés plusieurs échanges avec auteur 8, on peut conclure que sa démonstration vise a

prouver que chaque trajectoire passe au-dessous de son origine. L’algorithme que 'auteur

36. http ://vixra.org/abs/1507.0200

37. Lauteur contacté nous écrit : « J’ai en fait commis une erreur grossiére car la suite z,/a, est
équivalente & w,, lorsque n tend vers l'infini, r,, étant compris entre 0 et 7" — 1. J’ai donc fait une
confusion avec 'unicité d’une limite quand elle existe...

Par conséquent, ma démonstration n’est pas valable, et je continue & travailler sur cette conjecture
de Collatz, comme vous je suppose (pour ma part, je le fait en amateur, étant ingénieur dans le domaine
de la R&D en télécoms). »

38. Malgré ces échanges nous n’avons pas pu le faire douter de son raisonnement.
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donne pour trouver cette valeur ne fonctionne pas correctement et donne des valeurs non
entiéres.

Démonstration de propriétés associées; productions savantes ou
naives correctes

Les articles recensés par Lagarias ceux publiés dans des revues a comité de lecture re-
levent de cette catégorie dans le répertoire savant. Mais il peut aussi y avoir des pages
sur Internet relevant de cette catégorie dans le méme répertoire, par exemple une des
rubriques du blog de Tao.

Les autres productions ont été trouvées dans des archive ouvertes (Arxiv ou Hal), sur
des blogs ou forums ou encore sur des sites personnels, par exemple celui de O. Rozier
([74]), mais parfois dans des revues.

C’est dans cette catégorie que 'on peut placer les démonstrations d’équivalence de la
conjecture dont les références ont été données dans la section qui leur est consacrée.

Relevons encore les articles consacrés a des calculs de bornes (Belaga, 2003, [62]; Be-
laga, 2007, [63]). Le probléme de Syracuse devient ainsi une sorte de « terrain de jeu »
offrant de multiples possibilités d’exercices plus ou moins virtuoses sans que I'apport a
la démonstration ne soit clairement per¢u ou mentionné.

Le travail de Simonetto (2016, [75]) : « Conjecture de Syracuse : avancées inédites »re-
présente une forme naive plus élaborée que celles mentionnées dans la sous-section des
« Productions naives ». Il propose un document de plus de 300 pages qui mélent des
¢léments didactiques (qu’est-ce qu'une conjecture ?), épistémologiques (pourquoi cher-
cher?), allégoriques (Pommade magique , trou noir, bourse!) et calculatoires. Sur ce
dernier aspect de multiples variantes sont présentées et diverses conjectures sont propo-
sées pour les suites construites a partir des relations w, /2 £1, (3u, £1)/2 et (3u, £3)/2
(36 combinaisons possibles) et des suite « complémentaire »construites a partir de 3w, /2
et (w, £1)/2.

Outre les conjectures des questions émergent, par exemple : le calcul de probabilités
peut-il renseigner notre probléme ?

Il est & noter qu’aucune référence ou renvoi n’est fait a la riche bibliographie fournie.
L’auteur 3 précise d’ailleurs que Pouvrage a été rédigé (en une année) sans laide d’aucun
autre auteur.

Lors de notre travail de lecture nous nous sommes parfois trouvés confrontés a des diffi-
culté de compréhension face a des raccourcis et/ou maladresses parfois récupérables.

Un exemple repris de la version simplifiée du théoréme de Terras publiée par Eric Roo-
sendaal que nous avons déja mentionnée est particulierement intéressante. Il révéle une
difficulté liée a la remarque que nous avons faite & propos de I'heuristique. Il s’agit du
lemme :

T - Amn _

Lemme 4% : T®) (n) = Ay(n)n c’est-a-dire imgm () o0 T

39. Il précise n’étre pas mathématicien, mais diplomé de grandes écoles d’ingénieurs et que ses fonctions
en entreprise ’ont éloigné des sciences et de leurs « sens aigu de ’analyse et des méthodes ».
40. La démonstration utilise la relation 5 page 21 sous la forme :
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Ce lemme, utilise sans hypothése ab absurde, ni autre précaution, une limite lorsque la
valeur de 7™ (n) tend vers I'infini alors que finalement la suite passera presque toujours
au-dessous de sa valeur d’origine.

Conclusion

Le point de départ de notre travail était le constat de la prolifération des conjectures
liées au probléme de Syracuse.

Sans prétendre a I'exhaustivité, nous nous sommes intéressés a faire un état du micro-
cosme « s’agitant » autour de la suite de Collatz. Notre méthode a été de consulter les
moteurs de recherche et de suivre quelques références bibliographiques. Dans la biblio-
graphie, on verra que la plupart des articles « historiques » ont été mis a disposition
librement sur Internet.

La plupart des travaux plus récents ont été consultés sur des sites ou blogs personnels
ou les archives ouvertes arXiv et Hal.

En cours de travail, nous avons trouvé plusieurs tentatives de démonstration de la conjec-
ture et il nous a paru intéressant d’en garder trace. Nous avons étendu notre propos initial
en examinant, bien que parfois superficiellement, tous les travaux se référant au probléme
de Syracuse ; ceux affirmant la démonstration de la conjecture (il va sans dire que nous
tenons le probléme comme non résolu), les tentatives avortées et encore les développe-
ments d’amateurs qui se placent en dehors des courants initiés par les mathématiciens
confirmés.

Remarques concernant les publics

L’ensemble des articles donnent I'impression que chez les mathématiciens professionnels
« confirmés » un espoir de démontrer la conjecture subsistait encore dans les années
quatre-vingt-dix. Il restait encore des extensions et des généralisations d’ou pouvait pro-
venir la délivrance. Puis, chez le méme public, la conjecture semble étre devenue petit a
petit une sorte de terrain de jeu. Des résultats d’une assez grande technicité apparaissent
pour étendre le domaine de définition du processus, de la fonction de récurrence ou pour
démontrer différentes propriétés annexes a la conjecture originale (estimation de maxima,
par exemple). Ceci sans que 'apport de la majorité de ces travaux a la démonstration
de la conjecture ne soit évident ni annoncé explicitement. C’est une occasion de faire des
mathématiques sans forcément s’intéresser a la nature profonde du probléeme.

T®(n) = Ae(m)n __pr(n) pr(n)

T®) (n) T T® () Me(m)n+ pr(n)

Il faut mentionner que les exemples sont toutefois assez convaincants.

— n=17;(17,26,13,20,10,5); T®)(17) = 5; v5(17) = (1,0,1,0,0,1)

— Xs(17) x 17 = (32 x 17)/2° = 4.78; (erreur : 4,4%)

— n=123; (123,185,278,139,209, 314) ; T")(123) = 314 ; v5(123) = (1,1,0,1,1,0)
— A5(123) x 123 = (3% x 123)/2° = 311.34; (erreur : 0,8%)
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Parmi les auteurs qui persistent et proposent des démonstrations plusieurs proviennent
étonnamment du monde universitaire, ce sont aussi bien des étudiants que des membres
du corps enseignant. Il est intéressant de noter I'effort fait par certains pour analyser et
décortiquer le travail d’autres, et cela méme pour des travaux encore immatures et diffi-
cilement compréhensibles. Des collaborations s’instaurent a tous les niveaux de culture
mathématique.

Nous avions pensé & énoncer une conjecture qui finalement est vraisemblablement a
réfuter :

Congecture : La croyance dans la possibilité de démontrer la conjecture de Syracuse est
inversement proportionnel a la culture mathématique de I'auteur.

Quant & certains amateurs, ils aboutissent sans trop de mal & plusieurs formules bu-
toirs classiques (par exemple la formule 3 page 10). C’est souvent en voulant forcer ce
barrage que les erreurs sont commises. L’aspect « fractal » du processus de recherche
des nombres qui vérifient la conjectures - ce qu’illustrent les graphes des prédécesseurs -
incite également & imaginer une sorte de limite a 'infini embrassant tous les nombres.

On notera la différence de style entre les auteurs de culture francophone et ceux de culture
anglo-saxonne. A la différence des seconds, les premiers introduisent de nombreuses no-
tations et définitions (nombres de Collatz, couronne de Collatz, etc.). Ils recourent & un
vocabulaire imagé : temps de vol (pour temps d’arrét - stopping time), distance de vol,
temps de vol en altitude, etc. Il n’est pas certain que cela permette de mieux traiter le
probléme.

Remarques concernant les erreurs a éviter

L’examen de la suite de Syracuse demande quelques précautions. On note quelque diffi-
cultés récurrentes, notamment, le « presque partout » est d’une utilisation délicate avec
des risque de confusion entre ’ensemble de départ N et ’ensemble des points de la tra-
jectoire, un germe étant donné.

Ensuite, il s’agit de bien distinguer les deux conjectures : celle concernant ’absence de
suites divergentes et celle concernant I'impossibilité de cycles non-triviaux. Les raisonne-
ments qui se basent sur des moyennes ou des limites liées a des suites infinies, et mémes
divergentes, peuvent parfois oublier 'existence possible de cycles non triviaux.

On note que plusieurs auteurs travaillant sur les prédécesseurs (et notamment l'arbre 1ié
a cette relation), finissent par « démontrer » que I’ensemble des prédécesseurs de 1 est
I’ensemble des naturels. Qu’est-ce qui rend cette erreur si commune ? Dans ce processus
constructif, il apparait que ’ensemble des nombres qui restent a tester s’éclaircit au fur
et & mesure du travail. Cette perception induit certainement les erreurs commises par la
suite.

Par ailleurs, on note qu’'un réflexe simple est souvent oublié. Celui de se pas se lancer
dans des développements qui ne permettent pas de distinguer le cas 3x + 1 d’autres cas,
par exemple 5z + 1.
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Remarques a propos des reformulations

La conjecture de Syracuse est a plusieurs reprises reformulée dans un autre domaine.
Toutefois, la plupart du temps, il est difficile de déconnecter la nouvelle conjecture des
propriétés de la suite de Syracuse originale. Chacun raméne le probléme dans sa spé-
cialité, puis en essayant de résoudre ce nouveau probléme voit réapparaitre le probléme
initial avec ses caractéristiques propres.

Comme le notait déja Lagarias (1985, [4]) : quelles propriétés intéressantes possédent la
fonction @) 7 Posséde-t-elle une caractérisation autre que la définition récursive liée a
la suite de Syracuse ?

Les deux cas relativement déconnectés de la conjecture originale rencontrés sont ceux
de la formule 3 page pagerefform :x0 (qui reste une question ouverte) et 'utilisation de
la théorie ergodique avec Zsy qui conduit & une impasse. De ce point de vue, le recours
au noyau d’une fonctionnelle dans les fonctions analytiques constitue peut-étre un autre
exemple.

Dans quel recoin mathématique peuvent se cacher les contraintes fortes qui relient des
nombres d’une suite de Syracuse ? Entre analyse, arithmétique et logique le cas semble
encore assez loin d’étre tranché.

En guise de postface : le deuxiéme probléme de Collatz *!

Soit la fonction g donnée par :

2m sim=0 (mod 3)

_ ) 1 1o
glm)=4¢ sm—3 sim=1 (mod 3)
sm+3 sim=2 (mod 3)

C’est une application de Conway avec M3 = {2,4,4} et R3 = {0,1,—1}

Cette fonction géneére une permutation des P des nombres naturels :

p_ (12345678 9.
“\1325 74911 6...

ou sous forme de cycles : P=(23)(45796)(8...)

W DN

Congecture : le cycle de 8 est infini.
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Annexes

Annexe 1 : A propos de la difficulté du probléme

Guy (2010, [11]) et Tao (2011, [76]) montrent la difficulté du probléme en le reliant a
d’autres questions non résolues.

Mais une autre filiere (Lagarias, 2015) montre pourquoi Erdés jugeait le probléme dif-
ficile. Les travaux sur les carrés latins auto-orthogonaux SOLS?? (c’est-a-dire dont la
juxtaposition d’un carré et de sa transposée est un carré gréco-latin) avait montré 1'inté-
rét de I'étude des orbites générées par des familles finies de fonctions affines (de plusieurs
variables) R a coefficients entiers positifs. Cela revient aussi & étudier les semi-groupes
(voire groupes) générées par de telles familles.

Klarner & Rado étudient la question suivante : étant donné un ensemble d’entiers A =
{a;} quelles sont les caractéristiques du petit ensemble 7" = (R : A) C N engendré a
partir de A par itération des fonctions de R?

Pour les fonctions a deux variables ou plus, ils notent que trés souvent 71" contient une
progression arithmétique et a donc une densité non nulle. 11 apparait qu’avec une seule
variable c’est plus compliqué.

Ftude de cas : R = {f1 : * — 2z 4+ 1;fy : x — 3z + 1} engendre le semi-groupe de
Klarner-Rado.

Question : Dorbite (R : {1}) = {1,3,4,7,9,10,13,15,19,21,22,27, 28,31, 39, 40, 43...}
contient-elle une progression arithmétique infinie ?

Dés 1934, Rado et Erdds collaborent. Ils signeront ensemble dix-huit articles et publieront
le théoréme d’Erdés-Rado?® généralisation du théoréme de Ramsey et le théoréme de
Erdos-Ko-Rao**. Erdos répondra non & la question ci-dessus en montrant que l'orbite
est de densité nulle.

Théoreme (Erdés, 1972)% : Soient A ensemble non-vide d’entiers, I C N, m; € N — {0},
n; € N, ¢ € I. Soit o un nombre réel positif tel que a« = > ., 1/m? < 1. Alors si
T = ({m;z +n;} : A) on a pour tout t € N :

el

Tamdl<= 3 Oy

a€[1,tlNA

Corollaire : Si de plus 0 < 1 et I'ensemble A est soit fini soit la série D> _,a™7 est
convergente, alors T est de densité nulle et il n’est ni une réunion finie de progressions
arithmétiques infinies (per-set) ni presque per-set.

Cas particulier : T = ({2x+1,3x+ 1} : {1}) est de densité 0 et ne contient donc pas de
progression arithmétique infinie.

42. Théoréme (Brayton, Coppersmith, Hoffman, 1974) : Il existe des SOLS de tout ordre sauf 2, 3 et
6.

43. https ://en.wikipedia.org/wiki/Erd%C5%91s%E2%80%93Rado_ theorem

44. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A90r%C3%A8me_ d'Erd%C5%91s-Ko-Rado

45. Dans la version Théoréme 8 dans Klarner & Rado (1974).
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Annexe 2 : Calcul de N(m) selon m (mod 16), m impair

m =1 (mod 4)

De fagon globale : m =1+4n: N(m) = [3+ 12n + 1] = [1 + 3n]

- m=1,9 (mod 16) :m=1+8n: N(m)=[3+24n+1]=1+6n
-~ m=5 mod 16 : m =5+ 16n: N(m) = [15+ 48n + 1] = [1 + 3n]
—m=13 mod 16 : m =13+ 16n: N(m) = [39+48n+ 1] =5+ 6n

Apreés une itération, tous les valeurs se trouvent étre inférieures a la valeur de départ.
m =3 (mod 4)
De fagon globale : m =3 +4n: N(m) =9+ 12n+ 1] =5+ 6n

— m =3 (mod 16) : m =3+ 16n; N(m) =5+ 24n; N(24n+5) =2+ 9n

- m=7 (mod 16) : m =7+ 16n; N(m) = 11 + 24n; N(24n + 11) = [11 + 19n]
— m =11 (mod 16) : m = 11 4+ 16n; N(m) = 17+ 24n; N(24n + 17) = 13 + 18n
15 (mod 16) : m = 15 + 16n; N(m) = 23 + 24n; N(24n 4 23) = 35 + 36n

Avec deux itérations, seul le cas 3 + 16n se trouve forcément étre inférieur a la valeur de
départ.

Pour 7 classes sur 8 (7 valeurs de l'offset), la valeur de N(m) peut étre calculée précisé-
ment. Pour la valeur 5 de 'offset, la valeur de N(m) dépend de la divisibilité de 1+ 3n
par une puissance de 2.

Ces 8 classes peuvent se réunir en 4 classes :

m=3,7,11,15 (mod 16) oum = 3 (mod 4) : N(3+4n) = [3(3+4n)+1] = [10+12n] =
5+ 6n

- m=19 (mod 16) oum =1 (mod 8) : N(1+8n) = [3(1+8n)+1] = [4+24n] = 1+6n
- m =13 (mod 16) : N(13 + 16n) = [3(13 + 16n) + 1] = [40 + 48n] = 5 + 6n

— =5 (mod 16) : N(5+ 16n) = [16 + 48n] = [1 + 3n]

Sur les 3 premiéres classes N est une application linéaire représentée en respectivement
rouge, bleu et vert sur le graphe de la figure 2 . Par contre, le comportement de N sur
la 4e classe est plus « chaotique » (en noir sur la figure). Cette derniére classe peut
étre partitionnée pour obtenir des comportements « réguliers » de N et ceci a l'infini,
processus que l’on rencontre fréquemment dans ce probléme.
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FIGURE 2 — Représentation graphique de N

On note que pour m = 1,9 (mod 16) on a : N(m) = (3m + 1)/4. Des expressions
semblables apparaissent dans les autres cas.
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Annexe 3 : Les ensembles F; et la répartition des prédécesseurs

directs

3] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 5 21 85 341 1365
3

5/ 3 13 53 213 853 3413

7 9 37 149 597 2389 9557
9

11| 7 29 117 469 1877 7509

13 17 69 277 1109 4437 17749
15

17| 11 45 181 725 2901 11605

19 25 101 405 1621 6485 25941
21
23| 15 61 245 981 3925 15701
25 33 133 533 2133 8533 34133
27
29| 19 77 309 1237 4949 19797

31 41 165 661 2645 10581 42325
33

35| 23 93 373 1493 5973 23893

37 49 197 789 3157 12629 50517
39

FIGURE 3 — Les prédécesseurs directs, selon N, des nombres impairs

Dans la figure 3 la colonne s contiennent les éléments de F. Par la fonction N les éléments
d’une ligne sont les prédécesseurs directs du label tout a gauche.

En prenant les valeurs (mod 8) on obtient une représentation graphique parlante (figure
4) d’'un résultat déja évoqué qui montre visuellement que la densité de Fj (le colonne)

dans les nombres impairs est de 1/2, celle de Fy (2e colonne) est de 1/4.
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FIGURE 4 — Les valeurs (mod 8) des ensembles Fj
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Annexe 4 : Relation entre les partitions F; et S;

O IN UV (W= W
w

11
13
15
17
19
21
23| 15
25
27
29| 19
31
33
35
37
39

FIGURE 5 — Les valeurs réparties dans les ensemble .S;

Dans la figure 3 la colonne s contiennent les éléments de Fy. Par la fonction N les éléments
d’une ligne ont pour image la valeur du label tout a gauche.

Les éléments des ensembles S; sont représentés par des couleurs :

~ S, ={22"'(4k+1)—1 : k € N,n € N} en bleu
— Sy ={2"(4k +3) —1: k € N,n € N} en vert

~ S3={2"""1(4k +3) —1: k € N,n € N} en rouge
— 8, ={2""(4k +1) —1: k € N,n € N} en jaune

On voit sur la figure (ce qui se montre d’ailleurs aisément) que :
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F,cS,,F,CSspouri>2 FiNS; #0pouri=1,234
Par ailleurs :

- NS ={2"14k+1)-1 :keN,neN,n > 2}

- Sy C Fy

- NSy ={2"""14k+3)—-1 :keN,ne Nn>2}
-S4 C Fy
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Annexe 5 : Partition des nombres impairs (2N + 1) selon N : les
familles Fj;

F est 'ensemble m des nombres impairs tels que N(m) = 2°m’ ot m’ est impair. On a :
s pair : F, = {1 + 27k, k € N}
Ezxemples :

Cs=2:F={1,9,17,25,...)
- s=4;F,=1{5,37,69,...}
- s=06;Fs={21,149,...}

N(E2 +2Mk) =1+ 6k
s impair : F, = {2° + 2571 + 2541k k€ N} = {2X2=1 4 25+1f | € N}
Ezxemples :

—s=1:F={3,7,11,15,..}
— s=3;F;={13,29,42,..}
— s=05;F; ={53,117,181,.. .}

N(2Z=L 4 25H1k) = 5 + 6k
Par définition N(m) = (3m + 1)/2° pour m € Fj.
Notation générale : Fy = {t; + kmg, k € N}

Proposition :

1. my = 25H1

2. pour s impair t, = (5 x 28 — 1)/3; pour s pair t, = (2°7! —1)/3

3. pour s impair : t, =t,_; +3 x 2°71; pour s pair : t, =t,_; — 257!
4. togy1 = 1095 + 3

Démonstration du point 4) :

2% 1 . 10x2¥—10+9 5x 2t 1

10t9s +3 =10 +3 3 3 = lost+1

QED

On peut continuer le procédé et chercher F;; les ¢léments de F; dont I'image par N est
dans Fj. Par exemple : Fy5 : éléments m de F, dont N(m) est dans Fj .

Les éléments de F5 sont de la forme m = 14 8k. N(1 4 8k) = 1 + 6k doit appartenir a
F5; donc : 1+ 6k =53 (mod 64). En développant :

3k = 26 + 32k, k' = 2 (mod 3); k' = 2 + 3k"; 3k = 26 + 32(2 + 3k"): k = 30 + 32&"

Finalement : m = 1 + 8k = 1 + 8(30 + 32k") = 241 + 256k" et Fh5 = {m : m = 241
(mod 28)}

De maniére générale : F; ; = {m:m =t + km,; avec k € N}
Avec : m; ; = 20+

Proposition (formules pour calculer les t;;) :
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Formules pour ¢, ; et ¢y :

J pair :
t; =3+ 2(21'2 — 2013 42271 _4)  (mod 271?)
j =0 (mod 6)
1 . . ) )
to; =1+ 56(23—2 +27+ 27— 1) (mod 2717)
j =2 (mod 6)
16, .
th; =1+ 5(2]*2 —1) (mod 27%3)
Jj =4 (mod 6)
1 . . ) )
to; =1+ 56(23—2 +2771 427 — 1) (mod 2713)
j impair :
4 . . . . .
t; =3+ §(2]*1 420 1 29%2 1 927 _ Q) (mod 2772)
Jj =3 (mod 6)
ta; =1+ g(zﬁ‘“ +2/771—2)  (mod 271?)
j =1 (mod 6)
th; =1+ g(zjl +27 4+ 2772 —2)  (mod 271%)
j =5 (mod 6)

8 .. , ,
th; =1+ 5(2]‘1 + 27 —2)  (mod 2773)

Récurrence de ligne : t;419,; = 4t; ; + 1

Démonstration : Le calcul suit la méthode utilisée pour le calcul de F55. Exemple de
calcul pour j pair et 7 =2 (mod 3) (j =2 (mod 6))

tyy=1+8k; N(ta,) =1+ 6k € Fj; 1+ 6k = (25 — 1)/3 + k2%
j=2 (mod3)=(2°—-1)/3=1 (mod ()3) et donc

1=1-F (mod 3); ¥ =0 (mod 3)

14+ 6k = (20 — 1)/3 + 3k"25H1

6k = (2° — 4)/3 + 372+

ok = (25 — 4)/9 + k"25+!

ta; =1+ (16/9)(2°7% — 1) 4 k23

La formule de récurrence découle de la propriété d’invariance de N par 4m + 1.

QED
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1 Fa 3 Fy Fs Fg Fr Fg Fg F1o T
Fy 7 11 19 3 35 99 483 739 1251 227 3 (4)
Fo 9 1 17 49 241 369 625 113 1137 3185 1(8)
F3 29 45 a4 13 141 397 1933 2957 5005 909 13 (16)
Fy 37 5 69 197 965 1477 2501 453 4549 12741 5 (32)
Fs 117 181 309 53 565 1589 7733 11829 20021 3637 53 (64)
Fg 149 21 277 789 3861 5909 10005 1813 18197 50965 21 (128)
Fr 469 725 1237 213 2261 6357 30933 47317 80085 14549 213
Fg 597 85 1109 3157 15445 23637 40021 7253 72789 203861 85
Fy 1877 2901 4949 853 9045 25429 123733 189269 320341 58197 853
Fio 2389 341 4437 12629 61781 94549 160085 29013 291157 815445 341
F11 7509 11605 19797 3413 36181 101717 494933 757077 1281365 232789 3413
Fi2 9557 1365 17749 | 50517 | 247125 | 378197 640341 116053 1164629 | 3261781 1365
Fy3 | 30037 | 46421 79189 13653 144725 | 406869 1979733 | 3028309 | 5125461 931157 13653

TABLE 3 — Table des ¢; ; (offset)

Les ensembles Fy; comme les ensembles F; ; fournissent une partition des nombres entiers
impairs en progressions arithmétiques infinies de raison les puissances de 2.
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Annexe 5a : Suites basées sur = + d d impair et 3z + 3
Suites basées sur la fonction de récurrence = + d avec d impair

La fonction est définie de facon habituelle par :

B _f m/2 si m est pair
§ = Sa(m) = { (m+d)/2 sinon

Proposition : (i) S(d) = d; (ii) S(m) < dsi m < d; (iii) S(m) <m sim > d
Démonstration :

(i) S(d) =(d+d)/2=4d

(ii)) S(m) =(m+d)/2 < 2d/2=dsim < d

(i) m>d=2m>m+d= S(m) < (m+d)/2<m
QED

Conséquence : La suite (Sc(lk) (m)) est bornée par max(d, m). Toutes les trajectoires abou-
tissent donc sur un cycle.

Exemple : x + 57

La trajectoire de 1 est un cycle :

(1, 29, 43, 50, 25, 41, 49, 53, 55, 56, 28, 14, 7, 32, 16, 8, 4, 2, 1, ...)
La trajectoire de 3 se termine par le cycle sur 5 :

(3, 30, 15, 36, 18, 9, 33, 45, 46, 23, 40, 20, 10, 5, ...)

La trajectoire de 5 est un cycle :

(53144 22 11 34 17 37 47 52 26 13 35 46 23 40 20 10 5)

Cet exemple montre aussi 'insuffisance de I'heuristique développée a la page 16.
Suites basées sur la fonction de récurrence 3z + 3

3m+ 3

N(m) = v (3m+3)

Cette suite est intéressante, proche de 3x+1 (vraisemblablement convergente vers 3 pour
toute valeur de départ) mais avec des paramétres (figure 6) plus aisément maitrisables.
Toutes les valeurs de la suite, a ’exception du germe, sont évidemment des multiples de
3 (le tableau des prédécesseurs équivalent a celui de 'annexe 3, n’a des lignes que face
aux multiples de 3, seuls les multiples de 3 ont des prédécesseurs).

Le tableau de la figure 6 réparti I’ensemble des germes, d’une part en les ensembles
Fs = {m : v(m) = s} (les colonnes) et d’autre part en les ensembles S; (& ne pas
les confondre avec ceux de l'annexe 4). Tous les germe de S,, générent la méme suite
(représentée tout a droite du tableau).

Le tableau est engendré par soo = 1 et les deux relations de récurrences :
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n/mo 1 ) 3 4 5 . m

0o 1 3 7 15 31 63 w Som S0 3,3,..
1511 23 47 95 191 o s S 9,15, ..
2 9 19 39 79 159 319 v Sm 82 15,3,
3 13 27 55 11 223 447 o Sm Sy 21,33, ..
4 17 35 71 143 287 575 o Sam Ss 27,21, ..
5 1744 3548 71+16 143432 287+64  ST5+128 .. ssm Ss 33,51, ..

n 4n+1 +2(2n+1) +22(2n+1) +232n+1) +242n+1) +25Q2n+1) ... sam Sa  [3(4n+2)]
F, F, F; F, Fs Fs wo | Fmt1

FIGURE 6 — Découpages de 2N+ selon 3x + 3

— Spym = Sn—1,m + 2mt2
= Spm = Snm—1 +2™(2n+ 1)

Mais il est facile d’obtenir une expression simple pour s, , :

Spm =4n+14+202n+1)+2°2n+1)+...+2"2n+1) =4n+1+2(2n +1)(2" - 1)

Finalement : s, , = 2™ (2n+1) — 1

Par ailleurs,

39y + 39 4 3¢-19k1 4 3a=29kitka 4 9kit..tkg—1
= 28

N(Q)(x)

avec k; = (N V(m) et s =k, + ...+ k,

Pour démontrer, par récurrence, la conjecture 3x + 3, il « suffirait » de montrer que pour
tout n il existe ¢, (k;)i=1...4 ,» m et n' <n tels que :

N@ (4n+1) = spm

Exemple : La suite de 13 =4 - 3 + 1 aboutit sur un élément s,/ ,, € S,y avec n’ < 3
Dans ce cas, n = 3, la solution est : ¢ =4, n' =2, m=2et (k;) = (1,1,1,2) (s = 5).
En effet : TW(13) = 39 = s95.
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Annexe 6 : Illustration des prédécesseurs de 1

Cette figure provient de la page http://www. jasondavies.com/collatz-graph/ ou elle

est produite de facon dynamique.
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FIGURE 7 — Prédécesseurs de 1
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Annexe 7 : Quelques cycles pour 3x + 13

(ki) Cycle
1.1,1,1,4 | 211 323 491 743 1121 211
1.1,1,3,2 | 259 395 599 905 341 259
11,1,2,3 | 227 347 527 797 601 227
11,2,2,2 | 283 431 653 493 373 283
8 1,2,1,2,2 | 319 485 367 557 421 319

o[ Co| CO| CO| W

oyoyoyoyor3

TABLE 4 — Quelques cycles entiers et primitifs pour 3z + 13

Le théoréme de Dhiraj (|2]) permet de trouver les 3 premiers. Les 4 autres sont trouvés
facilement en utilisant la formule donnant un point de retour.

Si n < s entiers tels que 2° — a™ = b (ou diviseur de b) alors toutes les suites (k;) de
longueur n et de somme s donnent lieu & un cycle entier de ax + b. Deux suites de (k;)
différentes a une permutation circulaires prés donnent des cycles différents. Ces cycles
sont primitifs puisque 13 premier ne divise pas les éléments du cycle (si ¢’était le cas on
aurait un cycle non trivial pour 3z + 1.

Sinon le cycle est entier ou rationnel selon que b x num/(2° —a™) est entier ou non. num
étant un nombre entier (somme de produit de puissances de 2 et de puissances de a).

Quelques outils en R ou Prolog4® ont été créés pour générer des suites de Collatz ou de
calculer quelques invariants.

Exemples :

Le commande R "SyrNd(283,13,10)’ calcule 10 valeurs successives de la suite N-Collatz
générée par 3x + 13 et les exposants (k;) de la puissance de 2 utilisée comme dividende
a chaque étape.

Résultat :
[[1]] [1] 283 431 653 493 373 283 431 653 493 373
[2]] [1]0112221122

La commande R "pt.retour(3,13,c(1,1,2,2,2))" donne comme résultat : 283 13, valeurs

a partir desquelles un point de retour pour 3z + 13 et (k;) peut étre calculé : xy =
13 % 283/13 = 283

En SWI-Prolog la commande ’syracuseQR(S,Q,R,N,Len)’ calcule 'Len’ termes de la suite
@z + R de type 'S’ d’origine 'N’.

46. disponibles chez les auteurs.
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Annexe 8 : FRACTRAN
Principe

Un programme FRACTRAN peut étre vu comme le fonctionnement d’une machine a re-
gistre dont les mémoires sont constituées des exposants des nombres premiers en lesquels
se décomposent 'état courant n.

Cette technique reprend l'idée utilisée par Godel oti un nombre naturel n peut encoder
un nombre arbitraire de nombres naturels variables. La valeur de chaque variable est
I’exposant d’un nombre premier apparaissant dans la décomposition de n en facteurs
premiers. Par exemple, lentier 60 = 22 x 3! x 5! représente 'état de 3 variables v2, v3
et v5 valant respectivement 2, 1 et 1. Toutes les autres variables potentielles (v7, v11,
etc.) ont 0 pour valeur.

Un programme FRACTRAN est une liste ordonnée de fractions irréductibles (on peut
aussi utiliser un programme constitué de plusieurs lignes voir Conway, 1972 [34]). Chaque
fraction représente une instruction de test et de modification des valeurs des variables.
Appliquer un programme a une entrée n c’est recherche la premiére fraction de la liste
telle que son dénominateur divise n. Le produit de n par la fraction constitue le nouveau
nombre (entier) auquel on applique le méme processus. Si aucune fraction ne convient,
le programme s’arréte.

Par exemple f; = % = 2§’§gl teste si v2 et v5 sont supérieures ou égales respectivement

a 2 et 1 auquel cas la division est effectuée (ce qui revient & une soustraction au niveau
des exposants, c’est-a-dire des valeurs des variables) puis il y a multiplication par 3 et 7

ce qui revient a ajouter 1 aux variables v3 et v7. Par exemple :

3 X7

02 1
22><51_3 X 7

60 x f; =22 x 3! x 5! x

Ainsi les seules instructions de FRACTRAN sont :

— les tests conjugués avec des décrémentations

— les incrémententations

Il n’y a pas de test indépendamment de décrémentations. Il n’est pas possible, par
exemple, de tester directement si une variable est nulle ou pas.

Exemple

Exemple de programme : (%, %)

Si on applique ce programme a 14, la procédure s’arréte immédiatement. Si on ’applique
a 15 on obtient successivement 20, puis 6, puis 8 et la procédure s’arréte.

Le programme d’addition : (%) en partant de 2 x 3% on obtient 2477 .

FRACTRAN et vector game

Un vector game est donné par par une liste finie de vecteurs entiers (le programme), tous
de la méme dimension. Le jeu part d’un vecteur x de composantes entiéres positives. On
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additionne a z le premier vecteur de la liste qui préserve la « positivité »de toutes les
composantes.

Le processus se répéte autant de fois que possible.

Exemple : En partant de x = (a,b) le programme contentant une seule instruction (1,-1)
on abouti a (a+b, 0).

On voit facilement en numérotant les composants des vecteurs par la suite des nombres
premiers qu’on passe facilement d’'un vector game a un programme FRACTRAN et vice-
versa.
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Annexe 9 : Les nombres p-adiques
Les nombres 2-adiques

Il y a plusieurs facons de définir les nombres 2-adiques. On peut par exemple considérer
Q avec la distance donnée par la norme |2%(n/m)| = 27% ot n et m sont deux entiers
impairs. Exemple : 8] = 1/8, [3/20] = 4. Cette distance est ultramétrique.

Le corps des nombres 2-adiques Qs est le complété de Cauchy de Q avec la norme 2-
adique. Z, est 'ensemble des nombres de norme inférieure a 1 (boule unité compact de
Qz2). Il n’est pas difficile de vérifier que tout élément de Zy peut étre représenté par une
série (développement de Hensel) :

a = ag+a;2+as2?+. . . avec les a;, 2-digits de o valant 0 ou 1. On peut écrire simplement
(CLQ, ag, .. )
Pour un élément de Qs, la série comprend un nombre fini de puissances négatives de 2.

L’addition et le multiplication de QQ s’étendent aux nombres 2-adiques et s’exécutent
en étendant de fagon naturelle 'addition et les multiplication des sommes finies (qui
correspondent a N C Zs) aux sommes infinies.

Exemples :

Développement de Hensel de 3 : 3 =1+ 2 ou (1,1,0,0,0,...)

Développement de Hensel de -1 : 37,12 ou (1,1, 1,...)

Développement de Hensel de 1/3 : 1437, 2%

Développement de Hensel de -1/3 : >, 22+l

On peut vérifier que 3 x 1/3 =1:

(1,1,0,0,0,..) x (1,1,0,1,...) = (1,1,0,1,...) + (0,1,1,0,1,...) = (1,0,0,0,...) QED

Une base d’ouverts autour de « est donnée par les disques Bi(a) = {8 : |6 — o] <=
271 = {B: B =a (mod 2¥)} (B = a (mod 2F) signifie que les 2-digits de a et 3 sont
égaux jusqu’au k-1 niéme.

Une mesure de Haar (invariante pour l'addition) est définie par us(Bg(a)) = 27%. En
particulier ps(Zs) = 1.

Les nombres p-adiques

Il se définissent de la méme maniére en utilisant p nombre premier.

Dans Q, : —1 =3 2,(p— 1)p".
L’ensemble des fractions de QQ dont le dénominateur est premier avec p est contenu dans
Z

D
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Annexe 10 : Discussion sur le Net

On trouve dans plusieurs forums des discussions relatives a la suite de Syracuse. Ce
sujet mériterait une étude spéciale liée aux représentations des mathématiques chez le
grand-public. Voici quelques extraits assez significatifs.

Une annonce de « démonstration » %’

Himlaya : Bonjour. J’écris sur ce forum parce que je pense, aprés bien du mal, avoir
réussi a démontrer la conjecture de Syracuse (je posséde une licence mathématiques).
Cependant je ne peut pas m’empécher de penser que je me suis peut-étre trompé quelque
part. Qui plus est je ne sais pas comment m’y prendre pour publier ma démonstration

avec confiance. Quelqu’un pourrait-il me renseigner ?... Merci d’avance pour vos réponses.

(31.01.09)

Modo Ferox : Point culminant de la chaine de I’'Himalaya...Il y a déja eu Titus (& qui je
n’ai toujours pas répondu) qui pensait avoir démontré cette conjecture : as-tu lu cette
discussion : http ://www.bibmath.net /forums/viewtopic.php 7id=22327

Qu’entends-tu par (..) publier ma démonstration avec confiance ? Que crains-tu?

* Qu'on ne te prenne pas au sérieux? La, détrompe-toi, méme si tu dois étre bien
conscient qu’a priori, on est dans le doute, lequel doute est salutaire en maths. As-tu
déja soumis ta démo a quelqu'un pour qu’il la lise avec un oeil différent de celui de
Chimeéne ?

* Qu'on te vole ta découverte s'il s’avére que tu meérites la médaille FIELDS ? Dans ce
cas, faire un double de ta démo, la déposer devant huissier chez un notaire qui cachétera
I’enveloppe...

Sinon, vas-y lance-toi... A te lire (31.01.09)

(La démonstration a été publiée mais n’est plus disponible)

Une autre annonce de « démonstration » %8

Alkat : Voici ma demonstration cfr. piece jointe et si vous avez quelque pour commenter
mais poliment. Pour trouver ce fichier veuillez consulter hal.archives-ouvertes.fr

Deedee81 : Salut,
C’est particuliérement court. Ou ce sera vite démonté (*) ou alors c’est sacrément génial.

(*) je n’ai malheureusement plus le temps aujourd’hui et je parie une choucroute que ce
sera fait par quelqu'un d’autre avant demain :)

EDIT en matiére de politesse : bienvenue sur Futura, et n’oublie pas toi-méme de dire
bonjour !'!!'! (voir point 2 de la charte du Forum).

Pelkin : Bonjour,

47. http ://www.bibmath.net /forums/viewtopic.php 7id=2384
48. http  ://forums.futura-sciences.com/mathematiques-superieur /682244-preuve-de-conjecture-de-
syracuse.html
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Tu parles, cela foire déja a la deuxiéme ligne avant méme que la démonstration ne
démarre, déja pas foutu d’écrire correctement la conjecture.

ge0 : Bonjour Alkat,

Une démonstration est faite pour convaincre. Donc elle doit étre compréhensible par
ceux auxquels elle s’adresse. A qui est adressée cette démonstration ? Autrement dit, qui
sait de quoi tu parles au début avec tes droites "qui ne contiennent que des nombres
premiers" 7

Car pour le commun des mortels, et méme pour le mathématicien de base, une droite
contient des points, pas des nombres. Méme premiers.

Donc, pour que tu sois compris, il va falloir commencer par définir les objets dont tu
parles. Employer des mots du vocabulaire mathématique n’est pas faire des mathéma-
tiques.

Derniére chose : "par généralisation ..." (fin de la "démonstration") est un moyen clas-
sique de ne rien prouver. Soit on sait généraliser, et on le prouve par un raisonnement
et/ou un calcul, soit on n’a rien fait.

Mais comme ce qui précéde est incompréhensible (pourquoi les triangles sont semblables ?
Ce n’est pas vrai sur le dessin. Quel rapport avec la suite de Syracuse? etc.), ce n’est
méme pas grave : Il n’y a aucune démonstration.

Désolé!
Mediat : Bonjour,

Tout a été dit, soit alkat publie une nouvelle version convaincante, prenant en compte
les différentes remarques faites jusqu’ici, soit ce fil sera fermé et vite oublié.

Médiat, pour la modération.

Alkat : Merci pour la lucidite, la cathete du plus petit triangle est 1,5 et les coordonnees
sont parties faisantes du cote du triangle, dans ma graduation 0 n’existe pas cfr dessin,
#univers la cotes sont proportionnels avec pour incertitude k+ ou - epsilon avec epsilon
etant dans 'intervalle ferme de 0 et 1 et les 3 proprietes restantes de la simulitude des
triangles sont respectees

gg0 : Tu racontes n’importe quoi!

On a tous vu que tes axes commencent & 1. Les cotés de triangles semblables sont
proportionnels, ce n’est pas le cas quand ces cotés mesurent 4-1 et 2-1 pour 'un et 26-1
et 17-1 pour 'autre. Tu peux baratiner tant que tu veux, ¢a ne prouve pas quoi que ce
soit. Les preuves mathématiques sont vérifiables, on y exclut donc toute explication non
mathématique. Toi, tu n’as encore donné aucune explication mathématique.

Ne t’étonnes pas si ce sujet est fermé : Tu n’as rien fait pour étre pris au sérieux. Sur
certains forums mathématiques, tu aurais été blessé depuis longtemps par les réactions
des gens sérieux. Ta demande " commenter mais poliment" montre que tu crains les
réactions des autres. Mais pas assez pour essayer d’étre sérieux toi-méme.

Meédiat : Ite missa est !

Si alkat se conforme & ma demande du message #12, il peut m’envoyer un Message privé,
si cela en vaut la peine je rouvrirai ce fil avec joie.

Médiat pour la modération
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Devenez célébre avec la conjecture de Syracuse ! %’

Belane : La conjecture de Syracuse est un probléme mathématique dont 1’énoncé est
enfantin. Pourtant, personne n’a jamais pu confirmer ou infirmer cet énoncé.

La résolution de la conjecture de Poincaré par Grégory Perelman lui avait valu la médaille
Fields et les 10 000 euros qui vont avec, qu’il avait d’ailleurs refusés en bloc. Alors, on
ne sait jamais : tentez votre chance avec la conjecture de Syracuse!

(suit I'’énoncé de la conjecture de Syracuse)

Conjecture de Syracuse démontrée ? *°

Voici un échange bon enfant entre deux internautes qui semblent se connaitre (ne serait-ce
que de fagon virtuelle). Des messages intermédiaires ont été supprimés.

babsgueye : Salut.
Je donne ici les grandes lignes de ma démonstration de la conjecture de Syracuse.

La suite de Syracuse d’un entier positif est définie de la maniére suivante : on part de
cet entier plus grand que zéro, s’il est pair, on le divise par deux; s’il est impair, on le
multiplie par 3 et on ajoute 1. En répétant 'opération on obtient une suite d’entiers
positifs dont chacun dépend de son précédent.

La conjecture de Syracuse dit que quelque soit ’entier n, la suite de Syracuse de n atteint
1 & partir d’un certain rang et qu’aprés que le nombre 1 ait été atteint, la suite des valeurs
(1,4, 2,1, 4, 2,...) se répéte indéfiniment en cycle de longueur 3, appelé cycle trivial.

En fait j’ai montré que de n’importe quelle suite de Syracuse, on peut extraire une sous-
suite décroissante. Cette sous-suite de nombres positifs étant minorée par 1, va donc
I’atteindre et par définition de Syracuse, décrit le cycle trivial.

Pour n pair : la suite extraite est (U3k+1)k.
Pour n impair : la suite extraite est (U3k+2)k.
Qu’en pensez-vous ?

GaBuZoMeu : Que c’est faux, bien sfr.

babsgueye : T’es trop @QGBZM. C’est la réponse que j'attendais de toi. Mais vérifie un
peu.

GaBuZoMeu : Ta premicre affirmation (pour n pair) entraine la deuxiéme (pour n im-
pair) : en effet, dans une "suite de Syracuse", tout nombre impair est immédiatement
suivi par un nombre pair.

Pour montrer que tes affirmations sont fausses, il suffit de montrer que la deuxiéme est
fausse.

Tu n’as pas précisé si tu numérotes la suite a partir de 0 ou de 1. Peu importe, je vais
donner un contre-exemple qui marche pour les deux cas.

Tu affirmes que la sous-suite U2,U5,U8,U11,... est décroissante.

49. http ://www.yabiladi.com/forum/devenez-celebre-avec-conjecture-syracuse-1-4763161.html
50. http ://www.les-mathematiques.net/phorum /read.php 743,1181897,1182461
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Considérons la suite de Syracuse 15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, ...
Elle commence bien par un nombre impair.

Supposons que tu commences 4 numéroter a partir de 0 : U0=15 et U2=23<U5=106.
Pas trés décroissant.

Supposons que tu commences & numéroter & partir de 1 : Ul=15 et U5=35<U8=160.
Pas trés décroissant.

J’ai donc prouvé ma premiére déclaration : "C’est faux, bien sir".

babsgueye : Pour cette fois t’as effectivement raison QGBZM! J’ai laissé tomber les
dénominateurs dans mes calculs. Merci. ¢a me semblait quand méme trop facile pour
résister tout ce temps!

Je vais quand méme te dire sur ce fil que j’ai démontré La Conjecture de Legendre avec
la fameuse diophantienne 2kk’ + k + k’..

GaBuZoMeu : N’importe quoi, comme d’habitude ...

babsgueye : ha ha...! Je fais mon apprentissage a Latex..pour bien te le sortir. Tu trouvera
) redire je m’y attend.

Dom : Heu, juste une question, puis-je raconter n’importe quoi dans ce fil de discussion ?
ev : Voila une de tes conjectures qui pourrait bien se vérifier.
e.v.

[Aucune conjecture n’ayant été montrée, je ferme ce fil. ~JLT]
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