SUR LA COMPARAISON ENTRE LES MINIMA ET LES
PENTES

Huayi Chen

Résumé. — On étudie la comparaison entre les minima et les pentes suc-
cessifs d’un fibré vectoriel hermitien sur une courbe arithmétique et démontre
un encadrement uniform de leurs différences.
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1. Introduction

Les minima et les pentes successifs sont des invariants naturels en géométrie
des réseaux euclidiens. Les minima avaient été déja étudiés dans la théorie clas-
sique de Minkowski en géométrie des nombres; les pentes ont été introduites
par Bost [3], en s’inspirant de la géométrie des fibrés vectoriels sur une courbe
projective (notamment la théorie de Harder-Narasimhan [12]), ainsi que les
travaux de Stuhler [15] et Grayson [11] dans le cadre arithmétique. La compa-
raison entre ces invariants a été étudiée par plusieurs auteurs [14, 2, 9| dans
divers contextes.

Soient K un corps de nombres et O la fermeture intégrale de Z dans K.
Par fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok on entend un Op-module projectif
de rang fini £ muni d’une famille de normes hermitiennes (|||, )s:x—c para-
métrée par ensemble des plongements du corps K dans C, o ||-||, est une
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norme hermitienne sur £ ®p, » C. On demande en plus que la donnée des
normes (||-||s)o:x—c soit invariante par la conjugaison complexe. Dans le cas
ou K = Q (et donc O = Z), la donnée d’un fibré vectoriel hermitien sur
SpecZ est équivalente & celle d’'un réseau euclidien. En effet, il y a un unique
plongement de Q dans C. La restriction de la norme ||-[[g—c & E ®z R donne
une norme euclidienne sur ce dernier. Ainsi on peut considérer £ comme un
réseau euclidien dans (E ®z R, ||-|lo—c)-

Etant donné un fibré vectoriel hermitien £ = (E, (||-||»)o:x —c) sur Spec O,
pour tout i € {1,...,rg8p, (E)}, le i minimum de E (noté \;(E)) est
défini comme I'infimum de I’ensemble des nombres positifs R tels que I'espace
vectoriel

Vectg({s € E| max |s|lo < R})
o:K—C

est de rang > i sur K. Dans le cas ou K = Q, cela revient a la définition
classique des minima successifs & la Minkowski. Pour faciliter la comparaison
on introduit la version logarithmique des minima en posant v;(E) = — In \;(E).
On a alors

n(E)Z2wr(E)>...2y(F), r= rgoK(E).

Les pentes successives d’un fibré vectoriel hermitien sont construites d’une
fagon similaire a la théorie de Harder-Narasimhan en géométrie des fibrés
vectoriels sur une courbe projective. A tout fibré vectoriel hermitien £ =
(E, (||'llo)o:rx—c) on associe un nombre réel d/e\g(E), appelé degré d’Arakelov
(normalisé), qui est construit comme suit. On fixe une famille {s;}’_, d’élé-

ments de £ qui forme une base de F ®p, K sur K (r est donc égal au rang
de E sur Ok) et on définit

m(m#(ATE/OK(Sl/\”'/\ST)) — Z lnHS1/\-../\SrHo>.
: o:K—C

Il s’avére que cette définition ne dépend pas du choix de la famille {s;}7_;.
Soit £ un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec Ok . On considére 1’en-

deg(E) =

semble des points de R? de la forme (rgp, (F ),d/eE(F)), ou F parcourt I’en-
semble des sous-Ox-modules de F, et dans la structure de fibré vectoriel her-
mitien de F' on considére les normes induites. Le bord supérieur de 'enve-
loppe convexe de cet ensemble est le graphe d’une fonction concave P sur
0,180, (E)], qui est affine sur chaque intervalle [i —1,4], i € {1,... 180, (E)}.
On désigne par [i;(E) la pente de la fonction Py sur [i — 1,4] (qui est égale a
Pg(i) — Pz(i—1)), appelé i pente de E. Comme la fonction Pg est concave,
on a

(E) 2 i2(E) 2 ... 2 ip(E), r=r1gp,(E).
La comparaison entre les minima et les pentes consiste & majorer et minorer

r
la différence 7i;(E) —v;(E) par des termes qui ne dépendent que de K, rgp, (E)
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eti € {l,...,1g0, (F)}. On dit qu'un majorant ou un minorant est uniforme

s'il ne dépend pas de i. Par I'inégalité de Hadamard, il est facile & montrer
que la i™¢ pente 1;(F) est toujours minorée par v;(E) (voir proposition 3.4 et

théoréme 3.7 pour les détails, cf. |2, théoréme 1] pour une autre démonstration).

En outre, I'inégalité fi;(£) > v;(F) est optimale, comme montré par les fibrés
vectoriels hermitiens triviaux. La majoration de fi;(E) — v;(E) est cependant
plus subtile. Le meilleur résultat dans la littérature est di & Borek, ce qui

donne (cf. [2, théoréme 3|)

(1) fi(E) — vi(E) <
ou pour tout n € N,

C(n,K):= (n(rl +72)In(2) + g In|Ag| —r1In(v,) — 7o ln(vgn)> ,

b
(K- Q)
avec

— r1 et ro : les nombres des places réelles et des places complexes de K
respectivement,

— Ag : le discriminant de K,
— Uy, : la mesure de Lebesgue de la boule unité dans R™, m € N, m > 1.

La stratégie de Borek repose sur le deuxiéme théoréme de Minkowski, qui
pourrait étre considéré comme une comparaison entre la somme des minima
(logarithmiques) successifs et le degré d’Arakelov (qui s’identifie & la somme des
pentes successives). Dans le langage de la géométrie d’Arakelov, le deuxiéme
théoréme de Minkowski s’énonce comme

. rg(E) o rg(E) o o
(2) deg(E) — Y wi(E) = ) (i(E) — vi(E)) < C(rg(E), K).
i—1 i=1

La méthode de Borek consiste a combiner cette inégalité avec la filtration de
Harder-Narasimhan.
Par la formule de Stirling, il n’est pas difficile de montrer que

C(n,K)=0(nln(n)), n— +oo.

La somme de I'inégalité (1) pour i € {1,...,rgn, ()} donne une majoration
de la différence entre le degré d’Arakelov et la somme des minima successifs qui
est beaucoup moins bonne que (2), ou on multiplie le majorant C(rg(E), K)
par (rg(E)+1)/2. Cela suggere que I'inégalité (1) n’est pas assez précis lorsque
1 est grand.

Dans cet article on revisite le probléme de comparaison entre les minima et
les pentes en établissant une majoration uniforme de la différence entre la i®™®
pente et le i®®¢ minima comme suit (cf. théoréme 3.7).
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Théoréme 1.1. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O .
Pour tout i € {1,...,rg(E)},

3) (E) ~ () < (5O @) + ey

Le majorant dans (3) a le méme ordre de grandeur que C(rg(E), K)/rg(E)
quand rg(F) — 4o0. La nouveauté principale est de découvrir que 'on peut
ramener le probléme a comparer le dernier minimum & la derniére pente (pente
minimale), qui permet d’obtenir une majoration uniforme. Plus précisément,
si on désigne par d(n, K) la borne supérieure de Ji,,(F) — v, (F), ot F parcourt
I’ensemble des fibrés vectoriels hermitiens de rang n sur Spec Ok, alors pour

tout fibré vectoriel hermitien E de rang n sur Spec Ok et tout i € {1,...,n},
on a
(4) (B) - u(E) < d(n, K).

Cette inégalité est obtenue en s’appuyant sur 'approche de R-filtration intro-
duite dans [8].

Pour obtenir la majoration (3), on relie la comparaison entre la derniére
pente et le dernier minimum au probléme de transférence en géométrie des
nombres. Pour tout entier > 1 on désigne par 9(r, Q) la borne supérieure des
—(1(VY) 4+ 1.(V)), ot V parcourt I'ensemble des réseaux euclidiens de rang
r. On établit I'inégalité suivante

hl‘AK‘

d(n,K) <dn[K :Q,Q) + (K : Q]

pour tout entier n > 1. L’inégalité (3) s’ensuit via le théoréme de transférence
a la Banaszczyk (cf. [1], Theorem 3.1 (iii)).

L’article est organisé comme suit. Dans le deuxiéme paragraphe on rappelle
la construction des R-filtrations par minima et de Harder-Narasimhan d’un
fibré vectoriel hermitien sur une courbe arithmétique. Le troisiéme paragraphe
est consacré & démontrer un principe de comparaison général des R-filtrations
et en déduire 'inégalité (4). Dans le quatriéme paragraphe, on étudie la ma-
joration de la fonction §(-, K) et établit le théoréme 1.1. Enfin, on conclut
I’article par quelques commentaires dans le cinquiéme paragraphe.

Ce travail est partiellement soutenu par le fond de recherche ANR-14-CE25-
0015. Une partie de recherches qui conduisent a cet article sont réalisées a
Beijing International Center for Mathematical Research (BICMR). Je voudrais
remercier le centre pour ’hospitalité.
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2. R-filtrations associées a un fibré vectoriel hermitien

Le but de ce paragraphe est de rappeler la construction des R-filtrations par
minima et par pentes d’un fibré vectoriel hermitien (voir définition 3.1 pour
la notion de R-filtration en général). Ces R-filtrations sont des outils pour
comparer les minima et les pentes.

Soit F un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O . Pour tout ¢t € R, soit
FL (E) le sous-espace K-vectoriel de Ex := E®p, K engendré par I'ensemble

{seE| _max [slle <e '}

On voit aussitot que, si t; et t2 sont deux nombres réel_s tels que t1 > to, alors
on a Fi1(E) C F2(E). Autrement dit, la famille (F}, (F))er est décroissante.
En outre, par définition, pour tout i € {1,...,180, (E)}, on a

vi(E) = sup{u € R| rgg (Fi(E)) > i}.
En d’autres termes, pour tout i € {1,...,1g8p, (F)} et tout ¢ € R,

(5) g (Fi(E)) =i <= v;(E) > t.

Proposition 2.1. — Soient E wun fibré vectoriel hermitien non-nul sur
Spec Ok et r le rang de E sur O .

(a) Sit> 11 (E), alors FL (E )—{0}.

(b) Sit<v.(E), alors FL(E) =

(¢) Pour tout i € {1,...,1 — 1} les sous-espaces vectoriels de Ex dans la
famille (Frtn(E))te]qu(E),ui(E)] sont égauz.

Démonstration. — Ce sont des conséquences immédiates de la relation (5). O

Définition 2.2. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul. On désigne
par ymm(E) le dernier minimum logarithmique de E. Par définition, si r est le
rang de E sur Ok, alors vy (E) = v (E).

La proposition suivante donne une construction de Fy, en utilisant vpy.

Proposition 2.3. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec Of .
Pour toutt € R, on a

0£FCE
Vmin (F)Et

ou F parcourt ’ensemble des sous-Of-modules non-nuls de E, et dans la
structure de fibré vectoriel hermitien de F' on considére des normes induites.
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Démonstration. — Soit F' un sous-Ox-module non-nul de E tel que vy, (F) >
t. Il existe alors une famille {s;}!" ; d’éléments de F' linéairement indépendants
sur K, qui vérifie
Vied{l,...,n}, max [s, <e "
(n) max silly <
L’espace vectoriel F est donc contenu dans FL (E). Réciproquement, pour
tout t € R tel que FL (E) # {0}, il existe des éléments uy,...,u; dans E qui

engendrent FY, (E) comme espace vectoriel sur K, et tels que

e {1,... o <et.
Viedl okt max fluflo <e
Soit F' le sous-Ox-module de E engendré par {uy,...,ur}. Par définition le
dernier minimum de F' est > t. O

Les pentes successives peuvent aussi étre décrites par une R-filtration en
s’appuyant sur la théorie de Harder-Narasimhan. Cette construction (de R-
filtration) a été introduite dans [8]. Dans la suite on rappelle la théorie de
Harder-Narasimhan pour les fibrés vectoriels hermitiens et la construction de
R-filtration de Harder-Narasimhan.

Pour tout fibré vectoriel hermitien non-nul E, on désigne par i(E) le quo-

tient d/eE(E) /180, (E), appelé la pente de E. Le fibré vectoriel hermitien est dit
semi-stable si, pour tout sous-Og-module non-nul F de E, on a ji(F) < i(E).
Etant donné un fibré vectoriel hermitien E sur Spec O, il existe un unique
drapeau

(0} =B CEC...CE, = E
de sous-Og-modules de E (appelé drapeau de Harder-Narasimhan) qui satisfait
aux conditions suivantes (cf. [3, §A.3]) :

(1) pour tout j € {1,...,n}, le Og-module quotient E;/E;_; est projectif
et, si on le munit des normes sous-quotients, le fibré vectoriel hermitien
E;/E;_1 est semi-stable;

(2) les pentes des fibrés vectoriels hermitiens sous-quotients vérifient les inéga-
lités 1(E1/Ep) > ... > i(En/En—1).

Soit Az I'enveloppe convexe dans R? des points de la forme (rgp, (F), d/eg(f)),
ou F parcourt I'ensemble des sous-Ox-module de E. Le bord supérieur de A
est le graphe d'une fonction Pp (définie sur 'intervalle [0,1gp, (E)]) qui est
concave et affine par morceaux. Les abscisses ot la fonction P change sa pente
sont précisément 1gp  (E1),...,180, (En-1), et la valeur de la fonction P en

g0, (E;) est d/e\g(Ej) pour tout j € {0,...,n}.
On désigne par fimin(F) la pente de E, /E,_1, qui est la derniére pente parmi
les pentes successives de E (appelée pente minimale de E). Elle est aussi égale

a la plus petite pente des quotients projectifs non-nuls de £ munis des normes
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quotients. On désigne par fimax(E) la pente de E1, appelée pente mazimale de
E. Elle est égale a la plus grande pente des sous-Ox-modules de E munis des
normes induites.

Soit r = rgy, (E). Pour tout i € {1,...,7}, on désigne par 7i;(E) la pente
de la fonction Pz sur l'intervalle [i — 1,4]. On a

11;(E) = [i(E;/Ej_1) si et seulement si 1gp, (Ej-1) < i < 8o, (Ej).

En outre, on a fimax(E) = i1 (E) and fimin(E) = ir(E).
Soient F un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec Ok, et
{0}=EyCE1C...C B,
son drapeau de Harder-Narasimhan. Pour tout ¢ € R, soit
{0}, si t > ﬁ(ﬁ)

‘FIEIN(E) = Ei®(9KKa SIIU’( Z+1/E) ( Z/El 1) iE{l,...,n—l},
E®p, K, sit<u(E,/E,_ 1)

La proposition suivante, qui est paralléle a la proposition 2.1, résulte direc-
tement de la définition de Fyn.

Proposition 2.4. — Soient E wun fibré vectoriel hermitien non-nul sur
Spec Ok et r le rang de E sur O .

(@) Sit > (E), alors Fiy(E) = {0}.
(b) Sit < fimin(E), alors Fiyn(E) = Ex.

(c) Pour tout i € {1,...,r — 1}, les sous-espaces vectoriels de Ex dans la
famille (ffn(E))te]“Hl( B).f:(F) Sont égau.

(d) Pour touti € {1,...,r}, on a [i;(F) = sup{t € R| rgx (Fin(E)) = i}.
Le résultat suivant, qui est paralléle a la proposition 2.3, a été démontré

dans [8]. On renvoie les lecteurs au corollaire 2.2.3 du loc. cit. pour une
démonstration.

Proposition 2.5. — Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Og. On a
]:It-IN (E) - Z FK7
{0}#FCE
ﬁmin(f)>t

ou F parcourt ’ensemble des sous-Of-modules non-nuls de E, et dans la
structure de fibré vectoriel hermitien de F' on considére des normes induites.
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3. Comparaison des filtrations

Dans ce paragraphe, on considére le probléme suivant. Etant données deux
R-filtrations sur le méme espace vectoriel de rang fini sur un corps, comment
comparer les points de saut de ces deux filtrations 7 On démontre un principe
formel et 'applique a la comparaison des filtrations par minima et de Harder-
Narasimhan.

Définition 3.1. — Soient K un corps et V un espace vectoriel de rang fini sur
K. On appelle R-filtration sur V toute famille F = (F*(V));er de sous-espaces
K-vectoriels de V' paramétrée par R, qui satisfait aux conditions suivantes :
(a) (décroissance) pour tout (t1,ts) € R?, t; > t9, on a F'1 (V) C F2(V);

(b) (séparation) pour tout ¢ € R assez positif, (V) = {0} ;

(c) (exhaustivité) pour tout ¢ € R assez négatif, F/(V) =V ;

(d) (continuité a gauche) la fonction t — rgu (F'(V)) est continue & gauche

(et donc est localement constante a gauche).
Pour tout i € {1,...,rgx(V)}, on définit
Zy(i) = sup{t € R| g (F'(V)) > i}.
Pour tout ¢t € R, on a
(6) Zr(i) = t <= rgp(F(V)) > i.

Ezemple 3.2. — Soit Eun fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O . Les
familles (FL (E))er et (Fin(E))ier sont des R-filtrations de By = E®o, K,
comme montré par les propositions 2.1 et 2.4.

Proposition 3.3. — Soient K un corps et V un espace vectoriel de rang fini
sur K. Soient F et G deux R-filtrations sur V. On suppose que a est un nombre
réel tel que, pour tout t € R, on ait F*(V) C G=%(V). Alors on a Zr < Zg+a.

Démonstration. — Soit G(a) la R-filtration (G'~*(V))icg. Par définition on a
Zg(a) = Zg + a. 1l suflit de démontrer la proposition dans le cas particulier ou
a = 0. Par la relation (6), pour tout i € {1,...,rgg(V)}, si Z£(i) > t, alors
rg s (FY(V)) > i, qui implique que rgg (GH(V)) = i et donc Zg(i) > t. Ainsi on
obtient Zx (i) < Zg(i). O
Proposition 3.4. — Soit K un corps de nombres. Pour tout fibré vectoriel

hermitien non-nul E sur Spec Ok, on a fimin(E) = vmin(F).
Démonstration. — Soient {s;}/_; une famille d’éléments de E qui forme une

base de I'espace vectoriel Ei et tels que

Vie{l,..orh, max sl <e ™,
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ol t est un nombre réel. Soit G un Ox-module quotient de E qui est projectif.

Pour tout 7 € {1,...,r}, soit a; 'image canonique de s; dans G. Sans perte de
généralité, on suppose que {a1,...,a;,} forme une base de G . Par définition
on a
—_— 1
deg(G) = ——— | In#(det(G)/Ok (a1 A--- N ay)) — Z In|lag A Aagle
[K ’ Q] 0K~>(C
1
2_[1{-@] S A Aanle = - Z 3 il
’ o K—C i=1 o: K—C
Z > lsillo > tn,
i=1 0:K—C

ot la deuxiéme inégalité provient de I'inégalité d’Hadamard. On obtient donc
p(G) > t. Comme G est arbitraire, on a fimin(E) = Vmin(E). O

Définition 3.5. — Soit r un entier, r > 1. Pour tout corps de nombres K, on
désigne par §(r, K) la borne supérieure des fimin(E) — vmin(E), ott E parcourt
I’ensemble des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O qui sont de rang r.

Remarque 3.6. — Soient K un corps de nombres, E et F deux fibrés vecto-
riels hermitiens sur Spec O. On a

fimin(E @ F) = min(fimin (E), fimin (F))
et
me(E e F) mln(me(E), Vinin (F))
Par conséquent, la fonction (r € N>1) — 0(r, K) est croissante.

Théoréme 3.7. — Soit K un corps de nombres. Pour tout fibré vectoriel
hermitien non-nul E et tout i € {1,...,1g0, (E)}, on a

Vi(E) < [ii(E) < vi(E) + 0(1go, (E), K).

Démonstration. — D’aprés les propositions 3.4, 2.5 et 2.3, pour tout ¢ € R on
a Ft(E) C Fiyn(E). En outre, pour tout sous—(’)K module non-nul F' de E, on
a (voir la remarque 3.6 pour la deuxiéme inégalité)

Pmin(F) < Vmin(F) + 5(rgoK (F),K) < Vmin(F) + 5(rgoK(E),K).
Cela montre que
VteR, Fin(E) c Fiote®EK)(E).

Donc les inégalités annoncées proviennent de la proposition 3.3. U
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4. Comparaison entre la derniére pente et le dernier minimum

Dans le paragraphe précédent, on raméne la comparaison entre les minima
successifs et les pentes successives a celle entre le dernier minimum et la pente
minimale. On présente ici une majoration de la fonction (-, K) introduite dans
la définition 3.5. Grace au théoréme 3.7, cela donne une comparaison explicite
et uniforme entre les minima successifs et les pentes successives.

On commence par un lien entre ce probléme avec le probléme de transférence
en géométrie des nombres.

Proposition 4.1. — Soient K un corps de nombres et E un fibré vectoriel
hermitien sur Spec Og. On a

ﬁmin(E) - Vmin(E) < _(VI(EV) + Vmin(E))

ou EV désigne le O -module dual de E muni des normes duales.

Démonstration. — Rappelons que le degré d’Arakelov du dual d’un fibré vec-
toriel hermitien est 'opposé du degré d’Arakelov du fibré vectoriel hermitien.
On en déduit fimax(EY)+fimin(E) = 0 (cf. [4, (4.2)]). En outre, par le théoréme
3.7 on obtient v (EY) < 1i1(EY) = fimax(E"), d’out

ﬂmin(E) - Vmin(E) = _//Zmax(Ev) - Vmin(E) < _VI(EV) - Vmin(E)-
O

Définition 4.2. — Soient n un entier, n > 1, et K un corps de nombres.
On désigne par 9(n, K) la borne supérieure des —v1(EY) — vpin(E), ot E
parcourt I'ensemble des fibrés vectoriels de rang n sur Spec O, et EY désigne
le Og-module dual de £ muni des normes duales.

La proposition 4.1 conduit naturellement & la comparaison suivante.

Corollaire 4.3. — Pour tout entier n > 1 et tout corps de nombres K, on a
d(n,K) <o(n, K).

L’estimation de l'invariant d(n, K) est connue comme 'un des problémes
de transférence dans la littérature. Le cas des réseaux euclidiens (c’est-a-dire
K = Q) est étudié par Banaszczyk (cf. [1], Theorem 3.1 (iii)) que I'on rappel
comme suit.

Théoréme 4.4 (Banaszczyk). — Pour tout n € N>y, on a
3
(7) 3(n,Q) < In (7”)
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Remarque 4.5. — On compare la borne supérieure (7) de ?(n,Q) a la
constante %C(n,@) introduite dans la majoration (1) de Borek. Rappelons
que dans le cas ot K = Q on a

%C(n,@) — nin(2) - %ln(vn).

Par la formule de Stirling, on obtient (cf. |5, §3.2])

1 1 1 erm 1 1

~0(n,Q) = 5 In(n) - 5 In (7) + 5= In(mn) + —0(n/2),
ol f est une fonction comprise entre 0 et 1. Asymptotiquement quand n — 400,
1C(n,Q) et In(3n/2) a le méme ordre de grandeur. Cependant la combinaison
du théoréme 3.7, du corollaire 4.3 et de la borne supérieure (7) montre que, pour
tout fibré vectoriel hermitien non-nul E sur SpecZ et tout i € {1,...,rg,(E)},

0 Ai(E) ~ 14(B) < In (5 xes (1))

ou le facteur ¢ n’apparait pas dans le majorant. Cette inégalité est meilleure
que Pestimation de Borek dés que i > 8.

Il semble que la majoration de (-, K') pour un corps de nombres K général
n’est pas encore connue dans la littérature. On proposer une variante de la
proposition 4.1 qui permet de majorer §(n, K) par

1
D[R : Q1.Q) + o A
Dans la suite, on fixe un corps de nombres K. On désigne par w : Spec O —
Spec Z le morphisme canonique. Si E est un fibré vectoriel hermitien, on désigne
par 7. (E) le groupe abélien sous-jacent a E. Il s’avére que

W*(E) ®z C = @ FE ROgk,o C.
o:K—C
On munit cet espace vectoriel de la norme hermitienne ||-|| telle que, pour tout
§ = (SJ)J:K%(C € W*(E) ®z C, on ait

Isl2= 3 flsol2.
o K—C
Soit wo,. /7 = Homyz(Ok,Z) le module canonique du corps de nombre K,
qui est un Og-module projectif de rang 1. Il s’avére que 'application de trace
Trg /g est un élément non-nul de wp, /7. On munit we,. /7 de la structure de
fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok de sorte que || Trg/gllc = 1 pour tout
0: K —=Q.0Ona

) Tox(@E) = [y
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De plus, pour tout fibré vectoriel hermitien E sur Spec Ok, on a un isomor-
phism

(10) (B @0, 72) = m(B)"

de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O (c’est-a-dire un isomorphisme de
Ok-modules qui induit une isométrie pour tout o : K — C). On renvoie les
lecteurs a [5, Proposition 3.2.2] pour une démonstration.

Proposition 4.6. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec Of .
On a

(E) 2 (B, vin(E) > thain(m(E)):

Démonstration. — Soit s un élément de F. Par définition, on a

I = 37 ol > s, sl
g:

Soit A > 0. si s est un élément non-nul de E tel que |s|| < A, alors pour

tout o : K — C on a [[s|ls < A. On obtient donc v1(E) = vy (m(FE)).

Similairement, si {s1,...,s,} est une base de m,(E) sur Z telle que [|s;]] < A
pour tout ¢ € {1,...,n}, alors on a ||s;|l < A pour tout i € {1,...,n} et tout
o : K — C. On peut donc soustraire une sous-famille (s;);cr de {s1,...,s,}
qui forme une base de E sur K telle que max,.x—c Isillo < A. On en déduit
donc vmin(E) = vinin (7« (F)). O
Proposition 4.7. — Pour tout entier n tel quen > 1, on a

In |Ak]
11 6(n, K) <o([K : Q|n,Q) + .
(1) (0, 1) <0(1K + Qn.Q) + T
Démonstration. — Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang n sur Spec Of.

D’aprés la proposition 4.6, on a
~Vmin(E) < —Vinin(m(E)) < ni(m(B)Y) +2(n[K : Q, Q),

ou la deuxiéme inégalité provient de la définition de la fonction ?(-, Q). Par
(10) on obtient

n(m(E)Y) = i(m(EY @@, /z2)) < Imax(EY @ Wo /7).
ou l'inégalité provient de la proposition 4.6. D’aprés 3, (A.2)], on a

~ — - ~ — _ = In|A
MmaX(Ev & w(’)K/Z) = MmaX(Ev) + deg(w(QK/Z) = —,U,min(E) + [[{| R (g]|’

ou la deuxiéme égalité provient de (9) et [4, (4.2)]. On en déduit

_ — ' In|Ak]
pmin(B) = Vi (F) < O([K + QJn, @) +

La proposition est donc démontrée. ]
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Corollaire 4.8. — Pour tout entier n tel que n > 1 et tout corps de nombres
K, ona

3 In |Ak]
o(n, K <ln(—nK:Q>—|— .
(1) < n (30K £ Q1) + 2205

Démonstration. — C’est une conséquence directe de (7) et (11). O

5. Commentaires
5.1. Divers minimas. — Il existe d’autres notions de minima successifs

dans la littérature. Soient K un corps de nombres et £ un fibré vectoriel
hermitien sur Spec Ok . Pour tout s € Eg, on définit

T =g (X mlsht X mlsle)

peSpm(Ok) o:K—C

ol pour tout idéal maximal p de Ok, la norme |||, sur £ ®p, K, (K, étant
le complété de K par rapport a la place p) est induite par la structure de
Ok-module de E. Pour tout i € {1,...,180, (F)}, le i*"® minimum de Roy-

Thunder de E (cf. [13]) est défini comme
vV (E) := sup{t € R| rgy (Vectg{s € Ex | d/eE(s) >t}) =i}

On peut aussi définir de fagon similaire le degré d’Arakelov pour les vecteurs
non-nuls dans F ®p, K*, ou K* désigne la cloture algébrique de K. Pour tout
i€{l,...,r80, (E)}, le i minimum absolu de E est défini comme

Vi’ (E) = sup{t € R| rgya(Vectga{s € Fxa | d/eE(s) >t}) =i}

(2

Il n’est pas difficile de voir que

vi(E) < v (E) < vi™(E) < 1is(E)

pour tout ¢. Ainsi 'encadrement de i;(E) — v;(E) conduit & une comparaison
entre les pentes successives et divers minima successifs. Il est aussi possible
d’étendre les résultats de cet article dans le cadre adélique, suivant le chemin
indiqué dans [9, §5.4]. Il faut cependant tenir en compte le défaut de pureté et
le défaut de hermitienité dans la majoration (voir [10, §2| pour plus de détails).

5.2. Lien avec le probléme de transférence général. — Soient K un
corps de nombres et E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok. Soit r =
8o, (F). En général, un probléme de transférence cherche a majorer —(v;(£)+

Vrt1—i(EY)) pour tout 7 € {1,...,7}. Si
0=FEyCEC...CEn1 CE,=FE
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est le drapeau de Hader-Narasimhan de E, alors
0= (B/E)" € (E/Bu-1)’ C ... C (B/EY) C (B/Ey)" = E

=

est le drapeau de Harder-Narasimhan de EV. En particulier, on a
1i(E) + pr1-i(EY) =0
pour tout ¢ € {1,...,7}. On en déduit
Vie{l,...,r}, —wi(E)+vm1(EY)) <26(r, K).
En particulier, on a ?(r, K) < 26(r, K).

5.3. Interprétation géométrique. — Si on se contente de majorer la dif-
férence entre les pentes et les minima absolus, on peut transformer le probléme
dans un cadre géométrique. Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec O.
Tout élément non-nul s de Ex= détermine une droite dans 'espace vectoriel
Ea, qui correspond & un point algébrique du schéma P(E},) que 'on note P;.
En outre, on a

deg(s) = —hm(Ps),
ou la hauteur (absolue) hm est calculée par rapport au modéle entier
(P(EY),Opv (1)) et les métriques de Fubini-Study sur Opgvy(1).
Rappelons que le minimum essentiel de la fonction de hauteur hm est
définie comme

fless(EY) = sup inf

he o (P),
ZCP(EY,) PEBEL\Z)(K?) om )

ot Z parcourt l'ensemble des parties fermées Zariski strictes de P(E}). 11
s’avere que

VI?]blfl(E) + ﬁess(Ev) > 0.
On conjecture que le minimum essentiel Jiess(EY) est majoré par la pente
maximale fimax(EY) plus 3 In(rge,. (E)). Cette conjecture est vraie lorsque
E est une somme directe orthogonale de fibrés en droites hermitiens (cf. [7]).

Cela conduit a la majoration

i(E) — 1™ (F) < 3 (g ()

pour tout i € {1,...,r}, en utilisant la méthode proposée dans cet article (il
suffit de remplacer la R-filtration par minima par la R-filtration par hauteur,
cf. [6, §3.2]).

Plus généralement, on peut considérer le probléme suivant. Soient f : 2~ —
Spec Ok un morphisme projectif et plat d’un schéma intégre 2~ vers Spec Of.
Soit .Z un fibré inversible hermitien sur 2" tel que Lk soit ample, que .Z soit
relativement nef et que les métriques de .Z soient semi-positive. La donnée de
Z permet de définir une fonction de hauteur (logarithmique et absolue) h(-)
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sur I'ensemble des points algébrique de 2. Soit Jiess(-Z) le minimum essentiel
associé a cette fonction de hauteur, définie comme

Hess (L) = su inf h(P
fless(Z) e b PE(ZRAZ)(K) z(P)

On conjecture que le minimum essentiel fiess(-Z’) peut étre majoré par la limite

B (P) =l Eme(£(Z7)

p’max n——+00 n

plus une fonction du degré de Zx. On revoie les lecteurs dans [8, §4.2| pour
une étude sur l'invariant fimax(-).
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