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Résumé — Deux modeles d’observation sont dits “couplés” si une partie non vide des parametres d’intérét est reliée par une équation implicite
différentiable. Dans ce contexte, plusieurs stratégies d’estimation sont possibles: soit un processus d’estimation jointe dans lequel les données
issues de ces deux modeles sont fusionnées, soit un processus d’estimation individuelle ol les parametres d’intérét sont estimés a partir de leur
modele d’observation respectif. Dans ce papier, nous montrons a travers une analyse de bornes que 1’estimation optimale jointe est plus précise
qu’une estimation individuelle en termes d’erreur quadratique moyenne. Cette propriété est également vraie pour les parametres qui ne sont pas
directement reliés. Enfin, ce résultat est illustré a travers un probleme de décompositions tensorielles couplées.

Abstract — Two models are called “coupled” when a non empty set of the underlying parameters of interest are related through a differentiable
implicit function. In this context, several estimation strategies can be derived: either a joint estimation where the parameters of interest are
retrieved by merging all datasets, or an individual estimation where the parameters of interest are respectively estimated from each dataset. In
this paper, we show by analyzing lower bounds that the optimal process of joint estimation is always more accurate than the individual estimation
process in the sense of mean square error for a general class of dataset distributions. This property is still true for the parameters that are not

directly linked. Finally, we illustrate our results with the fusion of multiple tensor data.

1 Introduction

L’analyse de données multimodales suscite un intérét crois-
sant dans de nombreuses applications [1-3]. Elle consiste a es-
timer des parametres d’intérét a partir de données acquises par
des capteurs multiples [4], parfois de nature différente, ce qui
conduit a proposer des modeles paramétriques différents pour
chaque type de capteurs. Néanmoins, certains parametres d’in-
térét entre ces modeles peuvent €tre reliés car c’est le méme
phénomene physique qui est observé. Dans ce papier, nous nous
intéressons a un modele de couplage partiel potentiellement
non linéaire défini dans la section 2. Dans la section 3, nous
proposons une borne de Cramér-Rao sous contraintes (BCRC)
pour I’estimation simultanée des parametres couplés et non cou-
plés en nous basant sur les travaux de [5—7]. Cette borne établit
une jauge de performances optimales en termes d’erreur qua-
dratique moyenne (EQM). Nous nous intéressons en particulier
au comportement de I’EQM optimale dans les cas ot les para-
metres d’intérét sont estimés conjointement a partir des don-
nées fusionnées ou non. Pour illustrer la validité de la borne
proposée, nous 1’appliquerons aux problemes de décomposi-
tions tensorielles polyadiques canoniques (PC) complexes et

*Ce projet est financé par le projet ERC "DECODA" no. 320594 dans le
cadre du programme européen FP7/2007-2013.

couplées dans la section 4. La décomposition PC est utile dans
de nombreux domaines, par exemple en traitement d’antennes,
en traitement radar et en télécommunications [8—11]. Pour les
décompositions non couplées, les études de performances opti-
males sont faites dans [8, 12, 13]. Pour les tenseurs hétérogenes
réels linéairement couplés, les bornes de performances ont déja
été proposées dans un contexte d’estimation bayésienne [14].
Notre contribution étend les précédents travaux, puisque les ré-
sultats proposés ici restent valables pour des modeles d’obser-
vation généraux et des couplages non linéaires.

2 Modeles hétérogenes couplés

Soit ; et x5 deux ensembles de données hétérogenes cou-
plés de maniere suivante :

{ Ty ~ fm1;917¢1 and o ~ fm2;927¢27 (1)
g(01,02) =0,

ouxy € Q; CC™ etxy € Ny C C™2 sont des données distri-
buées respectivement suivant les densités de probabilité (ddp)
Jz1:61,4, € fx,.0,.4,, Paramétrées respectivement par les vec-
teurs déterministes inconnus (01, ¢p;) € 1 xP; C R™ xR
et (02, ¢5) € Oz x Dy C R™2 x RP2, n;, my; et p; désignant
respectivement la taille des vecteurs x;, 8; and ¢,. Ce modele
est dit partiellement couplé car seuls les vecteurs 61 et 85 sont



couplés par la contrainte g (61, 03) = 0 tandis qu’il n’y a pas
de dépendance entre les vecteurs ¢; et ¢,. Nous ferons les
hypotheses que (i) g(01, 62) est une fonction vectorielle déter-
ministe connue, non-redondante' et différentiable par rapport

a(01,02) E ©1 X Oy, (ii) 1a10i fz, ,:0,.,,4,,, est différentiable
par rapport? a 01.5 et ¢, et son support ne dépend pas de ses
parametres, (iii) & et xo sont statistiquement indépendants,
Co0-d. [2,5:010,0,; = fe1:61,0, [22:0,.0,-

De plus, les ddps de x; et x5 peuvent étre totalement diffé-
rentes bien que les parametres d’intérét sont les mémes c.-a-d.
fx1:0,6 # fx.:0,6- Ceci est un modele pour la fusion de don-
nées hétérogenes.

3 Performances optimales

Pour simplifier les notations, nous omettons la dépendance
par rapport aux vraies valeurs des parameétres F' 2 F (01.0, ¢, .5),
G £ G (61,0,) et BCRC £ BCRC (0.9, ¢,.5). Lorsque
le modele partiellement couplé (1) et le modele équivalent non
couplé (c.-a-d. le méme modele sans la contrainte g(6+,62) =
0) sont tous deux identifiables alors la BCRC est donnée par [5]

BCRC = F~' - F'G"(GFG")"'GF™', (2

oll G(61,0,) = [3g(géig2) 0 69(60015’92) 0] est le gradient de g
par rapporta (01, ¢, 02, ¢,) et F est la matrice d’information
de Fisher (FIM) pour le modele non couplé. Or, F~* = BCR,

donc le gain sur la précision d’estimation est :

BCR-BCRC = F'G"(GF'G")'GF' -0, (3

ou A > B signifie que A — B est une matrice semi-définie
positive (SDP). Cette inégalité (3) montre que la BCRC est
toujours plus basse que la BCR. En effet, les modeles couplés
ont en général des informations supplémentaires, qui réduisent
I’espace de recherche des parametres et donc améliorent la pré-
cision d’estimation. Dans notre cas, tous les parametres d’inté-
rét ne sont pas soumis a des contraintes mais seulement une
partie. Donc, nous allons étudier de plus pres 1’effet de ces
contraintes partielles sur la précision d’estimation.

3.1 Influence du couplage partiel sur la préci-
sion d’estimation

Comme fx,.,:601..0,, = f1:0,.¢, [22:6..0,, 1€ couples de
variables (01, ¢;) et (02, ¢5) ne sont pas reliés pour le modele
non couplé. Ainsi la FIM classique est bloc diagonale F' =
Diag{F1, F3} avec

o Oo,0.Li Op,p,Li
Fi=—k 9p.0,Li Op,¢,Li

,pourt=1,2, (4)

ol Li = In fz,.0,,¢, (x;) est la log vraisemblance pour x;, et

la dérivée seconde par rapport a 8; et 0 . Une

2
9.6, = %0, aaT

1. C’est adire que les équations lignes g; = 0 ne sont pas une combinaison
linéaire des autres lignes {gr = 0, k # i} pour tout 1.2 € ©1 X O.

2. x1.2, 012 et ¢p1.5 sont respectivement la concaténation des vecteurs a1
etaxo, 01 et 62, Py et ¢,.

inversion par bloc permet d’écrire la matrice inverse sous la
forme: F~' = Diag{BCRg,4,, BCRg, 4, }. Notons BCRy,
et BCRy, les blocs diagonaux de la matrice BCRyg, ¢, . Alors :

BCRy, = (Do,0, — Do,p, D34 Dy.p) )
BCR¢’1 = (D¢i¢i - D0i¢iD;ieiD91¢i) 1’ (6)
avec Dg,5, = —E [8a1ﬂi£i}-

L’évaluation de la BCRC permet de quantifier le gain du
couplage donné en (3). Notons Ky,, Kg,, K¢,1 et K¢,2 les
éléments diagonaux de (3) correspondant respectivement a la
différence entre la BCR et la BCRC pour les parametres 64,
0>, ¢, et ¢,. En substituant les équations (5) et (6) dans (3),
nous obtenons pour ¢ = 1, 2

dg" ~1 99
Ko, = BCRy, —BCR_, —BCR 7
0, %50, 9 80T 0, (7N
K¢—D¢¢D9¢K9D9¢D¢¢, (8)

ou BCR, = Z aaegT BCRg, 2 69 . Il est facile de vérifier que

les matrices Ko, 0, et K 4, sont SDPs. Par conséquent, I’effet de
couplage entre 8, et @5 améliore aussi la précision d’estimation
des vecteurs ¢, et ¢,, malgré leur indépendance.

3.2 Cas gaussien couplé a moyenne paramétrée

Soient deux ensembles de données 1 ~ CN (my (01, @), 1)

et ¢o ~ CN(mz (02, ¢,), X2) ol 3 et Xy sont connues et
les parametres 01, 03, ¢, et ¢, inconnus, réels et non aléa-
toires. Si les fonctions mj (601, ¢,) et my (02, ¢,) sont diffé-
rentiables par rapport a 81, ¢, et 05, ¢2, respectivement, alors

2R{ Jmis '9m ). Do,g, =

on peut montrer que Dy, 9, =
2%{ =5 O] >t g‘;‘; Jet Dy g =2R{ 53 8"” =t ‘gg‘% }, ou R est
l’operateur partie réelle. Par Consequent les expressions ana-
lytiques de K, et de K, sont obtenues en substituant ces
trois expressions dans les équations (7) et (8). Ces gains corres-
pondent a la modification de la formule de Slepian-Bangs [15]
pour prendre en compte le couplage g(601,02) = 0.

4 Décomposition tensorielle couplée
Considérons deux tenseurs d’ordre trois, X (1) € Cl1x/1x K1
et X € Cl2x/2xK2 modélisés par

XD =7 LN and P =73 L N (©9)

ot TW et 7@ sont respectivement deux tenseurs de rang
faible Ry et Ry etou N (1) et M@ sont les tenseurs bruits dont
les éléments sont supposés aléatoires, indépendants et identi-
quement distribués (i.i.d.) suivant une loi gaussienne complexe
circulaire de moyenne nulle et de variance o et 03, respective-
ment. On suppose également I’indépendance entre les éléments
des deux tenseurs bruits. Soit la décomposition PC couplée de
T (voir [16]) définie par, pouri = 1,2 :

R;
TW = Zaﬁ.z) 2 bV @l sous g(C(l), c®)=o,

r=1

(10)



ou I'opérateur ® désigne le produit tensoriel, et les matrices
Cc £ D cgz] € CHK<fi_ Définissons également
L [agi) e ag%i)] € ChixRi et

b)) € C/<Bi. Puisque N et N sont

les facteurs matriciels A
B® & [bgi)

i.i.d., chaque tenseur X est distribué selon la loi faom 0,0, =

(o) 19 exp(= L[ 29 — TO2), 00 | - | est la norme
de Frobenius : | X||* £ A > @i
i,k

4.1 Expression analytique de la BCRC

Un dépliage astucieux de X @) donne une expression com-
pacte de la BCRC a I’aide des résultats de la section 3.2. Défi-
nissons les dépliages matriciels mode-p [16, 17], T, O X, ()

de T et de X respectivement, p € {1, 2, 3}. On a:

Tgi) _ A(i)(c(i) @B(i))T7T$) - B® (C(i) @A(i))T,
Tgi) = CcY(BYoANT, (11)

ou ’opérateur © est le produit de Khatri-Rao. En utilisant les

résultats de [18], le dépliage de la matrice ng') en vecteur s’ ex-
prime sous les trois formes suivantes :

VecT( ) =S¢ veeCY =S, vecAY = S, vec BY
. 12)
onSe =BY 0 AVRI, S,=JY(C?oBYRI,),

Sp = Jéig)(C(i) ©AYRI,), J(3) et Jgg sont respective-
ment les matrices de permutation reliant les éléments du vec-
(2) (i)

teur vec X, aux ceux du vecteur vec X 3 et les éléments de

vee X" aux ceux de vec X, 'opérateur X est le produit de
Kronecker, et I, est la matrice d’identité de taille o.

Ainsi, le probleme (9) colle au modele couplé (1) avec x; =
vee X € Cliliki 9, = [(R S){vecT CONT € R2iR: et
¢, = [(?R ) {vec” A(Z)} (R S){vecT BWYT e R J1+K7)R7
Avec les notations précédentes, on a

x; ~ CN'(m;(0;, ,),o2I), (13)

ot m;(8;,¢;) = vec ng). Cependant, la décomposition PC
(10) n’est unique qu’a un facteur d’échelle pres [16]. Pour le-
ver cette indétermination, une solution est de fixer les éléments
de la premiere ligne des matrices A et BW 3 des valeurs pré-
définies. Cela signifie que certains éléments de ¢, sont connus,
et donc, nous devons définir un nouveau ¢; € R2(Ji+Ki=2)R:
contenant seulement les paramétres inconnus du vecteur ¢;.
La relation entre ¢; et (?BZ est donnée par ¢, = M qNSZ ou M €
R2(itKi=2)Rix2(Ji+ Ki) i est yune matrice de masquage. Elle
est obtenue en retirant les 4R; lignes de la matrice d’identité
I3, +K,)R, pour les valeurs prédéfinies de ¢;.

En utilisant (12), on obtient facilement les dérivées partielles

0
2T (0i,¢;) = [Sa Sp] PMT, (15)

I;.r. jIpR, 0 0
avec P = i o )
|: 0 0 Iyr. jlyr,
imaginaire pure. Donc, on obtient d’apres la section (3.2)

} et j 'unité

Doiei:%%{[h{m ik, r,]" SCSC[IKFQJIKR]} (16)
Deid)i = %%{[IKLRL jIK1R1] SC [SA SB] PMT} a7

shs. sths,

_ 2 H
Do.s. = ?%{MP {SQSB stsp

] PMT} (18)
avec SHS¢ = (B(i)HB(i) g AOH A0

rateur [ est le produit d’Hadamard. Finalement, la BCRC dans
(2) est obtenue en remplagant (16), (17), (18) dans (7) et (8).

) X Ig,, et ou1’opé-

4.2 Simulations

Dans cette partie, on choisit le modele tensoriel explicité a
la section précédente et le couplage est donnée par la fonc-
tion g(C(l), C(2)) = W — C?, Lestimation des facteurs
matriciels PC consiste généralement a maximiser la fonction
de vraisemblance f ) X210, 5.6, " Cependant, ce critere dé-
pend de nombreux parametres et il n’est pas convexe malgré
sa multilinéarité. Pour réduire le cofit de calcul, une approche
itérative a été proposée dans la littérature appelée 1’algorithme
des moindres carrés alternés (MCA) [19, pp. 62-63].

MCA non couplé La mise a jour a la k-éme itération du fac-
teur C¥ est une solution des moindres carrés [19, pp. 62-63] :

& = xp (B A7) (m) "

ou * est l’operateur complexe conjugué et M () = (B ,(;) B ,(;) )
)T ~
(A k % A k ) Des expressions similaires peuvent étre déduites

pour les autres facteurs en se basant sur le dépliage (11).

MCA couplé La mise a jour pour les facteurs non couplés
ne sont pas modifiés. Celle pour les facteurs couplés se fait
conjointement en estimant la matrice C' en une seule fois :

2 * 2 -
~ 1 N[ 50 =) 1 i
Cr = [ZF,)@ (Bk © A, ) ] [ZQMEQ]
i1 1

=1 °

Notons qu’il faut également éliminer les ambiguités d’échelle
et de permutation inhérentes a la décomposition PC. Pour cela,
si les premieres lignes des matrices A% et B® sontnon nulles,
alors I’ambiguité d’échelle est éliminée en normalisant aﬁ? =
let 135? = 1 (sinon, on peut normaliser par rapport a des élé-
ments non nuls de A et de B™). L’ambiguité de permuta-
tion est corrigée en cherchant les vecteurs colonnes de C® se

rapprochant le plus des vecteurs colonnes de cw,

Scénario de simulation les tenseurs 7" et 7 ont des di-
mensions toutes égales a 15 et les rangs R = R(?) = 3
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FIGURE 1 — L’EQM totale et les bornes pour les décompositions PC couplées. Figures (a) et (b) pour les éléments de AWM jidet figures (c) et (d) pour A

avec deux vecteurs colonnes quasi-colinéaires. Le RSB de X (2) est fixé 2 20dB.

Nous envisageons deux scénarios. Pour le premier, tous les
facteurs matriciels sont générées aléatoirement suivant une loi
gaussienne complexe circulaire. Le deuxieéme scénario est qua-
siment le méme sauf pour deux vecteurs colonnes de la ma-
trice AW, qui sont presque colinéaires (coefficient de corréla-
tion p = 0.99). Les premieres lignes des facteurs non couplés
sont mis a 1. ’EQM totale est évaluée sur 500 réalisations de
Monte-Carlo. Le RSB 3 de X' est fixé 2 20dB tandis que ce-
lui de XV varie entre 0 et 40dB.

Nous constatons un gain conséquent de la BCRC par rap-
port a la BCR pour I’estimation de 8;. Pour le parametre ¢,
la différence entre la BCR et BCRC est petite dans le cas ol
les éléments de A" sont i.i.d., mais il y a un écart conséquent
pour le cas ou AW contient deux vecteurs colonnes presque
colinéaires. Nous pouvons également constater que I’EQM to-
tale suit de pres les performances prédites par les bornes pour
0, et donc les deux algorithmes MCA semblent asymptotique-
ment efficace. Cette application montre bien que 1’estimation
conjointe a partir des données fusionnées permet de diminuer
I’EQM totale.

5 Conclusions

Nous avons proposé une étude d’estimation paramétrique
pour la fusion de données hétérogenes partiellement couplées.
Quand les relations inhérentes entre deux ensembles de don-
nées sont correctement spécifiées, les performances d’estima-
tion jointe peuvent étre bornées par la BCRC. De plus, nous
avons montré dans un contexte tres général que la précision
d’estimation jointe a partir des données fusionnées est toujours
(asymptotiquement) meilleure en termes de I’EQM que I’es-
timation individuelle, non couplée, méme pour les parametres
qui n’ont pas de liens directs. Cette proposition est vérifiée a
travers un exemple de décompositions tensorielles couplées.

3. Le RSB pour les tenseurs aléatoires complexes est donné par

. E T(i) 2 R; N
RSB(X(U) =10 loglo {M} =10 loglo (0_—2), ou o; est

la variance du bruit gaussien complexe.
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