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❛!
−→ ·

❜!
−→ ❛♥❞

❛?
−→ ·

❜?
−→✱ ✇❤❡-❡ ❛! ❛♥❞ ❜! ❛-❡ ✐♥)❡-♣-❡)❡❞ ❛' ❡♠✐''✐♦♥ ❡✈❡♥)' ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧' ❛ ❛♥❞ ❜✱ ❛♥❞
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❋■❋❖ ♦-❞❡-✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ♠❡''❛❣❡' ❢-♦♠ ♦♥❡ ♣-♦❝❡'' )♦ ❛♥♦)❤❡- ❛-❡ ♥❡❝❡''❛-✐❧② ❞❡❧✐✈❡-❡❞ ✐♥ )❤❡✐- ❡♠✐''✐♦♥ ♦-❞❡-✮✱

)❤❡♥ )❤❡ ♠❡''❛❣❡ ♦♥ ❛ ✐' ❞❡❧✐✈❡-❡❞ ❜❡❢♦-❡ )❤❡ ♠❡''❛❣❡ ♦♥ ❜✱ ❛♥❞ ✇❡ '❛② )❤❛) )❤❡ )✇♦ ♣❡❡-' ❛-❡ ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡
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❛?
−→ ·

❜?
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❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✸
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)❤✐. ✇♦#❦ ❛♥❞✱ ❡✈❡♥)✉❛❧❧②✱ )❤❡ ❝♦♥❝❧✉.✐♦♥ ❞#❛✇. ♣❡#.♣❡❝)✐✈❡. ❛❢)❡# .✉♠♠✐♥❣ ✉♣ )❤✐. ✇♦#❦✳

✷✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ▼♦❞❡❧/✿ ❈♦♥❝1❡*❡ ❉❡✜♥✐*✐♦♥/

❚❤✐. .❡❝)✐♦♥ ✐♥)#♦❞✉❝❡. ❝❧❛..✐❝ ❞❡✜♥✐)✐♦♥. ♦❢ ❞✐.)#✐❜✉)❡❞ ❡①❡❝✉)✐♦♥. ❛♥❞ ❡✈❡♥) ♦#❞❡#✐♥❣ ❬❇▼✾✸✱ ❚❡❧✵✵✱ ❘❛②✶✸❪

❛♥❞ ♣#❡.❡♥). .❡✈❡♥ ❛.②♥❝❤#♦♥♦✉. ♣♦✐♥)✲)♦✲♣♦✐♥) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ♠♦❞❡❧. ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛②✳

✷✳✶✳ ❉✐%&'✐❜✉&❡❞ ❙②%&❡♠%

❆ ♠❡..❛❣❡✲♣❛..✐♥❣ ❞✐.)#✐❜✉)❡❞ .②.)❡♠ ✐. ❝♦♠♣♦.❡❞ ♦❢ ❛ .❡) ♦❢ ♣❡❡#. ✭♦# ♣#♦❝❡..❡.✱ ♦# ♥♦❞❡.✮ ✇❤✐❝❤ ❡①❝❤❛♥❣❡

♠❡..❛❣❡.✳ ❲✐)❤♦✉) ❧♦.. ♦❢ ❣❡♥❡#❛❧✐)②✱ ♠❡..❛❣❡. ❛#❡ ✉♥✐Q✉❡✳ ❆ ❞✐.)#✐❜✉)❡❞ ❡①❡❝✉)✐♦♥ ✐. ❞❡.❝#✐❜❡❞ ✇✐)❤ ❡✈❡♥).✿

♠❡..❛❣❡ .❡♥❞ ❡✈❡♥).✱ ♠❡..❛❣❡ #❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥).✱ ❛♥❞ ✐♥)❡#♥❛❧ ❡✈❡♥). ✭#❡.♣❡❝)✐✈❡❧② ♥♦)❡❞  (♠)✱ "(♠)✱ ❛♥❞ ✐✮✳

❆♥ ❡①❡❝✉)✐♦♥ ✐. ❛ .❡Q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥).✱ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❢#♦♠ )❤❡ ✐♥)❡#❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ♣❡❡# .❡Q✉❡♥❝❡.✳ ❆. ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥.✐❞❡#

.)❛❜❧❡ ♦# ❧♦❝❛❧ ♣#♦♣❡#)✐❡. ✭)❡#♠✐♥❛)✐♦♥✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❢❛✉❧)② #❡❝❡♣)✐♦♥✱ ♥❡✈❡# #❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡..❛❣❡✮ ❛♥❞ ♣❡❡#. ❤❛✈❡ ♥♦

✐♥)❡#♥❛❧ ❝♦♥❝✉##❡♥❝②✱ ✐♥)❡#❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ )#✉❡ ♣❛#❛❧❧❡❧✐.♠ ❛#❡ ✐♥❞✐.)✐♥❣✉✐.❤❛❜❧❡✿ )❤❡ ♦♥❧② ♣#♦♣❡#)✐❡. ✇❤✐❝❤ ❛#❡

♥♦) ♦❜.❡#✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦) ✈❡#✐✜❛❜❧❡ ✇✐)❤ ✐♥)❡#❧❡❛✈✐♥❣ ❛#❡ )#❛♥.✐)♦#② ❣❧♦❜❛❧ ♣#❡❞✐❝❛)❡. ❬❈❤❛✾✼❪✳ ❚❤✐. ♣❛♣❡# ♦♥❧②

❝♦♥.✐❞❡#. ♣♦✐♥)✲)♦✲♣♦✐♥) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥✱ )❤❛) ✐. ❛ ♠❡..❛❣❡ ❤❛. ❡①❛❝)❧② ♦♥❡ .❡♥❞❡# ❛♥❞ ❛) ♠♦.) ♦♥❡ #❡❝❡✐✈❡#✳

◆♦)❡ )❤❛) ❉❡✜♥✐)✐♦♥ ✷✳✷ ❛❧❧♦✇. .❡♥) ♠❡..❛❣❡. )♦ ♥❡✈❡# ❜❡ #❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤✐. ❝❛♥ ❜❡ ✐♥)❡#♣#❡)❡❞ ❛. )❤❡ ❧♦.. ♦❢ )❤❡

♠❡..❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐. ✐♥❞✐.)✐♥❣✉✐.❤❛❜❧❡ ❢#♦♠ ❛ ♠❡..❛❣❡ .)❛②✐♥❣ ❢♦#❡✈❡# ✐♥ )❤❡ ♥❡)✇♦#❦✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶ ✭❊✈❡♥%-✮✳ ▲❡) PEER ❜❡ ❛ .❡) ♦❢ ♣❡❡#.✱ MES ❜❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡#❛❜❧❡ .❡) ♦❢ ♠❡..❛❣❡.✳ ❚❤❡ .❡)

♦❢ ❡✈❡♥). ✐.✿

EVENT
∆

= {✐
♣

| ♣ ∈ PEER} ∪ { 
♣

(♠), "
♣

(♠) | ♣ ∈ PEER,♠ ∈ MES}

❚♦ ❡❛.❡ ♥♦)❛)✐♦♥✱ )❤❡ ✐♥❞❡①

♣

✐. ♦♠✐))❡❞ ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ )❤❡ ♣❡❡# ✐. ♥❡❡❞❡❞ ❢♦# ❛♥ ❡✈❡♥) ❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉)✐♦♥✱

♣❡❡"(❡) ✐. )❤❡ ♣❡❡# ✇❤❡#❡ ❡ ♦❝❝✉#.✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✷ ✭❉✐-%/✐❜✉%❡❞ ❊①❡❝✉%✐♦♥✮✳ EXEC✱ )❤❡ .❡) ♦❢ ❛❧❧ ♣♦..✐❜❧❡ ❡①❡❝✉)✐♦♥. ♦✈❡# )❤❡ ❡✈❡♥).

EVENT ✱ ✐. )❤❡ .❡) ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐)❡ ♦# ✐♥✜♥✐)❡ .❡Q✉❡♥❝❡. ♦❢ ❡✈❡♥). .✉❝❤ )❤❛) ♠❡..❛❣❡. ❛#❡ ✉♥✐Q✉❡✱ ❛♥❞ .✉❝❤

)❤❛) ❛ #❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥) ♦❢ ❛ ♠❡..❛❣❡ ✐. ♣#❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ .❡♥❞ ❡✈❡♥) ♦❢ )❤✐. ♠❡..❛❣❡✿

SEQ
∆

= EVENT ∗ ∪ EVENT ω

EXEC
∆

=

{

σ ∈ SEQ

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠ ∈ MES :
∀❥ , ❦ ∈ ❞♦♠(σ) : σ[❥ ] =  (♠) ∧ σ[❦ ] =  (♠)⇒ ❥ = ❦

∧ ∀❥ , ❦ ∈ ❞♦♠(σ) : σ[❥ ] = "(♠) ∧ σ[❦ ] = "(♠)⇒ ❥ = ❦

∧ ∀❥ ∈ ❞♦♠(σ) : σ[❥ ] = "(♠)⇒ ∃❦ ∈ ❞♦♠(σ) : σ[❦ ] =  (♠) ∧ ❦ < ❥

}

❚♦ .✐♠♣❧✐❢② ♥♦)❛)✐♦♥✱ ✇❡ ✇#✐)❡ ❡ ∈ σ )♦ .)❛)❡ )❤❛) ❡✈❡♥) ❡ ♦❝❝✉#. ✐♥ ❡①❡❝✉)✐♦♥ σ✳ ■) ✐. ❛ .❤♦#)❝✉) ❢♦#

∃❥ ∈ ❞♦♠(σ) : σ[❥ ] = ❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ✭9/❡✜①❡- ♦❢ ❛♥ ❊①❡❝✉%✐♦♥✮✳ ❆♥② ♣#❡✜① ♦❢ ❛ ❞✐.)#✐❜✉)❡❞ ❡①❡❝✉)✐♦♥ ✐. ❛ ❞✐.)#✐❜✉)❡❞ ❡①❡❝✉)✐♦♥✳

*"♦♦❢✳ ❋#♦♠ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉)✐♦♥✳

✷✳✷✳ ❊✈❡♥& ❖'❞❡'✐♥❣

❲❤❡♥ ❝♦♥.✐❞❡#✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉)✐♦♥ σ✱ )❤#❡❡ ♦#❞❡#. ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦#❞❡# ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❡❡#✱ )❤❡ ❡①❡❝✉)✐♦♥ )♦)❛❧

♦#❞❡#✱ ❛♥❞ )❤❡ ❝❛✉.❛❧ ♦#❞❡# ❬▲❛♠✼✽❪ ✇❤✐❝❤ ❛❜.)#❛❝). ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥) ❡✈❡♥).✳ ❚❤❡ ❝❛✉.❛❧ ♦#❞❡# #❡❧❛)✐♦♥ ✐. ❤❡#❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ✐). ✉.✉❛❧ ❢♦#♠ ❬▲❛♠✼✽✱ ▼❛)✽✾✱ ❈❉❑✾✹✱ ❘❛②✶✸❪✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✹ ✭❊①❡❝✉%✐♦♥ ❖/❞❡/✮✳ ❡1 ≺σ ❡2
∆

= ∃❥ , ❦ ∈ ❞♦♠(σ) : ❥ ≤ ❦ ∧ σ[❥ ] = ❡1 ∧ σ[❦ ] = ❡2



✹ ❋✳ ❈❤❡✈'♦✉✱ ❆✳ ❍✉'❛✉❧/✱ ❛♥❞ 2✳ ◗✉4✐♥♥❡❝

▼

♥−♥ ▼

♥−1 ▼

❝❛✉$❛❧

▼1−1 ▼1−♥

!(♠1) ≺σ !(♠2) !(♠1) ≺σ !(♠2) ∧ !(♠1) ≺
❝❛✉$❛❧

!(♠2) ∧ !(♠1) ≺♣❡❡(

!(♠2) ∧ !(♠1) ≺♣❡❡(

!(♠2)
♣❡❡%(%(♠1)) = ♣❡❡%(%(♠2)) ♣❡❡%(%(♠1)) = ♣❡❡%(%(♠2)) ♣❡❡%(%(♠1)) = ♣❡❡%(%(♠2))

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉❡❧✐✈❡*② ❖*❞❡* .*❡❞✐❝❛0❡1

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✺ ✭+❡❡, ❖,❞❡,✮✳ ❡1 ≺♣❡❡"

❡2
∆

= ♣❡❡"(❡1) = ♣❡❡"(❡2) ∧ ❡1 ≺σ ❡2

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✻ ✭❈❛✉4❛❧ ❖,❞❡,✮✳ ≺
❝❛✉&❛❧

✐1 0❤❡ 1♠❛❧❧❡10 *❡❧❛0✐♦♥ 1✉❝❤ 0❤❛0

∀❡1, ❡2 ∈ σ : ❡1 ≺❝❛✉&❛❧

❡2 ⇔

{

❡1 ≺♣❡❡"

❡2 ✭♣❡❡* ♦*❞❡*✐♥❣✮

∨ ∃♠ ∈ MES : ❡1 = $(♠) ∧ ❡2 = "(♠) ✭♠❡11❛❣❡ 0*❛♥1❢❡*✮

∨ ∃❡3 ∈ σ : ❡1 ≺❝❛✉&❛❧

❡3 ∧ ❡3 ≺❝❛✉&❛❧

❡2 ✭0*❛♥1✐0✐✈✐0②✮

❚❤❡♦,❡♠ ✷✳✼ ✭❖,❞❡, ■♥❝❧✉4✐♦♥✮✳

∀σ ∈ EXEC, ∀❡1, ❡2 ∈ σ : ❡1 ≺♣❡❡"

❡2 ⇒ ❡1 ≺❝❛✉&❛❧

❡2

∀σ ∈ EXEC, ∀❡1, ❡2 ∈ σ : ❡1 ≺❝❛✉&❛❧

❡2 ⇒ ❡1 ≺σ ❡2

%"♦♦❢✳ ❚❤✐1 0❤❡♦*❡♠ ✐1 ❝❧❛11✐❝ ❛♥❞ ❞✐*❡❝0❧② ❞❡*✐✈❡1 ❢*♦♠ 0❤❡ ❞❡✜♥✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♦*❞❡*1 ❛♥❞ ❡①❡❝✉0✐♦♥1✳

✷✳✸✳ ❉❡❧✐✈❡(② ❖(❞❡(

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❡♥❢♦*❝❡1 ❛ ❞❡❧✐✈❡*② ♦*❞❡* ✐❢ 0❤❡ ♦*❞❡* ♦❢ ♠❡11❛❣❡ *❡❝❡♣0✐♦♥1 ✐1 ✐♥ *❡❧❛0✐♦♥ ✇✐0❤ 0❤❡ ♦*❞❡*

♦❢ 0❤❡✐* ❡♠✐11✐♦♥1✳ ❚❤✉1✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦1❡1 ❛♥ ♦*❞❡* ♦♥ 0❤❡ ♠❡11❛❣❡ *❡❝❡♣0✐♦♥1✱ ❜❛1❡❞ ♦♥ 1♦♠❡

1♣❡❝✐✜❝ ♣*❡❞✐❝❛0❡✳ ❆♥ ❡①❡❝✉0✐♦♥ σ ❝♦♥❢♦*♠1 0♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❈▼ ✐❢ ❛❧❧ *❡❝❡♣0✐♦♥1 ❛*❡ ❝♦**❡❝0❧②

♦*❞❡*❡❞ ✇✐0❤ *❡❣❛*❞ 0♦ 0❤❡ ❞❡❧✐✈❡*② ♣*❡❞✐❝❛0❡ ♦❢ 0❤✐1 ♠♦❞❡❧✳ ❊①❝❡♣0 ❢♦* 0❤❡ ✜*10 ♠♦❞❡❧ ✭❘❙❈✮✱ 0❤❡ 1❡0 ♦❢ ✈❛❧✐❞

❡①❡❝✉0✐♦♥1 ♦❢ ❈▼ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ 0♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛00❡*♥ ✇❤✐❝❤ 0❛❦❡1 0❤❡ ❢♦*♠✿

E①❡❝(❈▼ )
∆

=







σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :

"(♠1) ∈ σ ∧ "(♠2) ∈ σ

∧ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ♦♥ $(♠1)✱ $(♠2)✱ "(♠1)✱ "(♠2)

⇒ "(♠1) ≺σ "(♠2)







✇❤❡*❡ 0❤❡ ❞❡❧✐✈❡*② ♣*❡❞✐❝❛0❡ ✐1 1♣❡❝✐✜❝ 0♦ 0❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦*❝❡1 ❛♥ ♦*❞❡* ♦♥ 0✇♦ *❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥01

❜❛1❡❞ ♦♥ 1♦♠❡ ♣*♦♣❡*0② ♦♥ 0❤❡ 1❡♥❞ ❛♥❞ *❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥01✳

✷✳✹✳ ❆.②♥❝❤(♦♥♦✉. ❈♦♠♠✉♥✐❝❛7✐♦♥ ▼♦❞❡❧.

❲❡ ♣*❡1❡♥0 1❡✈❡♥ ❛1②♥❝❤*♦♥♦✉1 ♣♦✐♥0✲0♦✲♣♦✐♥0 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧1✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ♦❢ 0❤❡♠ ❛*❡ 1✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✶ ✭❢✉❧❧② ❛1②♥❝❤*♦♥♦✉1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❛♥❞ ❘❙❈ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❛*❡ ♦♠✐00❡❞✮✳ ❚❤❡*❡ ❛*❡ ❢♦✉* ✈❛*✐❛♥01

♦❢ ❋■❋❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ ♣❡❡*1 ✐♥✈♦❧✈❡❞✿ ▼1−1 ❝♦♦*❞✐♥❛0❡1 ♦♥❡ 1❡♥❞❡* ✇✐0❤ ♦♥❡ *❡❝❡✐✈❡*✱

▼

♥−1 ❝♦♦*❞✐♥❛0❡1 ❛❧❧ 0❤❡ 1❡♥❞❡*1 ♦❢ ❛ ✉♥✐K✉❡ *❡❝❡✐✈❡*✱ ▼1−♥

❝♦♦*❞✐♥❛0❡1 ♦♥❡ 1❡♥❞❡* ✇✐0❤ ❛❧❧ ✐01 ❞❡10✐♥❛0✐♦♥1✱

❛♥❞ ▼

♥−♥

❝♦♦*❞✐♥❛0❡1 ❛❧❧ 0❤❡ 1❡♥❞❡*1 ✇✐0❤ ❛❧❧ 0❤❡ *❡❝❡✐✈❡*1✳ ❆❞❞✐0✐♦♥❛❧❧②✱ 0❤❡*❡ ❛*❡ ❝❛✉1❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥

▼

❝❛✉&❛❧

✱ ♣1❡✉❞♦✲1②♥❝❤*♦♥♦✉1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ▼

"&❝

✱ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❛1②♥❝❤*♦♥♦✉1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ▼

❛&②♥❝

✳ ❆♣♣❧✐❝❛✲

0✐✈❡ ♦*❞❡*✐♥❣✱ 1✉❝❤ ❛1 ♠❡11❛❣❡ ♣*✐♦*✐0✐❡1✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧1♦ ❜❡ ✉1❡❞✳ ❆1 ♦✉* ❣♦❛❧ ✐1 0♦ ❝♦♠♣❛*❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧1

✇✐0❤♦✉0 ❝♦♥1✐❞❡*✐♥❣ ❛ 1♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥✱ 1✉❝❤ ♦*❞❡*✐♥❣1 ❛*❡ ♥♦0 ❝♦♥1✐❞❡*❡❞✳

✷✳✹✳✶✳ ▼

%!❝

❘❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐-❤ ❙②♥❝❤3♦♥♦✉6 ❈♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥

❆♥ ❡①❡❝✉0✐♦♥ ✐1 "❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐3❤ $②♥❝❤"♦♥♦✉$ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛3✐♦♥ ✐❢ ❡❛❝❤ 1❡♥❞ ❡✈❡♥0 ✐1 ✐♠♠❡❞✐❛0❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

✐01 ❝♦**❡1♣♦♥❞✐♥❣ *❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥0 ❬❈❇▼❚✾✻✱ ❑❙✶✶❪✳ ■❢ 0❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭1❡♥❞ ❡✈❡♥0✱ ❝♦**❡1♣♦♥❞✐♥❣ *❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥0✮ ✐1

✈✐❡✇❡❞ ❛0♦♠✐❝❛❧❧②✱ 0❤✐1 ❝♦**❡1♣♦♥❞1 0♦ ❛ 1②♥❝❤*♦♥♦✉1 ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❡①❡❝✉0✐♦♥✳ ❋✐❣✉*❡ ✶ ✐❧❧✉10*❛0❡1 ▼

"&❝

✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✽ ✭❘❙❈✮✳

E①❡❝(▼
"&❝

)
∆

= {σ ∈ EXEC | ∀♠ ∈ MES : "(♠) ∈ σ ⇒ ∀❡ ∈ σ : $(♠) ≺σ ❡ ≺σ "(♠)⇒ ❡ ∈ {"(♠), $(♠), ✐}}

❚❤✐1 ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❡❞ ✇✐0❤ ❛ ✶✲1❧♦0 ✉♥✐K✉❡ ❜✉✛❡* 1❤❛*❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❡❡*1✳ ❆❢0❡* ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥

0*❛♥1✐0✐♦♥ ❝♦♥1✐10✐♥❣ ♦❢ ❛ 1❡♥❞ ❡✈❡♥0 ♦❢ ❛ ♠❡11❛❣❡✱ 0❤❡ ♦♥❧② ♣♦11✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ 0*❛♥1✐0✐♦♥ ✐1 0❤❡ *❡❝❡✐✈❡



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✺

Non RSC execution RSC execution

s(m1)

r(m1)s(m2)

r(m2) s(m1)

r(m1) s(m2)

r(m2)

❋✐❣✳ ✶✳ ❘❙❈ ❡①❡❝✉,✐♦♥/

s(m1)

r(m1)r(m2)

s(m2)

s(m1)

r(m1) r(m2)

s(m2)

Non FIFO n-n execution FIFO n-n execution

❋✐❣✳ ✷✳ ❋■❋❖ ♥✲♥ ❡①❡❝✉,✐♦♥/

❡✈❡♥, ♦❢ ,❤✐/ ♠❡//❛❣❡✳ ❚❤✉/✱ ,❤✐/ ❛/②♥❝❤<♦♥♦✉/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ,❤❡ ❝❧♦/❡/, ♦♥❡ ,♦ /②♥❝❤<♦♥♦✉/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥✳ ❚❤❡

❞✐✛❡<❡♥❝❡ ✐/ ,❤❛, ,❤✐/ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇/ ✐♥,❡<❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ✐♥,❡<♥❛❧ ,<❛♥/✐,✐♦♥/ ✭❜② ,❤❡ /❡♥❞❡<✱ ,❤❡ <❡❝❡✐✈❡<✱ ♦< ❛♥②

♦,❤❡< ♣❡❡<✮ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ /❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❡//❛❣❡ ❛♥❞ ✐,/ <❡❝❡♣,✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❜② ❞✐✈❡<❣❡♥❝❡ ✇✐,❤

♦♥❡ ♥❡✈❡< <❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡//❛❣❡ ✭❛♥ ❡①❡❝✉,✐♦♥  (♠) ✐

ω
✮✳

✷✳✹✳✷✳ ▼

♥−♥ ❋■❋❖ ♥✲♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥

▼❡//❛❣❡/ ❛<❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦<❞❡<❡❞ ❛♥❞ ❛<❡ ❞❡❧✐✈❡<❡❞ ✐♥ ,❤❡✐< ❡♠✐//✐♦♥ ♦<❞❡<✳ ❚❤✐/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ /❤❛<❡❞

❝❡♥,<❛❧✐③❡❞ ♦❜❥❡❝, ✭❡✳❣✳ ❛ ✉♥✐I✉❡ I✉❡✉❡✮✱ ❛♥❞ ✐,/ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥/ ❛<❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥, ❛♥❞ ✉♥<❡❛❧✐/,✐❝✳ ❯/✉❛❧❧②✱ ✐, ✐/

✉/❡❞ ❛/ ❛ ✜</, /,❡♣ ,♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢<♦♠ ,❤❡ /②♥❝❤<♦♥♦✉/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜② /♣❧✐,,✐♥❣ /❡♥❞ ❛♥❞ <❡❝❡✐✈❡

❡✈❡♥,/✳ ❋✐❣✉<❡ ✷ ✐❧❧✉/,<❛,❡/ ▼

♥−♥ ✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✾ ✭❋■❋❖ ♥✲♥✮✳

E①❡❝(▼
♥−♥)

∆

=

{

σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :
'(♠1) ∈ σ ∧ '(♠2) ∈ σ

∧  (♠1) ≺σ  (♠2)
⇒ '(♠1) ≺σ '(♠2)

}

❆ ✈❛<✐❛♥, ❡①✐/,/ ✇❤❡<❡ ,❤❡ ♥✉♠❜❡< ♦❢ ♠❡//❛❣❡/ ✐♥ ,<❛♥/✐, ✐/ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲✐,❤ ♣'❡✜① (σ, ❥ ) ❜❡✐♥❣ ,❤❡ ♣<❡✜①
♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉,✐♦♥ σ ✉♣ ,♦ ♣♦✐♥, ❥ ✱ ,❤✐/ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣<❡//❡❞ ❛/✿

max
❥ ∈ ❞♦♠(σ)

|{♠ ∈ MES :  (♠) ∈ ♣'❡✜① (σ, ❥ ) ∧ '(♠) /∈ ♣'❡✜① (σ, ❥ )}| ≤ ❜♦✉♥❞ ✳

❚❤❡ ♦,❤❡< ♠♦❞❡❧/ ❤❛✈❡ /✐♠✐❧❛< ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛<✐❛♥,/ ✇❤✐❝❤ ❛<❡ ♥♦, ❞❡,❛✐❧❡❞✳

✷✳✹✳✸✳ ▼

♥−1 ❋■❋❖ ♥✲✶ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥

❊❛❝❤ ♣❡❡< ❤❛/ ❛ ✉♥✐I✉❡ ✐♥♣✉, I✉❡✉❡ ✭❛✳❦✳❛ ♠❛✐❧❜♦①✮✳ ❆ /❡♥❞ ❡✈❡♥, ❝♦♥/✐/,/ ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ,❤❡ ♠❡//❛❣❡ ❛, ,❤❡ ❡♥❞

♦❢ ,❤❡ I✉❡✉❡ ♦❢ ,❤❡ ❞❡/,✐♥❛,✐♦♥ ♣❡❡<✱ ✇✐,❤♦✉, ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡//❛❣❡ ✇✐❧❧ ❧❛,❡< ❜❡ <❡♠♦✈❡❞ ❢<♦♠ ,❤❡ I✉❡✉❡✱

❛❝❝♦<❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ✐♥/❡<,✐♦♥ ♦<❞❡<✳ ❚❤✐/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ✉/❡❞ ❢♦< ✐♥/,❛♥❝❡ ✐♥ ❬❇❇❖✶✷✱ ❖❙❇✶✸❪ ❛/ ❛♥ ❛❜/,<❛❝,✐♦♥ ♦❢

❛/②♥❝❤<♦♥♦✉/ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥✳ ❚❤✐/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ♦❢,❡♥ ❝♦♥❢✉/❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ❋■❋❖ ✶✲✶ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡/❝<✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✮

✇❤❡<❡❛/ ✐, ✐/ /,<✐❝,❡<✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ,❤❡ /❡♥❞ ❡✈❡♥,/ ❛<❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,✱ ,❤❡ ❞❡❧✐✈❡<② ♦<❞❡< ✐/ ,❤❡✐< /❡♥❞ ♦<❞❡< ✐♥

❛❜/♦❧✉,❡ ,✐♠❡✳ ❆ /❡♥❞ ❡✈❡♥, ✐/ ✐♠♣❧✐❝✐,❧② ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦<❞❡<❡❞ ✇✐,❤ <❡❣❛<❞ ,♦ ❛❧❧ ♦,❤❡< ❡♠✐//✐♦♥/ ,♦✇❛<❞ ,❤❡

/❛♠❡ ♣❡❡<✳ ❚❤✐/ ♠❡❛♥/ ,❤❛, ✐❢ ❛ ♣❡❡< ♣ ❝♦♥/✉♠❡/ ♠1 ✭/❡♥, ❜② ❛ ♣❡❡< 01✮ ❛♥❞ ❧❛,❡< ♠2 ✭/❡♥, ❜② ♣❡❡< 02✮✱

♣❡❡< ♣ ❦♥♦✇ ,❤❛, ,❤❡ /❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❡❡< 01 ♦❝❝✉</ ❜❡❢♦<❡ ,❤❡ /❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❡❡< 02 ✐♥ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①❡❝✉,✐♦♥ ♦<❞❡<✱

❡✈❡♥ ✐❢ ,❤❡<❡ ✐/ ♥♦ ❝❛✉/❛❧ ♣❛,❤ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ,✇♦ ❡♠✐//✐♦♥/✳ ❚❤✉/✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤✐/ ♠♦❞❡❧ <❡I✉✐<❡/

❛ /❤❛<❡❞ <❡❛❧✲,✐♠❡ ❝❧♦❝❦ ❬❈❋✾✾❪ ♦< ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛❣<❡❡♠❡♥, ♦♥ ❡✈❡♥, ♦<❞❡< ❬❉❙❯✵✹✱ ❘❛②✶✵❪✳ ❋✐❣✉<❡ ✸ ✐❧❧✉/,<❛,❡/

▼

♥−1✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✵ ✭❋■❋❖ ♥✲✶✮✳

E①❡❝(▼
♥−1)

∆

=

{

σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :
'(♠1) ∈ σ ∧ '(♠2) ∈ σ

∧  (♠1) ≺σ  (♠2) ∧ ♣❡❡'('(♠1)) = ♣❡❡'('(♠2))
⇒ '(♠1) ≺σ '(♠2)

}

✷✳✹✳✹✳ ▼1−♥ ❋■❋❖ ✶✲♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥

▼❡//❛❣❡/ ❢<♦♠ ❛ /❛♠❡ ♣❡❡< ❛<❡ ❞❡❧✐✈❡<❡❞ ✐♥ ,❤❡✐< /❡♥❞ ♦<❞❡<✳ ❚❤✐/ ♠♦❞❡❧ ✐/ ,❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❋■❋❖ ♥✲✶✱ ❜✉, ✐/ ❧❡//

✐♥,✉✐,✐✈❡ ❛/ ✐, ✐/ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ /❡♣❛<❛,❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦<❞❡< ♦♥ ,❤❡ <❡❝❡✐✈❡</✱ ♦♥❡ ❢♦< ❡❛❝❤ /❡♥❞❡<✳ ■,/ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ✐/

♥♦, ❡①♣❡♥/✐✈❡✿ ❡❛❝❤ ♣❡❡< ❤❛/ ❛ ✉♥✐I✉❡ I✉❡✉❡ ✇❤❡<❡ /❡♥, ♠❡//❛❣❡/ ❛<❡ ♣✉,✳ ❉❡/,✐♥❛,✐♦♥ ♣❡❡</ ❢❡,❝❤ ♠❡//❛❣❡/

❢<♦♠ ,❤✐/ I✉❡✉❡ ❛♥❞ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ,❤❡✐< <❡❝❡♣,✐♦♥✳ ❋✐❣✉<❡ ✹ ✐❧❧✉/,<❛,❡/ ▼1−♥ ✳



✻ ❋✳ ❈❤❡✈'♦✉✱ ❆✳ ❍✉'❛✉❧/✱ ❛♥❞ 2✳ ◗✉4✐♥♥❡❝

s(m1)

r(m1)r(m2)

s(m2)

s(m1)

r(m1) r(m2)

s(m2)

Non FIFO n-1 execution FIFO n-1 execution

❋✐❣✳ ✸✳ ❋■❋❖ ♥✲✶ ❡①❡❝✉.✐♦♥0

s(m1)

r(m1)

r(m2)

s(m2) s(m1)

r(m1)

r(m2)

s(m2)

Non FIFO 1-n execution FIFO 1-n execution

❋✐❣✳ ✹✳ ❋■❋❖ ✶✲♥ ❡①❡❝✉.✐♦♥0

Non causal execution Causal execution

s(m1)

r(m1)

r(m2)

s(m2)

s(m3)

r(m3)

s(m1)

r(m1)

r(m2)

s(m2)

s(m3)

r(m3)

❋✐❣✳ ✺✳ ❈❛✉0❛❧ ❡①❡❝✉.✐♦♥0

Non FIFO 1-1 execution FIFO 1-1 execution

s(m1)

r(m1)r(m2)

s(m2) s(m1)

r(m1) r(m2)

s(m2)

❋✐❣✳ ✻✳ ❋■❋❖ ✶✲✶ ❡①❡❝✉.✐♦♥0

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❋■❋❖ ✶✲♥✮✳

E①❡❝(▼1−♥)
∆

=

{

σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :
%(♠1) ∈ σ ∧ %(♠2) ∈ σ

∧ &(♠1) ≺♣❡❡#

&(♠2)
⇒ %(♠1) ≺σ %(♠2)

}

✭.❤❡ ❢♦:♠ ♦❢ .❤❡ ❞❡❧✐✈❡:② ♣:❡❞✐❝❛.❡ ❡♥0✉:❡0 .❤❛. .❤❡ 0❡♥❞ ❡✈❡♥.0 ♦❝❝✉: ♦♥ .❤❡ 0❛♠❡ ♣❡❡:✮

✷✳✹✳✺✳ ▼

❝❛✉#❛❧

❈❛✉(❛❧❧② ❖,❞❡,❡❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥

▼❡00❛❣❡0 ❛:❡ ❞❡❧✐✈❡:❡❞ ❛❝❝♦:❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ❝❛✉0❛❧✐.② ♦❢ .❤❡✐: ❡♠✐00✐♦♥0 ❬▲❛♠✼✽❪✳ ▼♦:❡ ♣:❡❝✐0❡❧②✱ ✐❢ ❛ ♠❡00❛❣❡ ♠1

✐0 ❝❛✉0❛❧❧② 0❡♥. ❜❡❢♦:❡ ❛ ♠❡00❛❣❡ ♠2 ✭✐✳❡✳ .❤❡:❡ ❡①✐0.0 ❛ ❝❛✉0❛❧ ♣❛.❤ ❢:♦♠ .❤❡ ✜:0. ❡♠✐00✐♦♥ .♦ .❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♦♥❡✮✱

.❤❡♥ ❛ ♣❡❡: ❝❛♥♥♦. ❣❡. ♠2 ❜❡❢♦:❡ ♠1✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ .❤✐0 ♠♦❞❡❧ :❡K✉✐:❡0 .❤❡ 0❤❛:✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ❝❛✉0❛❧✐.②

:❡❧❛.✐♦♥✱ ✉0✐♥❣ ❝❛✉0❛❧ ❤✐0.♦:✐❡0 ❬❙▼✾✹✱ ❑❙✾✽❪ ♦: ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝.♦:✴♠❛.:✐① ❝❧♦❝❦0 ❬❘❙❚✾✶✱ ❈❉❑✾✹✱ T❘❙✾✼✱ ❘❛②✶✸❪✳

❋✐❣✉:❡ ✺ ✐❧❧✉0.:❛.❡0 ▼

❝❛✉'❛❧

✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❈❛✉3❛❧✮✳

E①❡❝(▼
❝❛✉'❛❧

)
∆

=

{

σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :
%(♠1) ∈ σ ∧ %(♠2) ∈ σ

∧ &(♠1) ≺❝❛✉'❛❧

&(♠2) ∧ ♣❡❡%(%(♠1)) = ♣❡❡%(%(♠2))
⇒ %(♠1) ≺σ %(♠2)

}

✷✳✹✳✻✳ ▼1−1 ❋■❋❖ ✶✲✶ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥

▼❡00❛❣❡0 ❜❡.✇❡❡♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣❡❡:0 ❛:❡ ❞❡❧✐✈❡:❡❞ ✐♥ .❤❡✐: 0❡♥❞ ♦:❞❡:✳ ▼❡00❛❣❡0 ❢:♦♠✴.♦ ❞✐✛❡:❡♥. ♣❡❡:0 ❛:❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥.❧② ❞❡❧✐✈❡:❡❞✳ ▼♦:❡ ♣:❡❝✐0❡❧②✱ ✐❢ ❛ ♣❡❡: 0❡♥❞0 ❛ ♠❡00❛❣❡ ♠1 ❛♥❞ ❧❛.❡: ❛ ♠❡00❛❣❡ ♠2✱ ❛♥❞ .❤❡0❡

.✇♦ ♠❡00❛❣❡0 ❛:❡ ❝♦♥0✉♠❡❞ ❜② ❛ 0❛♠❡ ♣❡❡:✱ .❤❡♥ ♠2 ❝❛♥♥♦. ❜❡ ❝♦♥0✉♠❡❞ ❜❡❢♦:❡ ♠1✳ ❚❤✐0 ♠♦❞❡❧ ✐0 ❡❛0✐❧②

❞❡0❝:✐❜❡❞ ✇✐.❤ ❛ 0✐♠♣❧❡ K✉❡✉❡ ❜❡.✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐: ♦❢ ♣❡❡:0✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❛.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛0 ✐♥❡①♣❡♥0✐✈❡ ❛0 ❛♥

✐♥.❡❣❡: ❝♦✉♥.❡: ❢♦: ❡❛❝❤ ♣❛✐: ♦❢ ♣❡❡:0✳ ❋✐❣✉:❡ ✻ ✐❧❧✉0.:❛.❡0 ▼1−1✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✸ ✭❋■❋❖ ✶✲✶✮✳

E①❡❝(▼1−1)
∆

=

{

σ ∈ EXEC

∣

∣

∣

∣

∣

∀♠1,♠2 ∈ MES :
%(♠1) ∈ σ ∧ %(♠2) ∈ σ

∧ &(♠1) ≺♣❡❡#

&(♠2) ∧ ♣❡❡%(%(♠1)) = ♣❡❡%(%(♠2))
⇒ %(♠1) ≺σ %(♠2)

}

✷✳✹✳✼✳ ▼

❛#②♥❝

❋✉❧❧② ❆(②♥❝❤,♦♥♦✉( ❈♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥

◆♦ ♦:❞❡: ♦♥ ♠❡00❛❣❡ ❞❡❧✐✈❡:② ✐0 ✐♠♣♦0❡❞✳ ▼❡00❛❣❡0 ❝❛♥ ♦✈❡:.❛❦❡ ♦.❤❡:0 ♦: ❜❡ ❛:❜✐.:❛:✐❧② ❞❡❧❛②❡❞✳ ❚❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥.❛.✐♦♥ ✐0 ✉0✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❜❛❣ ✭♦: ❛ 0❡. ✐❢ ♠❡00❛❣❡0 ❛:❡ ✉♥✐K✉❡✮✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭❆3②♥❝❤;♦♥♦✉3✮✳

E①❡❝(▼
❛'②♥❝

)
∆

= EXEC



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✼

RSC

FIFO n-n

FIFO 1-n FIFO n-1

causal

asynchronous

FIFO 1-1

1
2

3
4

5

676

❋✐❣✳ ✼✳ ❍✐❡'❛'❝❤② ♦❢ .❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ▼♦❞❡❧6

✷✳✹✳✽✳ ❊①❡❝✉)✐♦♥ -.❡✜①❡0

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶✺✳

∀▼ ∈ {▼
 !❝

,▼
♥−♥

,▼
♥−1,▼❝❛✉!❛❧

,▼1−♥

,▼1−1,▼❛!②♥❝

}, ∀σ ∈ EXEC :
σ ∈ E①❡❝(▼ )⇔ ∀σ′ ∈ ♣%❡✜①❡'(σ) : σ′ ∈ E①❡❝(▼ )

(%♦♦❢✳ ❆❧❧ ❞❡❧✐✈❡'② ❝♦♥❞✐.✐♦♥6 ❛'❡ ❡①❝❧✉6✐✈❡❧② 6❛❢❡.② ♣'♦♣❡'.✐❡6✳ ❚❤✉6✱ ❛❧❧ ♣'❡✜①❡6 ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉.✐♦♥ ✇❤✐❝❤

6❛.✐6✜❡6 ❛ ❞❡❧✐✈❡'② ❝♦♥❞✐.✐♦♥ 6❛.✐6❢② .❤✐6 ❞❡❧✐✈❡'② ❝♦♥❞✐.✐♦♥✳ ❆♥❞ ❝♦♥✈❡'6❡❧②✱ ✐❢ ❛❧❧ ✜♥✐.❡ ♣'❡✜①❡6 6❛.✐6❢② ✐.✱ .❤❡

✭♣♦66✐❜❧② ✐♥✜♥✐.❡✮ ❡①❡❝✉.✐♦♥ 6❛.✐6✜❡6 ✐.✳

✸✳ ❈♦♠♣❛'✐)♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ ▼♦❞❡❧)

✸✳✶✳ ❍✐❡&❛&❝❤② ♦❢ -❤❡ ▼♦❞❡❧1

❚❤❡ ❡①❡❝✉.✐♦♥6 ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦' ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❛❧6♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦' ❛♥♦.❤❡' ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐6 ♠❡❛♥6 .❤❛.✱

❢♦' .❤❡6❡ ❡①❡❝✉.✐♦♥6✱ ✇❡ ❝❛♥ 6✇✐.❝❤ ✇❤❛.❡✈❡' ♦❢ .❤❡6❡ ♠♦❞❡❧6 ✐6 ❝♦♥6✐❞❡'❡❞✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡

'❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ✐6 ♦❢ ❣'❡❛. ✐♥.❡'❡6. .♦ 6.✉❞② .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ❝♦♠♣❛.✐❜✐❧✐.② ♦❢ ♣❡❡'6✳ ▼♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉6✐♦♥6 ❛'❡

❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦'❡♠ ✸✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ✐❧❧✉6.'❛.❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✼✳

❉❡✜♥✐.✐♦♥ ✸✳✶ ✭▼♦❞❡❧ ■♥❝❧✉7✐♦♥✮✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▼1 ✐6 ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▼2 ✐✛ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉.✐♦♥6

♦❢ ▼1 ❛'❡ ❛❧6♦ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ▼2✿

▼1 ⊆ ▼2
∆

= E①❡❝(▼1) ⊆ E①❡❝(▼2)

❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷ ✭❍✐❡$❛$❝❤② ♦❢ .❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ▼♦❞❡❧7✮✳

• ▼
 !❝

( ▼
♥−♥

( ▼
♥−1 ( ▼

❝❛✉!❛❧

( ▼1−1 ( ▼
❛!②♥❝

• ▼
 !❝

( ▼
♥−♥

( ▼1−♥

( ▼
❝❛✉!❛❧

( ▼1−1 ( ▼
❛!②♥❝

• ▼1−♥

❛♥❞ ▼

♥−1 ❛'❡ ♥♦. ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡✳

✸✳✷✳ 3&♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦&❡♠ ✸✳✷

✸✳✷✳✶✳ ❙✐♠♣❧❡ -.♦♦❢0

❆❧♠♦6. ❛❧❧ ✐♥❝❧✉6✐♦♥6 ❞✐'❡❝.❧② ❞❡'✐✈❡ ❢'♦♠ .❤❡ ❞❡❧✐✈❡'② ♣'❡❞✐❝❛.❡6 ❛♥❞ .❤❡ ♦'❞❡' ✐♥❝❧✉6✐♦♥ ✭❚❤❡♦'❡♠ ✷✳✼✮✳

• ▼
 !❝

⊆ ▼
♥−♥

✿ ▼

 !❝

✐6 ▼

♥−♥

❝♦♥6.'❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✶✳



✽ ❋✳ ❈❤❡✈'♦✉✱ ❆✳ ❍✉'❛✉❧/✱ ❛♥❞ 2✳ ◗✉4✐♥♥❡❝

• ▼
♥−♥ ⊆ ▼

♥−1✿ ❚❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢ ▼

♥−1 ✐♠♣❧✐❡1 -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢ ▼

♥−♥ ✱ -❤✉1

∀σ ∈ E①❡❝(▼
♥−♥) : σ ∈ E①❡❝(▼♥−1)✳

• ▼
♥−1 ⊆ ▼❝❛✉$❛❧

✿ ❋(♦♠ ❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✼✱ -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢ ▼

❝❛✉$❛❧

✐♠♣❧✐❡1 -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢

▼

♥−1✱ -❤✉1 ∀σ ∈ E①❡❝(▼
♥−1) : σ ∈ E①❡❝(▼❝❛✉$❛❧

)✳

• ▼
❝❛✉$❛❧

⊆ ▼1−1✿ ❋(♦♠ ❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✼✱ -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢ ▼1−1 ✐♠♣❧✐❡1 -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢

▼

❝❛✉$❛❧

✱ -❤✉1 ∀σ ∈ E①❡❝(▼
❝❛✉$❛❧

) : σ ∈ E①❡❝(▼1−1)✳

• ▼
♥−♥ ⊆ ▼1−♥ ✿ ❋(♦♠ ❚❤❡♦(❡♠ ✷✳✼✱ -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢ ▼1−♥ ✐♠♣❧✐❡1 -❤❡ ❞❡❧✐✈❡(② ♣(❡❞✐❝❛-❡ ♦❢

▼

♥−♥ ✱ -❤✉1 ∀σ ∈ E①❡❝(▼
♥−♥) : σ ∈ E①❡❝(▼1−♥)✳

✸✳✷✳✷✳ #$♦♦❢ ♦❢ ▼1−♥ ⊆ ▼

❝❛✉$❛❧

❚♦ ❢❛❝✐❧✐-❛-❡ ✐♥❞✉❝-✐♦♥✱ -❤❡ ❝❛✉1❛❧✐-② (❡❧❛-✐♦♥ ✭❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✻✮ ✐1 (❡✇(✐--❡♥ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ -❤❡ ❜❛1❡ ❝❛1❡ ✐♥ -❤❡

-(❛♥1✐-✐✈✐-② ❢♦(♠✉❧❛✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✸ ✭❈❛✉)❛❧ ❖,❞❡,✮✳ ≺
❝❛✉$❛❧

✐1 -❤❡ 1♠❛❧❧❡1- (❡❧❛-✐♦♥ ♦♥ σ 1✉❝❤ -❤❛- ∀❡1, ❡2 ∈ σ :

❡1 ≺❝❛✉$❛❧

❡2 ⇔

{

❡1 ≺❡❧❡♠

❡2

♦( ∃❡3 ∈ σ, ❡1 6= ❡3 : ❡1 ≺❡❧❡♠

❡3 ∧ ❡3 ≺❝❛✉$❛❧

❡2

✇❤❡(❡ ❡1 ≺❡❧❡♠

❡2
∆

=

{

❡1 ≺♣❡❡)

❡2

♦( ∃♠ ∈ MES, ❡1 = %(♠) ∧ ❡2 = &(♠)

'&♦♦❢✳ ❚❤✐1 ✐1 -❤❡ -(❛♥1❢♦(♠❛-✐♦♥ ♦❢ ✏-(❛♥1✐-✐✈✐-② ♥✲♥✑ -♦ ✏-(❛♥1✐-✐✈✐-② ✶✲♥✑✱ ❛♥❞ -❤❡ -✇♦ ❞❡✜♥✐-✐♦♥1 ❛(❡ ♣(♦✈❡♥

❡F✉✐✈❛❧❡♥- ✐♥ ❈♦F ❙-❛♥❞❛(❞ ▲✐❜(❛(② ✭♠♦❞✉❧❡ ❘❡❧❛-✐♦♥1✮✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ✭❈❛✉)❛❧ ❡✈❡♥2) ♦♥ ❞✐✛❡,❡♥2 ♣❡❡,) ❛,❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ♠❡))❛❣❡✮✳

∀σ ∈ EXEC, ∀❡1, ❡2 ∈ σ : ❡1 ≺❝❛✉$❛❧

❡2 ∧ ♣❡❡&(❡1) 6= ♣❡❡&(❡2)⇒ ∃♠ : ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠) ∧ &(♠) ≺
❝❛✉$❛❧

❡2

❚❤✐1 ❧❡♠♠❛ 1-❛-❡1 -❤❛- ✐- ✐1 ✐♠♣♦11✐❜❧❡ -♦ ❤❛✈❡ -✇♦ ❝❛✉1❛❧❧② (❡❧❛-❡❞ ❡✈❡♥-1 ♦♥ ❞✐✛❡(❡♥- ♣❡❡(1 ✇✐-❤♦✉- ❛-

❧❡❛1- ♦♥❡ ♠❡11❛❣❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡♠✿ ♠❡11❛❣❡1 ❛(❡ -❤❡ ♦♥❧② ❝❛✉1❛❧ ❧✐♥❦1 ❜❡-✇❡❡♥ ♣❡❡(1✳

'&♦♦❢✳ ▲❡- σ ∈ EXEC ❛♥ ❡①❡❝✉-✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡1, ❡2 1✉❝❤ -❤❛- ❡1, ❡2 ∈ σ✱ ❡1 ≺❝❛✉$❛❧

❡2 ❛♥❞ ♣❡❡&(❡1) 6= ♣❡❡&(❡2)✳
▲❡-✬1 ♣(♦✈❡ -❤❛- ∃♠, ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠) ∧ &(♠) ≺
❝❛✉$❛❧

❡2 ❜② ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ♦♥ -❤❡ ♣(✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡(❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳

• ❈❛1❡ ❡1 ≺❡❧❡♠

❡2 ✿ ❊✐-❤❡( ❡1 ≺♣❡❡)

❡2✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ✐♥❝♦♠♣❛-✐❜❧❡ ✇✐-❤ -❤❡ ❤②♣♦-❤❡1✐1 ♣❡❡&(❡1) 6= ♣❡❡&(❡2)✳ ❖(

∃♠, ❡1 = %(♠) ∧ ❡2 = &(♠)✳ ❙♦ ∃♠, ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠) ∧ &(♠) ≺
❝❛✉$❛❧

❡2 ✭1✐♥❝❡ ≺
♣❡❡)

❛♥❞ ≺
❝❛✉$❛❧

❛(❡ ♦(❞❡(

(❡❧❛-✐♦♥1✱ -❤❡② ❛(❡ (❡✢❡①✐✈❡✮✳

• ❈❛1❡ ∃❡3 ∈ σ : ❡3 6= ❡1 ∧ ❡1 ≺❡❧❡♠

❡3 ∧ ❡3 ≺❝❛✉$❛❧

❡2✱ ✇✐-❤ -❤❡ ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ❤②♣♦-❤❡1✐1 -(✉❡ ❢♦( ❡3 ≺❝❛✉$❛❧

❡2 ✿

✕ ❡✐-❤❡( ♣❡❡&(❡1) = ♣❡❡&(❡3)✱ 1♦ ♣❡❡&(❡3) 6= ♣❡❡&(❡2)✳ ❇② -❤❡ ✐♥❞✉❝-✐♦♥ ❤②♣♦-❤❡1✐1✿ ∃♠, ❡3 ≺♣❡❡)

%(♠) ∧
&(♠) ≺

❝❛✉$❛❧

❡2✳ ❙✐♥❝❡ ❡1 ≺♣❡❡)

❡3✱ -❤❡ -(❛♥1✐-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ♣❡❡( ♦(❞❡( ❣✐✈❡1 ∃♠, ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠) ∧
&(♠) ≺

❝❛✉$❛❧

❡2✳

✕ ♦( ♣❡❡&(❡1) 6= ♣❡❡&(❡3)✳ ❋(♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✱ ✐- ❢♦❧❧♦✇1 -❤❛- ∃♠, ❡1 = %(♠) ∧ ❡3 = &(♠)✱ 1♦ ∃♠, ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠)∧&(♠) ≺
❝❛✉$❛❧

❡3✳ ❚❤❡ -(❛♥1✐-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ❝❛✉1❛❧ ♦(❞❡( ❣✐✈❡1 ∃♠, ❡1 ≺♣❡❡)

%(♠)∧&(♠) ≺
❝❛✉$❛❧

❡2✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺ ✭❘❡❝❡♣2✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉)❛❧ )❡♥❞ ❡✈❡♥2) ✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞ ❋■❋❖ ✶✲♥ ❡①❡❝✉2✐♦♥✮✳

∀σ ∈ E①❡❝(▼1−♥), ∀♠1,♠2 ∈ MES : %(♠1) ≺❝❛✉$❛❧

%(♠2) ∧ &(♠1) ∈ σ ∧ &(♠2) ∈ σ ⇒ &(♠1) ≺σ &(♠2)

❚❤✐1 ❧❡♠♠❛ ❡①♣(❡11❡1 -❤❛-✱ ✐♥ -❤❡ ▼1−♥ ♠♦❞❡❧✱ -❤❡ (❡❝❡♣-✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡11❛❣❡ ♠2 ❡♥1✉(❡1 -❤❛- ❛ ❝❛✉1❛❧❧②

♣(❡❝❡❞✐♥❣ ♠❡11❛❣❡ ♠1 ❝❛♥♥♦- ❜❡ (❡❝❡✐✈❡❞ ❧❛-❡(✳

'&♦♦❢✳

✶

▲❡- σ ∈ E①❡❝(▼1−♥)✱ ❛♥❞ ♠1,♠2 1✉❝❤ -❤❛- %(♠1) ≺❝❛✉$❛❧

%(♠2)✳ ▲❡-✬1 ♣(♦✈❡ -❤❛- &(♠1) ∈ σ ∧
&(♠2) ∈ σ ⇒ &(♠1) ≺σ &(♠2)✳

• ❡✐-❤❡( ♣❡❡&(%(♠1)) = ♣❡❡&(%(♠2))

1
■♥ /❤❡ ♥❡①/ ♣'♦♦❢;✱ ✇❡ ✉;❡ ❳ =⇒(❚❤♠.①) ❨ /♦ ♠❡❛♥ ✏❢'♦♠ ❳ ✱ ❚❤❡♦'❡♠ ① ✭♦' ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ♦' ❧❡♠♠❛✳ ✳ ✳ ✮✱ ❛♥❞ )❤❡ ♣-❡❝❡❞✐♥❣

♣-♦♣❡-)✐❡$✴❤②♣♦)❤❡$❡$✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ /❤❛/ ❨ ✑✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✾

✕  (♠1) ≺❝❛✉#❛❧

 (♠2) =⇒(❚❤♠. 2.7)  (♠1) ≺σ  (♠2)

✕ ♣❡❡$( (♠1)) = ♣❡❡$( (♠2)) =⇒(❉❡❢ . 2.5,❚❤♠. 2.7)  (♠1) ≺♣❡❡,

 (♠2) =⇒(❉❡❢ . 2.11) ($(♠1) ∈ σ ∧
$(♠2) ∈ σ ⇒ $(♠1) ≺σ $(♠2))✳

• ♦" ♣❡❡$( (♠1)) 6= ♣❡❡$( (♠2))

✕ ♣❡❡$( (♠1)) 6= ♣❡❡$( (♠2)) =⇒(▲❡♠♠❛ 3.4) ∃♠,  (♠1) ≺♣❡❡,

 (♠) ∧ $(♠) ≺
❝❛✉#❛❧

 (♠2)✱ $♦ $(♠) ∈ σ✳

✕ σ ∈ E①❡❝(▼1−♥

) ∧ $(♠) ∈ σ ∧  (♠1) ≺♣❡❡,

 (♠) =⇒(❉❡❢ . 2.11) ($(♠1) ∈ σ ⇒ $(♠1) ≺σ $(♠))

✕ $(♠2) ∈ σ =⇒(❉❡❢ . 2.2)  (♠2) ≺σ $(♠2)

✕ $(♠) ≺
❝❛✉#❛❧

 (♠2) ∧  (♠2) ≺σ $(♠2) =⇒(❚❤♠. 2.7, /,❛♥#✐/✐✈✐/② ♦❢ ≺σ) $(♠) ≺σ $(♠2)

✕ $♦ $(♠1) ∈ σ ∧ $(♠2) ∈ σ ⇒ $(♠1) ≺σ $(♠2)

❋"♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✺✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ 0❤❛0 ∀σ ∈ E①❡❝(▼1−♥

) : σ ∈ E①❡❝(▼
❝❛✉#❛❧

)✳
❚❤✐$ ❝♦♥❝❧✉❞❡$ 0❤❡ ✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♣"♦♦❢$ ♦❢ ❚❤❡♦"❡♠ ✸✳✷✳

✸✳✷✳✸✳ #$♦♦❢' ♦❢ ❙)$✐❝) ■♥❝❧✉'✐♦♥

❆❧❧ ✐♥❝❧✉$✐♦♥$ ❛"❡ $0"✐❝0✱ ❛♥❞ ▼1−♥

❛♥❞ ▼

♥−1 ❛"❡ ♥♦0 ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡✳ ■0 $✉✣❝❡$ 0♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛$❡✱
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,②,)❡♠,✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ✐♥)❡.❛❝)✐♦♥, ,✐♠♣❧② ❝♦♥,✐,), ✐♥ ❛♥ ♦♣❡.❛)✐♦♥ ❝❧♦,❡ )♦ ❛ ,②♥❝❤.♦♥♦✉,

♣.♦❞✉❝) ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ).❛♥,✐)✐♦♥ ,②,)❡♠,✳

❆❧❧ )❤❡,❡ ♥♦)✐♦♥, ❛.❡ ❞✐.❡❝)❧② ).❛♥,❧❛)❡❞ ✐♥)♦ ❚▲❆

+
,♣❡❝✐✜❝❛)✐♦♥,✱ ❛♥❞ )❤❡ ❚▲❆

+
)♦♦❧, ❛.❡ ✉,❡❞ )♦ ✈❡.✐❢②

)❤❡ ❝♦♠♣❛)✐❜✐❧✐)② ♣.♦♣❡.)✐❡,✳ ❋✐❣✉.❡ ✽ ♣.♦✈✐❞❡, ❛♥ ♦✈❡.✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ ❞✐✛❡.❡♥) ,)❡♣, ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥), ✉,❡❞ )♦

♣❡.❢♦.♠ )❤❡ ✈❡.✐✜❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦,✐)✐♦♥✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡)❛✐❧❡❞ ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❝)✐♦♥,✳

✹✳✶✳ ❚▲❆

+
❙♣❡❝✐✜❝❛-✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡

❚▲❆

+
❬▲❛♠✵✷❪ ✐, ❛ ❢♦.♠❛❧ ,♣❡❝✐✜❝❛)✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ✉♥)②♣❡❞ ❩❡.♠❡❧♦✲❋.❛❡♥❦❡❧ ,❡) )❤❡♦.② ❢♦. ,♣❡❝✐❢②✐♥❣

❞❛)❛ ,).✉❝)✉.❡,✱ ❛♥❞ ♦♥ )❤❡ )❡♠♣♦.❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❛❝)✐♦♥, ✭❚▲❆✮ ❢♦. ,♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦.,✳ ❊①♣.❡,,✐♦♥,

.❡❧② ♦♥ ,)❛♥❞❛.❞ ✜.,)✲♦.❞❡. ❧♦❣✐❝✱ ,❡) ♦♣❡.❛)♦.,✱ ❛♥❞ ,❡✈❡.❛❧ ❛.✐)❤♠❡)✐❝ ♠♦❞✉❧❡,✳ ❍✐❧❜❡.)✬, ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡.❛)♦.✱

✇.✐))❡♥ ❛, ❝❤♦♦#❡ ① ∈ ❙ : ♣✱ ❞❡)❡.♠✐♥✐,)✐❝❛❧❧② ♣✐❝❦, ❛♥ ❛.❜✐).❛.② ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❙ ✇❤✐❝❤ ,❛)✐,✜❡, ♣✱ ♣.♦✈✐❞❡❞ ,✉❝❤

❛ ✈❛❧✉❡ ❡①✐,), ✭✐), ✈❛❧✉❡ ✐, ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♦)❤❡.✇✐,❡✮✳

❋✉♥❝)✐♦♥, ❛.❡ ♣.✐♠✐)✐✈❡ ♦❜❥❡❝), ✐♥ ❚▲❆

+
✱ ❛♥❞ )✉♣❧❡, ❛.❡ ❛ ♣❛.)✐❝✉❧❛. ❦✐♥❞ ♦❢ ❢✉♥❝)✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥

♦❢ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❢ )♦ ❛♥ ❡①♣.❡,,✐♦♥ ❡ ✐, ✇.✐))❡♥ ❛, ❢ [❡]✳ ❚❤❡ ,❡) ♦❢ ❢✉♥❝)✐♦♥, ✇❤♦,❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐, ❳ ❛♥❞ ✇❤♦,❡

❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ✐, ❛ ,✉❜,❡) ♦❢ ❨ ✐, ✇.✐))❡♥ ❛, [❳ → ❨ ]✳ ❚❤❡ ❡①♣.❡,,✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢ ✐, )❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❢ ✳

❚❤❡ ❡①♣.❡,,✐♦♥ [① ∈ ❳ 7→ ❡] ❞❡♥♦)❡, )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✇✐)❤ ❞♦♠❛✐♥ ❳ )❤❛) ♠❛♣, ❛♥② ① ∈ ❳ )♦ ❡✳ ❚❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥

[❢ ❡①❝❡♣, ![❡1] = ❡2] ✐, ❛ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐, ❡>✉❛❧ )♦ )❤❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ ❢ ❡①❝❡♣) ❛) ♣♦✐♥) ❡1✱ ✇❤❡.❡ ✐), ✈❛❧✉❡ ✐, ❡2✳

❚✉♣❧❡, ✭❛✳❦✳❛ ,❡>✉❡♥❝❡,✮ ❛.❡ ❢✉♥❝)✐♦♥, ✇✐)❤ ❞♦♠❛✐♥ 1..♥,♥ ∈ ◆❛* ✳ ❚✉♣❧❡, ❛.❡ ✇.✐))❡♥ 〈❛1, ❛2, ❛3〉✳ 〈〉 ✐, )❤❡
❡♠♣)② ,❡>✉❡♥❝❡✳

▼♦❞✉❧❡, ❛.❡ ✉,❡❞ )♦ ,).✉❝)✉.❡ ❝♦♠♣❧❡① ,♣❡❝✐✜❝❛)✐♦♥,✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥)❛✐♥, ❝♦♥,)❛♥) ❞❡❝❧❛.❛)✐♦♥,✱ ✈❛.✐❛❜❧❡

❞❡❝❧❛.❛)✐♦♥,✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐)✐♦♥,✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❡①*❡♥❞ ♦)❤❡. ♠♦❞✉❧❡,✱ ✐♠♣♦.)✐♥❣ ❛❧❧ )❤❡✐. ❞❡❝❧❛.❛)✐♦♥, ❛♥❞ ❞❡✜♥✐✲

)✐♦♥,✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❛❧,♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥-*❛♥*✐❛*✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦)❤❡. ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡▼■

∆

= ✐♥#,❛♥❝❡ ▼ ✇✐,❤ 11 ←
❡1, 12 ← ❡2 . . . ✐, ❛♥ ✐♥,)❛♥)✐❛)✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ▼ ✱ ✇❤❡.❡ ❡❛❝❤ ,②♠❜♦❧ 1

✐

✐, .❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❡

✐

✭1

✐

❛.❡ ✐❞❡♥)✐✜❡.,

,♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❝♦♥,)❛♥), ♦. ✈❛.✐❛❜❧❡, ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ▼ ✱ ❛♥❞ ❡

✐

❛.❡ ❡①♣.❡,,✐♦♥,✮✳ ❚❤❡♥ ▼■ !① .❡❢❡.❡♥❝❡, )❤❡ ,②♠❜♦❧ ①
♦❢ )❤❡ ✐♥,)❛♥)✐❛)❡❞ ♠♦❞✉❧❡✳

❖)❤❡. )❤❛♥ ❝♦♥,)❛♥) ❛♥❞ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛.❛)✐♦♥,✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥)❛✐♥, ❞❡✜♥✐)✐♦♥, ✐♥ )❤❡ ❢♦.♠

❖♣(❛3❣1, . . . , ❛3❣♥

)
∆

= ❡①♣✳ ❚❤✐, ❞❡✜♥❡, )❤❡ ,②♠❜♦❧ ❖♣ ,✉❝❤ )❤❛) ❖♣(❡1, . . . , ❡♥

) ❡>✉❛❧, ❡①♣✱ ✇❤❡.❡ ❡❛❝❤ ❛3❣

✐

✐, .❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❡

✐

✳ ■♥ ❝❛,❡ ♦❢ ♥♦ ❛.❣✉♠❡♥)✱ ✐) ✐, ✇.✐))❡♥ ❛, ❖♣

∆

= ❡✳ ❆ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ✐, ❥✉,) ❛♥ ❛❜❜.❡✈✐❛)✐♦♥ ♦.

,②♥)❛❝)✐❝ ,✉❣❛. ❢♦. ❛♥ ❡①♣.❡,,✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥❡✈❡. ❝❤❛♥❣❡, ✐), ♠❡❛♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦. ♦❢ ❛ ,②,)❡♠ ✐, ❡①♣.❡,,❡❞ ✐♥ ❚▲❆

+
❛, ❛ ).❛♥,✐)✐♦♥ ,②,)❡♠✱ ✇✐)❤ ❛♥ ✐♥✐)✐❛❧ ,)❛)❡

♣.❡❞✐❝❛)❡✱ ❛♥❞ ❛❝*✐♦♥- )♦ ❞❡,❝.✐❜❡ )❤❡ ).❛♥,✐)✐♦♥,✳ ❆♥ ❛❝)✐♦♥ ❢♦.♠✉❧❛ ❞❡,❝.✐❜❡, )❤❡ ❝❤❛♥❣❡, ♦❢ ,)❛)❡ ✈❛.✐❛❜❧❡,



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✶✶

❛❢"❡$ ❛ "$❛♥&✐"✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❛❝"✐♦♥ ❢♦$♠✉❧❛✱ ① ❞❡♥♦"❡& "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ① ✐♥ "❤❡ ♦$✐❣✐♥ &"❛"❡✱ ❛♥❞ ①

′
❞❡♥♦"❡&

✐"& ✈❛❧✉❡ ✐♥ "❤❡ ❞❡&"✐♥❛"✐♦♥ &"❛"❡✳ ❆ ♣$✐♠❡ ✐& ♥❡✈❡$ ✉&❡❞ "♦ ❞✐&"✐♥❣✉✐&❤ &②♠❜♦❧& ❜✉" ❛❧✇❛②& ♠❡❛♥& ✏✐♥ "❤❡

♥❡①" &"❛"❡✑✳ ❡♥❛❜❧❡❞ ❆ ✐& ❛ ♣$❡❞✐❝❛"❡ ✇❤✐❝❤ ✐& "$✉❡ ✐♥ ❛ &"❛"❡ ✐✛ "❤❡ ❛❝"✐♦♥ ❆ ✐& ❢❡❛&✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ "❤❡$❡ ❡①✐&"& ❛

♥❡①" &"❛"❡ &✉❝❤ "❤❛" ❆ ✐& "$✉❡✳

❆ &♣❡❝✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ &②&"❡♠ ✐& ✇$✐""❡♥ ❛& ■♥✐% ∧ ✷[◆❡①% ]
✈❛"#

∧ F ✱ ✇❤❡$❡ ■♥✐% ✐& ❛ ♣$❡❞✐❝❛"❡ &♣❡❝✐❢②✐♥❣

"❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ &"❛"❡&✱ ✷ ✐& "❤❡ "❡♠♣♦$❛❧ ♦♣❡$❛"♦$ ✇❤✐❝❤ ❛&&❡$"& "❤❛" "❤❡ ❢♦$♠✉❧❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐" ✐& ❛❧✇❛②& "$✉❡✱

◆❡①% ✐& "❤❡ "$❛♥&✐"✐♦♥ $❡❧❛"✐♦♥✱ ✉&✉❛❧❧② ❡①♣$❡&&❡❞ ❛& ❛ ❞✐&❥✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ❛❝"✐♦♥&✱ [◆❡①% ]
✈❛"#

✐& ❞❡✜♥❡❞ "♦ ❡?✉❛❧

◆❡①% ∨✈❛*+

′ = ✈❛*+ ✭◆❡①% ✇✐"❤ &"✉""❡$✐♥❣✮✱ ❛♥❞ F ❡①♣$❡&&❡& ❢❛✐$♥❡&& ❝♦♥❞✐"✐♦♥&✳ ❋❛✐$♥❡&& ✐& ✉&✉❛❧❧② ❡①♣$❡&&❡❞

❛& ❛ ❝♦♥❥✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ♦$ &"$♦♥❣ ❢❛✐$♥❡&& ♦♥ ❛❝"✐♦♥& ❲❋

✈❛"#

(❆1) ∧❲❋

✈❛"#

(❆2) . . . ∧ ❙❋

✈❛"#

(❆
✐

) . . .✳ ❲❡❛❦

❢❛✐$♥❡&& ❲❋

✈

(❆) ♠❡❛♥& "❤❛" ❡✐"❤❡$ ✐♥✜♥✐"❡❧② ♠❛♥② ❆ &"❡♣& ♦❝❝✉$ ♦$ ❆ ✐& ✐♥✜♥✐"❡❧② ♦❢"❡♥ ❞✐&❛❜❧❡❞✳ ■♥ ♦"❤❡$

✇♦$❞&✱ ❛♥ ❆ &"❡♣ ♠✉&" ❡✈❡♥"✉❛❧❧② ♦❝❝✉$ ✐❢ ❆ ✐& ❝♦♥"✐♥✉♦✉&❧② ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❙"$♦♥❣ ❢❛✐$♥❡&& ❙❋

✈

(❆) ♠❡❛♥& "❤❛"

❡✐"❤❡$ ✐♥✜♥✐"❡❧② ♠❛♥② ❆ &"❡♣& ♦❝❝✉$ ♦$ ❆ ✐& ❡✈❡♥"✉❛❧❧② ❞✐&❛❜❧❡❞ ❢♦$❡✈❡$✳ ■♥ ♦"❤❡$ ✇♦$❞&✱ ❛♥ ❆ &"❡♣ ♠✉&"

❡✈❡♥"✉❛❧❧② ♦❝❝✉$ ✐❢ ❆ ✐& $❡♣❡❛"❡❞❧② ❡♥❛❜❧❡❞✳

❙②&"❡♠ ♣$♦♣❡$"✐❡& ❛$❡ &♣❡❝✐✜❡❞ ✉&✐♥❣ ❧✐♥❡❛$ "❡♠♣♦$❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭▲❚▲✮✳ ✷φ ♠❡❛♥& "❤❛" φ ❤♦❧❞& ✐♥ ❡✈❡$② &✉✣①

♦❢ "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$✳ ✸φ ✐& ❞❡✜♥❡❞ "♦ ❡?✉❛❧ ¬✷¬φ ❛♥❞ ♠❡❛♥& "❤❛" φ ❡✈❡♥"✉❛❧❧② ❤♦❧❞& ✐♥ ❛ &✉❜&❡?✉❡♥" &"❛"❡✳

ψ ❀ φ ✐& ❞❡✜♥❡❞ "♦ ❡?✉❛❧ "♦ ✷(ψ ⇒ ✸φ) ❛♥❞ ♠❡❛♥& "❤❛"✱ ✇❤❡♥❡✈❡$ ψ ❤♦❧❞&✱ "❤❡♥ ❧❛"❡$ φ ❤♦❧❞&✳

✹✳✷✳ ❙②%&❡♠ ▼♦❞❡❧

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✶ ✭+❡❡,✮✳ ▲❡" C ❜❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡$❛❜❧❡ &❡" ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧&✳ ❆ ♣❡❡$ P
♣

✐& ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ "$❛♥&✐"✐♦♥ &②&"❡♠

❚❙

♣

= (❙
♣

, ■
♣

,❘
♣

,▲
♣

) ✇❤❡$❡ ❙
♣

✐& "❤❡ &❡" ♦❢ &"❛"❡&✱ ■

♣

✐& "❤❡ &❡" ♦❢ ✐♥✐"✐❛❧ &"❛"❡& ✭■

♣

⊆ ❙

♣

✮✱ ▲

♣

✐& ❛ ✭❡♥✉♠❡$❛❜❧❡✮

&❡" ♦❢ ❧❛❜❡❧&✱ ❛♥❞ ❘

♣

⊆ ❙

♣

× ▲

♣

× ❙

♣

✐& "❤❡ "$❛♥&✐"✐♦♥ $❡❧❛"✐♦♥✳

❚❤❡ &❡" ♦❢ ❧❛❜❡❧& ▲

♣

❝♦♥"❛✐♥& τ ❛♥❞ ❛ &✉❜&❡" ♦❢

⋃

❝ ∈ C
{❝!, ❝?}✳ τ ✐& ❛♥ ✐♥"❡$♥❛❧ ❛❝"✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛&&✉♠❡

&"✉""❡$✐♥❣✿ ∀+ ∈ ❙

♣

: +

τ

−→ + ∈ ❘

♣

✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧& ❝! ❛♥❞ ❝? ❛$❡ ✐♥"❡$♣$❡"❡❞ ❛& "❤❡ &❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❡&&❛❣❡ ♦♥

❝❤❛♥♥❡❧ ❝✱ ❛♥❞ "❤❡ $❡❝❡♣"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡&&❛❣❡ ❢$♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝✳

❚♦ ❞❡&❝$✐❜❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♣$♦♣❡$"✐❡&✱ ✇❡ ♥❡❡❞ "♦ ❦♥♦✇ "❤❡ ❧✐&"❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧& ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ &"❛"❡✳ ❋♦$

✐♥&"❛♥❝❡✱ ❝♦♥&✐❞❡$ ❛ &"❛"❡ + ✇❤❡$❡ ♠❡&&❛❣❡& ♦♥ "❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧& ❝1 ❛♥❞ ❝2 ♠❛② ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② P
♣

✭"❤✐& ♠❡❛♥&

"❤❛" ∃+1 ∈ ❙

♣

: +
❝1?−−→ +1 ∈ ❘

♣

❛♥❞ ∃+2 ∈ ❙

♣

: +
❝2?−−→ +2 ∈ ❘

♣

✮✱ ❛♥❞ "✇♦ ♠❡&&❛❣❡& ❛$❡ ✐♥ "$❛♥&✐" ♦♥ ❝1 ❛♥❞ ❝2✳

■❢ "❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❡♥&✉$❡& ❛ ❋■❋❖ ♦$❞❡$✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦"❤ ♠❡&&❛❣❡& ❤❛✈❡ "❤❡ &❛♠❡ &❡♥❞❡$✱ "❤❡♥ ♦♥❧② "❤❡ ♦❧❞❡&"

♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡❧✐✈❡$❡❞ "♦ "❤❡ ♣❡❡$✳ ❚❤✉&✱ "❤❡ ♦"❤❡$ "$❛♥&✐"✐♦♥ ♠✉&" ❜❡ ❞✐&❛❜❧❡❞ ✐♥ "❤✐& ❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

✐❢ ✐♥ "❤❡ &"❛"❡ + ♦♥❧② "❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝2 ✐& ❧✐&"❡♥❡❞ "♦✱ "❤❡ ♠❡&&❛❣❡ ♦♥ ❝2 ♠❛② ❜❡ ❞❡❧✐✈❡$❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐" ✐& ②♦✉♥❣❡$

"❤❛♥ "❤❡ ♠❡&&❛❣❡ ♦♥ ❝1✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❛" ✐" ✐& "❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣✉&❤❡& ♠❡&&❛❣❡& "♦ "❤❡ ♣❡❡$✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✷ ✭▲✐0%❡♥❡❞ ❈❤❛♥♥❡❧0✮✳ ▲❡" + ❜❡ ❛ &"❛"❡ ✐♥ ❙

♣

✱

▲❈

♣

(+)
∆

= {❝ ∈ C | ∃+1 ∈ ❙

♣

: +
❝?
−→ +1 ∈ ❘

♣

}

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✸ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ▼♦❞❡❧✮✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ CM ✐& ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ "$❛♥&✐"✐♦♥ &②&"❡♠

✇✐"❤ &"✉""❡$✐♥❣ (❙
❈▼

, ■
❈▼

,❘
❈▼

,▲
❈▼

)✱ ✇❤❡$❡ ❙

❈▼

✱ ■

❈▼

✱ ❘

❈▼

❛♥❞ ▲

❈▼

❤❛✈❡ "❤❡ &❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛& ❛❜♦✈❡

✭&"❛"❡&✱ ✐♥✐"✐❛❧ &"❛"❡&✱ "$❛♥&✐"✐♦♥ $❡❧❛"✐♦♥✱ ❧❛❜❡❧&✮✳

❚❤❡ &❡" ♦❢ ❧❛❜❡❧& ❝♦♥"❛✐♥& τ ✱ ❛ &✉❜&❡" ♦❢ N ×
⋃

❝ ∈ C
{❝!} ✭&❡♥❞ ❡✈❡♥"& ❜② ♣❡❡$ ♣ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝✮✱ ❛♥❞ ❛

&✉❜&❡" ♦❢ N×
⋃

❝ ∈ C
{❝?}×P(C) ✭$❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥"& ❜② ♣❡❡$ ♣ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝ ✇❤✐❧❡ ❧✐&"❡♥✐♥❣ "♦ ❛ &❡" ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧&✮✳

❚❤❡ ❛❝"✉❛❧ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ ✐"& ❝❤❛$❛❝"❡$✐&"✐❝& ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡& ❛$❡ ♣$♦✈✐❞❡❞

✐♥ ❙❡❝"✐♦♥ ✹✳✸✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✹ ✭❈♦♠♣♦0❡❞ ❙②0%❡♠✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦&❡❞ &②&"❡♠ ❙②+%❡♠ = (❙ , ■ ,❘) ✐& "❤❡ ♣$♦❞✉❝" ♦❢ "❤❡

❚❙

♣

: ♣ ∈ 1..◆ ✇✐"❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ CM

• ❙ = ❙1 × . . .× ❙

◆

× ❙

❈▼

• ■ = ■1 × . . .× ■

◆

× ■

❈▼

• ❘ =











+ → +

′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣





■♥"❡$♥❛❧ ❛❝"✐♦♥*

+

❝♠

τ

−→ +

′
❝♠

∈ ❘

❝♠

∧ ∀♣ ∈ 1..◆ : +
♣

τ

−→ +

′
♣

∈ ❘

♣



 ∨







❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥

∃♣ ∈ 1..◆ : ∃❝ ∈ C :
send(+, + ′, ♣, ❝)

∨ receive(+, + ′, ♣, ❝)



















✶✷ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

❚❤✉#✱ ❛ #②#'❡♠ #'❛'❡  ✐# ❛ '✉♣❧❡ ( 1, . . . ,  ◆ ,  ❝♠)✳ ●✐✈❡♥ ❛ #②#'❡♠ #'❛'❡  ✱ ✇❡ ♥♦'❡  

♣

'❤❡ ♣3♦❥❡❝'✐♦♥

π
♣

( ) ♦❢  ♦♥ P
♣

✱ ❛♥❞  

❝♠

'❤❡ ♣3♦❥❡❝'✐♦♥ ♦❢  ♦♥ CM✳

❚❤❡ '3❛♥#✐'✐♦♥ 3❡❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣♦#❡❞ #②#'❡♠ ❝♦♥'❛✐♥# ♦♥ '❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ '❤❡ ✐♥'❡3♥❛❧ ❛❝'✐♦♥# ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡❡3✱

❛♥❞ ♦♥ '❤❡ ♦'❤❡3 ❤❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ '3❛♥#✐'✐♦♥#✳ ❈♦♥'3❛3② '♦ '❤❡ #②♥❝❤3♦♥♦✉# ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡3❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥

✐# ❛ 3❡♥❞❡③✲✈♦✉# ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ♣❡❡3#✱ ❛#②♥❝❤3♦♥♦✉# ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ✐# ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐'❤ ❞✐#'✐♥❝' #❡♥❞ ❛❝'✐♦♥# ❛♥❞

3❡❝❡✐✈❡ ❛❝'✐♦♥#✿

send( ,  ′, ♣, ❝)
∆

=











 

♣

❝!
−→  

′
♣

∈ ❘

♣

 

❝♠

♣,❝!
−−→  

′
❝♠

∈ ❘

❝♠

 

❦

τ

−→  

′
❦

∈ ❘

❦

, ∀❦ 6= ♣, ❝♠

receive( ,  ′, ♣, ❝)
∆

=











 

♣

❝?
−→  

′
♣

∈ ❘

♣

 

❝♠

♣,❝?,▲
−−−−→  

′
❝♠

∈ ❘

❝♠

✇❤❡3❡ ▲ = ▲❈

♣

( 
♣

)

 

❦

τ

−→  

′
❦

∈ ❘

❦

, ∀❦ 6= ♣, ❝♠

■♥'❡3♥❛❧ ❛❝'✐♦♥# ❛❧❧♦✇ ❢♦3 ♣❛3❛❧❧❡❧ ✐♥'❡3♥❛❧ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣❡❡3# ❛♥❞ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉' ✐'

❞♦❡# ♥♦' ❛❧❧♦✇ ❢♦3 ♣❛3❛❧❧❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ❛❝'✐♦♥#✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ❛# #'❛'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✷✳✶✱ ✐♥'❡3❧❡❛✈✐♥❣

❛♥❞ ♣❛3❛❧❧❡❧✐#♠ ❛3❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥' ❛# '❤❡ ❝♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'② ♣3♦♣❡3'✐❡# ✐♥ ✹✳✹ ❛3❡ ❛❧❧ #'❛❜❧❡ ♣3♦♣❡3'✐❡#✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥✜♥✐'❡

#'✉''❡3✐♥❣✱ ✇❡ ❛##✉♠❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣3♦❣3❡## ♣3♦♣❡3'②✿ '❤❡ ♣❡❡3# ❛♥❞ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✐♥✜♥✐'❡❧②

#'✉''❡3 ♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ♦'❤❡3 '3❛♥#✐'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■♥ '❤❡ ❚▲❆

+
#♣❡❝✐✜❝❛'✐♦♥✱ '❤✐# ✐# ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ✇❡❛❦

❢❛✐3♥❡## ✭❲❋✮ ♦♥ ❡✈❡3② ❛❝'✐♦♥✳

❋✐❣✉3❡ ✶✵ ✭#❡❡ ❋✐❣✉3❡ ✾ ❢♦3 '❤❡ ()❛♥ ❛❝'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ♣❡❡)♠❛♥❛❣❡♠❡♥( ♠♦❞✉❧❡✮ #❤♦✇# ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛

#②#'❡♠ ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ '✇♦ ♣❡❡3#✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥#'❛♥'✐❛'❡# '❤❡ ❝❛✉ ❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧ '♦ ❣❡' '❤❡ #❡♥❞

❛♥❞ 3❡❝❡✐✈❡ ❛❝'✐♦♥#✳ ❚❤❡ '✇♦ ♣❡❡3# ❛3❡ 3❡#♣❡❝'✐✈❡❧② ✐♥✐'✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ #'❛'❡# 11 ❛♥❞ 14✳ ❚✇♦ '3❛♥#✐'✐♦♥# ❞❡♣❛3'
❢3♦♠ #'❛'❡ 14✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ 3❡❝❡♣'✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ '❤❡ '❡3♠✐♥❛❧ #'❛'❡# ❛3❡ ❞✐✛❡3❡♥'✐❛'❡❞
❜❡'✇❡❡♥ ❝♦33❡❝' '❡3♠✐♥❛❧ #'❛'❡# ❛♥❞ ❢❛✉❧'② #'❛'❡# 3❡❛❝❤❡❞ ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝'❡❞ 3❡❝❡♣'✐♦♥ ✭❢♦3 ✐♥#'❛♥❝❡✱

#'❛'❡ 17 ✐# ✉♥3❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❝❛✉#❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉' ✐# 3❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❢✉❧❧② ❛#②♥❝❤3♦♥♦✉#
♠♦❞❡❧✮✳ ❉❡'❛✐❧# ❛3❡ ♣3♦✈✐❞❡❞ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡❝'✐♦♥#✱ ❡#♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✳✷✳

✹✳✸✳ ❆$②♥❝❤)♦♥♦✉$ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ▼♦❞❡❧$

❚❤❡ #❡✈❡♥ ❛#②♥❝❤3♦♥♦✉# ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧# ❛3❡ ❞❡#❝3✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤✐# '❛❜❧❡ ❝♦♥'❛✐♥# '❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧

❞❡#❝3✐♣'✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧#✱ ♥♦' '❤❡✐3 ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥#✳ ❆♥ ❛❝'✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡

#②#'❡♠ ✇♦✉❧❞ ✉#❡ ♠♦3❡ ❡✣❝✐❡♥' 3❡❛❧✐③❛'✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧#✱ #✉❝❤ ❛# ✈❡❝'♦3✴♠❛'3✐① ❝❧♦❝❦# ❢♦3

❝❛✉#❛❧✐'②✱ ♦3 ♥✉♠❜❡3✐♥❣ ❢♦3 ❋■❋❖ ♦3❞❡3✐♥❣✳

■♥ '❤❡ ❞❡#❝3✐♣'✐♦♥✱ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧# ❤❛✈❡ ❛ ♥❡( ✈❛3✐❛❜❧❡✱ ✐♥✐'✐❛❧❧② ❡♠♣'②✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞# '❤❡ ♠❡##❛❣❡#

✐♥ '3❛♥#✐'✳ ❆ ♠❡##❛❣❡ ✐# 〈 ❝❤❛♥♥❡❧✱ #❡♥❞❡3✱ ♠❡##❛❣❡ ❤✐#'♦3② 〉✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥#✐#'# ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥ ❡♠✐''✐♥❣ #✐'❡
✐❞❡♥'✐✜❡3✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐#'♦3② ♦❢ ♣3❡✈✐♦✉#❧② #❡♥' ♠❡##❛❣❡#✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐#'♦3②

✈❛3✐❛❜❧❡ ❍ ♦3 ❛ '✉♣❧❡ ♦❢ ❤✐#'♦3② ✈❛3✐❛❜❧❡# ❍

♣

✭♦♥❡ ❢♦3 ❡❛❝❤ ♣❡❡3✮✱ ❛❧#♦ ✐♥✐'✐❛❧❧② ❡♠♣'②✱ ❛3❡ ✉#❡❞

✸

✳ ❍✐#'♦3✐❡#

❤♦❧❞ '❤❡ #❡' ♦❢ ❛❧❧ #❡♥' ♠❡##❛❣❡#✱ ♦3 '❤❡ #❡' ♦❢ #❡♥' ♠❡##❛❣❡# ❜② ❛ ♣❡❡3✱ ♦3 '❤❡ ❝✉33❡♥' ❝❛✉#❛❧ ♣❛#' ✭'❤❡ #❡' ♦❢

♠❡##❛❣❡# ♦♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ♥❡①' ❡♠✐##✐♦♥ ✐# ❝❛✉#❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥'✮✳ ❚❤❡ ❤✐#'♦3② ✈❛3✐❛❜❧❡# ❤❛✈❡ '✇♦ 3♦❧❡#✿

• ❈❛33②✐♥❣ '❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦3♠❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ❞✐#'3✐❜✉'❡❞ #②#'❡♠ '♦ ❡♥#✉3❡ ♦3❞❡3✐♥❣ ♣3♦♣❡3'✐❡#✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛

3❡❝❡♣'✐♦♥ ♣3❡❞✐❝❛'❡ ❝❛♥ 3❡C✉✐3❡ '❤❛' ♥♦ ♠❡##❛❣❡ ✐♥ '3❛♥#✐' ❛♣♣❡❛3# ✐♥ '❤❡ ❤✐#'♦3② ♦❢ '❤❡ '♦✲❜❡✲3❡❝❡✐✈❡❞

♠❡##❛❣❡✳ ❚❤❡ ❤✐#'♦3② ❛♥❞ ♣♦##✐❜❧② '❤❡ #❡♥❞❡3 ❛3❡ ✉#❡❞ '♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ '❤❡ ❞❡❧✐✈❡3② ♦❢ '❤❡ ♠❡##❛❣❡ ✭3❡❝❡✐✈❡

❛❝'✐♦♥✮✳

• ■❞❡♥'✐❢②✐♥❣ ♠❡##❛❣❡#✿ ❤✐#'♦3② ✈❛3✐❛❜❧❡# ❛❧✇❛②# ❡①♣❛♥❞ ❜② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡##❛❣❡# ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡✐3 ♣3❡✈✐♦✉#
✈❛❧✉❡ ❛♣♣❡❛3✳ ❯#✐♥❣ ❤✐#'♦3✐❡# ♣3♦✈✐❞❡# ❛ ✇❛② '♦ ❡♥#✉3❡ '❤❡ ✉♥✐C✉❡♥❡## ♦❢ ♠❡##❛❣❡#✳

❆# ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉3❡ ✶✶ #❤♦✇# '❤❡ ❚▲❆

+
♠♦❞✉❧❡ ❝♦33❡#♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ❝❛✉#❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

■' ✐# ❛ ❞✐3❡❝' '3❛♥#❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❢♦3♠✉❧❛❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆❧❧ '❤❡ ♠♦❞❡❧# ❛3❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛' ❤!!♣✿✴✴❤✉&❛✉❧!✳♣❡&+♦✳

❡♥+❡❡✐❤!✳❢&✴❛+②♥❝❤&♦♥♦✉+❈♦♠♠✉♥✐❝❛!✐♦♥✴✳

3
❚❤♦9❡ ❛(❡ ♥♦0 0❤❡ 9❛♠❡ ❛9 ❉✐❥❦90(❛✬9 ❤✐90♦(② ✈❛(✐❛❜❧❡9 ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ✉9❡❞ 0♦ ❤❡❧♣✴❡♥❛❜❧❡ ❛ ❝♦((❡❝0♥❡99 ♣(♦♦❢❀ ❤❡(❡✱ ❤✐90♦(② ✈❛(✐❛❜❧❡9

❤♦❧❞ 0❤❡ ♥❡❝❡99❛(② ✐♥❢♦(♠❛0✐♦♥ ♦♥ ♣❛90 ❡✈❡♥09 0♦ (❡❛❧✐③❡ ❞❡❧✐✈❡(✐❡9 ✇✐0❤ ❛ 9♣❡❝✐✜❝ ♦(❞❡(✐♥❣✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✶✸

♠♦❞✉❧❡ ♣❡❡"♠❛♥❛❣❡♠❡♥'

❡①'❡♥❞) ◆❛'✉"❛❧+ , ❙❡-✉❡♥❝❡+
❝♦♥)'❛♥' ❇❖❚❚❖▼ ❙❚❆❚❊ , ❊▼5❚❨ ❙❚❆❚❊

✈❛-✐❛❜❧❡ ♣❡❡"+

5❡❡"+❚②♣❡■♥✈❛"✐❛♥'

∆

= ♣❡❡"+ ∈ ❙❡-(◆❛')
'"❛♥+(♣❡❡" , ✐♥✐' , ♥❡①')

∆

= 5❡❡( "(❛♥)✐"✐♦♥ ❢(♦♠ )"❛"❡ ✐♥✐" "♦ ♥❡①"✳

∧ ♣❡❡"+ [♣❡❡" ] = ✐♥✐'

∧ ♣❡❡"+

′ = [♣❡❡"+ ❡①❝❡♣' ✦ [♣❡❡" ] = ♥❡①' ]

❆❧❧5❡❡"+■♥(+'❛'❡+)
∆

= ∀ ✐ ∈ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡❡"+ : ♣❡❡"+ [✐ ] ∈ +'❛'❡+ 5❡❡() )"❛"❡✲❜❛)❡❞ ❝♦♠✲

♣❛"✐❜✐❧✐"② ♣(♦♣❡("✐❡)✿

♥♦ ❢❛✉❧"② (❡❝❡♣"✐♦♥

❛♥❞ "❡(♠✐♥❛"✐♦♥✳

❖♥❡5❡❡"■♥(+'❛'❡+)
∆

= ∃ ✐ ∈ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡❡"+ : ♣❡❡"+ [✐ ] ∈ +'❛'❡+

◆♦♥❇♦''♦♠

∆

= ✷¬❖♥❡5❡❡"■♥({❇❖❚❚❖▼ ❙❚❆❚❊})
❚❡"♠✐♥❛'❡+

∆

= ✸✷❆❧❧5❡❡"+■♥({❊▼5❚❨ ❙❚❆❚❊})

❋✐❣✳ ✾✳ ❚▲❆

+
▼♦❞✉❧❡ ❢♦/ 0❤❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥0 ♦❢ 0❤❡ 5❡❡/6

♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦+✐'✐♦♥

❡①'❡♥❞) ◆❛'✉"❛❧+ , ♣❡❡"♠❛♥❛❣❡♠❡♥'

❝♦♥)'❛♥' ◆

✈❛-✐❛❜❧❡) ♥❡' , ❍
✈❛"+

∆

= 〈♥❡' , ❍ , ♣❡❡"+〉
❈♦♠

∆

= ✐♥)'❛♥❝❡ ❝❛✉+❛❧ ✇✐'❤ ❈❍❆◆◆❊▲← {✏❛✑ , ✏❜✑}

■♥✐'

∆

= ∧ ❈♦♠ ✦■♥✐' ∧ ♣❡❡"+ = 〈11, 14〉 ◆ = 2✱ ■♥✐"✐❛❧ )"❛"❡)✿ ❋✐"#$ ♣❡❡"✿ $"❛"❡11 ❙❡❝♦♥❞ ♣❡❡"✿ $"❛"❡14

❋✐"#$ ♣❡❡"✿ ❛!.❜!

'1(♣❡❡")
∆

= '"❛♥+(♣❡❡" , 11, 12) ∧ ❈♦♠ ✦+❡♥❞(♣❡❡" , ✏❛✑) ❋✐"#$ ♣❡❡"✿ $"❛"❡11
❛!
−→ $"❛"❡12

'2(♣❡❡")
∆

= '"❛♥+(♣❡❡" , 12, 13) ∧ ❈♦♠ ✦+❡♥❞(♣❡❡" , ✏❜✑) ❋✐"#$ ♣❡❡"✿ $"❛"❡12
❜!
−→ $"❛"❡13

❙❡❝♦♥❞ ♣❡❡"✿ ❛?.❜? + ❜?

'3(♣❡❡")
∆

= '"❛♥+(♣❡❡" , 14, 15) ∧ ❈♦♠ ✦"❡❝❡✐✈❡(♣❡❡" , ✏❛✑ , {✏❜✑ , ✏❛✑}) ❙❡❝♦♥❞ ♣❡❡"✿ $"❛"❡14
❛?
−−→  !❛!❡15

 4(♣❡❡#)
∆

=  #❛♥&(♣❡❡# , 15, 16) ∧ ❈♦♠ ✦#❡❝❡✐✈❡(♣❡❡# , ✏❜✑ , {✏❜✑}) ❙❡❝♦♥❞ ♣❡❡'✿  !❛!❡15
❜?
−−→  !❛!❡16

 5(♣❡❡#)
∆

=  #❛♥&(♣❡❡# , 14, 17) ∧ ❈♦♠ ✦#❡❝❡✐✈❡(♣❡❡# , ✏❜✑ , {✏❜✑ , ✏❛✑}) ❙❡❝♦♥❞ ♣❡❡'✿  !❛!❡14
❜?
−−→  !❛!❡17

❋❛✐#♥❡&&

∆

= ∀ ✐ ∈ 1 . . ◆ : (❲❋
✈❛"#

( 1(✐)) ∧❲❋
✈❛"#

( 2(✐)) ∧❲❋
✈❛"#

( 3(✐)) ∧❲❋
✈❛"#

( 4(✐)) ∧❲❋
✈❛"#

( 5(✐)))
∧❲❋

✈❛"#

(❈♦♠ ✦ ✐♥ ❡#♥❛❧ ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♣❡❡#&)
◆❡① 

∆
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❝♠

♣,❝!
−−−→  

′

❝♠

(❡❝❡✐✈❡

 

❝♠

♣,❝?,▲
−−−−→  

′

❝♠

▼

$②$

&$❝

♥❡$ , 〈❍
♣

〉

♥❡$ = ∅
∧ ♥❡$

′ = {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ❍

′

♣

= ❍

♣

∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ∀❦ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

▼

$②$

♥−♥

♥❡$ ,❍
❍

′ = ❍ ∪ {〈❝, ♣,❍ 〉}
∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ ∪ {〈❝, ♣,❍ 〉}

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ¬∃〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ♥❡$ : 〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ❤1

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ❍

′ = ❍

▼
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1−♥

♥❡$ , 〈❍
♣

〉
❍

′

♣

= ❍

♣

∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ ∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ¬∃〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ♥❡$ : ❧ = ❥ ∧ 〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ❤1

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
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❦

= ❍

❦

▼
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❝1 = ❝

∧ ¬∃〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ♥❡$ : ❝2 ∈ ▲ ∧ 〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ❤1

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ❍

′ = ❍

▼
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❝❛✉$❛❧

♥❡$ , 〈❍
♣

〉
❍

′

♣

= ❍

♣

∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ ∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ¬∃〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ♥❡$ : ❝2 ∈ ▲ ∧ 〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ❤1

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ❍

′

♣

= ❍

♣

∪ ❤1 ∪ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

▼

$②$

1−1 ♥❡$ , 〈❍
♣

〉
❍

′

♣

= ❍

♣

∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ ∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ¬∃〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ♥❡$ : ❧ = ❥ ∧ ❝2 ∈ ▲ ∧ 〈❝2, ❧ , ❤2〉 ∈ ❤1

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ∀❦ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

▼

$②$

❛$②♥❝

♥❡$ , 〈❍
♣

〉
❍

′

♣

= ❍

♣

∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ ∪ {〈❝, ♣,❍
♣

〉}
∧ ∀❦ 6= ♣ : ❍ ′

❦

= ❍

❦

∃〈❝1, ❥ , ❤1〉 ∈ ♥❡$ :
❝1 = ❝

∧ ♥❡$

′ = ♥❡$ \ {〈❝1, ❥ , ❤1〉}
∧ ∀❦ : ❍ ′

❦

= ❍

❦
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♠♦❞❡❧✱ -❤❛- ✐6 ♥♦- ❝♦))❡❝-❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ♣❡❡)✮✳ ❲❤❡-❤❡) ❛ 6-❛-❡ ✐6 -❡)♠✐♥❛❧✱ ❢❛✉❧-②✱ ♦) ✉♥♠❛)❦❡❞✱ ✐6 ♣❛)- ♦❢



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✶✺

♠♦❞✉❧❡ ❝❛✉#❛❧

❡①'❡♥❞) ◆❛&✉'❛❧# , ❋✐♥✐&❡❙❡&#
❝♦♥)'❛♥') ❈❍❆◆◆❊▲, ◆
✈❛-✐❛❜❧❡) ♥❡& , ❍
■♥✐&

∆

= ∧ ♥❡& = {} ∧ ❍ = [✐ ∈ 1 . . ◆ 7→ {}]

❊♠♣&②◆❡&✇♦'❦

∆

= ♥❡& = {}
♥♦❝❤❛♥❣❡

∆

= ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ 〈♥❡& , ❍ 〉
✐♥&❡'♥❛❧

∆

= ❢❛❧)❡

#❡♥❞(♣❡❡' , ❝❤❛♥)
∆

= ❊♠✐))✐♦♥ ❢(♦♠ ♣❡❡( ♦❢ ♠❡))❛❣❡ ★✐❞ ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛♥

❧❡' ♠❡##❛❣❡

∆

= 〈❝❤❛♥ , ♣❡❡' , ❍ [♣❡❡' ]〉✐♥
∧ ♥❡&

′ = ♥❡& ∪ {♠❡##❛❣❡}
∧ ❍

′ = [❍ ❡①❝❡♣' ✦ [♣❡❡' ] = ❍ [♣❡❡' ] ∪ {♠❡##❛❣❡}]

'❡❝❡✐✈❡(♣❡❡' , ❝❤❛♥ , ❧✐#&❡♥❡❞)
∆

= ❘❡❝❡♣"✐♦♥ ♦♥ ♣❡❡( ✭✇❤✐❧❡ ❧✐)"❡♥✐♥❣

♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧) ✐♥ ❧✐)"❡♥❡❞✮ ♦❢ ❛ ♠❡)✲

)❛❣❡ ❡♠✐""❡❞ ♦♥ ❝❤❛♥

∃ 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ∈ ♥❡& :
∧ ❝1 = ❝❤❛♥

∧ ¬(∃ 〈❝2, ♣2, ❤2〉 ∈ ♥❡& : ❝2 ∈ ❧✐#&❡♥❡❞ ∧ 〈❝2, ♣2, ❤2〉 ∈ ❤1)
∧ ♥❡&

′ = ♥❡& \ 〈❝1, ♣1, ❤1〉
∧ ❍

′ = [❍ ❡①❝❡♣' ✦ [♣❡❡' ] = ❍ [♣❡❡' ] ∪ ❤1 ∪ {〈❝1, ♣1, ❤1〉}]

❋✐❣✳ ✶✶✳ ❚▲❆

+
▼♦❞✉❧❡ ❆..♦❝✐❛1❡❞ 1♦ 1❤❡ ❈❛✉.❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛1✐♦♥ ▼♦❞❡❧

1❤❡ .♣❡❝✐✜❝❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ♣❡❡9✳ ❚❤❡ ♥♦1✐♦♥ ♦❢ 1❡9♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛✉❧1② .1❛1❡. ✐♠♣❧✐❡. 1❤❛1 ♦♥❝❡ ❛ ♣❡❡9 ❤❛. 9❡❛❝❤❡❞

.✉❝❤ ❛ .1❛1❡✱ ✐1 .❤❛❧❧ 9❡♠❛✐♥ ✐♥ ✐1✳ ◆♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉9 ✐. .♣❡❝✐✜❡❞ ❛❢1❡9 ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝1❡❞ 9❡❝❡♣1✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ 1❤❡ 1❡9♠

✧✉♥❡①♣❡❝1❡❞✧✮ ❛♥❞ ✐1 ♠❛❦❡. .❡♥.❡ 1♦ ❛✣9♠ 1❤❛1 ❛ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡ ✐. ✐♥❞❡❡❞ 1❡9♠✐♥❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐1 ✐. ♥♦1 ♥❡❝❡..❛9②

1♦ ❞✐.1✐♥❣✉✐.❤❡❞ ❜❡1✇❡❡♥ ❞✐✛❡9❡♥1 .1❛1❡. ✇✐1❤ 1❤❡ .❛♠❡ ♠❛9❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦❧❧❛♣.❡ ❛❧❧ 1❤❡ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡. ✭9❡.♣

❢❛✉❧1② .1❛1❡.✮ ✐♥1♦ ♦♥❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ 1❤❡ 1✇♦ ✉♥✐✈❡9.❛❧ ♣❡❡9 .1❛1❡.✿

• 0 1❤❡ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡✱

• ⊥ 1❤❡ ❢❛✉❧1② .1❛1❡✳

✹✳✹✳✷✳ ❈♦♠♣❛(✐❜✐❧✐(② -.♦♣❡.(✐❡0

❆ ❝♦♠♣❛1✐❜✐❧✐1② ♣9♦♣❡91② ✐. ❣✐✈❡♥ ❛. ❛♥ ▲❚▲ ❢♦9♠✉❧❛ ♦✈❡9 ❛ .②.1❡♠ ❬▼J✾✷❪✳ ▲❡1 ❙②#&❡♠ = (❙ , ■ ,❘) ❜❡ ❛
.②.1❡♠ ✇✐1❤ ◆ ♣❡❡9.✳ ❋♦9 ❛ .1❛1❡ # = (#1, . . . , #◆ , #❈▼ ) ∈ ❙ ✱ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣9❡❞✐❝❛1❡. ❛9❡ ❞❡✜♥❡❞✿

• 0∀
∆

= ∀♣ ∈ 1..◆ : #
♣

= 0 ✭♣❡❡9. ❛9❡ ❛❧❧ ✐♥ 1❤❡ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡✮

• 0
♣

∆

= #

♣

= 0 ✭1❡9♠✐♥❛1✐♦♥ ♦❢ ♣❡❡9 ♣✮

• ⊥∃

∆

= ∃♣ ∈ 1..◆ : #
♣

= ⊥ ✭❛♥ ✉♥❡①♣❡❝1❡❞ ♠❡..❛❣❡ ❤❛. ❜❡❡♥ ❞❡❧✐✈❡9❡❞✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛1✐❜✐❧✐1② ♣9♦♣❡91✐❡. ❛9❡ ❞❡✜♥❡❞✿

❙②"#❡♠ #❡&♠✐♥❛#✐♦♥ ❚❤❡ .②.1❡♠ ❛❧✇❛②. 9❡❛❝❤❡. 1❤❡ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡✿

❙②#&❡♠ |= ♦�0∀
+❡❡& #❡&♠✐♥❛#✐♦♥ ❚❤❡ ♣❡❡9 ♣ ❛❧✇❛②. 9❡❛❝❤❡. 1❤❡ 1❡9♠✐♥❛❧ .1❛1❡✿

❙②#&❡♠ |= ♦�0
♣

◆♦ ❢❛✉❧#② &❡❝❡♣#✐♦♥" ◆♦ ✉♥❡①♣❡❝1❡❞ 9❡❝❡♣1✐♦♥ ❡✈❡9 ♦❝❝✉9.✿

❙②#&❡♠ |= �¬⊥∃

❆❜"❡♥❝❡ ♦❢ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥✮ ❉❡❛❞❧♦❝❦

✹

✿ ◆♦ .1❛1❡ ✐. .1❛❜❧❡ ❡①❝❡♣1 1❡9♠✐♥❛1✐♦♥ ♦9 ❢❛✉❧1✿

❙②#&❡♠ |= ♦�0∀ ∨ ♦�⊥∃ ∨ ∀# ∈ ❙ : �♦¬#

4
❆❝"✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✉)❡ ❚▲❈✬) ♥❛"✐✈❡ ❞❡"❡❝"✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❡❝❦) ❡♥❛❜❧❡❞(◆❡①')✳ ◆♦"❡ "❤❛" ◆❡①' ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ✉)❡( )"✉""❡(✐♥❣

✇❤✐❝❤ ✐) ❞✐)"✐♥❣✉✐)❤❡❞ ❜② ❚▲❈ ❢(♦♠ "❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐" )"✉""❡(✐♥❣ ♦❢ [◆❡①']
✈❛"#

✳



✶✻ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

Transition

system

Completed

transition

system

TLA+ module

Composition

Peer
Other peers

System
Compatibility

result
Counter-

example

TLA+ module

Communication Model

LTL properties

Compatibility Criteria

FRC

User friendliness

CCS

term

❋✐❣✳ ✶✷✳ ▼❛✐♥ ❙*❡♣- .❡/❢♦/♠❡❞ ❜② *❤❡ ❋/❛♠❡✇♦/❦ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❖♣*✐♦♥❛❧ ❯-❡/ ❋/✐❡♥❞❧② ❙*❡♣-

✹✳✺✳ ❯$❡& ❋&✐❡♥❞❧✐♥❡$$

.❡❡/- ❛/❡ -♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐*❤ */❛♥-✐*✐♦♥ -②-*❡♠-✳ ❊①♣❧✐❝✐*❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❡✈❡♥ C✉✐*❡ -✐♠♣❧❡ ♣❡❡/- ❝❛♥ ❜❡ ❝✉♠❜❡/-♦♠❡

❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ✇❛♥* *♦ -*❡♣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ♣/♦✈✐❞❡ ♠♦/❡ ❛❜-*/❛❝* -♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥-✳ ❋✉/*❤❡/♠♦/❡✱ ✐♥ ♦/❞❡/ *♦ ❝❤❡❝❦

*❤❡ ❝♦♠♣❛*✐❜✐❧✐*② ♦❢ -②-*❡♠- *❤❡-❡ ♣❡❡/- *❛❦❡ ♣❛/* ✐♥✱ ✐♥❢♦/♠❛*✐♦♥ ❛❜♦✉* *❡/♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❢❛✉❧*② -*❛*❡- ❤❛- *♦

❜❡ ♣/♦✈✐❞❡❞✳ ❋♦/ *❤❡-❡ /❡❛-♦♥- *❤❡ ♣/♦♣♦-❡❞ ❢/❛♠❡✇♦/❦ ♣/♦✈✐❞❡- ❛❧*❡/♥❛*✐✈❡ ✇❛②- *♦ -♣❡❝✐❢② ♣❡❡/-✳ ■♥ *❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ -❡❡ ❤♦✇ -♣❡❝✐✜❝❛*✐♦♥- ♦❢ ♣❡❡/- ❝❛♥ ❜❡ ❞❡/✐✈❡❞ ❢/♦♠ ❈❈❙ *❡/♠- ✉-✐♥❣ *❤❡ -*❛♥❞❛/❞ ❈❈❙

/✉❧❡- ❛♥❞ ❛ */❛♥-✐*✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡*✐♦♥ -*❡♣✳ ❚❤❡-❡ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦♣*✐♦♥❛❧ -*❡♣- ❛/❡ -✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❋✐❣✉/❡ ✶✷✳

✹✳✺✳✶✳ ❆❧&❡(♥❛&✐✈❡ ❙♣❡❝✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ 3❡❡(

❆ ♣❡❡/ ❝❛♥ ❛❧*❡/♥❛*✐✈❡❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣/♦❝❡-- -♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐*❤ ❛ ❈❈❙ *❡/♠ ✇❤❡/❡ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡/✿

• *❤❡ ❡♠♣*② ♣/♦❝❡-- 0✱ ♥❡✉*/❛❧ ❡❧❡♠❡♥* ♦❢ + ❛♥❞ ‖✱

• *❤❡ ♣/❡✜①✐♥❣ ♦♣❡/❛*♦/ ·✱ *♦ ♣❡/❢♦/♠ ❛♥ ❛❝*✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣/♦❝❡--✳ ❆♥ ❛❝*✐♦♥ ✐- τ ✭❛♥ ✐♥*❡/♥❛❧ ❛❝*✐♦♥✮✱
♦/ ❝! ✭❛ -❡♥❞ ❛❝*✐♦♥ ♦✈❡/ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝✮✱ ♦/ ❝? ✭❛ /❡❝❡✐✈❡ ❛❝*✐♦♥ ♦♥ ❝✮✱

• *❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦♣❡/❛*♦/ +✱

• *❤❡ ♣❛/❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦-✐*✐♦♥ ♦♣❡/❛*♦/ ‖✱

• ❛♥❞ ♣/♦❝❡-- ✐❞❡♥*✐✜❡/- ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② ❳

∆

= "#♦❝❡&&✮✳

❚❤❡ ♣❡❡/ */❛♥-✐*✐♦♥ -②-*❡♠ ✐- ❞❡/✐✈❡❞ ❢/♦♠ *❤❡ ❈❈❙ *❡/♠ ✉-✐♥❣ *❤❡ -*❛♥❞❛/❞ ❈❈❙ /✉❧❡- ❬▼✐❧✾✾✱ ♣✳✸✾❪ ❛♥❞

❡①❝❧✉❞✐♥❣ *❤❡ -②♥❝❤/♦♥♦✉- ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ /✉❧❡  ❡❛❝$

 

✳ ❘❡♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ /❡-*/✐❝*✐♦♥ ❛/❡ ❝✉//❡♥*❧② ♥♦* ✉-❡❞

❜✉* *❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝* ♦♥ *❤❡ ✈❡/✐✜❝❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♣❛*✐❜✐❧✐*②✳ ❙✐♥❝❡ -②♥❝❤/♦♥♦✉- ❝♦♠♠✉♥✐❝❛*✐♦♥ ✐-

♥♦* ✉-❡❞✱ ‖ ✐- -✐♠✐❧❛/ *♦ ❛♥ ✐♥*❡/❧❡❛✈✐♥❣ ♦♣❡/❛*♦/✳ ■* ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥*❡/♥❛❧ ♣❛/❛❧❧❡❧✐-♠ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❝/❡❛*✐♦♥ ♦❢
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❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❝?✿ &
❝?
−→⊥✳ ❚❤❡-❡ ❛/❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❛✉❧(② #❡❝❡♣(✐♦♥&✳
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b?
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c? c?
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❋✐❣✳ ✶✸✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋❛✉❧0② ❘❡❝❡♣0✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡0✐♦♥

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✹✳✺ ✭❋❛✉❧%② ❘❡❝❡♣%✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡%✐♦♥✮✳ ▲❡0 ❚❙ = (❙ , ■ ,❘,▲) ❜❡ ❛ ♣❡❡8✳

❋❘❈ (❚❙ )
∆

= (❙ ∪ {⊥}, ■ ,❘ ∪ ❘2,▲) ✇✐0❤ ❘2 = {'
❝?
−→ ⊥ | ' ∈ ❘❙ (❙ ), ❝ ∈ ❋❈ (') \ ▲❈ (')}✱ ❛♥❞

• ❘❙ (❙ )
∆

= {' ∈ ❙ | ∃❝ ∈ ❈ , ' ′ ∈ ❙ : '
❝?
−→ '

′ ∈ ❘}
✭>0❛0❡> ❤❛✈✐♥❣ ❛0 ❧❡❛>0 ♦♥❡ 8❡❝❡✐✈❡ 08❛♥>✐0✐♦♥✮

• ❋❈ (')
∆

= {❝ ∈ ❈ | ∃'1, '2 ∈ ❙ : ' → '1 ∈ ❘
∗ ∧ '1

❝?
−→ '2 ∈ ❘}

✇❤❡8❡ ❘

∗
✐> 0❤❡ 8❡✢❡①✐✈❡ 08❛♥>✐0✐✈❡ ❝❧♦>✉8❡ ♦❢ {('1, '2) ∈ ❙

2 | ∃❧ ∈ ▲ : '1
❧

−→ '2 ∈ ❘}✳
✭❢✉0✉8❡ ❝❤❛♥♥❡❧> ✭♣♦>>✐❜❧❡ 8❡❝❡♣0✐♦♥>✮ ✐♥ '✮

• ▲❈ (')
∆

= {❝ ∈ ❈ | ∃' ′ ∈ ❙ : '
❝?
−→ '

′ ∈ ❘} ✭>❡❡ ❉❡✜♥✐0✐♦♥ ✹✳✷✮
✭❧✐>0❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧> ✐♥ >0❛0❡ '✮

❋♦8 ✐♥>0❛♥❝❡✱ ❧❡0 ✉> ❝♦♥>✐❞❡8 0❤❡ ♣❡❡8 8❡♣8❡>❡♥0❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❧❡❢0 ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✶✸✳ ❚❤❡ ❢✉0✉8❡ ❝❤❛♥♥❡❧> ❛8❡

✐♥❞✐❝❛0❡❞ ♥❡①0 0♦ ❡❛❝❤ >0❛0❡✳ ❲❤❡♥ 0❤❡8❡ ✐> ♥♦ ❞❡♣❛80✐♥❣ 8❡❝❡♣0✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉0✉8❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛ ❢❛✉❧0② 08❛♥>✐0✐♦♥ ✐>

❛❞❞❡❞ ✇❤✐❝❤ 8❡>✉❧0> ✐♥ 0❤❡ ♣❡❡8 8❡♣8❡>❡♥0❡❞ ♦♥ 0❤❡ 8✐❣❤0✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣♦>❡❞ ✇✐0❤ ❛ ♣❡❡8

❛!
−→

❜!
−→

❝!
−→ ❛♥❞ ▼

$②$

1−1✱

0❤❡ ❢❛✉❧0② 8❡❝❡♣0✐♦♥> ❛8❡ ✐♠♣♦>>✐❜❧❡ ✭❜❡❝❛✉>❡ 0❤❡ >❡♥❞ ♦8❞❡8 ✐> 8❡>♣❡❝0❡❞✮ ❛♥❞ 0❤❡ ♣❡❡8 ❛❧✇❛②> ❡♥❞> ✉♣ ✐♥ 0❤❡

❢❛8✲8✐❣❤0 >0❛0❡ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ♦❢ ✐♥0❡8❡>0❀ ❡✳❣✳ 0 0❤❡ 0❡8♠✐♥❛❧ >0❛0❡✮✳ ❚❤✐> ❝❛♥♥♦0 ❜❡ ❣✉❛8❛♥0❡❡❞ ✇✐0❤ ▼ $②$

❛$②♥❝

✱

❛♥❞ 0❤❡ ❢❛✉❧0② >0❛0❡ ⊥ ✐> 8❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♠♣♦>✐0✐♦♥✳

✹✳✻✳ ❈♦♠♣♦'✐)❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♦♥ ▼♦❞❡❧'

❯♣ 0♦ 0❤✐> ♣♦✐♥0 >②>0❡♠> ❛8❡ ❝♦♠♣♦>❡❞ ♦❢ ❛ >❡0 ♦❢ ♣❡❡8> ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ 0❤❛0 ❡♥>✉8❡>

♦8❞❡8✐♥❣ ♣8♦♣❡80✐❡> ♦♥ 0❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠✳ ▼❡>>❛❣❡> 08❛♥>✐0✐♥❣ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ♣❡❡8> ♦♥ ❛❧❧ 0❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧>

✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ❛8❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐L✉❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ >♦♠❡ ♣8❛❝0✐❝❛❧ ❝❛>❡>

8❡L✉✐8❡ 0❤❛0 ❞✐✛❡8❡♥0 >❡0> ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧> ❜❡ ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ ❞✐✛❡8❡♥0 ✐♥>0❛♥❝❡> ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧>✳ ❚❤✐>

♠♦0✐✈❛0❡> 0❤❡ >♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦>✐0❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧>✳

▼❡>>❛❣❡> ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧> 0❤❛0 ❛8❡ ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛8❡ ❡♠✐00❡❞ ♦♥ ✭8❡>♣ 8❡❝❡✐✈❡❞ ❢8♦♠✮ ♦♥❡

✐♥>0❛♥❝❡ ♦❢ 0❤❛0 ♠♦❞❡❧✳ ▼❡>>❛❣❡> ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧> 0❤❛0 ❛8❡ ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ >❡✈❡8❛❧ ♠♦❞❡❧> ❛8❡ >✐♠✉❧0❛♥❡♦✉>❧②

❡♠✐00❡❞ ♦♥ ✭8❡>♣ 8❡❝❡✐✈❡❞ ❢8♦♠✮ ✐♥>0❛♥❝❡> ♦❢ 0❤❡>❡ ♠♦❞❡❧>✳ ❚❤❡8❡❢♦8❡✱ 0❤❡ 8❡❝❡♣0✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡>>❛❣❡ ♦♥ >✉❝❤ ❛

❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉8 ✇❤❡♥ 0❤❡ ♦8❞❡8✐♥❣ ♣8♦♣❡80✐❡> ♦❢ ❛❧❧ 0❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧> ❛8❡ ♠❡0✳ ❋♦8

✐♥>0❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛✱ ❜✱ ❛♥❞ ❝ ❛8❡ ❝❤❛♥♥❡❧> ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ ❛♥ ✐♥>0❛♥❝❡ ♦❢ ▼

$②$

❝❛✉$❛❧

❛♥❞ ❝✱ ❞ 0♦ ❛♥ ✐♥>0❛♥❝❡ ♦❢ ▼

$②$

1−1✱

0❤❡♥ 0❤❡ 8❡❝❡♣0✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡>>❛❣❡ ❢8♦♠ ❝ ✇✐❧❧ 8❡L✉✐8❡ 0❤❛0 ✐0 8❡>♣❡❝0> 0❤❡ ❝❛✉>❛❧✐0② ♦❢ 0❤❡ ❡♠✐>>✐♦♥> ♦♥ ❛✱ ❜✱

❛♥❞ ❝✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧>♦ 8❡>♣❡❝0✐♥❣ 0❤❡ ♦8❞❡8 ♦❢ ❡♠✐>>✐♦♥> ♦♥ ❝ ❛♥❞ ❞ ❢8♦♠ 0❤❡ >❛♠❡ ♣❡❡8✳

❲❤❡♥ ❛ ♠❡>>❛❣❡ ✐> 8❡❝❡✐✈❡❞ ❢8♦♠ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐0 ❤❛> 0♦ ❜❡ 8❡08✐❡✈❡❞ ❢8♦♠ ❡✈❡8② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧

✐♥>0❛♥❝❡ ✐0 ✐> ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡>❡ ✐♥>0❛♥❝❡>✱ 0❤❡ >❛♠❡ ♠❡>>❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥0✐✜❡❞ ❜② ❛

❞✐✛❡8❡♥0 ❤✐>0♦8②✳ ❚♦ ♣8❡✈❡♥0 ✐♥❝♦♥>✐>0❡♥0 8❡❝❡♣0✐♦♥>✱ ♠❡>>❛❣❡> ❛8❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐❞ >❤❛8❡❞ ✐♥ 0❤❡ ❞✐✛❡8❡♥0

✐♥>0❛♥❝❡>✳

❋✐❣✉8❡ ✶✹ >❤♦✇> 0❤❡ ❣❡♥❡8❛0❡❞ ❚▲❆

+
♠♦❞✉❧❡ ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ ❛ ❝♦♠♣♦>✐0❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ 0❤❛0 0❛❦❡>

✐♥0♦ ❛❝❝♦✉♥0 ❝❤❛♥♥❡❧> 0❤❛0 ❝❛♥ ❜❡ ❛>>♦❝✐❛0❡❞ 0♦ 0❤❡ ❋■❋❖ ✶✲✶ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧> ❡①❝❧✉>✐✈❡❧② ✐♥

❈❍ 1✮✱ 0❤❡ ❝❛✉>❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❝❤❛♥♥❡❧> ❡①❝❧✉>✐✈❡❧② ✐♥ ❈❍ 2✮✱ ♦8 ❜♦0❤ ✭❝❤❛♥♥❡❧> ✐♥ ❈❍ 1 ❛♥❞ ❈❍ 2✮✳



✶✽ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

♠♦❞✉❧❡ ♠✉❧#✐❝♦♠

❡①'❡♥❞) ◆❛#✉)❛❧*

❝♦♥)'❛♥') ◆ , ❈❍ 1, ❈❍ 2
✈❛-✐❛❜❧❡) ♠❡**✐❞ , ♥❡#1, ❍ 1, ♥❡#2, ❍ 2

❱❛)1
∆

= 〈♥❡#1, ❍ 1〉 ❚✇♦ ♣(✐♠✐0✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧<

❱❛)2
∆

= 〈♥❡#2, ❍ 2〉
❱❛)*

∆

= 〈❱❛)1, ❱❛)2〉

❈♦♠1
∆

= ✐♥)'❛♥❝❡ ✜❢♦11 ✇✐'❤ ❈❍❆◆◆❊▲ ← ❈❍ 1, ♥❡# ← ♥❡#1, ❍ ← ❍ 1
❈♦♠2

∆

= ✐♥)'❛♥❝❡ ❝❛✉*❛❧ ✇✐'❤ ❈❍❆◆◆❊▲← ❈❍ 2, ♥❡# ← ♥❡#2, ❍ ← ❍ 2

❆▲▲❈❍❆◆◆❊▲❙

∆

= ❈❍ 1 ∪ ❈❍ 2

■♥✐#

∆

= ♠❡**✐❞ = [❝❤❛♥ ∈ ❆▲▲❈❍❆◆◆❊▲❙ 7→ {}] ∧ ❈♦♠1 ✦■♥✐# ∧ ❈♦♠2 ✦■♥✐#

♠❛① ✐❞(❝❤❛♥)
∆

= ❝❤♦♦)❡ ♥ ∈ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ] : ∀ ♣ ∈ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ] : ♣ ≤ ♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐❞(❝❤❛♥)

∆

= ✐❢ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ] = {} '❤❡♥ 1 ❡❧)❡ ( ▼❡<<❛❣❡ ✐❞ ❣❡♥❡(❛0✐♦♥ ❛♥❞ (❡✉<❡

❝❤♦♦)❡ ♥ ∈ 1 . . ♠❛① ✐❞(❝❤❛♥) + 1 : ♥ /∈ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ] ∧ (∀ ♣ ∈ 1 . . ♥ : ♣ = ♥ ∨ ♣ ∈ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ]) )

❊♠♣#②◆❡#✇♦)❦

∆

= ❈♦♠1 ✦❊♠♣#②◆❡#✇♦)❦ ∧ ❈♦♠2 ✦❊♠♣#②◆❡#✇♦)❦
♥♦❝❤❛♥❣❡

∆

= ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡**✐❞ ∧ ❈♦♠1 ✦♥♦❝❤❛♥❣❡ ∧ ❈♦♠2 ✦♥♦❝❤❛♥❣❡
✐♥#❡)♥❛❧

∆

= ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡**✐❞
∧ ((❈♦♠1 ✦ ✐♥#❡)♥❛❧ ∧ ❈♦♠2 ✦♥♦❝❤❛♥❣❡) ∨ (❈♦♠2 ✦ ✐♥#❡)♥❛❧ ∧ ❈♦♠1 ✦♥♦❝❤❛♥❣❡))

*❡♥❞(♣❡❡) , ❝❤❛♥)
∆

=
❧❡' ✐❞

∆

= ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐❞(❝❤❛♥)✐♥
∧♠❡**✐❞ ′ = [♠❡**✐❞ ❡①❝❡♣' ✦ [❝❤❛♥ ] = @ ∪ {✐❞}] ❚❛❦❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐❞

∧ ❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ <❡❝♦♥❞ ❣(♦✉♣ ♦♥❧②✿ <❡♥❞ ♦♥ ❈♦♠2

∨ (❝❤❛♥ /∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 2 ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❱❛)1 ∧ ❈♦♠2 ✦*❡♥❞(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞))
❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ ✜(<0 ❣(♦✉♣ ♦♥❧②✿ <❡♥❞ ♦♥ ❈♦♠1

∨ (❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ /∈ ❈❍ 2 ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❱❛)2 ∧ ❈♦♠1 ✦*❡♥❞(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞))
❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ ❜♦0❤ ❣(♦✉♣✿ <❡♥❞ <✐♠✉❧0❛♥❡♦✉<❧② ✭<❛♠❡ ♠❡<<❛❣❡ ✐❞✮ ♦♥ ❈♦♠1 ❛♥❞ ❈♦♠2

∨ (❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 2 ∧ ❈♦♠1 ✦*❡♥❞(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞) ∧ ❈♦♠2 ✦*❡♥❞(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞))

)❡❝❡✐✈❡(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ❧✐*#❡♥❡❞)
∆

=
∃ ✐❞ ∈ ♠❡**✐❞ [❝❤❛♥ ] :
∧♠❡**✐❞ ′ = [♠❡**✐❞ ❡①❝❡♣' ✦ [❝❤❛♥ ] = @ \ {✐❞}] ❘❡❧❡❛<❡ ♠❡<<❛❣❡ ✐❞ ❢♦( (❡✉<❡

∧ ❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ <❡❝♦♥❞ ❣(♦✉♣ ♦♥❧②✿ (❡❝❡✐✈❡ ❢(♦♠ ❈♦♠2

∨ (❝❤❛♥ /∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 2 ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❱❛)1 ∧ ❈♦♠2 ✦)❡❝❡✐✈❡(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞ , ❧✐*#❡♥❡❞))
❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ ✜(<0 ❣(♦✉♣ ♦♥❧②✿ (❡❝❡✐✈❡ ❢(♦♠ ❈♦♠1

∨ (❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ /∈ ❈❍ 2 ∧ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❱❛)2 ∧ ❈♦♠1 ✦)❡❝❡✐✈❡(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞ , ❧✐*#❡♥❡❞))
❖♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢(♦♠ ❜♦0❤ ❣(♦✉♣✿ (❡❝❡✐✈❡ <✐♠✉❧0❛♥❡♦✉<❧② ✭<❛♠❡ ♠❡<<❛❣❡ ✐❞✮ ❢(♦♠ ❈♦♠1 ❛♥❞ ❈♦♠2

∨ (❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 1 ∧ ❝❤❛♥ ∈ ❈❍ 2
∧ ❈♦♠1 ✦)❡❝❡✐✈❡(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞ , ❧✐*#❡♥❡❞) ∧ ❈♦♠2 ✦)❡❝❡✐✈❡(♣❡❡) , ❝❤❛♥ , ✐❞ , ❧✐*#❡♥❡❞))

❋✐❣✳ ✶✹✳ ❈♦♠♣♦*✐+❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✇✐+❤ ▼

 ② 

1−1 ❛♥❞ ▼
 ② 

❝❛✉ ❛❧

❚❤❡ ❚▲❆

+
*♣❡❝✐✜❝❛+✐♦♥* ♦❢ +❤❡ ♣;✐♠✐+✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛+✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❛;❡ ❡①+❡♥❞❡❞ +♦ ❝❛;;② +❤❡ ♠❡**❛❣❡ ✐❞❡♥+✐✲

✜❡;*✳

✺

5
❚❤❡<❡ ✐❞❡♥0✐✜❡(< ❛(❡ ♥♦0 ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ 0❤❡ ♦(❞❡(✐♥❣ ♣(♦♣❡(0✐❡< ♦❢ 0❤❡<❡ ♠♦❞❡❧< ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❤✐<0♦(✐❡<✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✶✾

✺✳ ❱❛❧✐❞❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❋.❛♠❡✇♦.❦

❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥# ✇❤② &❤❡ #♣❡❝✐✜❝❛&✐♦♥# ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧# ✐♥ &❤❡ ❢3❛♠❡✇♦3❦ ✭▼

 ② 

∗ ♦❢ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✸✮ ❛3❡

❝♦♥#✐#&❡♥& ✇✐&❤ &❤❡ ❞❡#❝3✐♣&✐♦♥# ♦❢ &❤❡ ❝♦♥❝3❡&❡ ♠♦❞❡❧# ✭▼∗ ♦❢ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✮✳ ❲❡ #❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② ♦❢

&❤❡ ♠♦❞❡❧# ✐# ♣3❡#❡3✈❡❞ ✐♥ 3❡❣❛3❞ ♦❢ 3❡✜♥❡♠❡♥&✳ ❲❡ #&✉❞② ❜♦&❤ ❤♦✇ ▼

 ② 

∗ ❛3❡ ❝♦33❡❝& ✇✐&❤ 3❡❣❛3❞ &♦ ▼∗

✭❛♥② ❣❡♥❡3❛&❡❞ ❡①❡❝✉&✐♦♥ ✇✐&❤ ▼

 ② 

∗ ❝♦♥❢♦3♠# &♦ ▼∗✮✱ ❛♥❞ ❤♦✇ &❤❡② ❛3❡ ❝♦♠♣❧❡&❡ ✭▼
 ② 

∗ ❣❡♥❡3❛&❡ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞

❡①❡❝✉&✐♦♥# ♦❢ ▼∗✮✳ ❚❤❡ ❝♦33❡❝&♥❡## ✐# 3❡#&3✐❝&❡❞ &♦ ❛ ❝❧❛## ♦❢ #②#&❡♠# ✭✐& 3❡B✉✐3❡# &❤❛& &❤❡ ♣❡❡3# ❤❛✈❡ ❛ ❝❡3&❛✐♥

3❡❣✉❧❛3✐&② ✇✐&❤ 3❡❣❛3❞ &♦ ❧✐#&❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧#✱ ❛# ✇❛# ♣3❡✈✐♦✉#❧② ❤✐♥&❡❞✮✱ ❛♥❞ &❤❡ ❝♦♠♣❧❡&❡♥❡## ✐# 3❡#&3✐❝&❡❞ &♦

❛ ❝❧❛## ♦❢ #②#&❡♠# ❛♥❞ ❡①❡❝✉&✐♦♥#✳

✺✳✶✳ ❘❡✜♥❡♠❡♥( ❇❡(✇❡❡♥ ▼♦❞❡❧/

❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ♣3♦✈❡# &❤❛& &❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧# ✐# ♣3❡#❡3✈❡❞✳ ❚❤✐# &❤❡♦3❡♠ ✐# ✉#❡❢✉❧ ❛#

&❤❡ ❝♦33❡❝&♥❡## ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡&❡♥❡## 3❡#✉❧&# ❜❡❧♦✇ ❛3❡ #&❛&❡❞ ❢♦3 #②#&❡♠#✴❡①❡❝✉&✐♦♥# ✇✐&❤ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❝♦♥#&3❛✐♥&#

❛♥❞ ❛3❡ ♥♦& ✉♥✐✈❡3#❛❧✱ ✇❤❡3❡❛# &❤✐# ❤✐❡3❛3❝❤② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧# ✐# ✈❛❧✐❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ♦❢ &❤❡ ♣❡❡3#✳

❲❡ ❛3❡ ❝♦♠♣❛3✐♥❣ &✇♦ ❧❛❜❡❧❧❡❞ &3❛♥#✐&✐♦♥# #②#&❡♠#✱ ❞❡#❝3✐❜❡❞ ✇✐&❤ ❞✐✛❡3❡♥& ✈❛3✐❛❜❧❡#✱ ❜✉& ✉#✐♥❣ &❤❡ #❛♠❡

❧❛❜❡❧#✳ ❚❤❡ ❤✐❡3❛3❝❤② ✐# ❛❝&✉❛❧❧② ❢♦3♠❡❞ ♦❢ 3❡✜♥❡♠❡♥&#✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✶ ✭❘❡✜♥❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ▼♦❞❡❧6✮✳ ▲❡&▼

 ② 

1 ,▼  ② 

2 ❜❡ &✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥

♠♦❞❡❧#✳ ▼

 ② 

1 ✐# ❛ 3❡✜♥❡♠❡♥& ♦❢ ▼

 ② 

2 ❢♦3 &❤❡ 3❡❧❛&✐♦♥ ❘❡❧ ✐✛ ✭■ ✱ ❙ ✱ ▲✱ ❛♥❞ ❘ ❛3❡ &❤❡ #❡& ♦❢ ✐♥✐&✐❛❧ #&❛&❡#✱ &❤❡

#❡& ♦❢ #&❛&❡#✱ &❤❡ ❧❛❜❡❧#✱ ❛♥❞ &❤❡ &3❛♥#✐&✐♦♥ 3❡❧❛&✐♦♥ ❛# ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✹✳✸✮✿

• ∀❡1 ∈ ■
▼

 ② 

1
: ∃❡2 ∈ ■

▼

 ② 

2
: ❘❡❧(❡1, ❡2) ✿ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ #&❛&❡# ❛3❡ ✐♥ 3❡❧❛&✐♦♥✳

• ∀❡1 ∈ ❙
▼

 ② 

1
, ❡2 ∈ ❙

▼

 ② 

2
, ❡ ′1 ∈ ❙▼  ② 

1
, ❧ ∈ ▲

▼

 ② 

1
:

❘❡❧(❡1, ❡2) ∧ ❡1
❧

−→ ❡ ′1 ∈ ❘▼

 ② 

1
⇒ ∃❡ ′2 ∈ ❙▼  ② 

2
: ❘❡❧(❡ ′1, ❡

′
2) ∧ ❡2

❧

−→ ❡ ′2 ∈ ❘▼

 ② 

2

■❢ &✇♦ #&❛&❡# ❛3❡ ✐♥ 3❡❧❛&✐♦♥✱ ❢♦3 ❛♥② &3❛♥#✐&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ 3❡✜♥❡❞ #②#&❡♠✱ &❤❡3❡ ♠✉#&

❡①✐#& ❛ &3❛♥#✐&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ♦3✐❣✐♥❛❧ #②#&❡♠✳

❡1

❧

��

❘❡❧

❡2

❧

��

❡

′
1

❘❡❧

∃❡ ′2

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✷ ✭≺✮✳ ▲❡& ▼  ② 

1 ,▼  ② 

2 ❜❡ &✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧#✳ ❲❡ ♥♦&❡ ▼

 ② 

1 ≺ ▼  ② 

2 ✐❢ &❤❡3❡ ❡①✐#&#

❘❡❧ #✉❝❤ &❤❛& ▼

 ② 

1 ✐# ❛ 3❡✜♥❡♠❡♥& ♦❢ ▼

 ② 

2 ❢♦3 &❤❡ 3❡❧❛&✐♦♥ ❘❡❧ ✳

❚❤❡♦:❡♠ ✺✳✸ ✭❈♦♠♣❛:✐6♦♥ ♦❢ %❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ▼♦❞❡❧6✱ ✇✐%❤ :❡❣❛:❞ %♦ ❘❡✜♥❡♠❡♥%✮✳

• ▼  ② 

& ❝

≺ ▼  ② 

♥−♥

≺ ▼  ② 

1−♥

≺ ▼  ② 

❝❛✉ ❛❧

≺ ▼  ② 

1−1 ≺ ▼
 ② 

❛ ②♥❝

• ▼  ② 

& ❝

≺ ▼  ② 

♥−♥

≺ ▼  ② 

♥−1 ≺ ▼
 ② 

❝❛✉ ❛❧

≺ ▼  ② 

1−1 ≺ ▼
 ② 

❛ ②♥❝

'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣3♦♦❢# ♦❢ 3❡✜♥❡♠❡♥& ❛3❡ ✜3#& ♦3❞❡3 ✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥# ✇✐&❤ B✉❛♥&✐✜❡3# ❞❡3✐✈❡❞ ❢3♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡②

❛3❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣&❡❞ &♦ ❙▼❚ #♦❧✈❡3#✱ ❛♥❞ &❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐&❤ ❲❤②✸ ❬❋✐❧✶✸❪ ✇✐&❤

&❤❡ ❛##✐#&❛♥❝❡ ♦❢ ❆❧&✲❊3❣♦ ❛♥❞ ❈❱❈✹✳ ❚❤❡ ♣3♦♦❢# ❛3❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤!!♣✿✴✴❤✉&❛✉❧!✳♣❡&+♦✳❡♥+❡❡✐❤!✳❢&✴

❛+②♥❝❤&♦♥♦✉+❈♦♠♠✉♥✐❝❛!✐♦♥✴&❡❢✐♥❡♠❡♥!+✳✇❤②✳ ❆ ♣3♦♦❢ ♦❢ 3❡✜♥❡♠❡♥& ❤❛# ❛❧#♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝&❡❞ ✐♥ &❤❡

❚▲❆

+
T3♦♦❢ ❙②#&❡♠ ❢♦3 #✐♠✐❧❛3 ♠♦❞❡❧#✱ 3❡B✉✐3✐♥❣ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✉♥✐B✉❡ ✐❞❡♥&✐✜❡3# ♦❢ &❤❡ ♠❡##❛❣❡# ❬❈❍▼◗✶✻❪✳

✺✳✷✳ ❋2❛♠❡✇♦2❦ ❊①❡❝✉(✐♦♥/ ✈/ ❉✐/(2✐❜✉(❡❞ ❊①❡❝✉(✐♦♥/

❙!"✐❝!❧② '♣❡❛❦✐♥❣✱ ❞✐'!"✐❜✉!❡❞ ❡①❡❝✉!✐♦♥' ❛' ❝♦♥'✐❞❡"❡❞ ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥ ✷ ❛"❡ '❡5✉❡♥❝❡' ♦❢ ❡✈❡♥!'❀ !"❛❝❡' ♦❢ !❤❡

!"❛♥'✐!✐♦♥ '②'!❡♠ ❜✉✐❧! ✐♥ ❙❡❝!✐♦♥ ✹✳✷ ❛"❡ '❡5✉❡♥❝❡' ♦❢ '!❛!❡'✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ !♦ "❡❧❛!❡ !❤❡'❡ !✇♦ ❦✐♥❞' ♦❢

❡①❡❝✉!✐♦♥'

✻

✳

▲❡! ✉' ❝♦♥'✐❞❡" ❛ ♠❛①✐♠❛❧ !"❛❝❡  ♦❢ !❤❡ !"❛♥'✐!✐♦♥ '②'!❡♠ ❜✉✐❧! ✐♥ ❉❡✜♥✐!✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❤✐❝❤ !❤✉' '❛!✐'✜❡'

 0 ∈ ■ ∧ ∀❥ ∈ N : ( 
❥

,  
❥+1) ∈ ❘ ✭■ ❜❡✐♥❣ !❤❡ ✐♥✐!✐❛❧ '!❛!❡' ❛♥❞ ❘ ❜❡✐♥❣ !❤❡ !"❛♥'✐!✐♦♥ "❡❧❛!✐♦♥❀ ❛' ❘ ✐♥❝❧✉❞❡'

'!✉!!❡"✐♥❣✱ !❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ !"❛❝❡' ❛"❡ ✐♥✜♥✐!❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦""❡'♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉!✐♦♥ ✐' !❤❡ '❡5✉❡♥❝❡ ♦❢ !"❛♥'✐!✐♦♥'

( 
❥

,  
❥+1)✱ ❢♦" ❥ ∈ N✳ ■♥ !❤❡ ♠♦❞❡❧' ▼

!②!

∗ ✱ ❛ !"❛♥'✐!✐♦♥ ✐' ❡✐!❤❡" ❛♥ ✐♥!❡"♥❛❧ ❛❝!✐♦♥✱ ♦" ❛ '❡♥❞ !"❛♥'✐!✐♦♥✱ ♦" ❛

"❡❝❡✐✈❡ !"❛♥'✐!✐♦♥✳

6
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♠❜✐❣✉✐*②✱ ✇❡ ✉/❡ *❤❡ *❡1♠ ❡①❡❝✉$✐♦♥ ❢♦1 ❛ /❡3✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥*/ ❛♥❞ ❢♦1 ❛ /❡3✉❡♥❝❡ ♦❢ *1❛♥/✐*✐♦♥/✱ ❛♥❞ $(❛❝❡ ❢♦1 ❛

/❡3✉❡♥❝❡ ♦❢ /*❛*❡/✳ ■♥ *1❛♥/✐*✐♦♥ /②/*❡♠/✱ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ *1❛❝❡ ✐/ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡①❡❝✉*✐♦♥✳ ❍❡1❡✱ ❡①❡❝✉*✐♦♥ ✐/ *❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ *1❛❝❡✳



✷✵ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✹ ✭❋,❛♠❡✇♦,❦ ❊①❡❝✉%✐♦♥5✮✳ ❋♦" ❛ $❡& ♦❢ ♣❡❡"$ ❙ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▼

 ② 

∗ ✱ ✇❤❡"❡

∗ ∈ {❛#②♥❝, 1−1, ❝❛✉#❛❧ , 1−♥,♥−1,♥−♥, )#❝}✱
❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ )
∆

= {❞✉❛❧(.) : . ✐$ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ &"❛❝❡ ♦❢ ❙ ❝♦♠♣♦$❡❞ ✇✐&❤ ▼

 ② 

∗ }
✇❤❡"❡ ❞✉❛❧ ✐$ &❤❡ ❧❡❛$& ✜①❡❞ ♣♦✐♥& $♦❧✉&✐♦♥ &♦✿

❞✉❛❧(.) = ❡✈❡♥.(.0, .1) · ❞✉❛❧(.
+1), ✇❤❡"❡ .+1

✐$ . ✇✐&❤ .0 "❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ · ✐$ ❛ $❡7✉❡♥❝❡ ❝♦♥$&"✉❝&♦"

❡✈❡♥.(.0, .1) =

{

✐ ✐✛ .0 = .1

#(♠) ✐✛ ∃♣, ∃❝, ∃♠ : #❡♥❞(.0, .1, ♣, ❝) ∧ {♠} = ♥❡.

′ \ ♥❡.
)(♠) ✐✛ ∃♣, ∃❝, ∃♠ : )❡❝❡✐✈❡(.0, .1, ♣, ❝) ∧ {♠} = ♥❡. \ ♥❡. ′

❋♦" &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧$ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❡✈❡♥. ✐$ ❞❡&❡"♠✐♥✐$&✐❝ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦" ❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡$

♦❢ ❝♦♥$❡❝✉&✐✈❡ $&❛&❡$ ♦❢ ❛ &"❛❝❡✳ ❚❤✐$ ❞❡"✐✈❡$ ❢"♦♠ &❤❡ ❛❝&✐♦♥$ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✇❤❡"❡ &❤❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ♥❡. ✐$ ❡✐&❤❡"

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭✐♥&❡"♥❛❧ &"❛♥$✐&✐♦♥✮✱ ♦" ✐♥❝"❡❛$❡❞ ✭$❡♥❞ ❛❝&✐♦♥✮✱ ♦" ❞❡❝"❡❛$❡❞ ✭"❡❝❡✐✈❡ ❛❝&✐♦♥✮✳ ❲✐&❤♦✉& ❛♠❜✐❣✉✐&②✱

&❤❡ ❛❝&✐♦♥ ✐$ ✉♣❧✐❢&❡❞ &♦ ❣❡& ❛ ❧❛❜❡❧ ✭✐♥&❡"♥❛❧ ❛❝&✐♦♥✱ $❡♥❞✱ "❡❝❡✐✈❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦""❡$♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉&✐♦♥ σ ♦❢ ❛

♠❛①✐♠❛❧ &"❛❝❡ ✐$ ❛ $❡7✉❡♥❝❡ ♦❢ {✐ , #(♠), )(♠)}✱ ✇❤❡"❡ &❤❡ ♠❡$$❛❣❡$ ❛"❡ ❜✉✐❧& ❜② &❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ &♦
▼

 ② 

∗ "✉❧❡$✳

❚❤❡♦,❡♠ ✺✳✺ ✭❋,❛♠❡✇♦,❦ ❊①❡❝✉%✐♦♥5 ❛,❡ ❉✐5%,✐❜✉%❡❞ ❊①❡❝✉%✐♦♥5✮✳ ❋♦" ❛ $❡& ♦❢ ♣❡❡"$ ❙ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▼ ∈ {▼  ② 

❛ ②♥❝

,▼  ② 

1−1,▼
 ② 

❝❛✉ ❛❧

,▼  ② 

1−♥

,▼  ② 

♥−1,▼
 ② 

♥−♥

,▼  ② 

' ❝

}, ∀σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼ ) : σ ∈ EXEC

4)♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧$ ✐♥ &❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❤✐$&♦"② ✈❛"✐❛❜❧❡$

✇❤✐❝❤ ❛"❡ ❞❡$✐❣♥❡❞ &♦ ❡♥$✉"❡ &❤❡ ✉♥✐7✉❡♥❡$$ ♦❢ ♠❡$$❛❣❡$ ✭&❤❡② ❛❧✇❛②$ ❡①♣❛♥❞ ❜② ❛♣♣❡♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ♠❡$$❛❣❡$

✇❤✐❝❤ &❤❡② ❛"❡ ♣❛"& ♦❢✮✱ ❛♥❞ &❤❡"❡❢♦"❡ &❤❡ ✉♥✐7✉❡♥❡$$ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ❡✈❡♥&$✳ ■♥ ❡✈❡"② ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❢♦"❡

❜❡✐♥❣ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ❛ ♠❡$$❛❣❡ ♥❡❡❞$ &♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ &♦ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦ ✐$ ❡♠♣&② ✐♥ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ $&❛&❡✱

❛ "❡❝❡♣&✐♦♥ ❝❛♥♥♦& ♦❝❝✉" ❜❡❢♦"❡ &❤❡ ❛$$♦❝✐❛&❡❞ ❡♠✐$$✐♦♥✳ ❚❤✉$ &❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ♣"♦❞✉❝❡$ ✈❛❧✐❞ ❞✐$&"✐❜✉&❡❞

❡①❡❝✉&✐♦♥$✳

✺✳✸✳ ❈♦%%❡❝(♥❡** ♦❢ (❤❡ ❋%❛♠❡✇♦%❦

❚❤✐$ $❡❝&✐♦♥ $❤♦✇$ &❤❛& &❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡$❝"✐♣&✐♦♥$ ✇✐&❤ ❤✐$&♦"✐❡$ "❡❛❧✐③❡ &❤❡ ♦"❞❡"$ ✉$❡❞ &♦ ❞❡$❝"✐❜❡ &❤❡ ❝♦♥❝"❡&❡

♠♦❞❡❧$✱ ❛♥❞ ❧❛$&❧②✱ &❤❛& &❤❡ ❡①❡❝✉&✐♦♥ ❣❡♥❡"❛&❡❞ ✇✐&❤ ▼

 ② 

∗ ❛"❡ ✈❛❧✐❞ ✇✐&❤ "❡❣❛"❞ &♦ ▼∗✳

✺✳✸✳✶✳ ❍✐&'♦)✐❡& ❊♥❝♦❞❡ ❖)❞❡)&

❚❤❡ ♥❡①& &❤❡♦"❡♠ ❧✐♥❦$ ❤✐$&♦"✐❡$ ✭❛$ ✉$❡❞ ❜② &❤❡ ❢"❛♠❡✇♦"❦✮ ❛♥❞ ♦"❞❡"$ ✭❛$ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✮✳ ❘❡❝❡✐✈❡

&"❛♥$✐&✐♦♥$ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣"❡❞✐❝❛&❡ ♦♥ &❤❡ ❛❜$❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦&❤❡" ♠❡$$❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠✉$& ❜❡ ❞❡❧✐✈❡"❡❞ ✜"$&

✭&❤❡ ¬∃ . . . ❧✐♥❡✮✳ ❲✐&❤ &❤✐$ &❤❡♦"❡♠✱ &❤❡$❡ ❝♦♥$&"❛✐♥&$ ♠❛&❝❤ &❤❡ ❞❡❧✐✈❡"② ♦"❞❡" ♣"❡❞✐❝❛&❡$ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳

❚❤❡♦,❡♠ ✺✳✻ ✭❖,❞❡, ❊♥❝♦❞✐♥❣✮✳ ❍✐$&♦"✐❡$ ❝♦""❡❝&❧② ❡♥❝♦❞❡ &❤❡ ♦"❞❡"$ ≺σ✱ ≺♣❡❡'

♦" ≺
❝❛✉ ❛❧

✳ ❋♦" ❛ $❡& ♦❢

♣❡❡"$ ❙ ✱ ❛♥ ❡①❡❝✉&✐♦♥ σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ )✱ ❛♥❞ &✇♦ ❞✐$&✐♥❝& ♠❡$$❛❣❡$ ♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉
$❡♥& ✐♥ σ✿
▼

 ② 

♥−♥

: #(♠1) ≺σ #(♠2)⇔ ♠1 ∈ ❤2

▼

 ② 

♥−1 : #(♠1) ≺σ #(♠2)⇔ ♠1 ∈ ❤2

▼

 ② 

1−1 : #(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2)⇔ ♠1 ∈ ❤2

▼

 ② 

1−♥

: #(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2)⇔ ♠1 ∈ ❤2

▼

 ② 

❝❛✉ ❛❧

: #(♠1) ≺❝❛✉ ❛❧

#(♠2)⇔ ♠1 ∈ ❤2

✇❤❡"❡ #(♠) ✐$ &❤❡ $❡♥❞ &"❛♥$✐&✐♦♥ ♦❢ ♠✳

4)♦♦❢✳

• ❈❛$❡$ ▼  ② 

♥−♥

❛♥❞ ▼

 ② 

♥−1✿

⇒✿ #(♠1) ≺σ #(♠2) ⇒ ∃♠,♥ ∈ N : #(♠1) = σ[♠] ∧ #(♠2) = σ[♥] ∧ ♠ < ♥✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐$&♦"② ❍ ❛❢&❡"

$❡♥❞✐♥❣ ♠1 ✭❛& &✐♠❡ ♠+1✮ ❝♦♥&❛✐♥$ ♠1✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ❤✐$&♦"② ✐$ ✐♥❝"❡❛$✐♥❣✱ ❍ ❜❡❢♦"❡ $❡♥❞✐♥❣ ♠2 ✭❛& &✐♠❡

♥✮ ❛❧$♦ ❝♦♥&❛✐♥$ ♠1✳ ❤2 ✐$ &❤✐$ ❤✐$&♦"②✱ $♦ ♠1 ∈ ❤2✳

⇐✿ ♠1 ∈ ❤2✳ ▲❡& ♥ $✉❝❤ &❤❛& #(♠2) = σ[♥]✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐$&♦"② ✐$ ✐♥✐&✐❛❧❧② ❡♠♣&②✱ ∃♠ ∈ N,♠ < ♥

$✉❝❤ &❤❛& ♠1 ✐$ ✐♥ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐$&♦"② ❛& &✐♠❡ ♠ + 1 ❜✉& ♠1 ✐$ ♥♦& ✐♥ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤✐$&♦"② ❛& &✐♠❡ ♠✳ ❙♦

#(♠1) = σ[♠]✳ ❙✐♥❝❡ ♠ < ♥ &❤❡♥ #(♠1) ≺σ #(♠2)✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✷✶

• ❈❛"❡" ▼  ② 

1−1 ❛♥❞ ▼
 ② 

1−♥

✿

⇒✿ !(♠1) ≺♣❡❡%

!(♠2)⇒ (♣1 = ♣2∧∃♠,♥ ∈ N : !(♠1) = σ[♠]∧ !(♠2) = σ[♥]∧♠ < ♥)✳ ❚❤❡ ♣❡❡+ ❤✐"-♦+②
❍

♣1
❛❢-❡+ "❡♥❞✐♥❣ ♠1 ✭❛- -✐♠❡ ♠ + 1✮ ❝♦♥-❛✐♥" ♠1✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐"-♦+✐❡" ❛+❡ ✐♥❝+❡❛"✐♥❣✱ -❤❡ ♣❡❡+ ❤✐"-♦+②

❜❡❢♦+❡ "❡♥❞✐♥❣ ♠2 ✭❛- -✐♠❡ ♥✮ ❛❧"♦ ❝♦♥-❛✐♥" ♠1✳ ❤2 ✐" -❤✐" ❤✐"-♦+②✱ "♦ ♠1 ∈ ❤2✳

⇐✿ ♠1 ∈ ❤2✳ ▲❡- ♥ "✉❝❤ -❤❛- !(♠2) = σ[♥]✳ ♣1 = ♣2 "✐♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣❡❡+ ❤✐"-♦+② ❛❧❧ ♠❡""❛❣❡" ❛+❡ ❢+♦♠ -❤❡

"❛♠❡ ♣❡❡+✳ ❙✐♥❝❡ -❤❡ ♣❡❡+ ❤✐"-♦+✐❡" ❛+❡ ✐♥✐-✐❛❧❧② ❡♠♣-②✱ ∃♠ ∈ N,♠ < ♥ "✉❝❤ -❤❛- ♠1 ✐" ✐♥ -❤❡ ♣❡❡+

❤✐"-♦+② ❛- -✐♠❡ ♠ + 1 ❜✉- ♠1 ✐" ♥♦- ✐♥ -❤❡ ♣❡❡+ ❤✐"-♦+② ❛- -✐♠❡ ♠✳ ❙♦ !(♠1) = σ[♠]✳ ❙✐♥❝❡ ♠ < ♥
❛♥❞ ♣1 = ♣2 -❤❡♥ !(♠1) ≺♣❡❡%

!(♠2)✳

• ❈❛"❡ ▼  ② 

❝❛✉ ❛❧

✿ ❛ ❤✐"-♦+② ❝❛++✐❡" -❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ ❛ ♠❡""❛❣❡✱ -❤❛- ✐" -❤❡ "❡- ♦❢ ♠❡""❛❣❡" ✇❤✐❝❤ ❝❛✉"❛❧❧②

♣+❡❝❡❞❡ -❤✐" ♠❡""❛❣❡ ❬❇❏✽✼✱ ❇✐+✾✻✱ ❑❙✶✶✱ ❘❛②✶✸❪✿

✕ ❙❡♥❞ ❡✈❡♥-✿ -❤❡ ❝✉++❡♥- ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ -❤❡ ♣❡❡+ ✐" ♣✐❣❣②❜❛❝❦❡❞ ✐♥ -❤❡ ♠❡""❛❣❡ ♠✱ ❛♥❞ -❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"-

♦❢ -❤❡ ♥❡①- "❡♥- ♠❡""❛❣❡ ❢+♦♠ -❤✐" ♣❡❡+ ✇✐❧❧ ❝♦♥-❛✐♥ -❤❡ ♠❡""❛❣❡ ♠❀

✕ ❘❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥-✿ -❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ -❤❡ ♣❡❡+ ❜❡❝♦♠❡" -❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝✉++❡♥- ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ -❤❡ ♣❡❡+✱ ♦❢

-❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ -❤❡ +❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡""❛❣❡ ✭♣✐❣❣②❜❛❝❦❡❞ ✐♥ -❤❡ ♠❡""❛❣❡✮✱ ❛♥❞ -❤❡ ♠❡""❛❣❡ ✐-"❡❧❢✳ ❚❤✉"✱

-❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ ❛ ❢✉-✉+❡ ♠❡""❛❣❡ ❢+♦♠ -❤✐" ♣❡❡+ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛❧❧ -❤❡ ♠❡""❛❣❡" ✇❤✐❝❤ ❝❛✉"❛❧❧② ♣+❡❝❡❞❡

✐-✱ ❢+♦♠ -❤❡ "❛♠❡ ♣❡❡+ ♦+ ❢+♦♠ ♣❡❡+" ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡✱ ❞✐+❡❝-❧② ♦+ ✐♥❞✐+❡❝-❧②✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-❡❞ ✇✐-❤ ✐-✳

■❢ !(♠1) ≺❝❛✉ ❛❧

!(♠2)✱ -❤❡+❡ ✐" ❛ ❝❛✉"❛❧ ♣❛-❤ ❢+♦♠ !(♠1) -♦ !(♠2)✱ ❛♥❞ ♠2 ❝♦♥-❛✐♥" ♠1 ✐♥ ✐-" ❝❛✉"❛❧ ♣❛"-

✭✐-" ❤✐"-♦+②✮✳ ❈♦♥✈❡+"❡❧②✱ ✐❢ ♠1 ✐" ✐♥ -❤❡ ❤✐"-♦+② ♦❢ ♠2✱ ✐- ♠❡❛♥" ♠1 ✐" ✐♥ -❤❡ ❝❛✉"❛❧ ♣❛"- ♦❢ ♠2✱ ❛♥❞ -❤✉"

-❤❛- ♠1 ✇❛" "❡♥- ❝❛✉"❛❧❧② ❜❡❢♦+❡ ♠2✳

✺✳✸✳✷✳ ❙%❛❜✐❧✐%② ✇✐%❤ -❡❣❛-❞ %♦ ■♥%❡-❡4%

❚❤❡ "-❛❜✐❧✐-② ✇✐-❤ +❡❣❛+❞ -♦ ✐♥-❡+❡"- ✐♥❞✐❝❛-❡" -❤❛-✱ ✐❢ ❛ ♣❡❡+ ✐" ♥♦- ✐♥-❡+❡"-❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛- ❛ ❣✐✈❡♥ -✐♠❡

✭✐✳❡✳ ✐- ✐" ♥♦- ❧✐"-❡♥✐♥❣ -♦ ✐-✮✱ -❤❡♥ ✐- ✇✐❧❧ ♥❡✈❡+ ❜❡ ✐♥-❡+❡"-❡❞ ✐♥ ✐- ❧❛-❡+✿ -❤❡ "❡- ♦❢ ❧✐"-❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧" ❝❛♥ ♦♥❧②

❞❡❝+❡❛"❡✳ ❚❤✐" ♣+♦♣❡+-② ✐" ❛❝-✉❛❧❧② ❛❝N✉✐+❡❞ ✇❤❡♥ ❢❛✉❧-② +❡❝❡♣-✐♦♥" ❛+❡ ❛❞❞❡❞ ✭❢❛✉❧-② +❡❝❡♣-✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡-✐♦♥

✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮ ❛♥❞ ✐" ❛ ♥❛-✉+❛❧ ♣+♦♣❡+-② ✇❤❡♥ ❛"②♥❝❤+♦♥♦✉" ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ✐" ♣+❡"❡♥-✿ ✈✐♦❧❛-✐♥❣ ✐- ❛❧❧♦✇"

-♦ ❛+❜✐-+❛+✐❧② ❛♥-✐❝✐♣❛-❡ ♦+ ♣♦"-♣♦♥❡ ❛ +❡❝❡♣-✐♦♥ ✭❡"♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ♠❡""❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛++✐✈❡" ❛- ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝-❡❞ ♣♦✐♥-✮✳

❲✐-❤♦✉- "-❛❜✐❧✐-②✱ -❤❡ ♣❡❡+ ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦"❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡""❛❣❡" ✐- ✇❛♥-"✱ ❛♥❞ ✐- ✐" ❝♦♥-+❛+② -♦ ♦✉+ ❛""✉♠♣-✐♦♥ -❤❛-

✐- ✐" -❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ♣✉"❤❡" ♠❡""❛❣❡" -♦ -❤❡ ♣❡❡+"✳

❋♦+ ✐♥"-❛♥❝❡✱ ❝♦♥"✐❞❡+ -❤❡ ♣❡❡+" {!0
❛!
−→!1

❜!
−→!2, !3

❜?
−→!4

❛?
−→!5}✳ ❚❤✐" "②"-❡♠ ✐" ♥♦- "-❛❜❧❡ ✇✳+✳- ✐♥-❡+❡"-✱

❛" ✐♥ "-❛-❡ !3✱ -❤❡ ♣❡❡+ ✐" ♥♦- ❧✐"-❡♥✐♥❣ -♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✱ ❛♥❞ ❧❛-❡+ ✐♥ "-❛-❡ !4✱ ✐- "-❛+-" -♦ ❧✐"-❡♥ -♦ ❛✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉-✐♦♥

〈!(❛), !(❜), )(❜), )(❛)〉 ✐" ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ ▼  ② 

1−1✱ ❛" -❤❡ ❞❡❧✐✈❡+② ♦♥ ❜ ✐" ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ "-❛-❡ !3 ✭-❤❡+❡

✐" ♥♦ ♦-❤❡+ ❡❛+❧✐❡+ ♠❡""❛❣❡ ♦♥ +❤❡ ❧✐!+❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧!✮✱ ❜✉- -❤✐" ❡①❡❝✉-✐♦♥ ❞♦❡" ♥♦- ❝♦♥❢♦+♠ -♦ ▼1−1✳ ❖♥ -❤❡

❝♦♥-+❛+②✱ -❤❡ ❝♦♠♣❧❡-❡❞ ♣❡❡+" ❛+❡ {
❛!
−→

❜!
−→,

❜?
//

❛?
**

❛?
//

⊥
}✱ -❤✐" "②"-❡♠ ✐" "-❛❜❧❡ ✇✳+✳-✳ ✐♥-❡+❡"-✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✐-"

❡①❡❝✉-✐♦♥" ✇✐-❤ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ▼

 ② 

∗ ❝♦♥❢♦+♠ -♦ ▼∗✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✺✳✼ ✭❙&❛❜✐❧✐&② ✇✳2✳&✳ ✐♥&❡2❡3&✮✳ ❆ ♣❡❡+ (❙ , ■ ,❘,▲) ✐" "-❛❜❧❡ ✇✳+✳-✳ ✐♥-❡+❡"- ✐✛ ∀!, ! ′ ∈ ❙ :
! → ! ′ ∈ ❘∗ ⇒ ▲❈ (! ′) ⊆ ▲❈ (!)✳

❆ "②"-❡♠ ✐" "-❛❜❧❡ ✇✳+✳-✳ ✐♥-❡+❡"- ✐✛ ❛❧❧ ✐-" ♣❡❡+" ❛+❡ "-❛❜❧❡ ✇✳+✳-✳ ✐♥-❡+❡"-✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✽✳ ❋♦+ ❛♥② ♣❡❡+ 6 ✱ -❤❡ ♣❡❡+ ❋❘❈ (6) ✐" "-❛❜❧❡ ✇✳+✳-✳ ✐♥-❡+❡"-✳

6)♦♦❢✳ ▲❡- (❙ , ■ ,❘,▲) ❜❡ -❤❡ -+❛♥"✐-✐♦♥ "②"-❡♠ ❛""♦❝✐❛-❡❞ -♦ ❋❘❈ (6)✳ ❇② -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ ❋❈ ✱ ∀!, ! ′ ∈ ❙ :
! → ! ′ ∈ ❘∗ ⇒ ❋❈ (! ′) ⊆ ❋❈ (!)✱ ❛♥❞ ❜② -❤❡ ❝♦♥"-+✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❋❘❈ (6)✱ ∀! ∈ ❙ : ▲❈ (!) = ❋❈ (!)✳

✺✳✸✳✸✳ ❈♦--❡❝%♥❡44 ♦❢ %❤❡ ▼♦❞❡❧4

❚❤✐" "❡❝-✐♦♥ "❤♦✇" -❤❛- ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ -❤❡ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ✭▼

 ② 

∗ ✮ ❝♦♥❢♦+♠" -♦ ✐-" ❝♦++❡"♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✭▼∗✮✳ ❚❤✐" ♦❢-❡♥ +❡N✉✐+❡" -❤❛- -❤❡ ❝♦♥"✐❞❡+❡❞ "②"-❡♠ ✐" "-❛❜❧❡ ✇✐-❤ +❡❣❛+❞ -♦ ✐♥-❡+❡"-✳



✷✷ ❋✳ ❈❤❡✈'♦✉✱ ❆✳ ❍✉'❛✉❧/✱ ❛♥❞ 2✳ ◗✉4✐♥♥❡❝

❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✾ ✭❈♦$$❡❝,♥❡.. ♦❢ ,❤❡ ▼♦❞❡❧.✮✳ ❋♦" ❛ $❡& ♦❢ ♣❡❡"$ ❙ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▼

 ② 

∗ ✱

✇❤❡"❡ ∗ ∈ {❛#②♥❝, 1−1, ❝❛✉#❛❧ , 1−♥,♥−1,♥−♥, )#❝}✱

❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ ) ⊆ E①❡❝(▼∗).

❋♦" ▼

 ② 

♥−1✱ ▼
 ② 

❝❛✉ ❛❧

❛♥❞ ▼

 ② 

1−1✱ ✐& ✐$ "❡3✉✐"❡❞ &❤❛& ❙ ✐$ $&❛❜❧❡ ✇✳"✳&✳ ✐♥&❡"❡$&✳

-)♦♦❢✳

• ▼

 ② 

' ❝

❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼

' ❝

✿ ❣✐✈❡♥ &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ $❡♥❞ ❛♥❞ "❡❝❡✐✈❡ &"❛♥$✐&✐♦♥$ ♦❢ ▼

 ② 

' ❝

✱ ❛ $❡♥❞ &"❛♥$✐&✐♦♥

❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉" ✐❢ ♥❡1 = ∅✱ ❛♥❞ ❛ "❡❝❡✐✈❡ &"❛♥$✐&✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉"$ ✐❢ ♥❡1 6= ∅✳ ❆ $❡♥❞ &"❛♥$✐&✐♦♥ ❡♥$✉"❡$

&❤❛& ♥❡1

′ 6= ∅✱ ❛♥❞ ❛ "❡❝❡✐✈❡ &"❛♥$✐&✐♦♥ ❡♥$✉"❡$ &❤❛& ♥❡1

′ = ∅✳ ❚❤✉$✱ ❛♥ ❡①❡❝✉&✐♦♥ ✐♥ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

' ❝

)
❛❧&❡"♥❛&❡$ $❡♥❞ ❛♥❞ "❡❝❡✐✈❡ &"❛♥$✐&✐♦♥$ ✭✇✐&❤ ✐♥&❡"❧❡❛✈❡❞ τ✮ ❛♥❞ ❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼

' ❝

✳

• ▼

 ② 

♥−♥

❝♦♥❢♦"♠$ &♦▼

♥−♥

✿ ❧❡& σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

♥−♥

) ❛♥❞ ❧❡& ✉$ $❤♦✇ &❤❛& σ ∈ E①❡❝(▼
♥−♥

)✳ ▲❡& &✇♦ ♠❡$$❛❣❡$
♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉 $✉❝❤ &❤❛& )(♠1) ∈ σ ∧ )(♠2) ∈ σ ∧ #(♠1) ≺σ #(♠2)✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦
♣"♦✈❡ ✭❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✾✮ &❤❛& )(♠1) ≺σ )(♠2)✳
#(♠1) ≺σ #(♠2) =⇒❚❤♠ 5.6 ♠1 ∈ ❤2

❇② ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✱ ❛$$✉♠❡ &❤❛& )(♠2) ≺σ )(♠1)✳ ❲❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ♠1 ✐$ $&✐❧❧ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡

♠1 ∈ ❤2✱ ❚❛❜❧❡ ✷ $❛②$ &❤❛& ♠2 ❝❛♥♥♦& ❜❡ "❡❝❡✐✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ♠1 ✐$ ✐♥ ♥❡1 ✳ ❈♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✳ ❙♦ )(♠1) ≺σ )(♠2)✳

• ▼

 ② 

♥−1 ❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼♥−1✿ ❧❡& σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

♥−1) ❛♥❞ ❧❡& ✉$ $❤♦✇ &❤❛& σ ∈ E①❡❝(▼
♥−1)✳ ▲❡& &✇♦ ♠❡$$❛❣❡$

♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉 $✉❝❤ &❤❛& )(♠1) ∈ σ∧)(♠2) ∈ σ∧ #(♠1) ≺σ #(♠2)∧♣❡❡)()(♠1)) =
♣❡❡)()(♠2))✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ ♣"♦✈❡ ✭❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✵✮ &❤❛& )(♠1) ≺σ )(♠2)✳
#(♠1) ≺σ #(♠2) =⇒❚❤♠ 5.6 ♠1 ∈ ❤2

❇② ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✱ ❛$$✉♠❡ &❤❛& )(♠2) ≺σ )(♠1)✳ ❲❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ♠1 ✐$ $&✐❧❧ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡

♠1 ∈ ❤2✱ ❚❛❜❧❡ ✷ ❡♥$✉"❡$ &❤❛& ❝1 ✐$ ♥♦& ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ ♣❡❡" ✇❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✳ ❇✉& ❧❛&❡"✱ ✇❤❡♥ ♠1

✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ❝1 ✐$ ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ $❛♠❡ ♣❡❡" ✭♣❡❡)()(♠1)) = ♣❡❡)()(♠2))✮✳ ❚❤✐$ ✐$ ✐♥ ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥ ✇✐&❤
&❤❡ $&❛❜✐❧✐&② ♦❢ ♣❡❡"$ ✇✐&❤ "❡❣❛"❞ &♦ ✐♥&❡"❡$&✳ ❙♦ )(♠1) ≺σ )(♠2)✳

• ▼

 ② 

1−♥

❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼1−♥

✿ ❧❡& σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

1−♥

) ❛♥❞ ❧❡& ✉$ $❤♦✇ &❤❛& σ ∈ E①❡❝(▼1−♥

)✳ ▲❡& &✇♦ ♠❡$$❛❣❡$
♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉 $✉❝❤ &❤❛& )(♠1) ∈ σ ∧ )(♠2) ∈ σ ∧ #(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2)✱ ✇❡ ♥❡❡❞
&♦ ♣"♦✈❡ ✭❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✶✮ &❤❛& )(♠1) ≺σ )(♠2)✳
#(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2) =⇒❚❤♠ 5.6 ♠1 ∈ ❤2

#(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2)⇒ ♣1 = ♣2

❇② ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✱ ❛$$✉♠❡ &❤❛& )(♠2) ≺σ )(♠1)✳ ❲❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ♠1 ✐$ $&✐❧❧ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡

♠1 ∈ ❤2 ∧ ♣1 = ♣2✱ ❚❛❜❧❡ ✷ $❛②$ &❤❛& ♠2 ❝❛♥♥♦& ❜❡ "❡❝❡✐✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ♠1 ✐$ ✐♥ ♥❡1 ✳ ❈♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✳ ❙♦

)(♠1) ≺σ )(♠2)✳

• ▼

 ② 

❝❛✉ ❛❧

❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼

❝❛✉ ❛❧

✿ ❧❡& σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

❝❛✉ ❛❧

) ❛♥❞ ❧❡& ✉$ $❤♦✇ &❤❛& σ ∈ E①❡❝(▼
❝❛✉ ❛❧

)✳ ▲❡& &✇♦
♠❡$$❛❣❡$ ♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉 $✉❝❤ &❤❛& )(♠1) ∈ σ ∧ )(♠2) ∈ σ ∧ #(♠1) ≺❝❛✉ ❛❧

#(♠2) ∧ ♣❡❡)()(♠1)) = ♣❡❡)()(♠2))✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ ♣"♦✈❡ ✭❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✷✮ &❤❛& )(♠1) ≺σ )(♠2)✳
#(♠1) ≺❝❛✉ ❛❧

#(♠2) =⇒❚❤♠ 5.6 ♠1 ∈ ❤2✳

❇② ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✱ ❛$$✉♠❡ &❤❛& )(♠2) ≺σ )(♠1)✳ ❲❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ♠1 ✐$ $&✐❧❧ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡

♠1 ∈ ❤2✱ ❚❛❜❧❡ ✷ ❡♥$✉"❡$ &❤❛& ❝1 ✐$ ♥♦& ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ ♣❡❡" ✇❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✳ ❇✉& ❧❛&❡"✱ ✇❤❡♥ ♠1

✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ❝1 ✐$ ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ $❛♠❡ ♣❡❡" ✭♣❡❡)()(♠1)) = ♣❡❡)()(♠2))✮✳ ❚❤✐$ ✐$ ✐♥ ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥ ✇✐&❤
&❤❡ $&❛❜✐❧✐&② ♦❢ ♣❡❡"$ ✇✐&❤ "❡❣❛"❞ &♦ ✐♥&❡"❡$&✳ ❙♦ )(♠1) ≺σ )(♠2)✳

• ▼

 ② 

1−1 ❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼1−1✿ ❧❡& σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

1−1) ❛♥❞ ❧❡& ✉$ $❤♦✇ &❤❛& σ ∈ E①❡❝(▼1−1)✳ ▲❡& &✇♦ ♠❡$✲
$❛❣❡$ ♠1 = 〈❝1, ♣1, ❤1〉 ❛♥❞ ♠2 = 〈❝2, ♣2, ❤2〉 $✉❝❤ &❤❛& )(♠1) ∈ σ ∧ )(♠2) ∈ σ ∧ #(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2) ∧
♣❡❡)()(♠1)) = ♣❡❡)()(♠2))✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ ♣"♦✈❡ ✭❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶✸✮ &❤❛& )(♠1) ≺σ )(♠2)✳
#(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2) =⇒❚❤♠ 5.6 ♠1 ∈ ❤2

#(♠1) ≺♣❡❡'

#(♠2)⇒ ♣1 = ♣2

❇② ❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥✱ ❛$$✉♠❡ &❤❛& )(♠2) ≺σ )(♠1)✳ ❲❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ♠1 ✐$ $&✐❧❧ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦"❦✳ ❙✐♥❝❡

♠1 ∈ ❤2 ∧ ♣1 = ♣2✱ ❚❛❜❧❡ ✷ ❡♥$✉"❡$ &❤❛& ❝1 ✐$ ♥♦& ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ ♣❡❡" ✇❤❡♥ ♠2 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✳ ❇✉&

❧❛&❡"✱ ✇❤❡♥ ♠1 ✐$ "❡❝❡✐✈❡❞✱ ❝1 ✐$ ♦❢ ✐♥&❡"❡$& ❢♦" &❤❡ $❛♠❡ ♣❡❡" ✭♣❡❡)()(♠1)) = ♣❡❡)()(♠2))✮✳ ❚❤✐$ ✐$ ✐♥
❝♦♥&"❛❞✐❝&✐♦♥ ✇✐&❤ &❤❡ $&❛❜✐❧✐&② ♦❢ ♣❡❡"$ ✇✐&❤ "❡❣❛"❞ &♦ ✐♥&❡"❡$&✳ ❙♦ )(♠1) ≺σ )(♠2)✳

• ▼

 ② 

❛ ②♥❝

❝♦♥❢♦"♠$ &♦ ▼

❛ ②♥❝

✿ ▼

❛ ②♥❝

❛❝❝❡♣&$ ❛♥② ♦"❞❡"✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✷✸

✺✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡)❡♥❡++ ♦❢ )❤❡ ▼♦❞❡❧+

▼

 ② 

❛ ②♥❝

✐♠♣♦$❡$ ♥♦ ❝♦♥$()❛✐♥( ♦♥ (❤❡ ❞❡❧✐✈❡)② ♦)❞❡) ♦❢ (❤❡ ♠❡$$❛❣❡$ ❛♥❞✱ ❢♦) ❛ $❡( ♦❢ ♣❡❡)$ ❙ ✱ ✐( ❣❡♥❡)❛(❡$

❛❧❧ ♣♦$$✐❜❧❡ ❛$②♥❝❤)♦♥♦✉$ ❜❡❤❛✈✐♦)$ ♦❢ ❙ ✳ ❚❤❡ ♦(❤❡) ♠♦❞❡❧$ ❣❡♥❡)❛(❡ ❛ $✉❜$❡( ♦❢ (❤❡$❡ ❡①❡❝✉(✐♦♥$✳ ❲❡ $❤♦✇

❜❡❧♦✇ (❤❛( ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ (❤❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ✭▼

 ② 

∗ ✮ ❣❡♥❡)❛(❡$ ❛❧❧ (❤❡ ✈❛❧✐❞ ❢❛✐% ❡①❡❝✉(✐♦♥$ ♦❢ ✐($ ❝♦))❡$♣♦♥❞✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭▼∗✮✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✶✵ ✭❋❛✐. ❊①❡❝✉%✐♦♥✮✳ ❆ ❢❛✐) ❡①❡❝✉(✐♦♥ ✐$ ❛♥ ❡①❡❝✉(✐♦♥ ✇❤❡)❡ ❛❧❧ $❡♥( ♠❡$$❛❣❡$ ❛)❡ ❡✈❡♥(✉❛❧❧②

)❡❝❡✐✈❡❞✿

❢❛✐)(σ)
∆

= ∀♠ ∈ MES : '(♠) ∈ σ ⇒ %(♠) ∈ σ

✭✇❤❡♥ σ ✐$ ❛ ❞✐$()✐❜✉(❡❞ ❡①❡❝✉(✐♦♥✱ %(♠) ♥❡❝❡$$❛)✐❧② ♦❝❝✉)$ ❛❢(❡) '(♠)✮
◆♦(❡✿ ❆♥ ❡①❡❝✉(✐♦♥ ✇❤✐❝❤ )❡❛❝❤❡$ (❤❡ ❢❛✉❧(② $(❛(❡ ✐$ ❝♦♥$✐❞❡)❡❞ ❢❛✐)✿ (❤❡ ⊥ $(❛(❡ ✐$ $(❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡♠♣(②

(❤❡ ♥❡(✇♦)❦ ❜② )❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥❞ (❤)♦✇✐♥❣ ❛✇❛② ❛❧❧ (❤❡ )❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❡$$❛❣❡$ ✐♥ ()❛♥$✐(✳

▲❡( ✉$ ❝♦♥$✐❞❡) (❤❡ ♣❡❡)$ ❙

∆

= {
❛!
−→

❜!
−→

❝!
−→,

❜?
//

❛?,❝? ))

❛?
//

❝? ))

}✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉(✐♦♥ 〈'1(❛), '1(❜), %2(❜), '1(❝), %2(❝)〉

✐$ ❛ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉(✐♦♥ ✇✐(❤ )❡❣❛)❞ (♦ ▼1−1 ✭✐( ❜❡❧♦♥❣$ (♦ E①❡❝(▼1−1)✮✱ ❜✉( ✐( ❞♦❡$ ♥♦( ❜❡❧♦♥❣ (♦ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

1−1)
❜❡❝❛✉$❡ (❤❡ ♠❡$$❛❣❡ ♦♥ ❜ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❞❡❧✐✈❡)❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠❡$$❛❣❡ ♦♥ ❛ ✐$ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦❢ ✐♥(❡)❡$( (♦ (❤❡ ♣❡❡)✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡♥❡$$ ✇✐(❤ )❡❣❛)❞ (♦ ❢❛✐) ❡①❡❝✉(✐♦♥$ ✐$ ❝♦♥$✐$(❡♥( ✇✐(❤ (❤❡ ✐♥(✉✐(✐♦♥✿ ❛♥ ✉♥❢❛✐) ❡①❡❝✉(✐♦♥ ✐$ ❛♥

❡①❡❝✉(✐♦♥ ✇❤❡)❡ ♠❡$$❛❣❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❛)❜✐()❛)✐❧② ♣✉( ♦♥ (❤❡ $✐❞❡✳ ■♥ ❛♥ ✉♥❢❛✐) ❡①❡❝✉(✐♦♥✱ ❛♥② ♣)♦❜❧❡♠❛(✐❝ ♠❡$$❛❣❡

✭✐✳❡✳ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝(❡❞ ♠❡$$❛❣❡ ✇❤♦$❡ ❞❡❧✐✈❡)② ✇♦✉❧❞ ✐♥✈❛❧✐❞❛(❡ (❤❡ ❡①❡❝✉(✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦)❡❞✱ ❛♥❞ (❤✉$ ❛♥②

$❡♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦) ❝♦✉❧❞ ❜❡ (✉)♥❡❞ ✐♥(♦ ❛ ✈❛❧✐❞ )❡❝❡✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦)✳ ❨❡(✱ (❤❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ❣♦❛❧ ✐$ (♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ $❡( ♦❢

♣❡❡)$ ❛)❡ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ (❤❡✐) $❡♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦) ✐$ ❝♦♠♣❛(✐❜❧❡ ✇✐(❤ (❤❡✐) )❡❝❡✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦)✳

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✺✳✶✶ ✭❙✐♥❣❧❡ ❘❡❝❡♣%♦. ❙②:%❡♠✮✳ ❆ ❙✐♥❣❧❡ ❘❡❝❡♣(♦) ❙②$(❡♠ ✐$ ❛ $②$(❡♠ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ ❛ $❡( ♦❢

♣❡❡)$ ❚❙

♣

= (❙
♣

, ■
♣

,❘
♣

,▲
♣

), ♣ ∈ 1..◆ ✇❤❡)❡ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐$ ❧✐$(❡♥❡❞ (♦ ❜② ❛( ♠♦$( ♦♥❡ ♣❡❡) ✭▲❈ (') ✐$ (❤❡

$❡( ♦❢ ❧✐$(❡♥❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧$ ♦❢ $(❛(❡ '✱ ❝❢ ❉❡✜♥✐(✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✐$ ♦✈❡)❧♦❛❞❡❞ ♦♥ ♣❡❡)✮✿

∀♣, 4 ∈ 1..◆ , ♣ 6= 4 : ▲❈ (❚❙
♣

) ∩ ▲❈ (❚❙
'

) = ∅ ✇❤❡)❡ ▲❈ (❚❙
♣

)
∆

=
⋃

 ∈ ❙

♣

▲❈ (')

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡♥❡$$ ♦❢ $♦♠❡ ♠♦❞❡❧$ )❡I✉✐)❡$ (❤✐$ ♣)♦♣❡)(②✳ ❈♦♥$✐❞❡) (❤❡ ♣❡❡)$ {
❛!
−→

❜!
−→,

❛?
//

❜?
))

,
❛?
−→}✳ ❚❤❡

❡①❡❝✉(✐♦♥ 〈'1(❛), '1(❜), %2(❜), %3(❛)〉 ✐$ ❛ ✈❛❧✐❞ ❋■❋❖ ✶✲✶ ✭(❤❡ ♠❡$$❛❣❡$ ♦♥ ❛ ❛♥❞ ❜ ❛)❡ )❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡)❡♥(

♣❡❡)$✮✱ ❜✉( (❤✐$ ❡①❡❝✉(✐♦♥ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❣❡♥❡)❛(❡❞ ❜② (❤❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ ❛$ (❤❡ )❡❝❡♣(✐♦♥ ♦♥ ❜ ✐$ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② (❤❡

♠❡$$❛❣❡ ♦♥ ❛✿ (❤❡)❡ ✐$ ♥♦ ✇❛② (♦ ❦♥♦✇ (❤❛(✱ ✐♥ 6❤❡ ❢✉6✉%❡✱ (❤❡ ♠❡$$❛❣❡ ♦♥ ❛ ✇✐❧❧ ❜❡ )❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛♥♦(❤❡) ♣❡❡)✱

❛♥❞ (❤❛( (❤❡ ♠❡$$❛❣❡ ♦♥ ❜ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡)❡❞ ♥♦✇✳ ❚❤✐$ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉)$ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉$❡ (✇♦ ♣❡❡)$ ❛)❡ ❧✐$(❡♥✐♥❣

♦♥ ❛✳

❚❤❡♦.❡♠ ✺✳✶✷ ✭❈♦♠♣❧❡%❡♥❡:: ♦❢ %❤❡ ▼♦❞❡❧:✮✳ ❋♦) ❛ $❡( ♦❢ ♣❡❡)$ ❙ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ▼

 ② 

∗ ✱

✇❤❡)❡ ∗ ∈ {❛'②♥❝, 1−1, ❝❛✉'❛❧ , 1−♥,♥−1,♥−♥, %'❝}✱

∀σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

❛ ②♥❝

) : σ ∈ E①❡❝(▼∗) ∧ ❢❛✐)(σ)⇒ σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ )

❋♦) ▼

 ② 

♥−1✱ ▼

 ② 

❝❛✉ ❛❧

❛♥❞ ▼

 ② 

1−1✱ ✐( ✐$ )❡I✉✐)❡❞ (❤❛( ❙ ✐$ ❛ $✐♥❣❧❡ )❡❝❡♣(♦) $②$(❡♠✳

;%♦♦❢✳ ▼

 ② 

+ ❝

✐$ ❛ $♣❡❝✐❛❧ ❝❛$❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋♦) (❤❡ ♥❡①( ♣❛)❛❣)❛♣❤✱ ∗ ✐$ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ❡①❝❡♣( %'❝✳

❚❤❡ (❤❡♦)❡♠ ✐$ ❞❡♠♦♥$()❛(❡❞ ❜② ❝♦♥()❛❞✐❝(✐♦♥✳ ❆$$✉♠❡ ∃σ ∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

❛ ②♥❝

) : σ ∈ E①❡❝(▼∗)∧ ❢❛✐)(σ)∧
σ /∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ )✳ ❚❤✐$ ♠❡❛♥$ (❤❛( σ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡)❛(❡❞ ✇✐(❤ ▼

 ② 

❛ ②♥❝

❜✉( ♥♦( ✇✐(❤ ▼

 ② 

∗ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥

▼∗ ❡①❡❝✉(✐♦♥✳ ▲❡( ✉$ $❤♦✇ (❤❛( $✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉(✐♦♥ ❞♦❡$ ♥♦( ❡①✐$(✳

❇② ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

❛ ②♥❝

)✱ σ ✐$ (❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ()❛❝❡ ❣❡♥❡)❛(❡❞ ❜② ❙ ✇✐(❤▼

 ② 

❛ ②♥❝

✳ ❋)♦♠ (❤❡ )❡✜♥❡♠❡♥($

✭❚❤❡♦)❡♠ ✺✳✸✮✱ ❛ $❡( ♦❢ ♣❡❡)$ ❙ ❝♦♠♣♦$❡❞ ✇✐(❤ ▼

 ② 

∗ ❤❛$ ♥♦ ♠♦)❡ ()❛♥$✐(✐♦♥$ (❤❛♥ ❙ ✇✐(❤ ▼

 ② 

❛ ②♥❝

✳ ❚❤✉$✱ ✐❢

σ /∈ ❊①❡❝(❙ ,▼  ② 

∗ )✱ (❤❡)❡ ❡①✐$($ ❛ $(❛(❡ ✇❤❡)❡ ❛ ()❛♥$✐(✐♦♥ ✐$ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ ❙ ❝♦♠♣♦$❡❞ ✇✐(❤ ▼

 ② 

❛ ②♥❝

✱ ❜✉(✱ ✐♥ (❤❡

❝♦))❡$♣♦♥❞✐♥❣ $(❛(❡ ♦❢ ❙ ❝♦♠♣♦$❡❞ ✇✐(❤ ▼

 ② 

∗ ✱ (❤❡ ()❛♥$✐(✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ $❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✐$ ❞✐$❛❜❧❡❞✳ ▲❡(✬$ $(✉❞②

(❤✐$ ()❛♥$✐(✐♦♥✳

• τ ()❛♥$✐(✐♦♥✿ ❛❧✇❛②$ ❡♥❛❜❧❡❞✳ ❈♦♥()❛❞✐❝(✐♦♥✳



✷✹ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

• ❙❡♥❞ $%❛♥'✐$✐♦♥✿ ❛ '❡♥❞ $%❛♥'✐$✐♦♥ ✐' ❛❧✇❛②' ❡♥❛❜❧❡❞ ✭❡①❝❡♣$ ❢♦% ▼

 ② 

" ❝

✇❤✐❝❤ ✐' ❤❛♥❞❧❡❞ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✉' ✐$ ✐'

❡♥❛❜❧❡❞ ✇✐$❤ ▼

 ② 

∗ ✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

• ❘❡❝❡✐✈❡ $%❛♥'✐$✐♦♥✿ ❛ %❡❝❡✐✈❡ $%❛♥'✐$✐♦♥ ♦♥ ♣❡❡% ❚❙ ❢♦% ❛ ♠❡''❛❣❡ ♠2 = (❝2, ♣2, ❤2) ✐' ❞✐'❛❜❧❡❞ ✇✐$❤

▼

 ② 

∗ ✐❢ $❤❡%❡ ❡①✐'$' ❛$ ❧❡❛'$ ♦♥❡ ♠❡''❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦' $❤❡ %❡❝❡♣$✐♦♥ ♦❢ ♠2✳ ❚❤❡%❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✜♥✐$❡❧②

♠❛♥② ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡''❛❣❡' ❛' $❤❡② ❛%❡ ✐♥ $❤❡ ♣❛'$ ♦❢ ♠2✳ ❊❛❝❤ '✉❝❤ ♠❡''❛❣❡ ♠1 = (❝1, ♣1, ❤1) ✐' ✐♥ $%❛♥'✐$

✭♠1 ∈ ♥❡)✮✱ ✐' ♦❢ ✐♥$❡%❡'$ $♦ $❤❡ ♣❡❡% ✭❝1 ∈ ▲❈ (❚❙ )✮✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦' $❤❡ %❡❝❡♣$✐♦♥ ♦❢ ♠2 ✭♠1 ∈ ❤2 ❢%♦♠ $❤❡

❝♦%%❡'♣♦♥❞✐♥❣ ♣%❡❞✐❝❛$❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳

✕ ❈❛'❡ ✶ ✿ ❚❤❡ ♠❡''❛❣❡ ♠1 ✐' ♥❡✈❡% ❞❡❧✐✈❡%❡❞ ✐♥ σ✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥ ✇✐$❤ σ ✐' ❢❛✐%✳

✕ ❈❛'❡ ✷ ✿ ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳ ❆❢$❡% $❤❡ ❞❡❧✐✈❡%② ♦❢ ♠1✱ ♠1 /∈ ♥❡) ✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

✕ ❈❛'❡ ✸ ✿ ,(♠2) ≺σ ,(♠1)✳

· ❈❛'❡ ▼
♥−♥

✿ ♠1 ∈ ❤2 =⇒
❚❤♠ 5.6 -(♠1) ≺σ -(♠2) =⇒❉❡❢ 2.9 ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

· ❈❛'❡ ▼
♥−1 ✭$❤✐' %❡F✉✐%❡' $❤❛$ ❙ ✐' ❛ '✐♥❣❧❡ %❡❝❡♣$♦% '②'$❡♠✮✿

♣❡❡,(,(♠1) = ♣❡❡,(,(♠2))✿ ♠1 ∈ ❤2 =⇒
❚❤♠ 5.6 -(♠1) ≺σ -(♠2) =⇒

❉❡❢ 2.10 ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳
❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

♣❡❡,(,(♠1)) 6= ♣❡❡,(,(♠2))✿ ❝2 ∈ ▲❈ (❚❙ ) =⇒
❉❡❢ . 5.11 ❝1 /∈ ▲❈ (❚❙ )✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

· ❈❛'❡ ▼1−♥

✿ ♠1 ∈ ❤2 =⇒
❚❤♠ 5.6 -(♠1) ≺♣❡❡"

-(♠2) =⇒❉❡❢ 2.11 ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

· ❈❛'❡ ▼
❝❛✉ ❛❧

✭$❤✐' %❡F✉✐%❡' $❤❛$ ❙ ✐' ❛ '✐♥❣❧❡ %❡❝❡♣$♦% '②'$❡♠✮✿

♣❡❡,(,(♠1) = ♣❡❡,(,(♠2))✿ ♠1 ∈ ❤2 =⇒
❚❤♠ 5.6 -(♠1) ≺❝❛✉ ❛❧

-(♠2) =⇒❉❡❢ 2.12 ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳
❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

♣❡❡,(,(♠1)) 6= ♣❡❡,(,(♠2))✿ ❝2 ∈ ▲❈ (❚❙ ) =⇒
❉❡❢ . 5.11 ❝1 /∈ ▲❈ (❚❙ )✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

· ❈❛'❡ ▼1−1 ✭$❤✐' %❡F✉✐%❡' $❤❛$ ❙ ✐' ❛ '✐♥❣❧❡ %❡❝❡♣$♦% '②'$❡♠✮✿

♣❡❡,(,(♠1) = ♣❡❡,(,(♠2))✿ ♠1 ∈ ❤2 =⇒
❚❤♠ 5.6 -(♠1) ≺♣❡❡"

-(♠2) =⇒
❉❡❢ 2.13 ,(♠1) ≺σ ,(♠2)✳

❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

♣❡❡,(,(♠1)) 6= ♣❡❡,(,(♠2))✿ ❝2 ∈ ▲❈ (❚❙ ) =⇒
❉❡❢ . 5.11 ❝1 /∈ ▲❈ (❚❙ )✳ ❈♦♥$%❛❞✐❝$✐♦♥✳

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛'❡ ♦❢ ▼

 ② 

" ❝

✿ ❆' σ ∈ ▼
" ❝

∧ ❢❛✐,(σ)✱ σ ❛❧$❡%♥❛$❡' '❡♥❞ ❛♥❞ %❡❝❡✐✈❡ ❡✈❡♥$' ✭✐❢ σ ✇❡%❡♥✬$ ❢❛✐%✱

♠❡''❛❣❡' ❝♦✉❧❞ ❜❡ '❡♥$ ❛♥❞ ♥❡✈❡% %❡❝❡✐✈❡❞✮✳ ♥❡) ✐' ✐♥✐$✐❛❧❧② ❡♠♣$②✱ '♦ ✐♥ ❛❧❧ '$❛$❡' ♦❢ $❤❡ ❝♦%%❡'♣♦♥❞✐♥❣ $%❛❝❡

|♥❡) | ≤ 1✳ ■❢ ❛ %❡❝❡✐✈❡ $%❛♥'✐$✐♦♥ ✐' ❡♥❛❜❧❡❞ ✇✐$❤ ▼

 ② 

❛ ②♥❝

✱ ✐$ ✐' ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ $❤❡ '❛♠❡ '$❛$❡ ✇✐$❤ ▼

 ② 

" ❝

✭'❛♠❡

❛❝$✐♦♥✮❀ ❛' $❤❡ ♥❡①$ '$❛$❡ ❡♥'✉%❡' |♥❡) | ≤ 1✱ ✐❢ ❛ '❡♥❞ $%❛♥'✐$✐♦♥ ✐' ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ ❛ '$❛$❡ ✇✐$❤ ▼  ② 

❛ ②♥❝

✱ $❤❡ ♥❡$✇♦%❦

✐' ❡♠♣$② ❛♥❞ $❤❡ '❡♥❞ $%❛♥'✐$✐♦♥ ✇✐$❤ ▼

 ② 

" ❝

✐' ❡♥❛❜❧❡❞❀ ❛ τ $%❛♥'✐$✐♦♥ ✐' ❛❧✇❛②' ❡♥❛❜❧❡❞ ✇✐$❤ ❜♦$❤ ♠♦❞❡❧'✳

✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❱❛❧✐❞❛*✐♦♥

❚❤✐' '❡❝$✐♦♥ ❤❛' ❞❡♠♦♥'$%❛$❡❞ $❤❡ ❝♦%%❡❝$♥❡'' ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♠♣❧❡$❡♥❡'' ♦❢ $❤❡ ❢%❛♠❡✇♦%❦✳ ❋♦% '♦♠❡ ♠♦❞❡❧'

✭▼

 ② 

♥−1✱ ▼
 ② 

❝❛✉ ❛❧

❛♥❞ ▼

 ② 

1−1✮✱ $❤✐' %❡F✉✐%❡' $❤❛$ $❤❡ '②'$❡♠ ✐' '$❛❜❧❡ ✇✳%✳$✳ ✐♥$❡%❡'$ ❛♥❞ ✐' ❛ '✐♥❣❧❡ %❡❝❡♣$♦%

'②'$❡♠✳ ❚❤❡ ✜%'$ ♣♦✐♥$ ❡♥'✉%❡' $❤❛$ ❛ ♣❡❡% ❝❛♥♥♦$ ✐❣♥♦%❡ ❛ ♠❡''❛❣❡ ♥♦✇ $♦ ♣♦'$♣♦♥❡ ✐$' %❡❝❡♣$✐♦♥ ❛$ ❛ ❧❛$❡%

$✐♠❡ ✭❛♥❞ $❤✉' ✐♥✈❛❧✐❞❛$✐♥❣ $❤❡ ❛''✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$ ✐$ ✐' $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣✉'❤❡' ♠❡''❛❣❡' $♦

$❤❡ ♣❡❡%✮❀ $❤❡ '❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❡♥'✉%❡' $❤❛$ ♥♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ $❤❡ ❢✉$✉%❡ ❜❡❤❛✈✐♦% ♦❢ ♦$❤❡% ♣❡❡%' ✐' ♥❡❝❡''❛%② $♦

❞❡❝✐❞❡ ♦❢ ❛ %❡❝❡♣$✐♦♥ ♥♦✇✳ ❈♦♠♣❧❡$❡♥❡'' ✐' ♦♥❧② ❢♦% ❢❛✐% ♦% ❢❛✉❧$② ❡①❡❝✉$✐♦♥' ❛'✱ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥ ✉♥❢❛✐% ❡①❡❝✉$✐♦♥

❝♦✉❧❞ ❛%❜✐$%❛%✐❧② ✐❣♥♦%❡ ♠❡''❛❣❡'✳

✻✳ ❊①♣❡&✐♠❡♥*+ ❛♥❞ ❘❡+✉❧*+

✻✳✶✳ 23❛❝*✐❝❛❧ ❊①❛♠♣❧❡

❙♣❡❝✐✜❝❛(✐♦♥✳ ▲❡$ ✉' ❝♦♥'✐❞❡% ❛♥ ❡①❛♠✐♥❛$✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$ '②'$❡♠ ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ ❛ '$✉❞❡♥$✱ ❛ '✉♣❡%✈✐'♦%✱

❛ '❡❝%❡$❛%②✱ ❛♥❞ ❛ $❡❛❝❤❡%✳ ❲❤❡♥ $❤❡ '✉♣❡%✈✐'♦% ♥♦$✐❝❡' $❤❛$ ❛ '$✉❞❡♥$ ❤❛' ❢❛✐❧❡❞✱ ❤❡✴'❤❡ '❡♥❞' $❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢

$❤❡ '$✉❞❡♥$ $♦ $❤❡ $❡❛❝❤❡% ❛♥❞ $❤❡ '❡❝%❡$❛%②✱ ❛♥❞ $❤❡ %❡'✐$ ✐♥❢♦%♠❛$✐♦♥ $♦ $❤❡ '$✉❞❡♥$✳ ■❢ $❤❡ '$✉❞❡♥$ ❝❤♦♦'❡'

$♦ %❡'✐$✱ ❤❡✴'❤❡ ❛♥'✇❡%' ♦❦ ❛♥❞ ❛'❦' $❤❡ $❡❛❝❤❡% ❢♦% $❤❡ ❡①❛♠✳ ❚❤❡ $❡❛❝❤❡% '❡♥❞' $❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♠❛$❡%✐❛❧' ❛♥❞



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✷✺

Student

Secretary

Teacher

Supervisor

studentname

studentname

resit

ok

examreq

materials

exam
answers

mark

co ee

studentname

studentname

resit

ko

cancel

mark

Student

Secretary

Teacher

Supervisor

co ee

❋✐❣✳ ✶✺✳ ❊①❛♠♣❧❡- ♦❢ ❊①♣❡❝1❡❞ ❊①❡❝✉1✐♦♥-

❙✉♣❡$✈✐'♦$

∆

=  !✉❞❡♥!♥❛♠❡ ! ·  !✉❞❡♥!♥❛♠❡ ! · (❡ ✐! ! · ((♦❦? · 0 + ❦♦? · ❝❛♥❝❡❧ ! ·♠❛(❦ ! · 0)‖(❝♦✛❡❡? · 0))

❙❡❝$❡*❛$②

∆

= ❝♦✛❡❡ ! ·  !✉❞❡♥!♥❛♠❡? ·♠❛(❦? · 0

❙*✉❞❡♥*

∆

= (❡ ✐!? · (τ · ❦♦! · 0 + τ · ❙!✉❞❡♥!❖❑ )
❙!✉❞❡♥!❖❑

∆

= ♦❦ ! · ❡①❛♠(❡3 ! ·♠❛!❡(✐❛❧ ? · ❡①❛♠? · ❛♥ ✇❡( ! · 0

❚❡❛❝❤❡$

∆

=  !✉❞❡♥!♥❛♠❡? · (❝❛♥❝❡❧? · 0 + ❡①❛♠(❡3? · ❚❡❛❝❤❡(❊①❛♠)
❚❡❛❝❤❡(❊①❛♠

∆

= ♠❛!❡(✐❛❧ ! · ❡①❛♠ ! · ❛♥ ✇❡( ? ·♠❛(❦ ! · 0

❋✐❣✳ ✶✻✳ ❙✉♣❡7✈✐-♦7✲❙❡❝7❡1❛7②✲❙1✉❞❡♥1✲❚❡❛❝❤❡7 ❙♣❡❝✐✜❝❛1✐♦♥

1❤❡♥ 1❤❡ ❡①❛♠✱ ❛❢1❡7 ✇❤✐❝❤ 1❤❡ -1✉❞❡♥1 -❡♥❞- ❜❛❝❦ ❤✐-✴❤❡7 ❛♥-✇❡7-✱ 1❤❡♥ 1❤❡ 1❡❛❝❤❡7 -❡♥❞- ❛ ♠❛7❦ 1♦ 1❤❡
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❥✉-1 ❜❡❢♦7❡✱ ❛❢1❡7✱ ♦7 ❞✉7✐♥❣ 1❤❡ 1✐♠❡ ❤❡ ❞❡❛❧- ✇✐1❤ 1❤❡ -1✉❞❡♥1✬- ❝❤♦✐❝❡✳ ❙❛♠♣❧❡ ❡①❡❝✉1✐♦♥- ❛7❡ ❞❡♣✐❝1❡❞ ✐♥
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♦❢ 1❤✐- ❝❛✉-❛❧ ❣7♦✉♣✳ ❚❤❡ -❛♠❡ ❤♦❧❞- ❢♦7 1❤❡ ♠❛(❦ ❝❤❛♥♥❡❧✱ -✐♥❝❡ 1❤❡ -❡❝7❡1❛7② ✜7-1 ❡①♣❡❝1- ❛  !✉❞❡♥!♥❛♠❡ ✳

❇❡-✐❞❡-✱ 1❤❡ ♠❛!❡(✐❛❧ ❛♥❞ 1❤❡ ❡①❛♠ ❛7❡ -❡♥1 ✐♥ 1✇♦ -❡♣❛7❛1❡ ♠❡--❛❣❡- ❛♥❞ ❛7❡ ❡①♣❡❝1❡❞ 1♦ ❜❡ 7❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥

1❤✐- ♦7❞❡7 ❜② 1❤❡ -1✉❞❡♥1✳ ▲❛-1❧②✱ 1❤❡ ❝♦✛❡❡ ❜7❡❛❦ ❡①❝❤❛♥❣❡ 7❡K✉✐7❡- 1❤❛1 -❡✈❡7❛❧ ♠❡--❛❣❡- ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ 17❛♥-✐1

-♦ 1❤❛1 1❤❡ -✉♣❡7✈✐-♦7 ❝❛♥ -❡♥❞ 1❤❡  !✉❞❡♥!♥❛♠❡ ❛♥❞ (❡ ✐! ♠❡--❛❣❡- ❛❢1❡7 1❤❡ -❡❝7❡1❛7② ❤❛- -❡♥1 ❝♦✛❡❡ ✳

❚❤✐- ❡①❛♠♣❧❡ ✐- ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ -❡✈❡♥ ❛-②♥❝❤7♦♥♦✉- ♠♦❞❡❧- ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ❛♥❞ ✇✐1❤ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦-✐1❡

♠♦❞❡❧ ▼

 ② 

❝♦♠♣♦ ✐'❡

✿

▼

 ② 

❝❛✉ ❛❧

: { !✉❞❡♥!♥❛♠❡ , (❡ ✐! , ❡①❛♠(❡3 , ❝❛♥❝❡❧ ,♠❛(❦}

▼

 ② 

1−1 : {♠❛!❡(✐❛❧ , ❡①❛♠}

▼

 ② 

❛ ②♥❝

: {♦❦ , ❦♦, ❛♥ ✇❡( , ❝♦✛❡❡} ✭♥♦ ❝♦♥-17❛✐♥1✮

❈♦♠♣❛*✐❜✐❧✐*②✳ ■♥ 1❤✐- ❡①❛♠♣❧❡✱  !✉❞❡♥!♥❛♠❡ ✐- ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡7 ✇❤✐❝❤ 1✇♦ ♠❡--❛❣❡- ❛7❡ -❡♥1 ❛♥❞ ❢7♦♠ ✇❤✐❝❤

1❤❡② ❛7❡ 7❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❞✐✛❡7❡♥1 -❡7✈✐❝❡- ✭1❡❛❝❤❡7 ❛♥❞ -❡❝7❡1❛7②✮✳ ■♥ ❛❞❞✐1✐♦♥✱ ♠❛(❦ ✐- ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✈❡7 ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②

♦♥❡ ♠❡--❛❣❡ ✐- 1♦ 17❛♥-✐1✱ ❜✉1 ✐1 ♠❛② ❜❡ ❡♠✐11❡❞ ❜② ❞✐✛❡7❡♥1 -❡7✈✐❝❡- ✭-✉♣❡7✈✐-♦7 ❛♥❞ 1❡❛❝❤❡7✮✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡✱



✷✻ ❋✳ ❈❤❡✈(♦✉✱ ❆✳ ❍✉(❛✉❧0✱ ❛♥❞ 3✳ ◗✉5✐♥♥❡❝

▼

 ② 

" ❝

▼

 ② 

♥−♥

▼

 ② 

1−♥

▼

 ② 

♥−1 ▼

 ② 

❝❛✉ ❛❧

▼

 ② 

1−1 ▼

 ② 

❛ ②♥❝

▼

 ② 

❝♦♠♣♦ ✐,❡

❚❡"♠✐♥❛'✐♦♥ ✕ ✔ ✔ ✔ ✔ ✕ ✕ ✔

❚❡"♠✐♥❛'✐♦♥ ✇✐'❤ ❛♥ ❡♠♣'②

♥❡'✇♦"❦

✕ ✔ ✔ ✔ ✔ ✕ ✕ ✔

.❛"'✐❛❧ '❡"♠✐♥❛'✐♦♥

✭1❡❝"❡'❛"②✮

✕ ✔ ✔ ✔ ✔ ✕ ✕ ✔

◆♦ ❢❛✉❧'② "❡❝❡♣'✐♦♥1 ✔ ✔ ✔ ✔ ✔ ✕ ✕ ✔

❆❜1❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥

❞❡❛❞❧♦❝❦

✕ ✔ ✔ ✔ ✔ ✔ ✔ ✔

❋✐❣✳ ✶✼✳ ❈♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'② ❘❡1✉❧'1
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❋✐❣✳ ✶✽✳ ❚"❛♥1♠✐11✐♦♥ ♦❢ ❖♥❡ .❛"' ❇❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❚❤"❡❡ .❡❡"1

❝♦♠♣❛'✐❜✐❧✐'②✱ ❡1♣❡❝✐❛❧❧② '❡"♠✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ 1❡❝"❡'❛"② 1❡"✈✐❝❡✱ ✐1 ♥♦' '"✐✈✐❛❧✳ ❈♦♥1❡F✉❡♥'❧②✱ ✐♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '♦ '❤❡
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♠ ✶ ✶ ✹✶ ✺✶ ✶✵✶ ✸✵✶

♥ ✶ ✸✶✶ ✶✶✶ ✺✶ ✾✶ ✶

"#❛#❡" ✾ ✹✽✽✸✹ ✷✺✾✹✾✹ ✼✵✸✸✹ ✹✸✷✶✽✹ ✶✷✵✾

#&❛♥"✐#✐♦♥" ✶✶ ✾✼✵✹✶ ✺✵✾✽✵✶ ✶✸✺✸✻✶ ✽✹✺✼✽✶ ✶✷✶✶

❚❛❜❧❡ ✸✳ ◆✉♠❜❡+ ♦❢ ❙0❛0❡, ❛♥❞ ❚+❛♥,✐0✐♦♥, ❯,✐♥❣ ▼

 ② 

1−1 ✭❙❛♠♣❧❡,✮

✇❡ ❝♦♥,✐❞❡+ ▼

 ② 

1−1✱ ❛♥ ❛❧0❡+♥❛0✐✈❡ ,♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ✇✐0❤ ❤✐,0♦+② ♣✉+❣❡ ▼
 ② 

1−1,♣✉$❣❡ ✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ✉,✐♥❣

❛ I✉❡✉❡ ▼

 ② 

1−1,✐♠♣❧

✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ 0❤❛0 +✉♥, 0❤❡ ,✐♠✉❧❛0✐♦♥, ✐, 2 × 4 ❝♦+❡, ■♥0❡❧ ❳❡♦♥ ❈6❯ ❊✺✲✷✻✾✵ ✈✸ ❛0

2.60●❍③ ✇✐0❤ 23●✐❇ ♦❢ ♠❡♠♦+②✳ ❲❡ ❢♦❝✉, ♦♥ 0❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❣❡♥❡+❛0❡❞ ,0❛0❡, ❛♥❞ 0❤❡ 0✐♠❡ +❡I✉✐+❡❞ 0♦

♣❡+❢♦+♠ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ +❡,✉❧0, ❛+❡ ♣+❡,❡♥0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉+❡, ✷✵ ❛♥❞ ✷✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸ ❢♦+ ▼

 ② 

1−1✱ ▼
 ② 

1−1,♣✉$❣❡ ✱

❛♥❞ ▼

 ② 

1−1,✐♠♣❧

✳ ❚❤❡ +❡,✉❧0, ♦❜0❛✐♥❡❞ ✇✐0❤ 0❤❡ ♦0❤❡+ ♠♦❞❡❧, ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ 0❤❡✐+ ❞✐✛❡+❡♥0 ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥,

❛+❡ ,✐♠✐❧❛+✳ ■♥❞❡❡❞✱ 0❤❡✐+ ,♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ❞♦ ♥♦0 ❞✐✛❡+ ♠✉❝❤ ✐♥ 0❡+♠, ♦❢ ❞❛0❛ ,0+✉❝0✉+❡ ❛♥❞ ❣✉❛+❞ ♦♥ +❡❝❡♣0✐♦♥✱

❛♥❞ 0❤❡ 0✐♠❡ +❡I✉✐+❡❞ 0♦ ❡①♣❧♦+❡ 0❤❡ ,0❛0❡ ,♣❛❝❡ ❞♦ ♥♦0 ✈❛+② ,✐❣♥✐✜❝❛♥0❧②✳ ❉✐✛❡+❡♥❝❡, ❛♣♣❡❛+ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡

❞✐✛❡+❡♥0 ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥, ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✳

✻✳✸✳✸✳ ❆♥❛❧②(✐(

❲✐0❤▼

 ② 

1−1,♣✉$❣❡ ✱ 0❤❡ +❡,✉❧0, ,❤♦✇ 0❤❛0 0❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ,0❛0❡, ❛♥❞ +✉♥0✐♠❡ ❧✐♥❡❛+❧② ✐♥❝+❡❛,❡ ✇✐0❤ ♠ 0❤❡ ♥✉♠❜❡+

♦❢ ❝+✐0✐❝❛❧ ,❡I✉❡♥❝❡,✳ ❚❤❡② ❡①♣♦♥❡♥0✐❛❧❧② ✐♥❝+❡❛,❡ ✇❤❡♥ ✐0 ❝♦♠❡, 0♦ ♥✳ ■0 ❛❝❝♦✉♥0, ❢♦+ 0❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡+

♦❢ ♠❡,,❛❣❡, ✐♥ 0+❛♥,✐0 ❛0 ❛ ❣✐✈❡♥ 0✐♠❡ ❛♥❞ ❛❧❧ 0❤❡ ♣♦,,✐❜❧❡ +❡❝❡♣0✐♦♥, 0❤❛0 ❤❛✈❡ 0♦ ❜❡ ✈✐,✐0❡❞✳ ♠ ❝♦++❡,♣♦♥❞,

0♦ 0❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ +❡♣❡0✐0✐♦♥, ♦❢ 0❤❡ ,❝❡♥❛+✐♦✱ 0❤✉, 0❤❡ ❧✐♥❡❛+ ♣+♦✜❧❡✳ ❘✉♥0✐♠❡ ❛❧,♦ ❣+♦✇, ❡①♣♦♥❡♥0✐❛❧❧② ❢♦+

♠ ✇✐0❤ ▼

 ② 

1−1 ❜❡❝❛✉,❡ ❤✐,0♦+✐❡, ♦❢ ♣❛,0 ✐0❡+❛0✐♦♥, ❛❝❝✉♠✉❧❛0❡✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛ +❡❝❡♣0✐♦♥ ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ +❡I✉✐+❡, 0♦

❡①♣❧♦+❡ 0❤✐, ❡♥0✐+❡ ♣❛,0 ✇❤❡+❡❛, ▼

 ② 

1−1,♣✉$❣❡ ❛♥❞ ▼
 ② 

1−1,✐♠♣❧

❞♦ ♥♦0 ❦❡❡♣ 0+❛❝❦ ♦❢ +❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡,,❛❣❡,✳

❆❞✈❛♥0❛❣❡, ❉+❛✇❜❛❝❦,

▼

 ② 

∗ ❉✐+❡❝0 0+❛♥,❧❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❢♦+♠❛❧ ,♣❡❝✐✜✲

❝❛0✐♦♥✳

❑❡❡♣, 0+❛❝❦ ♦❢ ❡✈❡+② ❡♠✐00❡❞ ♠❡,,❛❣❡✿ ♣♦♦+

♠✲0②♣❡ ,❝❛❧❛❜✐❧✐0②✳

▼

 ② 

∗,♣✉$❣❡ ❈❧♦,❡ 0♦ 0❤❡ ❢♦+♠❛❧ ,♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥✳ ◆♦

❛❝❝✉♠✉❧❛0✐♦♥ ♦❢ ♠❡,,❛❣❡, ✐♥ ❤✐,0♦+✐❡,✳

❇❡00❡+ ♠✲0②♣❡ ,❝❛❧❛❜✐❧✐0② ✭❧✐♥❡❛+✮✳

❆❞❞✐0✐♦♥❛❧ 0✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ 0♦ ♣✉+❣❡ ❤✐,0♦+✐❡,✿

,0❛0❡ ,♣❛❝❡ ❡①♣❧♦,✐♦♥ ♦❝❝✉+, ❡❛+❧✐❡+ ✐♥ 0❡+♠,

♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♠❡,,❛❣❡, ✐♥ 0+❛♥,✐0✳

▼

 ② 

∗,✐♠♣❧

❲❛② ❜❡00❡+ ♦✈❡+❛❧❧ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡,✳ ❯,❡✲

❢✉❧ ❛, ❛ I✉✐❝❦ ✜+,0 ❝♦♠♣❛0✐❜✐❧✐0② ❝❤❡❝❦

♦+ 0♦ ✜♥❞ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ❝♦✉♥0❡+❡①❛♠♣❧❡,✳

❊I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ 0♦ 0❤❡ ❢♦+♠❛❧ ,♣❡❝✐✜❝❛0✐♦♥ ✐, ♥♦0

❣✉❛+❛♥0❡❡❞✳
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✼✳ ❘❡❧❛&❡❞ ❲♦*❦

✼✳✶✳ ❉✐%&'✐❜✉&❡❞ ❙②%&❡♠

❖!❞❡!❡❞ ❞❡❧✐✈❡!② ❤❛* ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ */✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞✐*/!✐❜✉/❡❞ ❛❧❣♦!✐/❤♠* ❛♥❞ ❣♦❡* ❜❛❝❦ /♦ ▲❛♠♣♦!/✬* ♣❛♣❡! ✐♥/!♦✲

❞✉❝✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦❝❦* ❬▲❛♠✼✽❪✳ ■♠♣❧❡♠❡♥/❛/✐♦♥* ♦❢ /❤❡ ❜❛*✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ✭▼

❝❛✉#❛❧

✱ ▼1−1✮ ✉*✐♥❣

❤✐*/♦!✐❡* ♦! ❝❧♦❝❦* ❛!❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧❛**✐❝ /❡①/❜♦♦❦* ❬❇▼✾✸✱ ❈❉❑✾✹✱ ❚❡❧✵✵✱ ❑❙✶✶✱ ❘❛②✶✸❪✱ ❛♥❞ /❤❡ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ !❡P✉✐!❡❞ ✐♥❢♦!♠❛/✐♦♥ /♦ !❡❛❧✐③❡ /❤❡*❡ ♦!❞❡!* ❤❛* ❜❡❡♥ */✉❞✐❡❞ ❬R❇❙✽✾✱ ❑❙✾✽❪✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱ ❛*②♥❝❤!♦♥♦✉*

❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ✐♥ ❞✐*/!✐❜✉/❡❞ *②*/❡♠* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ */✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛!❡❞ ✐♥ ❬❑❙✶✶❪ ✭♥♦/✐♦♥ ♦❢ ♦!❞❡!✐♥❣

♣❛!❛❞✐❣♠✮ ❛♥❞ ❬❈❇▼❚✾✻❪ ✭♥♦/✐♦♥ ♦❢ ❞✐*/!✐❜✉/❡❞ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ ❝❧❛**❡*✮ ✉*✐♥❣ ❛ *✐♠✐❧❛! ❛♣♣!♦❛❝❤ ❜❛*❡❞ ♦♥ ❞✐*✲

/!✐❜✉/❡❞ ❡①❡❝✉/✐♦♥* ❛♥❞ /❤❡ ❝❛✉*❛❧ ♦!❞❡! ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ❡✈❡♥/* ❬▲❛♠✼✽❪✳ ❚❤❡② ❜♦/❤ *❤♦✇ /❤❡ ❤✐❡!❛!❝❤②

♦❢ ❝❧❛**✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♠♦❞❡❧* *✉❝❤ ❛* ♥♦♥✲❋■❋❖✱ ❋■❋❖ ♦! ❝❛✉*❛❧❧②✲♦!❞❡!❡❞ /❤❛/ !❡*♣❡❝/✐✈❡❧② ❝♦!!❡*♣♦♥❞

/♦ ▼

❛#②♥❝

✱ ▼1−1 ❛♥❞ ▼❝❛✉#❛❧

✳

❖✉! ✇♦!❦ ✐* ❝♦♠♣❧❡♠❡♥/❛!② ✐♥ /✇♦ ✇❛②*✳ ❋✐!*/✱ ✇❡ ❝♦♥*✐❞❡! ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ❞✐*/!✐❜✉/❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛/✐♦♥ ♠♦❞❡❧*✱

♥❛♠❡❧② ▼

♥−♥

✱ ▼1−♥

❛♥❞ ▼

♥−1✱ ✇❤✐❝❤ ❛!❡ ♦❢ ✐♥/❡!❡*/ *✐♥❝❡ /❤❡② ❛!❡ ♥♦/ /♦/❛❧❧② ♦!❞❡!❡❞✳ ▼♥−1 ❢♦! ✐♥*/❛♥❝❡✱

/❤❡ ❋■❋❖ ♦!❞❡! ✇✐/❤ ✐♥*/❛♥/❛♥❡♦✉* ❞❡❧✐✈❡!②✱ ✐* *♦♠❡/✐♠❡* ✉*❡❞ ✐♥ /❤❡ ❧✐/❡!❛/✉!❡ ❬❖❙❇✶✸❪ ✇✐/❤♦✉/ ❞✐*/✐♥❝/✐♦♥

❢!♦♠ /❤❡ ❝❧❛**✐❝ ❋■❋❖ ♦!❞❡!✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥*✐❞❡! ❛♥♦/❤❡! ❛♣♣!♦❛❝❤ ❢♦! ❝♦♠♣❛!✐*♦♥ /❤❛/ ✐♥✈♦❧✈❡* *②*/❡♠

*♣❡❝✐✜❝❛/✐♦♥* ✉*✐♥❣ /!❛♥*✐/✐♦♥ *②*/❡♠* /♦ *❤♦✇ ❤♦✇✱ ✐♥ /❡!♠* ♦❢ ❝♦♠♣❛/✐❜✐❧✐/② ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❝❧❛**✐❝ ❡①❡❝✉/✐♦♥✲

❜❛*❡❞ ♦!❞❡!✐♥❣ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ♠♦❞❡❧* ❬❈❇▼❚✾✻✱ ❑❙✶✶❪ ✐* ♣!❡*❡!✈❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ /❤❡ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉*❡❞

♠♦❞❡❧* ✜/ ✐♥/♦ /❤❛/ ♦!❞❡!✐♥❣ ❜② ♠❛/❝❤✐♥❣ /❤❡ ❝❛✉*❛❧ ♠♦❞❡❧✳
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❘✐❝❤❡$ ♣$♦❝❡%% ❝❛❧❝✉❧✐ ❡①✐%"✱ %✉❝❤ ❛% "❤❡ ❏♦✐♥✲❝❛❧❝✉❧✉% ❬❋●✾✻❪ ✭❛♥❞ ✐"% ❡①"❡♥%✐♦♥ "♦ ♠♦❜✐❧✐"② ❬❋●▲

+
✾✻❪✮

❜❛%❡❞ ♦♥ "❤❡ $❡✢❡①✐✈❡ ❈❍❆▼ ✭❈❍❡♠✐❝❛❧ ❆❜%"$❛❝" ▼❛❝❤✐♥❡✮ ❬❇❇✾✷❪ ❛♥❞ ❛❧%♦ "❤❡ ❆♠❜✐❡♥" ❝❛❧❝✉❧✉% ❬❈●✾✽❪✳



❖♥ "❤❡ ❉✐✈❡()✐"② ♦❢ ❆)②♥❝❤(♦♥♦✉) ❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ✸✶

❚❤❡② ❛❧❧♦✇ (❤❡ ❞❡*❝,✐♣(✐♦♥ ♦❢ *❡♣❛,❛(❡❞ ♠❡♠❜,❛♥❡*✴❞♦♠❛✐♥*✱ ✇❤❡,❡ ♣,♦❝❡**❡* ✐♥(❡,❛❝( ✇✐(❤ ❡❛❝❤ ♦(❤❡, ✇✐(❤✐♥

❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦, ♣❡,❢♦,♠ ❡①♣❧✐❝✐( ❛❝(✐♦♥* (♦ ♠♦✈❡ ✐♥ ♦, ♦✉( ♦❢ ❞♦♠❛✐♥*✳ ❚❤❡*❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ❛,❡ ♠❛✐♥❧② ✉*❡❞ (♦ ♠♦❞❡❧

♠♦❜✐❧✐(②✱ ❞✐*(,✐❜✉(✐♦♥✱ ✜,❡✇❛❧❧* ❛♥❞ *❡❝✉,✐(② ♣,♦♣❡,(✐❡*✳ ❇✉( (❤❡② ❛,❡ ♥♦( ✜((❡❞ (♦ ♦✉, ❝♦♥❝❡,♥* ❢♦, (✇♦

,❡❛*♦♥*✳ ❋✐,*(❧②✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✐*(,✐❜✉(✐♦♥ ✐* ♥♦( *(,❛✐❣❤(❢♦,✇❛,❞ ✭✉*✉❛❧❧② ❛ ♠✐① ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥* ❛♥❞

♠♦✈❡* ❜❡(✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥*✮ ✇❤❡,❡❛* ✇❡ ✇❛♥( (♦ ❦❡❡♣ ✐( ❛* *✐♠♣❧❡ ❛* ♣♦**✐❜❧❡✱ ❛* ❞✐*(,✐❜✉(✐♦♥ ✐* ❛( (❤❡ ❝♦,❡ ♦❢

♦✉, ❝♦♥❝❡,♥*✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ (❤❡② ❛,❡ ♥♦( ♣❛,❛♠❡(❡,✐③❡❞ ♦✈❡, ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❛♥❞ ❞✐,❡❝(❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ (❤❡♠

✇♦✉❧❞ ❛❧*♦ ❜❡ ❝✉♠❜❡,*♦♠❡✳

❚❤❡,❡ ❡①✐*( *❡✈❡,❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡,* ❢♦, ♣,♦❝❡** ❝❛❧❝✉❧✐✳ ❈❆❉E ❬●▲▼❙✶✸❪ ❛♥❛❧②③❡* ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❡*❝,✐♣(✐♦♥*

✇,✐((❡♥ ✐♥ ✈❛,✐♦✉* ❧❛♥❣✉❛❣❡* ✇✐(❤ *②♥❝❤,♦♥♦✉* ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥✱ *✉❝❤ ❛* ▲❖❚❖❙✱ ▲◆❚ ✭▲❖❚❖❙ ◆❡✇ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✮ ❬❙❈●

+
✵✵❪✱ ❋❙E✳ ✳ ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧*♦ ❝✐(❡ ❙E■◆ ❬❍♦❧✵✹❪ ❢♦, E,♦♠❡❧❛ ❬❍♦❧✵✹✱ ❝❤❛♣✳ ✸❪✱ ✇❤❡,❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥

❛,❡ ,❡❛❧✐③❡❞ ✉*✐♥❣ ❋■❋❖ ♠❡**❛❣❡ ❝❤❛♥♥❡❧*✳ ❖✉, ❣♦❛❧ ✐* ♥♦( (♦ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦ ♣,♦❝❡** ❝❛❧❝✉❧✉*✳ ❖✉, ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡,♥

✐* (❤❡ ❝♦♠♣❛,✐*♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ (♦ ❝❤❡❝❦ ♣,♦♣❡,(✐❡* ♦✈❡, ❛ *②*(❡♠ ✇✐(❤ *❡✈❡,❛❧

❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦*✐(❡ ♦♥❡*✮✳

✽✳ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❛♥❞ ,❡.(♣❡❝0✐✈❡(

❚❤✐* ♣❛♣❡, ❝♦♥*✐❞❡,* (❤❡ ❞✐✈❡,*✐(② ♦❢ ♣♦✐♥( (♦ ♣♦✐♥( ❛*②♥❝❤,♦♥♦✉* ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧*✱ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✉(

♠♦,❡ ,❡❛❧✐*(✐❝ (❤❛♥ *②♥❝❤,♦♥♦✉* ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣,♦✈✐❞❡* (✇♦ ♣♦✐♥(* ♦❢ ✈✐❡✇ (♦ (❤❡✐, ❛♥❛❧②*✐*✳ ❙❡✈❡♥

♠♦❞❡❧* ❛,❡ ❡①♣♦*❡❞✱ *♦♠❡ ❝❧❛**✐❝ ❛♥❞ *♦♠❡ ❧❡** ❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ ♣❛,(✐❝✉❧❛,✱ (❤❡ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ ❋■❋❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥

✐* ❝❧❛,✐✜❡❞ ❛♥❞ (❤❡ ✈❛,✐❛♥(* ✐( ❝♦✈❡,* ❛,❡ ♣,❡*❡♥(❡❞✳ ❆❧❧ (❤❡*❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❛,❡ *♣❡❝✐✜❡❞ ❛* ♣,♦♣❡,✲

(✐❡* ♦♥ ❞✐*(,✐❜✉(❡❞ ❡①❡❝✉(✐♦♥* ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦,❞❡,* ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❡✈❡♥(* ✭*❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ,❡❝❡✐✈✐♥❣ ♠❡**❛❣❡*✮✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▲❛♠♣♦,(✬* ❝❛✉*❛❧ ♦,❞❡,✳ ❆ ❤✐❡,❛,❝❤② ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♠♦❞❡❧* ❛,✐*❡* ❢,♦♠ (❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ (❤❡*❡ ♦,❞❡,*✳

❚❤❡♥✱ ❛ ❢,❛♠❡✇♦,❦ (♦ ❝❤❡❝❦ ❝♦♠♣❛(✐❜✐❧✐(② ♦❢ ❛*②♥❝❤,♦♥♦✉* ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♥❣ ♣❡❡,* ✐* ♣,❡*❡♥(❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♣♦*✐(✐♦♥ ❝❛♥ ✉*❡ ❞✐✛❡,❡♥( ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ✭❡✳❣✳ ❋■❋❖ ♦, ❝❛✉*❛❧✮ ❢♦, ❞✐✛❡,❡♥( ❣,♦✉♣* ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧*✳ ❚❤❡

❞❡*❝,✐♣(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ✐* ♦♣❡,❛(✐♦♥❛❧ ❜✉( ✐* ❛❜*(,❛❝( ❡♥♦✉❣❤ (♦ ♥♦( ♣,❡❝❧✉❞❡ ,❡❛❧✐*(✐❝ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥(❛(✐♦♥*✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦,♠❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ✇✐(❤ (❤❡ ❡①❡❝✉(✐♦♥✲❜❛*❡❞ *♣❡❝✐✜❝❛(✐♦♥* ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥

♠♦❞❡❧* ✐* *❤♦✇♥✿ ❝♦,,❡❝(♥❡** ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡(❡♥❡** ❛,❡ ♣,♦✈❡♥✳

❚❤❡ ♣❡❡,* ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐(❤ (,❛♥*✐(✐♦♥ *②*(❡♠* ❛♥❞ (❤❡ ❝♦♠♣♦*✐(✐♦♥ ✐*

❝❧♦*❡ (♦ ❛ *②♥❝❤,♦♥♦✉* ♣,♦❞✉❝( ♦❢ (❤❡ ♣❡❡,* ❛♥❞ (❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖✉, ❢,❛♠❡✇♦,❦ ✐* ❛❧*♦ ♣❛,❛♠❡(,✐❝ ✇✐(❤ ,❡❣❛,❞

(♦ (❤❡ ❝♦♠♣❛(✐❜✐❧✐(② ❝,✐(❡,✐❛✱ *♣❡❝✐✜❡❞ ❛* ▲❚▲ ♣,♦♣❡,(✐❡*✳ ❚❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❤❛* ❜❡❡♥ ✐♥*(❛♥(✐❛(❡❞ ✐♥ ❚▲❆

+

❛♥❞ (❤✉* ❜❡♥❡✜(* ❢,♦♠ ✐(* (♦♦❧*✱ ❡*♣❡❝✐❛❧❧② (❤❡ ❚▲❈ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡,✳ ❆❞❞✐(✐♦♥❛❧❧②✱ ❚▲❆

+
*♣❡❝✐✜❝❛(✐♦♥* ♦❢ (❤❡

♣❡❡,* ❝❛♥ ❜❡ ❛✉(♦♠❛(✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡,❛(❡❞ ❢,♦♠ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦,❛❧ ❞❡*❝,✐♣(✐♦♥✳

❖♥✲❣♦✐♥❣ ✇♦,❦ ❛✐♠* ❛( ❡①(❡♥❞✐♥❣ (❤❡ ❛*②♥❝❤,♦♥♦✉* ♠♦❞❡❧*✱ ✐♥(,♦❞✉❝✐♥❣ ❜,♦❛❞❝❛*( ✭❛♥❛❧♦❣♦✉* (♦ ❛ ♠❡*✲

*❛❣❡ ❝♦♥*✉♠❡❞ ❜② ♠♦,❡ (❤❛♥ ♦♥❡ ♣❡❡,✮ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ❢❛✐❧✉,❡* ✭♠❡**❛❣❡ ❧♦**✮✳ ❆ *❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥( ♦❢ ✐♥(❡,❡*(

✐* (♦ ✜♥❞ (❤❡ ✇❡❛❦❡*( ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ (❤❡ *❡♥*❡ ♦❢ ❧❡** ,❡*(,✐❝(✐✈❡ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ❡*(❛❜❧✐*❤❡❞ ❤✐✲

❡,❛,❝❤✐❡*✮ ,❡X✉✐,❡❞ (♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣❛(✐❜✐❧✐(②✳ ❈✉,,❡♥(❧②✱ (❤❡ ❞❡*✐❣♥❡, *♣❡❝✐✜❡* ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐*

✉*❡❞ ❢♦, ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♠♣❛(✐❜✐❧✐(② ❝❛♥ ❜❡ ✈❡,✐✜❡❞✳ ■( ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥(❡,❡*(✐♥❣ (♦ ❛✉(♦♠❛(✐❝❛❧❧② ❞✐*❝♦✈❡,

(❤❡ ,✐❣❤( ♣❛,(✐(✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ (❤❡ ✇❡❛❦❡*( ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧* ❢♦, (❤❡*❡ ♣❛,(✐(✐♦♥*✳

■♥ (❡,♠* ♦❢ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✱ (❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥(* *❤♦✇ (❤❛( ♣,❛❝(✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥* ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛(✐♦♥ ♠♦❞❡❧*

♣✉*❤ (❤❡ ❜♦✉♥❞❛,✐❡* ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛( ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝(❡❞ ❢,♦♠ ❞✐,❡❝( ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥* ♦❢ (❤❡
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