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ONDES ET VIBRATIONS. — Mouvement d'une corde vibrante en présence d'un
obstacle convexe : un probléme & frontiére fibre. Note de Henri Cabammes, Correspondant
de I’ Académie.

Etudiant le mouvement d’une corde vibrante en présence d’un obstacle quelconque, on montre que sur les
parties convexes, la corde peut soit rebondir, soit s’enrouler; la détermination du mouvement dans ce dernier
¢as est un probléme A {rontiére libre, Des solutions exactes, correspondant aux différents cas, sont construites,

WAVES AND VIBRATIONS. — Motion of a vibrating string in the presence of a convex obstacle: a free
boundary problem.

Studying the motion af « vibrating string in the presence of an arbitrary obstacle, we show that on the convex
parts, the string can either rebound or wrap; the determination of the motion in this last case is a free boundary
problem. Exact solutions corresponding to the different cases are construcied.

1. EnoNct bu proBLEME. — Une corde vibrante fixée 4 ses deux extrémités oscille dans
un plan x, 4 en présence d’un obstacle curviligne fixe d’équation u= @ (x). Le mouvement
est défini par unc fonction u (x, ¢ de abscisse x et du temps ¢, satisfaisant, en absence
de contact avee 'obstacle, les conditions suivantes :
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1 . 2 o (x, )>p(x)

) u(i% c)=o,

g‘ u(s 0=a(>0() pour — x5,
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Les fonctions o (x) et f(x), nulles pour x= 1 1/2 sont données.

Au début la corde est animée du mouvement u (x, t)=w (x, £) qui est I'oscillation libre
(oscillation en I'absence d’cbstacle), valable dans le plan x, f { fig. 1) jusqu’a la premiére
ligne d’influence ([1], [2]). La premiére ligne d’influence est formée d’arcs de la courbe
(I : w(x, £)=0(x) (arcs de contact) et de tangentes caractéristiques (de pentes +-1) d la
courbe (I'). Sur les arcs de contact on a t=t(x) ou x=a (f), et | (t)| = |dojdt| 1.

{a) Conditions de rebond. — Les arcs de contact comportent des parties non caractéris-
tiques sur lesquelles on a |&(t)| >1 et exceptionnellement des segments caractéristiques
sur lesquels on a o(f)=+1. Sur les premiers, la corde rebondit suivant une loi de
réflexion parfaite : la vitesse du point de la corde qui heurte I'obstacle est muliipliée par
—1, et la détermination du mouvement aprés le rebond est un probléme de Cauchy. La
détermination du mouvement aprés un segment caractéristique est un probléme de
Goursat [données de la fonction u(x, t) sur la caractéristique et sur une autre courbe], si
bien que la vitesse aprés le contact est déterminée par la solution de ce probléme et non
par ‘une loi de réflexion. On compléte done les équations (1)}~(3) par la condition de
réflexion suivante [3] :

(4) (6‘— l)[(%)z} {x, £)=0 si u(x, H=0¢(x),
o ot



ou la notation [Q](x, t)=Q(x, t-+0)—Q(x, t—0), désigne la discontinuité de la fonction
Q(x, t) au moment du contact ¢’est-a~dire si x=o (£).
On déduit des équations (1), (2) et (4) que 'énergie totale de la corde :

1 {42 ouN?* [ ou\?*
= E(‘)iﬁm{(a) *(a) }”‘x’

demeure constante au cours du mouvement. Si le contact a lieu en des points isolés
d’abscisses o;(t) on obtient :

B S 1 ou'\?
1 202G L.

§’il y a contact persistant sur certains arcs o; Sx<0;, (ce qui n'est possible qu'avec
des obstacles convexes pour un observateur situé sur la corde [4]), sur lesquels on a, soit
avant le contact, soit aprés le contact, u(x, t)=¢ (x), donc (au/at) 0 et (dufdx)=0’ (x),
on obtient encore E () =Cte.

(b) Conditions d’enroulement (ou de déroulement). — Lorsque le contact de la corde
avec I'obstacle a lieu suivant un segment caractéristique, la vitesse aprés le rebond est
déterminée par la solution d’un probléme de Goursat, et lorsque cette vitesse est négative
le rebond est impossible; il y a donc lieu de prévoir un mouvement avec enroulement de
la corde sur I'obstacle. Il en est de méme lorsque la courbe w(x, f)=¢ (x), rencontre
Paxe x=—.5 (ou x=.5) en un point en lequel la tangente a une pente (dt/dx) supérieure
a 1 (ou inférieure 4 —1). o

L’enroulement (ou le déroulement) est un rebond particulier et doit satisfaire la relation
(4). Dans ces conditions, 'enroulement (ou le déroulement) ne peut avoir lieu que
* suivant une caractéristique, ou suivant une courbe (inconnue) : t=1(x) sur laquelle on a
u(x, t(x))=0(x) et (du/ot)(x, t(x))=0; on se trouve comme I’a indiqué Amério [5], en
présence d’un probléme a frontiére libre, Ces problémes se rencontrent seulement dans le
cas des obstacles convexes, puisque le contact persistant sur un obstacle concave ne
vérifie pas les lois d’action de contact [4).

Nous introduisons les coordonnées caractéristiques &=t+x, n=t—x; si 'oscillation
libre w(x, )=w(&, n) se termine sur la caractéristique n=n, le mouvement au-dela est
défini par u(x, H=u(&, n)=w (& N)+gn); les conditions d’enroulement sur la courbe
(frontiére libre) t=1(x) s’écrivent :

iW(Ter, n+gr—x)=0(x),

@ ( -—-(‘C+X M+g (1—x)=0

et permettent de déterminer les deux fonctions inconnues 7 (x) et g(m).

2. EXEMPLES DE MOUVEMENT AVEC REBOND, — Nous considérons une corde initialement
au repos dans la position u(x, 0)=cos mx, oscillant en présence de Il'obstacle
u=0@(x)=A sin 2w nx (n entier). La courbe w{x, )= (x) a pour équation :

(8) t=*t(x)=iArc cos-i\(m);
T COs T X

2



U= W= codnx.cosnt

T X
-5 ¢ W5

Fig. 1 Fig. 2.

Fig. 1 et 2. — Rebond de la corde sur 'obstacle.
Figs. | and 2, — Rebound of the string on the obstacle.

pour |%| assez petit, on a |dt/dx| <1; la premiére ligne d’influence est alors la courbe de
contact précédente sur tout Pintervalle —.5=x=<.35. Aprés le premier contact on a
u(x, H=u, (x, )=f (t+x)+g(t—x). Les conditions de contact et de rebond s*écrivent :

fr(x)+x)+gT(x}—x)=A sin 2max,

9
fa(x)+x)+g (x)—x)zg{sin (T (x)+x)+sin w{t(x)—x)}.

On en déduit :

(10) fE)= —% 4 hsin 2mnx—A%

J‘“" 2n--tan y tan 2ny 21 cos? 2ny. dy
vy 3

0 COS)’—\/I — (A sin 2 ny/cos y)?

avec £E=x--1(x). On obtient ensuite g(n)=f(—mn), si bien que le mouvement aprés le
premier rebond est déterminé par une quadrature.

Dans le cas particulier n=1 les résultats peuvent &tre explicités; la premiére ligne
d’influence coincide avec la courbe de contact si on a |2M <1. Le mouvement de la
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u=u3(x.t)

USW=CO5RX,COANL

Fig. 3 Fig, 4
Fig. 3 et 4, — Enroulement et déroulement de la corde sur Vobstacle,
Figs. 3 and 4. — Wrapping and unwrapping of the string on the obstacle.

corde aprés le premier rebond est défini ensuite par la fonction ;

1-432

(1) oy (x, O=wlx, 1) —

2 1 —
{TI:X—AI‘C tan(ll+4?\. ) sin £ x—4A cos 'n:t}.

(1—422) cos mx

Pour (1/3) <| 2?\.] =1 ( fig. 1) le second contact a lieu suivant yn arc CD, avant 'instant
t=2—1(x) et suivant un arc GH a l'instant t=2—1(x); le segment de droite DG tangent
a I'arc CD est caractéristique et la seconde ligne d’influence est la ligne CDGH.

Pour |2ll =(1/3), I'arc CDE disparait et la seconde courbe de contact (qui est aussi
la seconde ligne d’influence) est la courbe t =2 —1(x). Aprés le second rebond, on a alors
de nouveau u=w, si bien que le mouvement est périodique de période 2. Sur la figure 2,
qui correspond au cas limite 2A= —1/3, les positions de la corde 4 divers instants sont
représentees.

3. EXEMPLES DE MOUVEMENT AVEC ENROULEMENT. — Nous reprenons. I'exemple précédent
dans le cas limite 2A= —1. La premiére courbe de contact est la caractéristique t—x=.5
(fig. 3). Pour 0<¢<.5 la corde s’enroule sur la partie convexe de I'obstacle suivant la
caractéristique précédente; aprés linstant ¢=.5, elle rebondit sur la partie concave,
toujours suivant la caractéristique ¢=x+.5, et se déroule sur la partie convexe suivant la
courbe 6x+2¢t=1, que I'on détermine par la méthode résumée dans les éggations (7%
cette méthode permet de déterminer le mouvement u(x, t)=u, (x, t) de la corde aprés le
rebond sur la partie concave :

(12) i a);_% sonmbet i~ Lor 2



Le coefficient de réflexion, rapport des vitesses aprés et avant le contact n’est plus égal 4
—1, mais 4 —tan?mx, ot varie de 0 4 — oo lorsque le point de contact décrit la partie
concave de I"obstacle.

Si on conserve les mémes conditions initiales, mais si on remplace 'obstacle précédent
par le suivant : u=®{x)= —(cos 3w x)/3, on obtient un mouvement périodique de période
T =4/3, avec enroulements et déroulements successifs de la corde sur 'obstacle. L'extré-
mité de Parc en contact avee Pobstacle se propage avec la vitesse +(1/3) et, aux instants
(2/3)+ 2k (4/3) (k entier), la corde est au repos sur Iobstacle.

Le mouvement précédent ainsi que ceux qui ont &2 &tudies dans la section 2 correspon-
dants aux cas n=1, | 61| < 1. représentent des solutions globales en temps du probléme

(1-(4).
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