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RESUME

L’étude des modeles dynamiques 2 erreurs composées avec autocorrélation est trés récente en
économétrie des données de panel. Aucun article ou ouvrage a ce jour ne traite de fagon
exhaustive cette question.

Nous proposons dans ce travail un bref apergu de I’étude de ces modeles. Nous analysons
notamment les estimateurs usuels, du maximum de vraisemblance et des variables
instrumentales en faisant 3 chaque fois ressortir les particularités de ces modeéles. Cette étude
fait suite aux deux premiéres études.

SUMMARY

Studying dynamic error component models with autocorrelated disturbances has started very
recently in econometrics analysis of panel data. There is no article or book which tackles this
topic exhaustively.

In this study, a brief survey of these models is presented. The within, between, OLS, GLS,
maximum likelihood and instrumental variable estimators are especially analysed, and the
particular characteristics of these models are underlined each time.

MOTS CLES
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INTRODUCTION

Si I’étude des modeles dynamiques a erreurs composées est devenue un classique en
économétrie des données de panel, il n’en demeure pas moins que certains aspects de ce modele
restent encore a ce jour non explorés. L'un de ces aspects est la prise en compte de
I’autocorrélation dans 1I’étude de ces modeles. Récemment, Baltagi et Li (1991) ont introduit
I’autocorrélation dans le modele simple 2 erreurs composées et ont souligné les problemes que
cette nouvelle structure pose dans I’estimation des parametres.

Nous proposons dans ce travail d’introduire I’autocorrélation dans le modele dynamique a
erreurs composées et de présenter briévement les propriétés des estimateurs habituels utilisés sur
données de panel. I s’agira ici d’analyser les estimateurs within, between, MCO, MCG,
MCQG, maximum de vraisemblance et les estimateurs des variables instrumentales.

Cet article est tiré d’un travail plus important portant sur les modeles dynamiques a erreurs
composées avec autocorrélaionfMATONDZI (1997b)]. Tous les résultats présentés ici sont
démontrés dans ce travail.

I LE MODELE

Dans ce travail, nous allons considérer un modele dynamique 2 erreurs composées avec
autocorrélation contenant deux variables exogeénes. La premiére x, varie a la fois selon les
individus et les périodes, et la deuxieéme z, ne posséde qu’une variabilité individuelle.

Ce modele s’écrit :

{Yit =y, +Bx; + ¢z, + o, +v, (1.1)

Vi =PV TE;

La descente par récurrence jusqu’a I’instant initial nous permet d’écrire encore ce modele
comme suit :

t-1 1-8& p 1-8& 1 &y . 1 j+1
L =0y, +BY O, + z, + T A o, + " e,
(1.2)
Ainsi, nous pouvons écrire :
Yo = f(Yio’xit'Zi’vio’ai’eit) (1.3)

Il apparait de cette derniére écriture que les observations initiales influencent de fagon non
négligeable le comportement asymptotique des estimateurs notamment lorsque la dimension
temporelle de I’échantillon est finie.

Le probléme qui se pose alors est de savoir quel est le véritable statut de ces observations.
Les hypothéses qui sont faites sur le statut de ces observations peuvent étre regroupées en deux
familles.

La premiére est composée des hypothéses qui supposent que les observations initiales
sont exogenes c’est A dire que ces observations sont indépendantes du processus (1.1).

Dans ce cadre, nous pouvons considérer que ces observations sont soit des constantes fixes,
(hypothése 1) soit engendrées par un processus aléatoire d’espérance nulle non corrélées avec
les erreurs du modele (1.1) (hypothése 2) c’est a dire :

1 NT
Plim— Y Yy, (@ +v,) =0 (1.4)
NT 2 &Y )
avece



Yo =C+T,
H, JE(ni)=0

2 .. .y
O, sl1=1
B(mr) = {0 sinon

La deuxie¢me est celle des hypotheses qui acceptent 1’existence d’une corrélation entre ces
observations et les erreurs du modele ou de fagon générale entre le modele et les observations
initiales.

Dans cette situation, nous pouvons considérer que les observations initiales dépendent de I’effet

individuel o, des valeurs passées de la variable exogene x;, ., de la variable exogéne z et de

i it
I’erreur initiale v,.

Yio = f(ai’xit—j’zi’vio) (1.5)
Soit de fagon générale :

l N T
Plim— y. #0 1.6
mNTZZYmYn ( )

i=lt=1
L’hypothese générale qui regroupe tous les cas importants étudiés par les économetres est :
H, : y, =c+ko;, +k,v,
Cette hypothese peut étre élargie a :
H, :y,=c+ko, +k,v, +kx, +k,z
Une bonne présentation des hypothéses sous cette deuxi¢me famille pour les différentes

valeurs de k, etk, est faite par ANDERSON.T.W et HSIAO.C(1981 ET 1982) et SEVESTRE
.P (1983).

II - HYPOTHESES, NOTATION ET TRANSFORMATION
DU MODELE

2.1 HYPOTHESES

Dans le cadre de ce travail, nous ferons les hypothéses suivantes sur les erreurs :

H, 18 < Llp| <1 .
Ces deux conditions ne sont pas nécessaires si T est fini.
H, E(ai /Yiz—l’xit’zi) =0
2 .. o
O, sii=1i
H, E(aiai'/)’h—l’xit’zi) =4 %
0 sinon
H, E(eit /yit—l’xit’zi) =0
2 L 2’ ’
G, sil1=1ett=t
H; E(eilei'l'/yit—l’xit’zi) ={ °
0 sinon
H, E(ag,) =E(e,0;) =0
H, Nous supposerons en outre que v, Suit un processus stationnaire :



2
v, — iid(O, e 2)
1-p

Cette hypothése peut €tre €largie comme le font BALTAGI, CHANG et LI (1992) qui

posent :
2
" (6]
v, —iid| 0,—=
Vv

ol V est un parametre a estimer.

2.2 NOTATION

z2 12

Sous forme matricielle le modéle étudié s’écrit :

{Y =38Y_, +BX +¢(Iy ®S;)Z+U

2.1
U=(Iy®S;)a+V
soit de fagon compacte :
Y =M ¢+ U (2.2)
(NTX1)  (NTX3)(3x;) (NTX1)
avec
M=(Y,XZ) ¢’=(8B9) Z' =(1, ®S;)Z
Y1 Yll Yl—l YiO Xl Xil
Y. Y, - Y, X X,
= .2 Y _ i2 Y_l = 2. 1 Yi_l — 'll = .2 X = .12
(NTX) || (X (NTX1) ol m P (NIXD ) X :
YN YiT YN—I YiT—l XN XIT
z, a, 1 A\ \A
z a 1 V. v
—|“ - .2 S, = VvV = -2 v, = i2
(NX1) (NX1) : (TX1) (NTX1) : (TX1)
Zy Oy 1 \A Vir
I, est la matrice unitaire d’ordre N.
La matrice des variances-covariances de ce modele est définie par :
E(UU)=Q=1,®Z 2.3)
avec
Z = 0.5,;87 + 0.V, (2.4
1 p pT—l
1 :
VP - 1 2 P
1-p*f P
pT'l 0os p 1



2.3 TRANSFORMATION DU MODELE

Lorsque le coefficient d'autocorrélation p est connu ou estimé de fagon convergente dans

une premicre étape nous pouvons transformer le modele en le multipliant par la matrice de
transformation C suivante :

V=

o 1 i

a-pH 0 ... 0
c=| » 1 2.5)

0 .. 0

0 0 -p 1

Le modele transformé s'écrit :

Y =3Y  +BX +0S.o. +U;
{ i i-1 B i ¢ Tal i (26)

U =S, +V,

B 1

1
(1_p2)2 YivsYiz = PYirse-¥ir _pYrr-lJ Y., = [(I"Pz)z YiosYir —PYiose-»Yir- "PYiT-z]

L

1

1
(l—pz)ix“,xn ~PXjpsee o Xir _pxrr_l] S; = [(l—pz)z,l—p,...,l—p]

1
(1 - Pz)zvu’eiz’siz’---verr]

L

Le vecteur S7. peut encore s'écrire :

1
2
S =(1-p)St od Sf=(al....1) et a=[i—+5)

La matrice C est aussi qualifiée par certains auteurs de matrice de transformation PRAIS-

WINSTEN (PW transformation matrix)

Sachant que :
U =Spa,+V; =(1-p)Sfa, +V; eX)
EUU; )=(1-p)(57)S7) 0 + 0Ly (2.8)
Posons :
) a® a a
aga 1 . 1 ’
J;=§§;_=d_12‘j L o d =SS =+ (T 2.9)
D'ou
¥ =EUU; )=d*(1-p)*Jic: + G, (2.10)
Nous pouvons aussi écrire :
3 =[d*A-p)ol+o)Js + OlE;
soit
3 =0’Ji +O0E; (2.11)
avec



o:=d*(1-p)*o.+0.
Ef=1-Jt

Pour I'ensemble des individus, nous avons :

L' =0’B,+0W, 2.12)
ou
B =1,8J;
@ N (2.13)
W =I,®E;

B, et W, sont une autre maniére de présenter les opérateurs between et within', ils ont donc les
mémes propriétés.

Nous les qualifierons d'opérateur a-between et a-within. Ils sont idempotentes d'ordre
NT et de rang N et N(T-1) respectivement.
Utilisant ces propriétés, BALTAGI et LI (1991) montrent que :

I =(02)’B, +(02)*W, (2.14)
p est un scalaire quelconque.

2| = (62)Y (a2)VTD (2.15)

IE'I désigne son déterminant.
Une autre décomposition de cette matrice peut étre obtenue de la maniére suivante :
T =ol[W,+67'B,] (2.16)

02

T -pidcE + o

III  ETUDE DU COMPORTEMENT DES ESTIMATEURS USUELS DU
MODELE AR(1) A ERREURS COMPOSEES AVEC AUTOCORRELATION

Nous travaillerons avec le modele transformé donné en (2.6).

Nous allons ici présenter les propriétés des estimateurs usuels (intra, inter, MCO, MCG,
MCQG) d’abord lorsque N et T tendent vers I'infini (comportement asymptotique), ensuite
lorsque seule N tend vers I’infini (comportement semi-asymptotique). Nous nous sommes servi
de la loi des grands nombres pour calculer les limites en probabilité nécessaires a I’étude du
comportement asymptotique des estimateurs. Ces limites sont présentées dans Matondzi (1997).
Sous la forme générale, les estimateurs usuels s’écrivent en utilisant la paramétrisation proposée
par MADDALA :

’ ’ -1 ’ ’
P -0 = [A‘ A+, -DA B,A‘] [A‘ U'+@Q,-DA B_U'] (3.1)

avec

’

K=(Y,X'Z) ¢=(5p9)

Dans cette paramétrisation, on retrouve les estimateurs usuels : ¢(0) est I’estimateur intra-
individuel ou within qui ne dépend que de la dimension intra des variables, () est

! DORMONT. B donne une bonne présentation des propriétés de ces opérateurs.



I’estimateur inter qui ne dépend que de la dimension inter des variables, (1) est I’estimateur

des MCO, §(6) est I'estimateur des MCG, ((B) est I’estimateur des MCQG. Ces trois derniers
estimateurs dépendent de la dimension totale des variables.

3.1 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES ESTIMATEURS

L’étude du comportement asymptotique des estimateurs sous la forme générale n’est pas
possible pour ’ensemble des estimateurs [voir Matondzi (1997a)]. Nous allons donc partager
les estimateurs en deux groupes contenant des estimateurs dont les comportements
asymptotiques sont voisins.
3.1.1 LES ESTIMATEURS WITHIN, MCG ET MCQG

Les estimateurs de ce groupe s’écrivent :

Sag-a :
B(A,)-B

Mz

N ’ -1
Y 1Yl L+, =D’ YA XD +(A, - Dd’bg;
- i=1 P

1l
—

N N ’ .
21{ ; Y,‘, +(A, —l)dzgibi} Zl{ LXI QA —1)d2g3}
) (3.2)
2 Y, U'+(7L —l)dzbc}
i=l
i{x U; +(A, -Dd’gc }
i=1
N A
n Z(b 8(A‘ )bx—l B(xp)gi)zi
o(h,) = = (3.3)
a—mgﬁ
i[ﬁ;'ﬁg +(h, - 1)0;'1;6;]
~2 _ i=l
Oelhy) = N(T-1)-3 G
S [b,~ 80,20, Bk, )g A, )h,|
(7» )=+ N_3 (3.5)
B, = a—_—lp)—zc‘sf( )= 520,) (3.:6)
avec d2=a’?+(T-1) a=(11‘.*_P)2 “—lz-i[aym'*';yn-]

1 N * Y .
& =572[axu+2x ] h; = (1-p)z; ¥ =(1—pz)zyio Yie = Yi = PYim V122
i=l1 t=2
1 1

xi‘l =(1- p2)2xn xi.l = Xy ~PXy, VE22 ui.l =(1- pz)-iuil ui.l =u, —pu,, Vt22



Il est clair d’aprés (3.2) et (3.3) que les estimateurs ce groupe sont asymptotiquement
convergents si :

N ’
z{Y;_, Ui+, - l)dzbi_lci} 0
Blmte{ (o) a7
' z{x; Ui+, - l)dzgici}
i=1
N
Plim—l—Zcihi =0 (3.8)

N,T—e N i=1

Nous avons vu précédemment que les estimateurs within, MCG et MCQG correspondent aux
valeurs suivantes du parametre A, : 0, 6 et 6.

Les estimateurs de ce groupe asymptotiquement équivalents puisque E%lmﬁ = 5 Pmé =0.
D’autre part, dans Matondzi (1997b), nous démontrons que : ' '

1 & (-p) L1 _Qa-py
fm g &1 V=g fHmy &6 =T

R U PR 2 2 . Is o 2
Plim—z YUl Ul =U-p) 0, 40, Plim 3.l =(1-p)’ o

. S . 1'”5.'._0 1 1
P s X0 U= Fimug 2aS Ui =0 fimy y s = [fimy 2 e =0

=1 i=1 i=1

Les estimateurs de ce groupe asymptotiquement équivalents sont convergents, sauf pour
I’estimateur de G7(A,,) pour lequel nous avons :

Pm&[(A,) = (1-p)’c, (3.9)

REMAROUE
ol =d*(1-p)?ci+0. ou d*=a*+(T-1). Lorsque T — 0,0, = (1-p)* 0.
Nous pouvons donc considérer que G2(A,) est un estimateur convergent de 0.

3.1.2 LES ESTIMATEURS DES MC0 ET BETWEEN

IIs sont tous les deux asymptotiquement biaisés. Ces biais sont dues d’une part 2 la corrélation
de I’effet individuel avec la variable endogéne et d’autre part a I’autocorrélation des erreurs. Une
analyse numérique de ces biais en fonction des parameétres de base du modele est faite dans
Matondzi (1997b).Les résultats obtenus montrent que c’est I’estimateur des MCO qui a les biais
les plus faibles.

En ce qui concerne ’estimateur des MCO, nous avons montré que :

- Le biais asymptotique de SMCO est positif. Cet estimateur surestime la vraie valeur de ce
paramétre. Toute chose égale par ailleurs, ce biais est une fonction croissante de o, e
décroissante de B,07 et 6>. Ce biais, en général faible surtout pour une valeur positivemnent
élevée de p, est une fonction décroissante de ce parametre;

- L’estimateur de B a un biais asymptotique dont le signe peut étre positif ou négatif en fonction
de B et p. 11 est positif si B positif et p négatif ou I’inverse, et il est négatif lorsque {3 et p sont
tous deux positifs ou négatifs. Ce biais est en général faible, mais nous observons cependant
que cette faiblesse est plus marquée pour d élevé en valeur absolue que pour des valeurs

moyennes de ce paramétre. Ce biais en valeur absolue décroit avec p.



- Lebiais de I’estimateur de ¢, il est du signe contraire de ce parameétre. Ilest faible et décroit en
valeur absolue avec p.

Les biais des estimateurs between 58, ﬁB et (13, sont identiques a ceux obtenus lorsque le
modéle ne comporte pas d’autocorrélation.[ cf. SEVESTRE.P (1983)]

Ainsi, le biais de 5 est positif et décroit avec 4. Quant aux biais de ﬁ,, et @, ils sont du signe
contraire de ces paramétres et croissent en valeur absolue avec ces parametres.

Les estimateurs de ¢~ et 02 sont également biaisés, ces biais sont la conséquence directe des
biais des parametres de base.

Nous pouvons au terme de cette analyse asymptotique des estimateurs usuels établi le
classement suivant (les chiffres dans le tableau désignent le rang de 1’estimateur) :

TABLEAU 3-1 CLASSEMENT ASYMPTOTIQUE DES ESTIMATEURS

METHODE | 8 B ¢
WITHIN 1 1 1
MCG 1 1 1
MCQG 1 1
MCO 4 4 4

BETWEEN 5 5 5

Ce classement est identique & celui obtenu par SEVESTRE et TROGNON (1983 et 1985) et
montre que I’estimateur between est celui qui a le biais asymptotique le plus élevé dans cette
classe d’estimateurs.

3.2 COMPORTEMENT SEMI-ASYMPTOTIQUE

Sous le semi-asymptotique, tous les estimateurs sont asymptotiquement biaisés et ceci quelle
que soit I’hypothése faite sur les observations initiales. Ce résultat est différent de celui obtenu
lorsque 1’autocorrélation est absente du modele. En effet, dans ce dernier cas, 1’estimateur des
MCG est convergent sous les hypothéses ol les observations initiales sont fixes ou
indépendantes des erreurs du modele.

La complexité des biais asymptotiques ne permet pas une étude analytique du comportement de
ces biais en fonction des divers paramétres. Nous avons procéder dans Matondzi(1997b) a une
étude numérique de ces biais et nous avons remarqué que les valeurs des biais sont fortement
influencées par les hypothéses sur les observations initiales et la structure de la variable exogeéne
X,. Les biais sont plus faibles lorsque cette derniére variable est AR(l) que lorsqu’elle est fixe.
Le classement établi sous les différentes hypothéses montre que c’est 1’estimateur des MCG qui
le meilleur estimateur a faible biais.

IV LA METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

La premiére méthode qui vient a I’esprit pour rouver des estimateurs convergents méme sous le
semi-asymptotique est celle du maximum de vraisemblance. Ici, nous allons travailler sur le
modele sans transformation.

Quand les erreurs sont normalement distribuées, la fonction de densité associée au modele
(2.1), conditionnellement 2 la situation initiale y,, s’€crit pour un individu :

L 1 ! e
fi(Yil’YiZ"”’YiT/Yio) = (2r) 2|Zi| 2 CXP{_E(Yi —Mi(P) Zil(Yi —Mi(P)} 4.1

10



ou X, est la matrice des variances-covariances pour un individu et

’

M;=(Y,,.X;;Sz) ¢=(6 B ¢)

Les individus étant indépendants, la log-vraisemblance conditionnelle associée au modele pour
I’ensemble des individus s'écrit :

N
logL, = g{logfi(YiI’YiZ’""yiT/Yio) 4.2)

La log-vraisemblance non conditionnelle (la vraie log-vraisemblance du modele) doit tenir
compte de la densit¢ marginale des observations initiales y,, soit f; (y,). Cette log-
vraisemblance s’écrit :

N
logL = Zl‘)g[fi (YipYiz»”"Yrr/Yio )fi (Yio)] (4.3)

i=1

On voit bien que cette log-vraisemblance dépend fortement des hypothéses faites sur les
observations initiales. La connaissance du statut de ces observations est donc capitale. Comme
nous l'avons vu précédemment, plusieurs hypothéses peuvent étre faites sur les observations
initiales. Chaque hypothése sur les observations initiales présente une difficulté particuliére dans
I'élaboration de la fonction de densité jointe.

Nous allons ici donner une illustration de cette difficulté en considerant deux cas simple : le
premier tiré de la premiére famille postule 1'indépendance de y,, par rapport au modele, et le
deuxi¢me, réfute cette indépendance et constitue une généralisation de plusieurs hypotheses de
la deuxi¢me famille.

L'estimation des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance nécessite des calculs
extrémement complexes. La lourdeur des expressions en cause ne nous permet pas permis de
les présenter ici ceci pour rendre le texte plus clair a la lecture. Toutefois le lecteur intéréssé peut
se reférer 8 Matondzi (1997b) pour avoir une présentation exhaustive de cette méthode.

4.1 Maximum de vraisemblance : cas 1

Ce cas suppose que les observations initiales sont des constantes fixes. La premiére observation
n'influence donc pas la fonction de densité.

La log-vraisemblance doit étre une fonction des parametres. Ces parametres doivent étre fixes,
indépendants de Net T.

Pour le modele (2.1) les parametres sont :

- les coefficients 3, B et ¢;

- les deux variances 62 et G;

- le coefficient d’autocorrélation p .
La log-vraisemblance s’écrit alors :

L =cste - &z—ﬂlogoﬁ —%log[(l -p)idicl + oi] -

’

1 {(Y' —K\I’ —¢Z') W,

20’

4.4)

’

¥ =By =02 e -Bw-ez) (¥ - Ev-42)

Posons :

Uo = Yu —B.\V—q)Z‘
}'1 = O'i
A, =cl+(1-p)ds?

11



La log-vraisemblance (4.4) peut aussi s’écrire :

N(T-1) N 1 ./ . 1 .
logh, ——logh,-—U W,U ——U B,U
g 1 2 g 2 2xl a 2}‘2 a

1(\V,¢’0§,0§,p) = cste —

Cette log-vraisemblance est toujours fonction des vrais parametres.

4.1.1 Les conditions de premier ordre

aL 1 {"" L ] Te * l "t' - Te -
— =—A WY -Ay—-¢Z }+—{A B,lY -Ay—-¢Z }
2w W e |
aL 1 t’ * reJ - 1 { t’ - re) - }
—=—lZ WY -Ay—-0Z )} +—<Z B,|Y -Ay—-¢Z
Pour le calcul des dérivées par rapport aux variances, notons :
oA oA oA
L -1 —2 -1 —L= 2 = (1-p)*d?
302 ) 302~ 7P
Nous avons donc :
aL N(T_l) 1 N l 1 . . 1 . *
=- -——+—U WU +—U B,U
3o’ 2 A, 2A, 22 e Tt e

—A)242 A4
aL2 __Na-pyd® @ pzd UBU"
dac, 21, 215

(4.5)

(4.6)

4.7

4.8)

(4.9)

La résolution des équations normales obtenues 2 partir des conditions de premier ordre nous

donne les estimateurs suivants :

’ RN I PR 1
§={LA WA, +~&BAL} {&|~W, +=B, (Y -¢z")
7"l 7\'2 \A'l 2

’ ’ -1 ’ (
b=ltz’wz +Lz'BzZ! 7" Llw+ls, (Y -49)
7"1 A'2 \)"1 7\'2

Pour avoir les estimateurs de A, et A,, il suffit de partir de (4.9) en remarquant que :

oL N 1 /.
=0 =>—=—7U"B,U
el 222 20 *

et en utilisant ce résultat dans (4.8), il vient :

A L \s -Ky-$z') W, (Y -2 -4z’)

et de (4.9) nous avons :

(4.10)

4.11)

4.12)

(4.13)

4.14)
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REMAROUES

1°) Les estimateurs de 6> et G- s’obtiennent facilement par identification de (4.13) et (4.14).
2°) Les estimateurs obtenus sont interdépendants. Le systtme formé par les équations de
vraisemblance n’admet donc pas de solution analytique explicite. Seul le recours 3 une
procédure itérative permet d’étudier leurs comportements asymptotiques.

3°)Pour trouver la solution numérique, puisqu’elle est calculée pour N et T fixes (donnés dans
I’échantillon), il est plus commode de travailler avec A, et A,.

3°) L’estimateur du maximum de vraisemblance est solution de (4.10), (4.11), (4.13) et (4.14).
11 s’agit d’un systéme non linéaire.

Un algorithme de solution en zigzag peut étre obtenu comme suit :

- Premiére étape : on commence par une estimation convergente des parametres d, P et ¢ qui ne
demande pas la connaissance de A, et A,. On pourrait par exemple utiliser les estimateurs within
ou les estimateurs des variables instrumentales simples qui seront 2 la section V. La précision
des « estimateurs de début » dans cette procédure est importante, c’est pour cette raison que

nous conseillons de commencer la procédure en utilisant les estimateurs des variables
instrumentales.

Soient 3, fi et ¢ les estimateurs obtenus par cette méthode.
- Deuxieme étape : on calcule U’ = Y" — Ay —Z'0 et on estime A, et A, en utilisant (4.13) et

(4.14). Dans ces expressions, les paramétres inconnus sont remplacés par leurs estimations
obtenues dans la premiére étape.

- Troisiéme étape : retour 2 la premiére, on calcule de nouveau les parametres d, P et ¢ en
utilisant cette fois les expressions (4.11) et (4.12), puis on retourne 2 la deuxi¢me étape.
- On itere le processus jusqu’a la convergence numérique.

Dans les développements nous avons implicitement supposé que le coefficient d’autocorrélation
p était connu ce qui n’est toujours pas le cas. Malheureusement, la dérivée de la log-

vraisemblance par rapport 2 p nous donne un polynéme de dégré 9. La complexité de

I'expression du polyndme ne nous a pas permis de faire une étude comparable a celle de
KOOPMANS.T(1942).

Nous suggérons donc lorsque p est inconnu de faire un balayage sur lintervalle ]-1,1] pour
achever l'estimation du modele par la méthode du maximum de vraisemblance.

4.1.2 Les conditions de deuxiéme ordre

oL 1 20~ 1< -
: =-—AWA-—ABA 4.15)
oyoy A A,
'L ] | D
E| - -|=—A" W,A'+—A BA (4.16)
[ dyaoy )"1 A’2
azL 1 "t’ * 1 “'o’ * 1 "n’ *
=——AWZ-—ABZ=——AB2Z 4.17
3va0 A, A y, o B %, oo 4.17)
car W,.Z' =0
d’L 1=/ .. '
El - =—ABZ 4.18
[ a‘l’a‘b] A, ’ @

13



azL 1 "'t’ * 1 “'t’ L]
=-—A WU -—A B,U
oyds: X S SO

azL 1 ~t’ * 1 -t’ .
El-——|=—A WU +—=A B,U
[ a\vaci] VA A

2 —A\2q2 L
FL___(-pld zp
oyao, A,

o’L ] (1-p)2d® /- .
E = A B,U
[ dydac? AL

L _ 1, ZBZ _ZBZ

30 A, " A, x,
g 9L |_ Z'BZ
EL%T A
d’L 1.0 1
=-=Z"WU -—=Z"BU
Y A A

a’L
E| - =
[ a¢ao:} °

d’L A-p)d* ./ ..
=- Z'B,U
el Lo A )

2
E __Ez_ =0
Lo L% Lo 8
L _NT-) N 1
dc290; 202 20, &

o’L N(T-1) N 1 ./ . 1 ./ .
E =— - +—U"WU +—=U"B,U
[ aogacﬁ] 202 20 A B VA )

U wu ——1,—U‘ B,U
A
2

'L N(-p)d* (-p)d, .
22 2 - 3 U
00,00, 275 X,

B,U"

2 —A\242 A2z
Bl - asz =_N(l g)d +(1 p})d U'BU
96,00, 24, A,

o’L N(1-p)'d* @@-p)d*. . ..
= - U"B,U
dc2ac? 22 A :

4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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'L N(1-p)‘d* (1-p)‘d*, ./ ..
El ————|=- U B .
[ aoﬁaoz] 77T U (444

Pour étudier les distributions asymptotiques des estimateurs, nous devons tenir compte des
variabilités de chaque parameétre.

Posons :
v w/Nd2 I, 0 0 0
2
(I) = ¢2 D = 0 \/ﬁ- 0 0 r = E _ a L _
O, 0 0 +Nd> 0 oPod
o, 0 0 0 N

La limite en probabilité suivante Plim D™I'D™ nous permet d’avoir la matrice des dérivées
T
secondes ou marice d’information suivante :

a, a, 0 0 O
a, a;, 0 0 O
©=|0 0 a, 0 O (4.45)
0 0 0 a; O
[0 0 0 0 agf

avec

0.2 ﬁZ
o+ ——(1-28p+p’)o?  pPo? |_ 1 [ax az]

—|1-8 1-8& * |==H=

G, pﬁci (1+p2)0i O, a, a,
A S L.

o_i 4 2(02)2 2(0_‘21)2 6

La matrice d’information étant bloc diagonale, nous avons donc les distributions asymptotiques
suivantes :

VNd* (i - y) - N(0,62H™) (4.46)
b — LA 4.47
VN($-0) - N(O, Gi] 4.47)

Nous constatons a ce niveau que les estimateurs within, MCG et MCQG de ces parametres
asymptotiquement équivalents, sont efficients car ils ont la méme distribution asymptotiques que
les estimateurs du maximum de vraisemblance.

VNd (82 - 62) - N(0,2(c?)?) (4.48)
VN(8% - 6%) - N(0,2(c%)?) (4.49)

Pour I’ensemble des paramétres, nous avons :
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D(®,y - @) > N[0;:67] (4.50)

La borne de Cramer Rao est I'inverse de la matrice d’information donc les estimateurs obtenus
sont efficients.

Sous le semi-asymptotique, les vitesses de convergence sont les mémes pour tous les
estimateurs. Rechercher cette distribution revient a calculer la limite en probabilité suivante :

L . -
PlimiEIi— 9 ] Cette matrice des limites en probabilité des dérivées secondes n’est pas

No= N 0Dod’
bloc diagonale.
Ainsi, nous avons la distribution semi-asymptotique suivante :
VN(®,y, - ®) - NJ0; prim L L\ (4.51)
" | M= N\ 009’ '

4.2 Maximum de vraisemblance : cas 2

11 s’agit ici d’utiliser I’hypothese suivante sur les observations initiales :

Y=k o+, (4.52)
Le modele s'écrit pour un individu :

Yio =k + kv,

i = OV + BXy + 0z, + @, + v, Vi = K;
:yl o +Bx, + ¢ PN L @53
: Yi =0y, +Bx; + Spz, + Spo; + v,

Yir = Oy +Pxg + 0z, + 0t + v
La matrice des variances-covariances pour un individu s'écrit :

ol +k22—9f— kSTlO'z +k, o; [p P pT]
1Ya 1 _p2 1 a 1 _p2

’ P

= E(U,-U‘- ) = 5 | , 1 . (454)

k,S;0% +k, '1—:? . 0SS, + 0 1= v;

Q.
(T+1,1+1)

- -

avec

ov  A={[@+T)+T-2p* - 2T - 1ol + [k - pk T’}

’ k 1 k, 2 2 2 ]
G === —,1- (1+_ + ’(1_ oo (1= ,1__
I: P P )+p p) ( p) P

16



Sous ce cas, la log-vraisemblance s’écrit :

_NT-))

L=c Logol. + %Log(l -pH- %Log{[(a +T)+(T -2)p - 2(T - plk;

+[kx - pk, ]2} - 2a10'2 2{[)’;1 = &0 = Bx; = ¢Zi]2 + 2[()’;: = i — Bx; — ¢Zi)

i=1 =2

T
_()’u-l =&Y — By — 92, )]2 - /_1\'(1‘22 [(1 - p)z, ()’i: =&Y = Bx;, — ¢zi) +p(p- Elz‘)(}’n

T T

2
=0y,p = Px;, - ¢Zi)_p(l _p)Z()’n = Oy, — B, — ¢z, )] +2(k, — pk, ))’io|:(1 -p) ()’i:

=2 =1

T
=0y, — Bx;, — ¢zi) -p(1- p)Z(Yi: - &y, — B, — ¢z, )] + 2'15'[((3 +T)+(T - 2)P2

=2
=2(T - Dp)kg + (k, = pk )k, = D)y = 8% = By = 2,30 ~[@+T) = 2(T - Dp
T -2p ]y )} (4.55)

Les expressions des estimateurs obtenus en résolvant les équations normales sont complexes.
En égalant 2 zéro les autres équations de vraisemblance, nous avons des polynémes de degré

supérieur a deux.
Ainsi :
oL 2 3
Tl By + Bk, + Bk + Bk, (4.56)
1
S = Aot A+ A+ AL (457)
De méme 3—§ =0 nous donne un polyndme de degré 7 .

Les estimateurs obtenus sont tous interdépendants. Il est donc souhaitable de résoudre le
systeme formé par les équations de vraisemblance de fagon itérative.

La complexité des expressions des estimateurs ne nous a pas permis de procéder a une étude
comparable i celle présentée au cas 1. Toutefois, les conditions de régularité nous garantissent
de leur existence et de leurs distributions asymptotique et semi-asymptotique.

La méthode du maximum de vraisemblance que nous venons de présenter est d’une application
assez difficile surtout lorsque les hypothéses de la deuxi¢me famille sont utilisées. Dans ce qui
va suivre, nous allons présenter la méthode des variables qui est d’une application plus simple et
permet d’obtenir des estimateurs convergents aussi bien lorsque N et T tendent vers I’infini que
lorsque N seul tend vers I’infin et ceci quel que soit le statut des observations initiales.
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V LA METHODE DES VARIABLES INSTRUMENTALES

Supposons a présent que nous disposons d’une matrice R d’ordre (NTxH) pouvant
éventuellement contenir des variables figurant dans le modele de départ.
La matrice R est dite matrice d’instruments si :

1°° ER’U)=0 ou Pum—;—fR'U =0 (5.1)
2°) PlimEIT—R'R = Qe matrice non singuli¢re définie positive 5.2)
39) Pﬁm%R'M =Qpy matrice de rang complet (5.3)

Si H<3, le nombre d’instruments est inférieur au nombre de variables explicatives, le systéme
comporte trop peu d’équations et la démarche n’aboutit pas.
Si H=3, la procédure conduit 2 une solution unique en prenant la limite en probabilité du modele
transformé.
Le modele transformé par la matrice d’instruments s’écrit :
R’Y =R'M@ +RU 54

et I’estimateur des variables instrumentales simple est donné :
$v = (RM)"RY (5.5)

Cet estimateur est convergent et suit asymptotiquement une loi normale.

IN(py - 0) 55— N[o, Plim( R'M ) L (M'R ) } (5.6)

NTo=\ NT /] NT  NT

Si H>3, la procédure conduit A un systéme comportant plus d’équations que d’inconnues.
Dans cette situation, deux estimateurs convergents peuvent tre obtenus.
Le premier qui est obtenu en appliquant les MCG sur le modele transformé est défini par :

derv =[MRR'QR)'R'M] MR(R'QR)'R'Y (5.7)

et sa variance asymptotique est donné par, lorsque Net T tendent vers I’infini :
. ! S B

Le deuxieme est celui proposé par WHITE.H (1984) qui est obtenu en transformant le modele
1 1

par Q:? pour le rendre sphérique et en utilisant R* = Q ?R comme matrice d’instruments.
Les composantes de R* sont des instruments puisqu’elles sont des combinaisons lin€aires des
instruments. Ainsi, si la condition d’orthogonalité suivante est vérifiée :

1
PlimLR*'U =P1im—1—R’Q =0 (5.9
NT NT

I’estimateur proposé par WHITE est défini par :
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(‘bWGw = [MIQ—IR(RIQ—IR)—l R,Q_lM]-l MIQ—IR(RIQ—IR)-I RIQ—IY (5. 10)

soit
) N N -1 N N N -l N
bvos=| SM2R (TR, | Srzm | Sz (Frarr | SRy
i=1 i=l i=1 i=1 i=1 i=l
6.11)
Les deux estimateurs sont équivalents si [BALESTRA.P (1970)] :
QR=RB (5.12)
ou B est une matrice non singuliére.
Si par contre nous pouvons écrire :
M=Rn+pu (5.13)

I’estimateur de WHITE sera plus efficient que celui obtenu en appliquant les MCG sur le modele
transformé.

5.1 LES CONDITIONS D’ORTHOGONALITE

Une fois exposée la méthode des variables variables, le probléme qui se pose est de savoir
comment trouver les conditions d’orthogonalité qui permettent d’utiliser cette méthode.Toutes
les conditions d’orthogonalité proposées dans le cadre du modele sans autocorrélation ne sont
pas valides ici [voir Matondzi(1996)]. Les conditions d’orthogonalité suivantes peuvent étre
utilisées dans le cadre des modeles dynamiques 2 erreurs composées avec autocorrélation.

5.1.1 LA CONDITION DE LIVIATAN

Cet auteur propose d'utiliser une variable exogene retardée comme instrument pour y,,_,.
Prenons pour simplifier x;_,. Les autres variables étant leurs propres instruments.

E[u,x; ,]=0 (5.14)

La matrice d’instruments de liviatan s’écrit alors :

R} =(Xi; X; $;z)) (5.15)

5.1.2 LA CONDITION DE BALESTRA-NERLOVE

Ces auteurs dans leur article de 1966 ont développé une méthode d’estimation inspirée de celle
des doubles moindres carrés. Cette méthode se présente comme suit:
Régresser y, sur les variables explicatives en écrivant le modéle comme suit :

1

= m(ﬁxn + ¢Zi +qQ, + Vit) (516)

Y.
ou encore
Vi = BiXy + 0,2, + 0 + vy, (5.17)

et estimer les parametres par les moindres carrés ordinaires.
Soient B, et ¢, les estimateurs obtenus. Nous avons :

Vo = ﬁlxit + &’1Zi (5.19)

Vi = Elxix-l + 6lzi (5.20)
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Lorsque les variables exogenes sont indépendantes des erreurs, il est clair que :

N T
Plim=— Y. 3.9, (¢, +7,) =0 (521)

i=l t=2

Ces auteurs proposent d’utiliser y,_, comme instrument pour la variable endogéne retardée et
la matrice d’instruments de Balestra-Nerlove s’écrit :

Ry = (?i-li X; STzi) (5.22)
Lorsque la variable z est corrélée avec 1'effet individuel, elle doit €tre €liminée de (5.19) ; cette
méthode est alors équivalente a la méthode de LIVIATAN.

5.1.3 LA CONDITION DE LIVIATAN 2
Nous qualifions cette méthode de Liviatan 2 car sa construction est inspirée de la méthode

présentée par cet auteur et s’applique lorsque la variable z est corrélée avec 1’effet individuel.
Soit H la matrice ((T-1)XT) des différences premieres.

-1 1 0 0
0 -1 1 .o
H=|0 . . . 0 (5.23)
. -1 10
| 0 0 -11
Posons : _
H=Iy®H (5.24)

Transformons le modéle en le multipliant par H.
HY = HM¢ + HU (5.25)
L’élément typique de cette expression s’écrit :
(¥ie = Yiewr) = 8(Yies = Vi) + B(Xie = Xiect) + (Vie = Viewr) (5.26)

soit
y¥* = Oy *,_, +Bx*, +v*, (5.27)

ot v* =v,-v,, estun MA(1) 2 racine unitaire.

Le modele en différences premiéres supprime z; et o..
La matrice des variances-covariances de ce nouveau modele s’écrit :

Estimer les paramétres & et B par la méthode des variables instrumentales en utilisant les

instruments de LIVIATAN c’est-a-dire, prendre x;_, comme instrument pour y;_,.
Le vecteur d’instruments s’écrit alors :

R, = (x;_, X3) (5.28)
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5.1.4 LA CONDITION D’ORTHOGONALITE DE AHN ET SCHMIDT (1995)
Elle est définie par :

E[(un - uit—2)uit—1] =0
(5.29)

5.1.5 AUTRE CONDITION D’ORTHOGONALITE

Partant du modele transformé (5.26), nous pouvons utiliser x*, ; comme instrument pour y*,

car:
: E[x*,,y*..]=0 (5.30)
Nous avons aussi :
E[y.v.]=0 s<t-1 (5.31)
avec Y = Yi't - ﬁy;-l etv, = vi‘t _ﬁvi.t—l

Cet estimateur est convergent et suit asymptotiquement une loi normale.

5.2 ESTIMATION DU COEFFICIENT D’AUTOCORRELATION

La formule d’estimation du coefficient d’autocorrélation dépend du modele utilisé.
5.2.1 LE MODELE DE BASE

Soit

0, =0+, = (8 - S)Yiz-l - (B - B)xit + (¢ - ¢)Zi . (532
le résidu des variables instrumentales des modeles sans transformation [Liviatan I, Balestra-
Nerlove et Ahn et Schmidt].

L’estimateur du coefficient d’autocorrélation suivant proposé dans le cadre des séries
temporelles n’est malheureusement pas un estimateur convergent de ce parametre.

T

2 Uy

p =+ (5.33)

M=z

La méthode qui permet d’obtenir une estimation convergente de p est celle proposée par
BALTAGI et LI (1994).
A partir des résidus des variables instrumentales (5.32), calculer les quantités suivantes :

N T N T N T
A2 A A A oA
PWI PIDIA NI I I

Q, == =1, Q ===

Estimer ensuite p par:

(5.34)

Nous proposons d’écrire cet estimateur plus simplement comme suit :
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De fagon générale, cet estimateur convergent de p s’écrit :

ii(hn-l Alt-p)

=>

it—q

-

A i=] t=3
p=

Z( n—q u—p) it—p

t=3

Mz
=

[
—

avec
q=p-1 ets=p+l

5.2.2 LE MODELE TRANSFORME

(5.35)

(5.36)

Nous proposons les deux méthodes suivantes pour estimer le coefficient d’autocorrélation sur le

modele transformé :

avec

De fagon générale nous avons :

avec gq=p-let s=p+1

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.40)
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L’étude des modeles dynamiques A erreurs 3 erreurs composées avec autocorrélation est assez

récente. Nous avons voulu dans les sections précédentes présenter de fagon unifiée un bref

apergu des résultats obtenus dans I’étude de ces modeles. 11 ressort de notre analyse que :

- les estimateurs usuels n’ont pas tous le méme comportement. 81 asymptouquement, les

estimateurs within, MCG et MCQG équivalents sont convergents, il n’en est pas de méme pour

{;:s egumateurs between et MCO. En revanche, tous les estimateurs sont semi-asymptotiquement
iasés

- I’estimateur du maximum de vraisemblance est d’une étude assez difficile surtout lorsque 1’on

tient compte de la loi des observations initiales.

- la méthode des variables instrumentales d’une application relativement simple est la méthode

adaptée pour estimer de fagon convergente (asymptotiquement et semi-asymptotiquement) les

parametres du modele. Cependant, les conditions d’orthogonalité adaptées a ce modele sont peu

nombreuses. Il faut donc que les économetres se penchent sur cette question comme ils I’ont fait

pour le modele dynamiques sans autocorrélation.

- la formule classique d’estimation du coefficient d’autocorrélation n’est pas valide ici. Nous

avons présenté quelques méthodes d’estimation convergente de ce coefficient et montré cette

méthode varie en fonction du modeéle considéré (modeéle avec ou sans transformation).
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