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Résumé. Ce travail aborde le problème de l’inférence sur les noeuds d’un très grand
graphe, représentant un réseau de distribution d’eau potable, à partir d’une observa-
tion partielle de quelques données, possiblement chronologiques, sur un faible nombre de
noeuds. Nous utilisons une approche de prédiction par noyau reposant sur un estimateur
pénalisé de type ridge qui soulève des problèmes d’analyse spectrale d’une très grande
matrice creuse.

Mots-clés. Analyse de graphe, regression ridge à noyau, réseau de distribution d’eau
potable

Abstract. The aim of this paper is to present the methodology of statistical inference
and prediction for processes defined on network graphs when those processes are only
observed on a small number of nodes. The kernel regression approach presented here
already raise the question of eigenvectors computation of a very large adjacency matrix.

Keywords. Graph network analysis, Kernel Ridge Regression, water distribution
network

1 Introduction

Ce travail se place dans le cadre de l’application de méthodes statistiques dans un réseau
de graphe. Nous présentons un estimateur pénalisé basé sur une régression ridge à noyau
dans un graphe, appliqué au cas concret d’un réseau de distribution d’eau potable. Nous
cherchons ici à estimer des paramètres clés de l’exploitation du réseau de distribution
d’eau potable de la métropole de Bordeaux.

La fonction principale d’un réseau de distribution d’eau potable est d’assurer la four-
niture d’une eau saine et bonne à boire, depuis son extraction aux différentes sources
jusqu’aux robinets des consommateurs. Cette tâche est basée sur une bonne gestion des
paramètres hydrauliques du réseau (tels que le débit ou la pression de service), sur la
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mâıtrise de la qualité de l’eau (par le biais de traitement et purification telle que la chlo-
ration), mais aussi sur le contrôle de la demande en eau. Pour cela le réseau de distribution
est équipé de capteurs qui mesurent au niveau des usines de production et en certains
points stratégiques du réseau de distribution ces paramètres clés sur un pas de temps fin
(≈ 6min). Un des enjeux principaux pour la maitrise et la gestion du réseau de distribu-
tion est d’être en mesure d’estimer ces paramètres en tout point du réseau composé de
plus 60 000 canalisations, représentant plus de 3 000 km de linéaire.

Puisque le réseau de distribution est un système complexe représenté sous la forme d’un
réseau de graphe, notre objectif est de reconstruire (prédire) un vecteur de caractéristiques
numériques sur l’ensemble des noeuds à partir d’une observation partielle, possiblement
chronologique, sur un faible nombre de noeuds.

Nous présentons dans un premier temps les notations ainsi que les méthodes, tirées
en grande partie de Kolaczyk (2009), nous permettant de définir un noyau à partir du
graphe représentant le réseau de distribution d’eau potable. Dans un second temps nous
présenterons les resultats obtenus pour l’estimation des débits dans un sous-graphe de
plus petite dimension.

2 Notations

SoitG = (V,E) le graphe non dirigé représentant le réseau de distribution d’eau potable de
la métropole bordelaise. Les arrêtes E (resp. noeuds V ) de G symbolisent les canalisations
(resp. les objets sur lesquels les canalisations sont connectées, tels que des raccords, des
vannes, des appareils de mesures etc.). G est composé de NE = 66 482 arrêtes et Nv =
60 097 noeuds. Ainsi deux noeuds i et j sont connectés si une canalisation les relie. On
rappelle que la matrice d’adjacence A de G est la matrice (symétrique) de taille Nv×Nv

définie par

Aij =

{
1, si{i, j} ∈ E
0, sinon

On définit également la matrice des degrés du graphe G di =
∑

j 6=iAij comme D =
diag[(di)i∈V ] et enfin le Laplacien deG, L = D−A. Les propriétés de L sont bien connues,
la plus petite valeur propre λ1 est nulle, associée au vecteur propre 1, ce qui signifie que
le graphe est connecté (voir Kimeldorf et Wahba (1971), Wu et Preciado (2013) pour plus
de détails).

Soit X = (X1, ..., XNv) les attributs des noeuds du graphe G. On observe alors Xi = xi
pour i ∈ V obs ⊆ V . On note alors n = |V obs| le nombre de noeuds sur lesquels le processus
X est observé (par exemple les noeuds représentant les appareils de mesures). Pour
simplifier l’exposé, on suppose dans un premier temps que X ∈ R. Notre objectif est de
construire un prédicteur ĥ de V dans R permettant de prédire les valeurs de X sur les
noeuds non observés tout en s’ajustant au mieux aux données observées.
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2.1 Un predicteur basé sur une régression pénalisée

La fonction h(.) sur V peut être représentée comme un vecteur h ∈ R avec le i-ème
élément de h associé au noeud i ∈ V . Considérant les observations xobs, le graphe G et
un noyau K 1, la régression à noyau cherche un choix optimal de h dans la classe

HK = {h ∈ RNv : h = Φβ et βT∆−1β ≤ ∞} (1)

Où Φ et ∆ = diag[(δj)] sont respectivement les matrices Nv × Nv orthogonales et
diagonales, obtenues en effectuant la décomposition en éléments propres K = Φ∆ΦT. Ici
K est une matrice de taille Nv × Nv obtenue en évaluant le noyau K sur tout le graphe
G. Dans le but d’obtenir un choix optimal pour h dans HK et dans l’optique d’une
stratégie de régression pénalisée permettant de contraindre un choix de ĥ le plus proche
des données observées et le plus lisse possible sur le graphe, on choisit une estimation de
la forme ĥ = Φβ̂ en choisissant β̂ qui minimise∑

i∈V obs

(xi − (φβ)i)
2 + λβT∆−1β (2)

avec λ un paramètre à choisir dictant l’importance relative entre l’attache aux données et
la pénalisation. Si on s’intéresse au terme de pénalisation dans (2) on remarque que

βT∆−1β = βtΦTΦ∆−1ΦTΦβ
= βTΦTK−Φβ
= hTK−h

Si on veut choisir K tel que h = Φβ soit localement lisse en fonction de la topologie
de G, Belkin, Matveeva et Niyogi (2004) montrent que la pseudo-inverse de la matrice
Laplacienne de G, K = L− est un bon candidat. En effet hTK−h = hTLh =

∑
i,j∈E(hi−

hj)
2. Ainsi, choisir la base de fonctions (Φk)k=1...Nv et la pénalisation βT∆−1β permet une

régression adaptée à la structure du graphe. On cherche à lisser les valeurs de h assignées
aux noeuds i et j adjacents dans G. Néanmoins choisir l’inverse de la matrice Laplacienne
du graphe comme noyau soulève le problème du calcul des vecteurs propres d’une grande
matrice (dans notre cas 60 000× 60 000).

En outre, il faut remarquer que, puisque 1 est vecteur propre de K associé à la valeur
propre nulle, toutes les combinaisons h = φβ, vérifient hT1 = 0. Les prédictions forment
alors des vecteurs nécessairement centrés. On choisit donc de construire la régression des
données xobs en centrant au préalable les observations.

1K est une matrice symétrique semi-définie positive telle que toute sous-matrice Kn sélectionnant n
lignes et n colonnes de K est également semi-définie positive, voir théorème de Mercer (1909)
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2.2 Un argument RKHS pour expliciter le prédicteur

Du fait que HK soit un espace de Hilbert à noyau reproduisant Kimeldorf et Wahba (1971)
ont montré que la solution ĥ pouvait s’écrire sous la forme h = K(Nv,n)α, avec K(Nv,n)

la matrice Nv × n représenant le noyau K évalué sur V × V obs. Ainsi l’optimisation (2)
s’obtient en choisissant α qui minimise∑

i∈V obs

(xi − (K(n)α)i)
2 + λαTK(n)α (3)

Où K(n) est la matrice n×n résultant de l’évaluation de K sur V obs×V obs. L’optimisation
(3) permettant de définir α̂ prend la forme

min
α

= [(xobs −K(n)α)T (xobs −K(n)α) + λαTK(n)α)] (4)

Notons Φ(n) la matrice des vecteurs propres et ∆(n) = diag[(δ
(n)
i )] la matrice des valeurs

propres obtenues en effectuant la décomposition en éléments propres K(n) = Φ(n)∆(n)Φ(n)T

et β(n) = ∆(n)Φ(n)Tα ainsi que M = Φ(n)∆(n)1/2.
D’après Kolackzyk (2009) et Schölkopf et Smola (2002), la solution de (4) donne

ĥ = K(Nv ,n)α̂ avec α̂ = Φ(n)∆(n)−1/2θ̂ et θ̂ = (MTM + λI)−1MTxobs.
On peut en fait réécrire ĥ en fonction de xobs : ĥ = H(λ)xobs, la matrice H(λ)

s’appliquant aux observations afin d’obtenir les estimations x̂ sur G. Un calcul simple
donne alors

θ̂ = (diag[ 1

δ
(n)
i +λ

])MTxobs
(5)

et
ĥ = K(Nv ,n)Φ(n)(diag[ 1

δ
(n)
i +λ

])Φ(n)Txobs

= H(λ)xobs
(6)

La ligne i de H(λ) contient les coefficients appliqués aux observations xobs pour déterminer
l’estimation ĥ du noeud i.

3 Cas d’étude - Estimation du débit sur un sous-

graphe

Nous présentons dans cette partie l’application de la regression ridge à noyau à l’estimation
du débit sur un sous graphe à partir de l’observation de cette variable sur un nombre de
noeuds restreint. Le graphe Figure 1 représente le réseau de distribution de la commune
d’Ambès près de Bordeaux. Il est composé de Nv = 802 noeuds et NE = 868 arrêtes.
Cette partie du réseau est composée de n = 7 capteurs mesurant le débit toutes les 6
minutes.
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Figure 1: Réseau de distribution de la commune d’Ambès, à gauche encadré en rouge, à
droite sous la forme d’un réseau de graphe (les points noirs représentants les points de
mesures de débit)

Le graphe de droite sur la Figure 2 représente l’estimation ĥ obtenue à partir de
l’observation du débit sur les 7 points de mesures, le paramètre λ est fixé à 0.11. Les
noeuds sur lesquels les débits ont été observés sont représentés avec une forme carré. La
taille des noeuds quant à elle, est proportionnelle à la valeur de débit estimée. On peut
observer que de manière générale les estimations sont localement lisses. Le graphe de
gauche sur la Figure 2 permet de représenter les coefficients H(λ)i appliqués à chacune
des observations pour estimer le débit en un noeud i ici encadré en rouge. On remarque
que plus les noeuds sont éloignés du noeud considéré plus celui-ci est faible.

Figure 2: Représentations zoomées du graphe, à gauche avec H(λ)i sur les noeuds observés

et à droite avec les estimations ĥ sur l’ensemble des noeuds
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4 Conclusion - Perspectives

La méthode présentée ici fonctionne bien sur des jeux de données “écoles” et sur des sous-
graphes du jeu de données réelles. Le passage à l’échelle sur le jeu de données réelles est en
cours, en effet la méthode proposée ici requiert le calcul d’une pseudo-inverse sur le graphe
tout entier (60 000×60 000) afin d’obtenir Kn, de taille (n × n), dont la diagonalisation
n’est pas lourde. On pourra s’appuyer sur des méthodes computationnelles utilisées dans
les dessins de graphes (Koren, 2004).

Une perspective afin d’améliorer ce travail, est d’effectuer cette regression lorsque que
le processus X observé sur chaque noeud du graphe est multivarié. On pourra par la suite
étendre cette méthode au cas de séries temporelles partiellement observées sur un graphe.

Enfin on pourra s’intéresser au choix du paramètre λ dont une des méthodes standard
est la validation croisée généralisée (Amini et Roozbeh, 2015) qui peut être adaptée à
notre cas de régression à noyau.
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