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RÉSUMÉ. L’algorithme du Gradient Conjugué Projeté (GCP) est issu du domaine de
l’optimisation convexe où il est utilisé pour résoudre des problèmes de minimisation sous
contraintes inégalités linéaires. Il se prête donc bien au cas du contact unilatéral. Appliqué
à la forme duale du problème de contact et associé à un préconditionneur de Dirichlet, il ex-
hibe un comportement très performant notamment quand on raffine le maillage.

ABSTRACT. The Projected Conjugate Gradient method comes from the field of convex optimiza-
tion, where it is used to solve minimization problems with linear inequality constraints. Thus,
it is well suited for unilateral contact. Utilized on the dual form of the contact problem and
associated to a Dirichlet preconditionner, it exhibits a performing behaviour specially as the
mesh size decreases.
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1. Introduction

L’algorithme du Gradient Conjugué Projeté (GCP) est issu du domaine de l’opti-
misation convexe où il est utilisé pour résoudre des problèmes de minimisation sous
contraintes inégalités linéaires. Des travaux précédents ont été réalisés portant sur
l’utilisation de cet algorithme dans le cadre des problèmes de contact. La spécificité
du présent travail réside dans l’application de cet algorithme à des cas de solides dé-
formables (par opposition à (Renouf et al., 2005)), dans l’utilisation de la formulation
duale du problème de contact (par opposition à (H.-O.May, 1986) et (G.Dilintas et al.,
1988)) et surtout dans la définition d’un préconditionneur basé sur des problématiques
mathématiques résolues par des considérations mécaniques.

On considère un problème de contact sur une partie ΓC de la frontière d’un solide
élastique Ω, dont la résolution s’exprime sous la minimisation suivante :

min
u·n≥Gap

J (u) [1]

Où :

– J est la fonctionnelle d’énergie potentielle
– u est le champ de déplacement
– n est la normale extérieure sur ΓC

– Gap est la fonction écart

Il est classique d’introduire un champ de multiplicateurs de Lagrange λ de manière à
relaxer la contrainte sur le champ de déplacements. Après discrétisation par éléments
finis, des manipulations algébriques permettent d’exprimer cette résolution sous sa
forme duale :

min
λ≥0

H(λ) [2]

Où :

– H(λ) = 1
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– K est la matrice de rigidité du système
– B est l’opérateur de jeu sur ΓC

– F est le second membre qui contient les chargements

L’intérêt d’utiliser cette expression est que l’opérateur obtenu présente un meilleur
conditionnement que son pendant primal. Comme l’algorithme envisagé est de nature
itérative, cet élément prend toute son importance. Le problème (2) peut être réécrit
en supprimant la contrainte explicite de positivité sur λ en ajoutant à la fonctionnelle
l’indicatrice IΔ+ du convexeΔ+ = {λ ≥ 0}. Pour la définition précise de la positivité
du multiplicateur, nous renvoyons à (Hild, 2000).

min
λ

L(λ) = min
λ

(H(λ) + IΔ+(λ)) [3]
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2. Algorithme de résolution

Comme (3) est un problème de minimisation sans contraintes, on peut le résoudre
par l’algorithme du GCP en prenant garde à la non-différentiabilité de la fonctionnelle
qui nécessite la manipulation de sous-gradients. En outre, de manière à obtenir une
direction de descente efficace, on cherche à déterminer l’élément de norme minimale
du sous-gradient ∂L (M.S.Bazaraa et al., 1993). On obtient alors :

argmin
j∈∂L

‖j‖ =

{
max(Bu − Gap, 0) si λ = 0
Bu − Gap sinon [4]

On peut utiliser ce résultat pour écrire un algorithme de descente très classique où
l’introduction de la conjugaison des directions de recherche accélère sensiblement
la convergence. On propose en Figure 1 l’algorithme en question dont l’écriture est
basée sur la formulation primale du problème de contact. On insiste sur le fait que
cet algorithme réalise bien la minimisation de la fonctionnelle L(λ) mais il manipule
les grandeurs primales qui sont communément accessibles dans un code de calcul par
éléments finis. A la lecture de cet algorithme, on peut remarquer que :

– la phase de recherche linéaire est non-admissible au sens où la mise à jour du
multiplicateur de Lagrange λ peut le faire sortir du domaine admissible ce qui est
corrigé par une phase de projection. Il est très facile de définir une recherche linéaire
admissible en limitant la valeur du pas d’avancement ρ.

– il faut prendre garde à appliquer la conjugaison uniquement si l’ensemble des
contraintes actives ne change pas d’une itération à l’autre sans quoi la conjugaison
perd sa pertinence mathématique.

– l’algorithme trouve sa performance dans l’utilisation d’un solveur direct pour la
résolution des systèmes linéaires. La matrice K est alors déjà factorisée et chaque
résolution se limite donc à une descente-remontée.

3. Préconditionneur

Comme il est usuel dans le cas de l’utilisation de méthodes itératives, il est souhai-
table de préconditionner le problème afin d’en accélérer la résolution (Saad, 2005). Le
préconditionneur proposé est basé sur des remarques sur les espaces fonctionnels aux-
quels appartiennent les différents objets manipulés dans l’algorithme. Durant la phase
de recherche linéaire, le multiplicateur de Lagrange λ est mis à jour par la formule
λk + αW k. Or, ces deux vecteurs n’appartiennent pas aux mêmes espaces fonction-
nels : λk ∈ H−1/2(ΓC) tandis que W k ∈ H1/2(ΓC). Il manque ici un opérateur de
Steklov-Poincaré pour transférer la direction de rechercheW k d’un espace à l’autre.

En s’inspirant de la technique de relèvement développée dans (Fortin et al., 2005),
on propose de résoudre le problème annexe suivant où W̃ k est le préconditionné de la
direction de descente W k du GCP :{

Ku + B
T
actW̃

k = 0

Bactu = W k [5]
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� k = 0, λ = 0, ‖r0‖ = 2 ∗ Critère
� Tant que ‖rk‖ > Critère

——– DIRECTION DE RECHERCHE ET PROJECTION ——–
– Résoudre Ku

k = F − B
T λk

– Soit rk = Bu
k − Gap, si λk

i > 0 alors rk
i = max(rk

i , 0)

——– CONJUGAISON ——–
– Si k > 0 et si l’état de contact est identique au précédent, alors γ = rkT

rk

rk−1T rk−1

– Si k > 0, W k = rk + γW k−1

——– RECHERCHE LINÉAIRE ——–
– Résoudre Kw

k = B
T W k

– α = W kT
W k

W kT
BT wk

– λk
i = max(λk

i + αW k
i , 0)

– k = k + 1

� Fin tant que

Figure 1. Algorithme de GCP

Où Bact est l’opérateur de jeu limité aux liaisons actives de l’itération courante.

Ce problème linéaire est résolu en suivant la même démarche présentée précé-
demment en exploitant sa forme duale. On manipule alors des gradients et non des
sous-gradients pour alimenter un algorithme de Gradient Conjugué. On remarque que
les résolutions de systèmes linéaires impliquent la matrice K qui est déjà factorisée.

On notera que ce préconditionneur est de nature Dirichlet tandis que le solveur
développé est de nature Neumann, comme c’est le cas des techniques FETI en décom-
position de domaine (Farhat et al., 1991).

4. Illustration

On propose d’illustrer le comportement de l’algorithme proposé sur le cas d’un
problème de Hertz (écrasement d’une sphère sur un plan rigide) modélisé en axisy-
métrie. On compare le nombre d’itérations ainsi que le rapport des temps CPU requis
pour obtenir la solution avec et sans préconditionneur quand on raffine le maillage. On
utilise pour cela un maillage à base d’éléments triangulaires linéaires que l’on subdi-
vise en découpant leurs arrêtes en 2. On passe ainsi de 103 à 2.106 degrés de liberté.
Dans les figures 2(a) et 2(b), H représente la taille initiale des éléments tandis que h
est leur taille courante. On remarque sur cette figure que :
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Figure 2. Comparaison des algorithmes avec et sans préconditionneur

– l’utilisation du préconditionneur réduit toujours le nombre d’itérations requis
pour atteindre la convergence.

– l’augmentation du nombre d’itérations avec la taille du problème quand on uti-
lise le préconditionneur est très limitée : on passe de 5 à 12 itérations tandis que sans
préconditionneur, on passe de 79 à 1823 itérations, ce qui autorise à suppposer son
optimalité.

– en terme de temps CPU, l’utilisation du préconditionneur est toujours intéres-
sante et cet intérêt croit avec la taille du modèle.
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5. Conlusions

Dans ce papier a été présenté un algorithme de Gradient Conjugué Projeté Précon-
ditionné basé sur la formulation duale d’un problème de contact unilatéral. Associé
à un préconditionneur de nature Dirichlet, il exhibe des performances intéressantes
quand la taille du maillage augmente. Une autre qualité majeure de cet algorithme
est le très faible surcoût mémoire et disque du traitement du contact (pas de matrice
tangente ou de factorisation supplémentaire). Si le problème sans contact "passe" sur
une machine donné, il est acquis qu’il en sera de même pour le problème avec contact.
Cette constatation a été vérifiée lors de l’implantation de cet algorithme et de son pré-
conditionneur dans le logiciel de simulation Code_Aster (Code_ Aster, 2007), où des
simulations industrielles impliquant plusieurs millions de degrés de liberté ont pu être
menées à bien.
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