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RÉSUMÉ. Les méthodes éléments finis stochastiques de type Galerkin conduisent généralement
à la résolution de problèmes de très grande taille. Les coûts de calcul et de stockage mémoire
engendrés limitent encore leur utilisation à une faible dimension stochastique. Nous proposons
ici une technique d’approximation pour la résolution d’équations aux dérivées partielles sto-
chastiques qui tente de répondre à ces difficultés. Cette technique, basée sur une décomposition
spectrale généralisée de la solution, nécessite la résolution d’un faible nombre de problèmes dé-
terministes et d’équations stochastiques. Elle conduit à la génération automatique d’une base
réduite déterministe (ou stochastique), qui est quasi-optimale en regard de l’opérateur et du
second membre du problème stochastique initial.

ABSTRACT. Galerkin stochastic finite element methods, when dealing with high stochastic di-
mension, lead to the resolution of huge systems of equations. Induced calculation costs and
memory requirements still limit their use to a low stochastic dimension. Here, we propose a
method which tries to overcome these difficulties. This method, based on a generalization of
classical spectral decomposition techniques, needs for the resolution of a small set of uncou-
pled deterministic problems and stochastic equations. It leads to the automatic construction of a
reduced deterministic (or stochastic) basis, which is quasi-optimal with respect to the operator
and right-hand side of the stochastic problem.

MOTS-CLÉS : Méthodes de calcul stochastique, Eléments finis stochastiques, Karhunen-Loeve,
Décomposition spectrale généralisée

KEYWORDS: Computational stochastic methods, Stochastic finite elements, Karhunen-Loeve,
Generalized Spectral Decomposition
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1. Introduction

Les méthodes éléments finis stochastiques récemment proposées pour la résolu-
tion des équations aux dérivées partielles stochastiques constituent un outil essentiel
pour la prise en compte de l’aléa dans le calcul de structure. Les méthodes de type
Galerkin (Ghanem et al., 1991, Deb et al., 2001, Matthies et al., 2005) conduisent
de manière systématique à une solution d’une grande précision, explicite en fonction
des variables aléatoires décrivant l’aléa. Cependant, le coût de calcul engendré et les
ressources mémoire requises limitent encore leur utilisation à une faible dimension
stochastique lorsqu’on considère des problèmes de grande taille au niveau détermi-
niste.
Nous présentons ici une méthode alternative pour la résolution de problèmes stochas-
tiques, inspirée d’une méthode de résolution d’équations d’évolution (Nouy et al.,
2004). Cette méthode, qui généralise la technique de décomposition spectrale clas-
sique, conserve les avantages des approches de Galerkin tout en diminuant drastique-
ment les coûts de calcul et de stockage mémoire.

2. Formulation du problème stochastique et approximation

On considère que la modélisation probabiliste du problème a conduit à la défini-
tion d’un espace probabilisé adapté (Θ,B, P ) de dimension finie, où θ ∈ Θ désigne
un événement élémentaire, B une σ-algèbre sur Θ et P une mesure de probabilité.
On définit alors un espace ad-hoc S de variables aléatoires définies sur Θ et à va-
leur dans R. Les méthodes de Galerkin au niveau stochastique consistent à choisir un
espace d’approximation SP = {v =

∑
α∈IP

vαHα(θ), vα ∈ R, Hα ∈ S} de dimen-
sion finie. On utilise classiquement une approximation par chaos polynômial (Gha-
nem et al., 1991, Soize et al., 2004), où la base d’approximation {Hα} est constituée
de polynômes orthogonaux pour le produit scalaire naturel sur S, ou encore une ap-
proximation polynômiale par morceaux (Deb et al., 2001, Le Maître et al., 2004). Un
problème stochastique discrétisé au niveau déterministe et stochastique s’écrira alors
généralement sous la forme : trouver u ∈ R

n ⊗ SP telle que

E(vT
A(u)) = E(vT

b) ∀v ∈ R
n ⊗ SP [1]

où b : Θ → R
n est un vecteur aléatoire et, dans le cas de problèmes linéaires,

A : Θ → R
n×n est une matrice aléatoire. Le système [1] est un système de très grande

taille n×P , où P est le nombre de fonctions de base stochastiques. Les techniques de
résolution classiques sont de type Krylov (gradient conjugué préconditionné, conju-
gate gradient square, ...) (Pellissetti et al., 2000, Keese et al., 2005). La difficulté pour
construire des préconditionneurs efficaces et les ressources mémoire requises par ces
techniques limitent encore leur utilisation à une faible dimension stochastique lors-
qu’on considère des problèmes de grande taille au niveau déterministe.
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3. Décomposition spectrale généralisée

La démarche proposée ici consiste à approcher la solution u du problème [1] par

u
(M)(θ) =

M∑
i=1

λi(θ)Ui [2]

où les λi ∈ SP sont des variables aléatoires (ou fonctions stochastiques) et les
Ui ∈ R

n des vecteurs déterministes. Une décomposition de ce type est dite optimale
si le nombre de termes M est minimal pour une qualité donnée de l’approximation.
L’ensemble des fonctions déterministes (resp. stochastiques) peuvent alors être consi-
dérées comme une base réduite déterministe (resp. stochastique) optimale. Ici, ni les λi

ni lesUi ne sont fixées a priori. Les questions clés sont donc : comment définir la base
réduite "optimale" et comment la calculer ? En fait, la décomposition obtenue dépend
de ce qu’on entend par "optimal". Si la solution était connue, la meilleure approxima-
tion serait classiquement définie en minimisant la distance à la solution au sens d’une
norme sur R

n ⊗ S. Il est bien connu que la meilleure approximation u
(M) au sens de

la norme naturelle sur L2(Θ, dP ; Rn) est la décomposition de Karhunen-Loeve (dé-
composition spectrale classique) tronquée à l’ordreM (Matthies et al., 2005).
Ici, nous proposons une manière simple et intuitive de définir la meilleure décom-
position qui généralise la technique de décomposition spectrale classique. En notant
W = (U1 . . . UM ) ∈ R

n×M et Λ = (λ1 . . . λM )T ∈ R
M ⊗ SP , l’approximation

recherchée s’écrit u = WΛ. On la définit par les deux propriétés suivantes :

E(ΛT (W̃T
A(WΛ))) = E(ΛT

W̃
T
b) ∀W̃ ∈ R

n×M [3]

E(Λ̃
T
(WT

A(WΛ))) = E(Λ̃
T
W

T
b) ∀Λ̃ ∈ R

M ⊗ SP [4]

Si Λ (resp. W) était fixé, l’équation [3] (resp. [4]) définirait l’approximation de Ga-
lerkin naturelle. Ici, aucune des fonctions n’étant fixée a priori, on cherchera naturel-
lement des fonctions vérifiant ces équations simultanément. Le système d’équations
([3],[4]) n’a pas une solution unique. Dans le cas de problèmes symétriques, s’écri-
vant comme un problème de minimisation d’une fonctionnelle, le meilleur choix de
fonctions (W,Λ) est naturellement celui minimisant la fonctionnelle. Dans ce cas, les
équations [3] et [4] expriment simplement les conditions de stationnarité de la fonc-
tionnelle. On montre que cette définition conduit à la résolution d’un problème aux
valeurs propres "étendu", la meilleure approximation étant celle associée aux M plus
grandes valeurs propres "généralisées" (Nouy, 2007). Pour construire cette approxi-
mation, il reste donc à construire des algorithmes capables de capter efficacement le
haut de ce spectre "généralisé".

4. Algorithme de construction de l’approximation

Un algorithme de type méthode des puissances a déjà été proposé (Nouy et al.,
2006, Nouy, 2007). Il consiste à construire successivement les couples (Ui, λi),
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chaque couple étant obtenu en résolvant de manière itérative le système d’équations
[3] et [4]. L’obtention de chaque couple ne nécessite donc que la résolution de sys-
tèmes d’équations déterministes de taille n et d’équations stochastiques (systèmes de
taille P ). Dans le cas d’un opérateur A déterministe, on montre que le problème
aux valeurs propres "étendu" se dégénère en un problème aux valeurs propres clas-
sique, où la meilleure approximation correspond à une décomposition spectrale de b

dans la métrique induite parA. L’algorithme proposé correspond alors à une méthode
des puissances classique permettant bien de capter les plus grandes valeurs propres.
Cet algorithme, bien que conduisant à une approximation satisfaisante, peut cepen-
dant s’avérer moins efficace (convergence lente de la méthode des puissances) dans
le cas général, notamment pour des problèmes non-symétriques. On propose ici un
nouvel algorithme (A-GSD), inspiré de la technique d’Arnoldi pour la résolution de
problèmes aux valeurs propres (Saad, 1992).

Algorithme 1 Arnoldy-type Generalized Spectral Decomposition (A-GSD)
1: Initialize λ ∈ SP

2: for i = 1 to Mmax do
3: Solve a deterministic problem : Ũi := E(Aλ2)−1E(bλ)

4: Orthogonalize : Ui := Ũi −
∑i−1

j=1 U
T
j Ũi

5: if ‖Ui‖ < ε‖Ũi‖ then break
else Normalize Ui, set W = (U1 . . .Ui) endif

6: Update λ by solving : E(λ̃(UT
i AUi)λ) = E(λ̃(UT

i b)), ∀λ̃ ∈ SP

7: end for
8: Find Λ by solving equation [4]
9: Update solution by adding WΛ, Update residual b and restart at step 1.

5. Exemple : problème de thermique instationnaire

On considère un problème de thermique instationnaire défini sur le domaine Ω
(figure 1), et l’intervalle de temps (0, 3.104). Des conditions homogènes de Dirichlet
sont imposées sur ∂Ω1. Un flux de chaleur normal g1 (resp. g2) est imposé sur Γ1

(resp. Γ2). On prendra g1(s, θ) = ξ1(θ) = N (104, 0.2 104) et g2(s, θ) = ξ2(θ) =
N (104, 0.2 104), des variables aléatoires gaussiennes1. Le problème est formulé sur
u = T − T0 où T est la température et T0 la température initiale supposée homogène.
Il se met sous la forme variationnelle suivante :

u ∈ Vn ⊗ SP , E(a(u, v; θ)) = E(b(v; θ)) ∀v ∈ Vn ⊗ SP

a(u, v) =

T∫
0

∫
Ω

(c
∂u

∂t
v + κ∇u · ∇v) dx dt, b(v) =

2∑
i=1

T∫
0

∫
Γi

giv ds dt

où c et κ sont les paramètres matériau, pris comme deux variables aléatoires uni-
formes2 : c = ξ3(θ) = U(2.34 106, 4.68 106), κ = ξ4(θ) = U(30, 60). Les variables

1. N (μ, σ) désigne une variable gaussienne de moyenne μ et d’écart-type σ.
2. U(α, β) désigne une variable uniforme sur [α, β].
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aléatoires {ξi}4
i=1 sont considérées indépendantes. On choisit au niveau stochastique

une approximation par chaos polynômial généralisé de degré p en dimension m = 4.
L’espace d’approximation SP est donc de dimension P = (m+p)!

m!p! . Au niveau spatial,
on utilise une approximation éléments finis (ns = 1179 degrés de liberté) et au niveau
temporel, une approximation de Galerkin discontinue (nt = 50 intervalles tempo-
rels et approximation constante par intervalle). L’espace d’approximation Vn est de
dimension n = ns × nt. On notera que le problème discrétisé peut encore s’écrire
sous la forme [1]. Cependant, les équations déterministes de type [3] sont bien sûr
résolues de manière incrémentale en temps (intervalle par intervalle). Une solution de
référence est calculée par une résolution incrémentale en temps associée à un gradient
conjugué préconditionné (PCG) pour le problème stochastique défini sur chaque in-
tervalle temporel. La figure 2 montre l’erreur de l’approximation u

(M) calculée par
l’algorithme (A-GSD) (norme sur L2(0, T ; L2(Ω)) ⊗ L2(Θ)). On observe une bonne
convergence en fonction de l’ordre de la décompositionM (seulement 4 fonctions suf-
fisent à obtenir une erreur globale de 10−2). L’approche semble relativement robuste.
On notera notamment que dans une approche classique, il est difficile d’obtenir une
telle erreur globale en raison du cumul d’erreur au niveau temporel. Pour une erreur
de 10−2 (M=4), un facteur 176 est gagné sur le stockage mémoire de la solution. Le
tableau 1 compare les temps de calcul en fonction de la discrétisation déterministe et
stochastique. On observe qu’à n fixé, la dimension stochastique a très peu d’influence,
contrairement à une approche classique (PCG). Sur ce problème très simple, on peut
déjà gagner jusqu’à un facteur 22 sur le temps de calcul.

∂
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Figure 1. L-shape domain
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Figure 2. Convergence de de la décomposition u
(M)

6. Conclusion

On a proposé une méthode robuste et générale pour la résolution d’équations sto-
chastiques. Cette méthode permet la construction a priori d’une décomposition spec-
trale quasi-optimale de la solution, et conduit à des gains considérables en temps de
calcul et stockage mémoire. Les travaux futurs concernent l’extension de cette mé-
thode aux problèmes non-linéaires.
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n = 690 n = 8670 n=26360 n=58950
(69 × 10) (289 × 30) (659 × 40) (1179× 50)

P A-GSD PCG A-GSD PCG A-GSD PCG A-GSD PCG
35 0.7 0.47 2.2 6 10.2 18 33 49
126 0.7 1.1 2.3 16 10.2 66 33 150
330 1 3.1 2.8 48 10.4 160 33 355
715 2.2 13.4 3.8 106 11.3 323 34 742

Tableau 1. Comparaison A-GSD / PCG : temps de calcul (s) en fonction de n et P
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