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Probleme de Lehmer sur les courbes elliptiques a
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Bruno Winckler *

21 mars 2017

ABSTRACT : We consider the problem of lower bounds for the canonical height on elliptic curves,
aiming for the conjecture of Lehmer. Our main result is an explicit version of a theorem of Laurent
(who proved this conjecture for elliptic curves with CM up to a e exponent) using arithmetic in-
tersection, enlightening the dependence with parameters linked to the elliptic curve; if GRH holds,
then our lower bound for the canonical height of a non-torsion point only depends on the relative
degree of the point, and on the degree of the base field of its elliptic curve. We also provide explicit
estimates for the Faltings height of an elliptic curve with CM, thanks to an explicit version of the
Dirichlet’s theorem on arithmetic progressions, in some sense.
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1 Introduction

1.1 Probleme de Lehmer et théoréeme principal

Soit E/K une courbe elliptique, ot K est un corps de nombres dont I’anneau des entiers est
noté Ok, et dont on fixe une cloture algébrique K ; posons B = Spec(Ok), et soit £ — B le modele
minimal régulier de E, dont la section neutre est notée O. On cherche a minorer la hauteur de
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Néron-Tate d’un point algébrique P de E/K qui n’est pas de torsion, et qui s’étend en une section
P : Spec (Ok (p)) — € telle que P(0) = P.

Cette hauteur A : E(K) — R a pour propriétés d’étre positive et d’avoir précisément, comme
lieu d’annulation, le sous-groupe de torsion de la courbe elliptique. Une problématique récurrente
en géométrie diophantienne est la minoration uniforme de cette fonction sur une famille de courbes
elliptiques (en dehors des sous-groupes de torsion) ; énongons par exemple la conjecture de Lang (voir
[Lan78|), qui s’attend & ce que pour tout corps de nombres K, il existe une minoration uniforme pour
toute courbe elliptique définie sur K, de la forme :

h(P) > e(K) max(In(Ng o (A(E/K))), h(jE)),

pour tout point P € E(K) d’ordre infini, ot ¢(K') est une constante ne dépendant que de K, A(E/K)
le discriminant minimal de E/K, et h(jg) la hauteur naive de I'invariant modulaire jg de la courbe
E.

Une autre question se pose si, cette fois, on fixe la courbe elliptique E/K, et qu'on laisse toute
liberté au corps de rationalité du point P d’ordre infini dont on estime la hauteur. On pense qu’il

existe une constante ¢(E/K) strictement positive telle que pour tout P € E(K) qui n’est pas de

torsion, on ait :

A c(E/K

jp) > LK)
ot on a posé D = [K(P) : KJ; il s’agit de la conjecture de Lehmer pour les courbes elliptiques. No-
tons que la formulation équivalente pour la hauteur des nombres algébriques est encore conjecturale

a ce jour.

Le meilleur résultat général actuellement connu est dii & Masser, suivant une méthode de comptage
qui a ensuite été reprise plusieurs fois dans des estimations de hauteurs (voir [Pet06], ou [GM17] par
exemple).

Théoréme (Masser, [Mas89]). Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une constante ¢c(E/K) > 0

telle que pour tout point P € E(K) d’ordre infini, de degré D = [K(P) : K], on ait :

2 c(E/K)
MP) 2 Bitn@D)E:

Hindry et Silverman montrent méme dans [HS99] que si E/K a bonne réduction partout, alors
h(P) > (108 D"3(In(2D’))2)~* ott D’ = [Q(P) : Q]. 1 est intéressant de remarquer que la minoration
ne dépend pas de E.

Si E/K admet des places de mauvaise réduction multiplicative, alors on peut améliorer cette
inégalité :

Théoréme (David, [Dav97]). Soit E/K une courbe elliptique dont le j-invariant n’est pas un entier
algébrique. Il existe une constante c(E/K) > 0 telle que pour tout point P € E(K) d’ordre infini, de
degré D = [K(P) : K], on ait :
h(P) > lj(Ei
D% (In(2D))?

Enfin, notons que la conjecture de Lehmer a récemment été démontrée pour les points qui en-
gendrent une extension galoisienne de K.



Théoréme (Galateau et Mahé, [GMIT]). Soit E/K une courbe elliptique. Il existe une constante
c¢(E/K) > 0 telle que pour tout point P € E(K) d’ordre infini tel que K(P)/K soit une extension
galoisienne, on ait :

. «(E/K)
S RS}

Cette prépublication propose d’autres résultats analogues si le groupe de Galois de la cloture
galoisienne n’est pas trop « gros ».

Autrement, le résultat le plus proche de celui espéré est, pour le moment, sur les courbes elliptiques
a multiplications complexes, c’est-a-dire celles dont ’anneau d’endomorphismes contient strictement
les multiplications par des entiers relatifs. Laurent démontre dans [Lau83] que pour tout point P

d’ordre infini : (E/K) (In(In(3D)) °
A c(E n(In(3
h(P) > D < In(2D) > 7

(1)

ol ¢(FE/K) est une constante théoriquement effective, dépendant d’une version explicite du théoréme
de densité de Chebotarev. En particulier, pour tout € > 0, on a iL(P) > %, pour une constante

appropriée ¢(E/K,¢) théoriquement effective.

On se propose de démontrer une inégalité de cette nature en interprétant la hauteur de Néron-
Tate en terme d’intersection sur les surfaces arithmétiques, grace au théoréme [2.5]; selon les affinités
du lecteur, ce théoréme peut méme faire office de définition de la hauteur de Néron-Tate. Notre
approche a l'avantage d’étre géométriquement intrinséque — il n’y a notamment pas de recours a la
hauteur naive ni de choix de coordonnées projectives a faire —, et de fournir une constante expli-
cite éclaircissant la dépendance en la courbe elliptique. Appelons « HRG » 'hypothése de Riemann
généralisée. L’énoncé du théoreéme principal est le suivant :

Théoréme 1.1. Soit E/K une courbe elliptique d multiplications complexes, sur un corps de nombres

K de degré ng sur Q. Pour tout point P € E(K) d’ordre infini, de degré D = [K(P) : K], on a :

. ¢(E/K) (In(In(24D))\*
MP) 2 =55 ( In (24D) )

(2)
ot on peut prendre :

,3:10"n2 (h (E/K) 3.10Tn2 (h (E/K)
C(E/K)_l _ 10_30661 3:10"n% (hpyq +1) (1 4 10_4754661 310702, (hpy +1)>

avec hp+(E/K) la hauteur de Faltings définie en (@ Si HRG est supposée vraie, alors on peut méme
prendre o(E/K)™" = ¢(K)™" = 2,4- 103202 (In (nKewg))lO.

L’essence de la démonstration réside dans la comparaison entre la hauteur de Néron-Tate et
Pintersection arithmétique sur le modéle minimal régulier de la courbe elliptique, permise par le
théoréme (dt & Faltings et Hriljac) et le corollaire; une conséquence particuliere de ces résultats
est la négativité de I’auto-intersection d’un diviseur de la courbe elliptique. Une combinaison linéaire
convenable de diviseurs liés au point dont on veut estimer la hauteur permet donc, en utilisant ce fait,
de comparer cette hauteur a des calculs d’intersections locales impliquant le point en question et des
images de ce point par des Frobenius de la courbe elliptique. Ces endomorphismes sont d’un intérét
tout particulier, parce qu’on connait précisément les points qui coupent leur image par un Frobenius
au-dessus de son idéal maximal associé, grace au petit théoréeme de Fermat. Les intersections locales
aux places archimédiennes sont évaluées a 1’aide d’une version affinée du lemme d’Elkies.



Afin de ne pas obscurcir plus que de raison la démonstration du théoréme [I.I} nous supposons
que '’hypothese de Riemann généralisée est vraie dans la troisieme section. Nous verrons comment
obtenir une borne un peu moins heureuse en toute généralité.

Nous remercions Pascal Autissier, Fabien Pazuki et Gaél Rémond pour leurs indications tres
précieuses.

1.2 Stratégie de démonstration

Nous estimons la hauteur de Néron-Tate d’'un point par des estimations locales en chaque place
v de K ; a cet égard, notre approche rappelle celle de Hindry et Silverman dans [HS99], par exemple,
méme si le vocabulaire n’est pas le méme. En effet, la hauteur de Néron-Tate E(P) peut s’exprimer
comme somme de termes locaux notés A, (P), qui mesurent en quelque sorte la distance v-adique de
P au point O. Hindry et Silverman passent par la minoration de sommes de la forme :

> A (P7—PT)

oFT

ouleso,7: K(P) < K sont certains plongements. Le cas ultramétrique est directement réglé, tandis
que le cas archimédien s’obtient par un lemme di a Elkies, qu’on peut interpréter comme un résultat
explicite d’équirépartition. En sommant toutes les contributions, ils obtiennent leur minoration de
I'ordre de D~3(In(2D))~2.

Pour améliorer I'inégalité qu’ils ont produite, on utilise ici une propriété propre aux courbes el-
liptiques a multiplications complexes, afin d’obtenir une estimation plus fine aux places finies : 'exis-
tence des relevements de Frobenius. En termes d’intersection arithmétique, on considérera 1’auto-
intersection du diviseur £ défini par :

£=3" mi((F,,(P) ~ D (0)).
=0

ot les F,, sont différents relevements de Frobenius relatifs a des nombres premiers rationnels p;, et
m,; des entiers convenablement choisis en fin de démonstration (le diviseur £ apparait implicitement
dans la démonstration de 'inégalité par [Lau83|, bien que 'approche soit conceptuellement trés
différente). Ce qu'’il importe provisoirement de savoir est quun théoréme dii a Faltings et Hriljac
nous donne une inégalité non triviale, liant la fonction de hauteur de Néron-Tate aux intersections
d’itérés du point P :

QDZnK/ <Z m2> ijpj ]AZ(P) > Z mimj<Fpi(73),ij (P>> (3)
i=0 i=0

0<4,5<r

La fagon de traiter les intersections aux places archimédiennes est classique, et passe par le lemme
d’Elkies ; seulement, il faut ici en obtenir une version plus générale, entre autres pour englober le
cas de points algébriques : c’est Pobjet du lemme [3:4] La réelle nouveauté réside dans l'estimation
des intersections aux places ultramétriques, explicitée dans le lemme [3.3] et qui fait intervenir une
nouvelle somme indexée par des nombres premiers bien choisis, qu’on minore avec soin grace a une
version explicite du théoréme de densité de Chebotarev (théorémes 1.7 et 1.8 de [Winl5]). On conclut
grace a un bon choix de parameétres m;, qui cherche a maximiser la minoration de la hauteur obtenue.

Toutes ces estimations font apparaitre trois types de quantités dans la minoration finale de la
hauteur : celles liées & la réduction au cas d’une courbe elliptique E’/K’ avec bonne réduction
partout et End g, (E') = Endg/ (E’) (d’ot les quantités In(—d), f et Ng, ot —df? est le discriminant



de End(E) et Ng la norme du conducteur de E), celles liées aux sommes indexées par des nombres
premiers rationnels particuliers (d’ot les quantités provenant du terme d’erreur dans le théoréme de
Chebotarev : ng et In(dg)), et enfin celles liées & la contribution négative des places archimédiennes,
par le lemme d’Elkies (d’ou la dépendance en h(jg) et D). Nous allons montrer qu’en vérité, pouvant
comparer toutes ces quantités a ny (sauf D, bien entendu), il est possible d’obtenir une minoration
de la hauteur ne dépendant que de nx et D, du moins si on suppose que ’hypothése de Riemann
généralisée est vraie. Ceci achévera la démonstration du théoréme [I.1

Pour résumer, et pour justifier la structure de cet article :

— a isogénie pres, on peut se ramener au cas d’une courbe elliptique a bonne réduction partout
dont I'anneau d’endomorphismes est 'anneau des entiers d’un corps quadratique, et dont
les relevements de Frobenius sont définis sur le corps de définition de la courbe; toutes les
propriétés nécessaires des courbes elliptiques a multiplications complexes, qui justifient cette
réduction, sont exposées dans la sous-section [2.2];

— des propriétés de l'intersection arithmétique, et son lien a la hauteur de Néron-Tate, per-
mettent d’obtenir I'inégalité non triviale , ou il suffit ensuite de minorer les intersections
locales entre les images de P par des relevements de Frobenius, pour obtenir une minoration
de la hauteur de Néron-Tate de P ; on rappelle ces propriétés et ce lien dans la sous-section
2.1];

— la démonstration esquissée ci-dessus est pleinement développée dans la section [3];

— certaines estimations font appel a des résultats sophistiqués de la théorie analytique des
nombres : en particulier celles des sommes indexées par des nombres premiers (lemmes et
, et de la hauteur du j-invariant dans la sous—section; les estimations analytiques étant
longues et écartées de notre préoccupation principale, je les ai reportées a la section [4]

Le lecteur rompu aux techniques de géométrie invoquées, et ne s’intéressant qu’a la démonstration du
théoréme principal, peut donc se contenter de la section [3] Il nous semble cependant que le théoréme
[2.16) et le corollaire [2.18] sont pourvus d’intérét en soi, le premier parce qu'il explicite le rapport
entre la hauteur de Faltings d’une courbe elliptique et le logarithme du discriminant de son anneau
d’endomorphismes, et le deuxiéme parce qu’il compare toutes les quantités naturellement liées a une
courbe elliptique & des fonctions ne dépendant que du degré de son corps de définition, pourvu que
la courbe ait des multiplications complexes.

2 Définitions, résultats préliminaires

2.1 Hauteur et intersection arithmétique

Si K est un corps de nombres de degré ng, on note Mg I'ensemble de ses places (M?( C Mg

se restreint aux places ultramétriques, et M aux places archimédiennes), et pour tout v € Mk, la

valeur absolue associée & v est notée | - |, (normalisée par |p|, = % si v divise p, et prolongeant la
P

valeur absolue usuelle de Q si v divise oo). Alors, pour tout point P = (x¢ : -+ : x,) de lespace
projectif P*(K), la hauteur naive de P est définie par
1
h(P)=— v ilv))s
(P)= = 3 ntnf g (i)
vEMg
ou n, = [K, : Q,]. On vérifie que h(P) ne dépend ni du choix des coordonnées projectives de P,

ni du choix du corps de rationalité K. Si = est un nombre algébrique, on pose h(z) = h([z : 1]).
Si, & présent, on considére une courbe elliptique E, plongée dans P? par le choix d’un modele de

Weierstrass défini sur K, alors on définit la hauteur de Néron-Tate d’un point P de E(K) par la
formule :



WP = i MEP)

n—4o0 4qn ’

ou [2"] : E — E représente la multiplication. On résume, dans la proposition suivante, les propriétés

A

de h qui nous serviront pour notre théoréeme principal.

Proposition 2.1 ([HS00], théorémes B.4.1 et B.5.6). La hauteur de Néron-Tate h : E(K) — R
vérifie les propriétés suivantes :
— la valeur de h(P), pour P € E(K), ne dépend pas du corps de rationalité de P considéré ;
— elle est invariante par conjugaison : si P € E(K) et o : K(P) — K est un plongement, alors
h(P) = h(P?) ;
— elle induit une forme quadratique définie positive sur E(K)® Q, donc également un produit
scalaire (-|) défini par la formule (P|Q) = 3 (iL(P + Q) —h(P) - E(Q)) ;

— pour tout endomorphisme non nul ¢ de la courbe elliptique E et tout point P € E(K), on a

h(¢(P)) = deg(¢)h(P).

On se permettra, par la suite, d’amalgamer P'accouplement bilinéaire défini ci-dessus sur E(K)
et celui défini sur Div?(E) par ((P) — (0)|(Q) — (0)) = (P|Q) puis étendu par linéarité. Cet
accouplement a également une interprétation géométrique arakelovienne, comme on le verra bientot.
Le nombre d’intersection au sens d’Arakelov est obtenu par calcul d’intersection dans les fibres de
chaque place finie avec, en plus, une contribution aux « fibres a 'infini ». Par commodité, on note
dorénavant ¢ : L < K les morphismes de corps o : L — K qui fixent K (ce dernier aspect est donc
désormais implicite).

Sans donner en détail toutes les définitions nécessaires & I'introduction de I'intersection sur les surfaces
arithmétiques, mentionnons au moins les formules dont on aura besoin. Les intersections locales aux
places finies de deux points mesurent, en un certain sens, la proximité p-adique des coordonnées de
ces points. En particulier, I'intersection en p de deux points sera strictement positive si, et seulement
si ces points se coupent dans la fibre au-dessus de p.

Définition 2.2 (Intersection en une place finie). Soient D, Dy deux diviseurs horizontaux de &.
Notons v une place finie, et p 'idéal maximal associé.
— Pour chaque point = dont le corps résiduel k(x) est une extension finie de Ok /p, soient f et
g des équations locales (autour de x) pour D; et D, respectivement. On définit le nombre
d’intersection de Dy et Dy en x, noté i, (D1, D2), comme étant la longueur de &, /(f,g) vu
comme O -module. Alors,

(D1,Da)y = (D1, Da)p = ix(D1, Da) In([k(x)]).

z|v

Voici comment traduire, plus concrétement, cette définition. D’apres [Lan88] (propriété « INT 3 »
page 73), la somme des intersections en toutes les places finies de deux diviseurs horizontaux donnés
par Pq, Py : Spec(Or) — & égale :

D PPy = Y ordp(Pe) In([k(FY)]), (4)
P o:L—K

ot ordp est la valuation définie sur le germe en P (qui est un anneau de valuation discréte).
Autrement dit, comme P; ® K}, se décompose en somme de conjugués Py, la quantité ordpgs (Ps)
est strictement positive si, et seulement si un des conjugués P; coincide avec P modulo un idéal



maximal.

Notons, au passage, que si on considére une extension L de K, v une place de K et w|v une place
de L, alors (-, )y = [Ly : Ky](-,)». Donc lintersection en v est strictement positive si, et seulement
si celle en w lest.

L’intersection & une place infinie passe par la définition des fonctions de Néron (ou de Green-
Arakelov), qu’on normalise comme dans [Lan8§].

Définition 2.3 (Fonction de Néron). Fixons un isomorphisme entre E(K,) et C/(Z + 7,Z), ou
Ty € C vérifie Im(7,) > 0. La fonction A, : C/(Z + 7,Z) \ {0} — R est définie par la formule :

M) =~ B (e ) e = (1 = ul) - S (\(1 ) (1-2) |) |

n=1

ol u = €% g =¥ tandis que By = X? — X + § est le deuxiéme polynome de Bernoulli.

On peut montrer que A, est continue sur son domaine de définition, et a une singularité lo-
garithmique en 0. Encore une fois, donc, l'intersection en une place v de deux points (qui sera,
essentiellement, définie & I'aide de \,) mesure la proximité v-adique entre ces deux points sur le tore
E(K,).

Suivant la définition donnée dans [Lan88|, page 74, I'intersection de deux diviseurs horizontaux
irréductibles P; et Py en une place archimédienne v est donnée par la formule :

<P15P2>U :nvz/\v (Plo_Pg)v

o,T

ol, donc, P1 ®,, 5C = > (Pf) et de méme pour P2. On peut la définir pour des diviseurs quelconques
o

sans composante commune, mais cela ne sera pas nécessaire dans notre étude.

En sommant ’ensemble des intersections locales, on obtient une interse@ci globa/le\qui s’étend,
en vérité, a 'ensemble des diviseurs d’Arakelov. Dans le théoréme suivant, Div(€) et Cl(€) désignent
respectivement le groupe des diviseurs d’Arakelov, et le groupe des diviseurs d’Arakelov modulo la
relation d’équivalence linéaire.

Théoréme 2.4 (Intersection globale). Il existe wun accouplement bilinéaire symétrique

(-, )k : Div(€) x Div(€) = R, dit nombre d’intersection. Il se factorise d travers la relation d’équi-

—_—

valence linéaire, et définit donc un nombre d’intersection C1(€) x CI(€) — R. Si Dy et Dy sont deux
sections distinctes, on a (D1, Do) = >, (D1,D2)y.

vEMg
Toutes les propriétés de base de 'intersection au sens d’Arakelov sont, par exemple, présentées dans
[Lan83|] ou [Lan88]; notons-en une en particulier : si L/K est une extension de corps finie et £’ le
modéle minimal régulier de E ® k¢ Spec(L), alors notant g le morphisme canonique £ — &£, on a

(9"(D1),9"(D2))r = [L : K|(D1,D2) k- (5)

Pour un diviseur D € Div(€) de degré nul, il existe un diviseur vertical [D] € Div(£) ® Q, unique
modulo les fibres, tel que 'intersection de D + [D] avec tout diviseur vertical soit nul. Le point de
départ de la démonstration du théoréme principal est alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.5 (Faltings-Hriljac, [Fal84] et [Hri85]). Soit E une courbe elliptique définie sur un
corps de nombres K, et £ — B son modéle minimal réqulier. Notons (-|-) 'accouplement bilinéaire



associé a la hauteur de Néron-Tate de E. Alors, pour tous diviseurs Dy et Dy € Div(E)(L) de degré
nul, dont on note Dy et Dy l'adhérence dans £, on a

(D1 + [D1], D2 + [Da]) k = —2[L : Q|(D1]D2).

Si & — B est lisse, alors [D] = 0 pour tout diviseur D € Div(€) de degré nul. En effet, il suffit dans
ce cas de le vérifier pour chaque fibre, laquelle est un diviseur principal (celui d’une uniformisante),
donc son intersection avec D est nulle.

On a donc fait le lien entre la hauteur de Néron-Tate sur une courbe elliptique et 'intersection
arithmétique. Si D; = Ds, on se retrouve avec une auto-intersection. Mentionnons le résultat suivant,
qui est trés pratique pour calculer les auto-intersections :

Théoréme 2.6 (Formule d’adjonction). Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
K, & = B son modele minimal régulier et Q : Spec(Or) — & un diviseur horizontal. Notant Kg
le diviseur canonique (d’Arakelov) de E/K, on a :

(QKp/k)x +(Q,Qr =dor+ >, >, MW(Q —Q7), (6)
veEM? o, L—K
oFT

ot dg/r, = 0 est le logarithme du discriminant de Q/L (voir [Lan8§], page 97, pour une définition,).
En particulier, si L = K, le membre de droite est nul et (Q,Q)x = —(Q,Kg/k)k-

Les théorémes [2.5] et [2.6] permettent d’écrire une autre relation entre hauteur canonique et intersec-
tion.

Corollaire 2.7. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K ayant bonne ré-
duction partout, et & — B son modele minimal régulier, de section neutre O. Alors, pour tout point
Q € E(K) qui induit Q : Spec(Ox(q)) — &, on a :

7 _ <Qv O>K
"= K@:a

Démonstration. Notons L = K(Q). On se ramene par changement de base au cas ot Q est une
section d’un modele minimal régulier £ /Oy ; ceci n’affecte pas le calcul de h(Q), car la hauteur
est invariante par extension de corps. Donc (Q, Q)1 = —(Q,K¢/ /0, )1 par la formule d’adjonction
énoncée dans le théoreme et il est démontré dans [Szp90], théoreme 2, que si E a réduction
semi-stable, alors :

(7)

(0. Kevjo, )1 = =5 (N g (A(E/L))) (®)

Ici, A(E/L) = Oy, donc finalement auto-intersection de toute section de & — Spec(Or) est nulle.
De fait, en appliquant le théoréeme [2.5] aux diviseurs D; = Dy = (Q) — (O’) (on a noté O’ la section
neutre de £ — Spec(Op)), on obtient :

2L:QAQ)=—(Q -0, Q-0 =—(Q,Q)1 — (0,0 +2(Q, 0", =2(Q,0') .

On a le résultat voulu grace a la formule du changement de base . En effet, comme la hauteur
canonique est invariante par conjugaison,

2

2L QRQ) = 21K Q) 30 M7 = gy 20 (9700
o:L—K ' o:L—K
2 * * _
= T (@ (O =20, 0 O



2.2 Courbes elliptiques a multiplications complexes
Endomorphismes

Définition 2.8 (Multiplications complexes). Soit E/K une courbe elliptique définie sur un corps de
nombres. On dit que E admet des multiplications complexes si Z C End(E), c’est-a-~dire s’il existe
d’autres endomorphismes que les multiplications par des entiers.

Si E/K est une courbe elliptique, on sait ([Sil09], VI.5.5) que End(E) ® Q est isomorphe soit &
Q (si End(F) ne contient que les multiplications [n] par des entiers), soit & un corps quadratique
imaginaire de discriminant d, et dans ce cas End(F) est un ordre de ce corps : il existe un unique
entier f > 1, appelé le conducteur de End(FE) (& ne pas confondre avec le conducteur de E), tel que :

End(F) ~Z + fOq(vay-

On dit alors que E/K admet des multiplications complexes par le corps Q(\/ﬁ), ou par l'anneau
7+ f (’)Q( va) si cette précision est nécessaire. Il est important de ne pas perdre de vue que dans cet
article, d désignera toujours le discriminant du corps de nombres End(E) ® Q (il n’est donc a priori
pas sans facteur carré, contrairement & 1'usage quand on manipule Q(v/d)).

Il existe toujours une courbe elliptique définie sur K et isogéne a F/K, telle que son anneau
d’endomorphismes soit exactement Og 5 : si f est le conducteur de End(F) ~ Z + fZ[z], il suffit
de prendre I'image du morphisme E — E? défini par P > ([f]P,[fz]P), ou [] est Papplication de
multiplication normalisée pour que [o]* soit la multiplication par « € Z + fZ[x] sur Qg, et 'isogénie
obtenue est de degré f. Cette stratégie nous a été indiquée par Rémond, voir [RémI7]. On en sait
méme davantage :

Proposition 2.9 (|[GR14], proposition 10.1 et [Rém17], théoréme 1.1). Soit E/K une courbe ellip-
tique a multiplications complezes par Q(v/d). Il existe une extension K' de K contenant Q(\/d), une
courbe elliptique E'/K' a multiplications complezes par OQ(\/E); et une isogénie ¢ : E — E' définie
sur K' telle que :

|
deg(¢) < 30nk max <1, hp(E/K)+ H(ZK))
ot hp(E/K) est la hauteur de Faltings de E/K (voir définition en (9)), et [K': K] < 2.
De plus, une lecture attentive de sa démonstration permet de montrer :

Proposition 2.10. Soit E/K une courbe elliptique d multiplications complezes par un ordre de
discriminant —df?. Alors :

V=df < 8v/167ny max (1, hr(E/K) + m(;‘K)) .

Démonstration. Dans la démonstration de la proposition 10.1 de [GR14], on compare le volume de
End(E) avec le degré d’une certaine isogénie v : on a vol(End(FE)) < 24/deg(¢). Or, il est démontré
dans cette méme proposition que :

deg (1) < 668 [nK . max (17 he(BJK) + ID(ZK>>] 27

et on sait que le volume de End(F) égale @. O



On peut donc supposer, dans beaucoup de situations, que End(F) = (’)Q( V)

On a énoncé qu’'une courbe elliptique & multiplications complexes a d’autres endomorphismes
que les multiplications par des entiers; parmi ces multiplications complexes, certaines vont ici étre
privilégiées : les endomorphismes de Frobenius.

Théoréme 2.11 (Relévement du Frobenius, [ST61], I11.13, théoréme 1). Soit E une courbe elliptique
a multiplications complexes par OQ(\/Q), définie sur un corps de nombres K. Supposons que K contient

@(\/E) Pour tout idéal premier p de K de bonne réduction, il existe une unique isogénie ¥, : E — E
définie sur K qui induit, modulo p, l'ezponentiation d la puissance Ng q(p) sur la réduction de
la courbe elliptique. On appelle endomorphisme de Frobenius de E associé a p, et il est de degré

Ng/g(p)-

En d’autres termes, il est possible de relever le Frobenius modulo p sur une courbe elliptique a
multiplications complexes.

Le j-invariant

La classe d’isomorphisme sur K d’une courbe elliptique F /K est caractérisée par une fraction
rationnelle en les coeflicients d’une équation intégrale de F, qu’on appelle le j-invariant et qu’on note
jE- Nous n’aurons pas besoin de définition plus précise dans notre exposé; le lecteur intéressé peut
se tourner vers [Sil09] par exemple.

En particulier, si /K est une courbe elliptique & multiplications complexes par Q(v/d), et de
j-invariant jg, il existe une courbe elliptique une courbe elliptique E'/Q(jg), de méme j-invariant,
telle que F et E’ soient isomorphes sur K. Comme jp € K, on a [Q(jg) : Q] < nk. Les propriétés
galoisiennes de cette extension sont de grande importance en théorie du corps de classe. On a en
effet :

Théoréme 2.12 ([Sil94], théoréme 4.1). Soit E/K une courbe elliptique d multiplications complexes
par Q(\/d), de j-invariant jg. Alors Q(jp, Vd)/Q(Vd) est une extension abélienne non ramifiée.

Dans le cas des courbes elliptiques, il est bien commode de pouvoir estimer des quantités liées a la
courbe elliptique en fonction de la hauteur de son j-invariant. Selon les situations et les auteurs, une
autre hauteur apparait avec pertinence : il s’agit de la hauteur de Faltings hp+, qui est notamment
d’une importance centrale dans la démonstration de la conjecture de Mordell, et qu’on peut définir
pour une courbe elliptique par la formule :

1

hp+(E/K) = Tone

In(Ng/g(A(E/K)) = Y noln((2m)?|A(r)[(In(7,)%) |, (9)

veEM®

(oo}
on A =q]] 1- q")24 est le discriminant modulaire, et 7, un nombre complexe du demi-plan
n=1

supérieur tel que E(K,) ~ C/(Z + 1,Z); cette formule est donnée dans la proposition X.1.1 de
[CS86] (ot 'exposant de 27 doit étre corrigé : voir par exemple [Fal84], théoréme 7). Quand on veut
adopter un point de vue arakélovien, on peut préférer la normalisation originale de la hauteur de
Faltings, notée hp(E/K), qui est définie comme le degré d’Arakelov normalisé du faisceau inversible
5*Q¢ 0, sur Ox muni d'une structure de fibré en droites hermitien, ot s : Spec(Ox) — £ est la
section nulle du modele minimal régulier de la courbe elliptique. Ce point de vue ne sera pas utilisé
ici; sachons néanmoins que ces deux hauteurs de Faltings ne difféerent que d’une constante :

In(7) .

he(B/K) = hp= (B/K) + =
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Ceci étant dit, nous voulons simplement en profiter pour montrer au lecteur que méme si nous allons
recourir a la hauteur du j-invariant dans I’inégalité de notre théoreme principal, il peut se ramener
sans difficulté a la hauteur de Faltings de la courbe elliptique, grace a la proposition suivante.

Proposition 2.13. Soit E/K une courbe elliptique. On peut écrire son j-invariant jg comme le
quotient de deuz idéauz premiers entre euz, (jp) = AD L, ou D est un diviseur de l’idéal A(E/K)
(il y a méme égalité dans le cas d’une courbe elliptique semi-stable). Posons )(E/K) = A(E/K)D~1.
La hauteur de son j-invariant et sa hauteur de Faltings sont alors reliées par les inégalités :

1
—6In(1 4+ h(jr)) — 26,27 < 12hp+ (E/K) — h(jg) < — In(Ng/g(9)) — 17,17.
K
Démonstration. Soit v une place archimédienne de K. Par uniformisation complexe, il existe un

nombre 7, tel que |[Re(7,)| < 1, Im(7,) > @ et E(K,) ~C/(Z + 7,Z). On sait alors montrer d’une
part, en recourant par exemple & [HS88| (lemme 2.2) et & [BP05|] (lemme 24), que :

—6 < In (max (|jg|v,1)) — 27Im(7,) < 2,304,

et d’autre part, assez simplement, comme Im(7,) > @,
|~2nTm(7,) — In(|A(7,)]) < ~24 Y In (1 - e—ﬁﬂ") < 0,105, (10)
n=1

Partant de la formule (9)), on obtient :

iln(NK/Q(A(E/K))) + oo (i) — ni S o In(in(max((jgl, €))) — 26,27 < 12h s (B/K),

veEMpE

ol 'on note heo(jr) = 7= >, 1y max(In(|jgl,),0) par commodité, et :
veEMe

12hp+(E/K) < é In(Ngo(A(E/K))) + hoo(jE) — 17,17

11 est facile de montrer que :

1 . )
— In(Nk /(D)) + hoo (jE) = h(jE);
nKg
et que :
> noln(m(max(ljgle,e) = [] (n(max(|jzl.e)™
vEMP® veEMe
ng
< 3 m, In(max(|jelv, €))
nK
veEMe
1 )
<nglhn |14+ — Z Ny In(max(|jg|v,1))
nK
veEMp®
< nx In(1+h(je)),
grace a l'inégalité arithmético-géométrique, et on en déduit finalement les inégalités désirées. O

11



Corollaire 2.14. Soit E/K une courbe elliptique de j-invariant jg. On a :
h(jg) < 13,9hp+(E/K) + 55,16.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du corollaire
puisque l'inégalité h(jg) — 61n(1l + h(jg)) < 12hp+ (E/K) + 26,27 équivaut a

N (_h(jE) + 1) < L on k) -2n.276
6 6

(pour I’étude de m et de ses fonctions réciproques w1, voir la sous-section [4.2)). Alors :

27,27

h(jg) < 12hp+(E/K) + 30,27+ 6 (ln(6) +In <ln(6) + + 2hp+(E/K))> ,

d’ou le résultat annoncé, apres quelques simplifications menues. O

Nous disions qu’il est commode de relier la hauteur du j-invariant d’une courbe elliptique a
des quantités qui lui sont naturellement associées. En particulier, remarquons qu’on peut relier le
conducteur de E et le discriminant de End(E) a h(jg) (ou hp+(E/K), ce qui revient au méme
d’apres la proposition précédente).

Proposition 2.15. Soit E/K une courbe elliptique de conducteur f(E/K). On a linégalité :

12ng In(Ng/o(f(E/K))) < hp+(E/K).

Démonstration. La premitre inégalité s’obtient directement partant de (9) et (10); on a I'inégalité
In(Ng/(A(E/K))) 2 In(Nk/o(f(E/K))). O

Comparer hp+(E/K) et —df? est plus délicat : une minoration de la hauteur par une quantité
dépendant de —df? procede de la proposition mais on peut aussi majorer en fonction de —df?.
Pour cela, notant L(-, x) la fonction L de Dirichlet associée au caractére quadratique xy = (4), et
la constante d’Euler, on a ’égalité suivante (voir [Habl0], lemme 4.1),

!
2hp(B/K) = 5 In(~df?) + +(1,X) — 3 es(p) In(p) — 7~ In(2) (1)
plf
ol ¢4(p) = T T

Habegger démontre dans [Habl0| que la somme portant sur les diviseurs premiers de f est dominée
par In(In(f)), et on sait depuis longtemps que HRG implique Lf’(l,x) < In(In(—d)) (voir [GS00],
page 6). On en déduit, sous réserve de la justesse de HRG :

hi(E/K) = iln(—de) 1+ 0 (n(ln(—df?)) .

Gréace a une version explicite du théoreme de densité de Dirichlet pour les caracteres réels, obtenue
dans la section [4] nous pouvons obtenir une majoration plus précise.

Proposition 2.16. Soit E/K une courbe elliptique d multiplications complezes par un ordre de
discriminant —df?. On a Uinégalité suivante :

hp(E/K) < 3,5V —d(In(—3d))? + 3,2 - 10°.

Si HRG est supposée vraie, alors :

hr(E/K) < iln(—d) +2,1In(In(—d)) + 102,2.

12



Démonstration. Comme ef(p) > 0, tous les termes du membre de droite de se majorent triviale-
ment, sauf Lf( 1,x)- Si 9y et ¢ désignent respectivement les fonctions sommatoires de von Mangoldt
associées a y et 1 (voir section [d]), alors d’apres [RS62], formule (3.35), on a :

@ < 1,03883

pour tout x > 0, et le théoreme montre que, si on suppose HRG, alors :

1 1 —d
Yy (z) < Voeln(z) |—In(z) + | = +2,88 | In | — | + 57,76
27 T 27
pour tout x > 3. On en déduit une majoration de la dérivée logarithmique de L(1, x) :

Sln(—d)t) | (BED gy ey (o)
S n(—d))3 +/1 2 d”/an(_d))4 Ea

< 4,15532In(In(—d)) + 204,231,

L -
\Lu,x)]:‘—

toujours en supposant HRG. Si cette hypothése n’est plus supposée vraie, alors toujours d’apres le
théoréme on a, pour tout x > exp(6,5(In(—3d))?),

In(z)

10,2 ’

ou By est I'éventuel zéro de Siegel de L(-,x) (voir le théoreme [4.14] pour une définition). Alors,
reprenant le calcul précédent :

Bo
[y ()] < 9;

o Bo—1

L’ t In(t dt
‘(1, X)‘ < 1,03883(1 + 6,5(1n(—3d))2) + / +2200exp | — n(t) —
L exp(6,5(In(—3d))2) \ 5o 10,2 t

exp (—67521 (—1 50)B(1)n(—3d))2) 58100 2? 32(5 13?) ;:d;
0 — M0 n
< 6,8(In(—3d))? + 3,3v—d(In(—ed))? + 4,6 - 10°,

< 6,8(In(—3d))? +

ot 'on a minoré 1— 3y grice a la proposition et on en déduit l'inégalité désirée pour hp(F/K).
D’ott le résultat inconditionnel. O

Remarque 2.17. Si & (1 X) est négatif, alors on peut améliorer la majoration (conditionnelle ou non),

puisqu’on a slmplement dans ce cas hp(E/K) < % 7 In(— df?). C’est par exemple le cas si x = (;4)

Mais il semble « qu’en moyenne », les fonctions L de Dirichlet aient une dérivée logarithmique positive
en 1 : voir [IMS09] (1.2.2), qui etudle asymptotiquement leur valeur moyenne (sur I’ensemble de tous
les caractéres modulo m, non nécessairement primitifs ni réels).

Corollaire 2.18. Soit E/K une courbe elliptique d multiplications complexes par un ordre de dis-
criminant —df?, de conducteur f(E/K), et soit Ng = Ny o(f(E/K)). Si on suppose HRG, alors,

hF(E/K)v h’(]E)a NE» _df2 <<TLK 1a
et plus précisément :

hp(E/K) < 2,73In (nge'®), h(jg) < 379In (nxe'™) + 47,21,

In(Ng) < 32,7nk In (nge'™) , —df? <1,2-10°n% (In (nl<€109))2 .
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Démonstration. Les propositions 2.10] et 2.16] montrent que, si HRG est supposée, alors :
hp(E/K) < In(—df?) <, In(hr(E/K)),
ce qui n’est possible que si hp(E/K) <, 1. Ceci implique immédiatement la méme domination

pour h(jg), Ng et —df?, notamment grace a la proposition m

Plus précisément : supposons hp(E/K) + W > 1. Si HRG est vraie, alors, toujours grice aux

mémes propositions :
1
hp(B/K) — 2,61 <hF(E/K) + n(;”()) < 2,61n(32v/167ng ) + 102,22 — 2,110 (g)

en utilisant I'inégalité In (2In(z)) < In (2z) valable pour = > 1. Par conséquent,

N (hF(E/K) B ln(nK)> .

2,6 5,2 ni1/52

2,1
N /2)2,6 4 . , . . .
ol a = 263(;/1% (pour I'étude de m et de ses fonctions réciproques w41, voir la sous-section

. Ensuite, d’apres le corollaire :

hr(E/K) In(ng) a nK n(;gz/S’z 1
2’6 < — 572 — W_1 _m < In 7 In p + 5

K

Cette inégalité reste vraie si hp(E/K) + % < 1. Les dernieres inégalités sont conséquences
immédiates de I'inégalité vérifiée par hp(E/K), et des propositions [2.10} [2.15] et [2.16] O

Remarque 2.19. L’inégalité inconditionnelle de la proposition [2.16|ne permet pas d’obtenir une majo-
ration ne dépendant que de nx dans le corollaire ; il faudrait, pour y remédier, obtenir une meilleure
majoration de ’éventuel zéro de Siegel (ou démontrer son inexistence). Si I'on suit notre schéma de
démonstration, ceci dépend d’une meilleure majoration dans , ou \/m devrait étre remplacé par
q%*‘f : ceci nous semble inaccessible a priori.

3 Démonstration du théoréme principal

3.1 Premiéres réductions

Soit E/K une courbe elliptique & multiplications complexes par Q(v/d), de j-invariant jg, ot K
est un corps de nombres de dimension ng sur Q. Alors E/K est isomorphe sur K (et méme sur
une extension de degré 6 sur K), a une courbe elliptique définie sur Q(jg); Comme le théoreme
concerne les K-points, nous pouvons supposer sans perte de généralité que F est définie sur
K = Q(jg, Vd), d’aprés la remarque qui précede le théoréme

Supposons, de plus, que E/K est & multiplications complexes par (’)Q( Vi) toute courbe elliptique
a multiplications complexes par Q(\/Zi) est isogene a une telle courbe, via une isogénie de degré
contrdlé par le théoréeme Ainsi, pour obtenir le théoreme principal pour toute courbe elliptique
a multiplications complexes, il conviendra de reprendre 'inégalité obtenue dans le cas d’un ordre
maximal d’endomorphismes, et de diviser le minorant par le degré de cette isogénie, en vertu du
dernier point de la proposition 23]

A présent, on effectue un changement de base adéquat Spec(Ok+) — B, de sorte que :
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— K’ contient End(F) ® Q (toutes les isogénies de E sont alors définies sur K');

— FE a bonne réduction en toute place de K';

— K’ est une extension normale de Q.
On prend pour cela le corps composé de K, Q(v/d), et K(E[12]) (voir [Sil94], proposition TV.10.3),
qui reste galoisien sur Q si K l’est. Notons que ce changement de base n’affecte pas le calcul de la
hauteur de Néron-Tate, qui ne dépend pas du corps de rationalité du point considéré. Dans cette
section, on n’utilisera 'accouplement d’intersection que sur & — Spec(Ok), on peut donc poser
(-,-) = (-, Yk sans risque de confusion. Soient L = K'(P) et D = [L : K'].

Soient s > 3 un réel dont on fixera la valeur ultérieurement, et Iy = {p1,...,p,} U'ensemble des
nombres premiers rationnels inférieurs a s qui se décomposent complétement dans K’. Pour tout
p € II; on associe un idéal premier p € Spec(O) divisant p, puis une isogénie F, : £ — E qui
induit, modulo p, 'exponentiation & la puissance p sur la réduction de la courbe elliptique, dont
I'existence est assurée par le fait que E est a multiplications complexes d’apres le théoreme On
sait, en particulier, que F), est de degré p.

Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ou tous les conjugués de F,(P) par les K'-
plongements de L dans K sont distincts. Ceci permet de faire ’économie du lemme combinatoire 4.2
de [Lau83] sur le nombre de conjugués qui coincident.

Lemme 3.1. Nous pouvons supposer que K'(F,(P)) = L pour tout p € Il,. En particulier, on a
toujours Fp,(P)? # Fp,(P)™ pour o, 7 € Homg/ (L, K) distincts.

Démonstration. Les lemmes 3.2 et 3.3 de [Rat04] s’adaptent a notre situation, et montrent qu’on
peut supposer que soit K'(F,(P)) = L, soit [L : K'(F,(P))] = p pour tout p € II,. Démontrons
qu’on peut méme s’affranchir du second cas pour démontrer I'inégalité pour tout point d’ordre
infini de degré D, a ’aide d’une récurrence sur D ; notons que si L = K’, alors il n’y a rien a dire.

S’il existe p € II, tel que [L : K'(F,(P))] = p, alors I'hypothese de récurrence assure que l'inégalité
est vérifiée pour F,(P), et on a :

A 1. 1 1
W(P) = ~h(F,(P)) > FK'(Fy(P)) : K)) = — f(IK"(F,(P)) : K']),
(P) = TENP) > e men FK () K') = 5 (K, K)
3
ou f(z) = C(b;}i K) <1nl(lllrzgiig§))) définit une application décroissante pour x > 1, d’oti I'inégalité
pour P. O

Il était déja démontré, dans le lemme 4.2 de [Lau83], que les « orbites » par Homg (L, K) des
différents F,,(P) ne se recoupent pas (et méme des différents ¢(P), pour ¢ € End(E)). Conjointement
au lemme précédent, on en déduit :

Corollaire 3.2. Nous pouvons supposer que pour tous p,p’ € Ilg et 0,7 € HomK/(L,K') tels que
(0,p) # (1,0'), on a Fy(P)? # Fp (P)7.

Si P est un point de torsion, ce corollaire n’est plus nécessairement valable. C’est le seul endroit
ou l'on utilise le fait que P soit d’ordre infini.

3.2 Contribution positive des places finies

Soient myq, ..., m, des entiers naturels; on étend les morphismes F, en des morphismes de £ dans
&, et on considere le diviseur de Weil de £ suivant :

=0
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ou, pour uniformiser les notations, on a posé pyg = 1 et F; = Id. C’est par lintermédiaire de ce
diviseur qu’on compte calculer la hauteur de P. Le point de départ est le théoréme [2.5|: comme £
est de degré nul, on a :

P <£7£> = Z m;m; (<FP7 (P)vFPj (P)> + D2<070> - D<(Fp@ + FP;)(P)7O>) .

(US4

En vertu du corollaire et de la proposition on a
<(F;Di + ij)(P)’O> = DnK’(pi +pj>h(P)v et <O7O> =0,

donc :

2Dn g (Z ml> ijpj }AL(P) = mm;(Ey, (P), Fy, (P)).
i=0 =0

0<i,j<r

Il nous reste a estimer les termes de la forme (F,, (P),Fp,(P)). Si i = j, alors la formule d’ad-
jonction @ et I'identité montrent que la contribution des auto-intersections provient des places

archimédiennes :

<F10i (P)’ Fpi (P)> 2 Z Z nU}"U (F;Di (P)J - Fpi (P)T) . (12)

ve]V[;(C, o,7:L—K
o,7lv

oFT

Ainsi, en écrivant la décomposition locale du nombre d’intersection pour ¢ # j et en utilisant (12)
ci-dessus pour ¢ = j, on a :

9D%n <Zm> Somgp | MPY= Y > mim(Fp, (P),Fy, (P))e
i=0 Jj=0

ve MO, 1<ij<r

+ Z Z nvmimj)‘v(Fpi(P)a_ij(P)T) (13)

’UGM;{O, 1<i,j<r
o,7:L—K
o,7|v

(4,0)#(35,7)

Avant de poursuivre, notons que I’expression ci-dessus est homogene en les m;, si bien qu’on peut les
supposer rationnels en toute généralité. Par densité et continuité, on peut méme supposer dorénavant
que m; € Ry

Il reste a estimer chacune des sommes du membre de droite. On commence par celle indexée par les
places finies, ou on tire profit de la propriété des relevements du Frobenius.

Lemme 3.3. On a, en conservant les notations précédentes,

Z Z mimj<Fpi (7))>ij (P)>v > [L : Q]mozmi ln(pi>'
0<_i7,£j_<rveMg<, i=1
i)

Démonstration. Intéressons-nous d’abord aux intersections avec P : démontrons que pour tout o :
L — K, tout p € II; et tout idéal premier p au-dessus de p, il existe 7 : L < K tel que F,(P)? = P"
mod p. Il suffit pour cela de montrer que pour x € Or, g3 (out Blp),

p divise H ((2P)” —a") € K,

mL—K
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puisque F,, induit ’'endomorphisme de Frobenius modulo p sur les coordonnées de P (si P se réduit
en O, alors le résultat est trivial).
Or, siz € Opgp et

T:L—K
alors pu(X) € K'[X] : il s’agit du polyndme minimal de z (sur K’) & la puissance [L : K'(z)]. Ses
coeflicients sont donc fixés par o, et :

(o (X?)) = o(u(X)?)  mod p,

puis, apres évaluation en z, p(o(aP)) = 0 mod p, démontrant le résultat désiré. On obtient donc,
partant de 1’égalité ,

SN FPLPL = DY DD In(Ngygp) =[L:Q > In(p).

p€ell, veM%, p€lls plp o p€ell,
On minore trivialement les intersections locales restantes, qui sont positives. O

On doit dorénavant estimer les intersections locales aux places archimédiennes.

Lemme 3.4 (Lemme d’Elkies pondéré). Soit v une place archimédienne, et soient Py, ..., Py des
points distincts de E(L) tels que P # P pour tous (i,0) # (j,7). Soient my, ..., my des réels
N N 2
strictement positifs qui vérifient 3> m? < 2D (E ml) . Alors,
=1 1=1
N 2
al 1 (Z m”) 27
> mimA (P = P])>-DY m}- ;I 2D~ 2 +—J 1o |
1<i,j<N i=1 S m?
(1.0)2i.7) i

ot 'on note J, = max(In(|jg|»),0).

Le lemme d’Elkies est démontré dans [BP05] dans le cas o L = K’ et m; = 1 pour tout i. La
démonstration s’adapte presque trivialement & notre situation.

Démonstration. La preuve nécessite quelques notations issues de la théorie de Fourier : on note I'g
le groupe des caracteéres de E(C), c’est-a~dire ’ensemble des morphismes de groupes de E(C) dans
le groupe des nombres complexes de module 1. On définit la transformée de Fourier, définie sur I'g,
d’une application intégrable f : E(C) — C par la formule

foo= [ r@ew)p
E(C)
Les autres définitions familiéres se transposent : on a des produits scalaires

<f,g>m>—/ fPEPIAP, < fg>m= 3 FO05(x

x€l'e

qui sont en vérité égaux quand les deux quantités sont définies (c’est la formule de Parseval), et un
produit de convolution

frg(P / F(Q(P - Q)dQ.
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Sous de bonnes hypotheses, une telle fonction f est caractérisée par sa transformée de Fourier,

puisqu’on peut écrire la formule d’inversion f(P) = > f(x)x(P).
x€lEe
Partant de la preuve de la proposition 2.4 de [BP05], les mémes calculs aboutissent & :

N
> mimpA(PY =P > Y mimpM(PY = P]) = DY mI\(0)
1<i,j<N 1<i,j<N =1
(4,0)#(3,7) o, LK

N 2 N
D? <2m1> D(Zm?) ¢, (14)

ou t > 0 est un parametre quelconque, \; est le produit de convolution de A, avec le noyau de la

chaleur g:(P) = > exp (— th(x) X(P) ; remarquons que la transformée de Fourier de g; se lit dans

x€l'E
sa définition : on a g(x) = exp (— T t(x))'
N
Posons m = D ) m;. Une observation cruciale concerne la premiére somme du membre de droite :
i=1

si on note ¢ la mesure de probabilité qui donne la masse "+ & P7 pour tout o : L — K, alors

1
— mim (P — P] :// A (P —Q)I(P)§(Q)APAQ =< A¢ 9,0 > ,
DD MET=F)= [ P QP)@) ; B(©)

1<ij<N
o,7:L—K

et donc, par la formule de Parseval,

1 o T ~ .7 2 o 2

— S o mimpA(PY = P)) = D Aexd(0)00) = > M)
1<, <N x€le x€le
o, L—K

= > NG

XEl'E

Le terme principal de la somme est positif; seule la positivité de X;(X) est non triviale, et provient
du fait qu’il s’agit de V'inverse d’une valeur propre du laplacien sur E(C) (voir [BP05|, proposition
2.2). Alors, la premiere somme du membre de droite de est positive. En utilisant le lemme A.6
de [BP05] pour majorer A\¢(O) (pour t < 1), on a :

1 a 1. /1 1 11
o T 2 -
D Z mimjA, (P7 — P]) > — (Zl mi> <2 In <t) + 15 max(In(|jglv),0) + 5>

1<i, SN
(4,0)#(3,7)

d’ou le résultat en posant

m;
t= =1 <1,
N N
2 D<Z mi) (me)
i=1 i=1
qui est le réel maximisant le terme de droite. O
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A présent, pour i > 1, posons m; = 1, et choisissons mqy < 2r 4+ \/4r2 + r(2r —3) si D =1 : cette
inégalité est équivalente a la condition d’application du lemme d’Elkies pondéré (pour D > 2, elle est
trivialement toujours vérifiée). On a alors, en injectant dans les résultats des lemmes (pour
les places finies) et (pour les places infinies) :

r

(o X ) — (o ) (31n (20882 —2) & nGie) + )

D 2<m0+§:pi> (mo + 1)

i=1

(15)

h(P) >

Il est temps de simplifier la minoration en estimant les sommes indexées par les nombres pre-
miers. On suppose dans un premier temps que HRG est vraie, pour simplifier les calculs. La version
inconditionnelle est démontrée dans la derniére section.

Lemme 3.5. Soit K/Q une extension galoisienne. On a, en admettant HRG, pour tout s > 10°,

card(Il,) — %Li(s)
K

< 2K /s n(s),
ng

> In( < B—K\/E(ln(s))g, et

n
p€Ells K

1 3 s dak i
< 1 SR $82
Z PS5 [ * } In(s) + 3nk n(s),

o, pour s > 10°,

. 1,3 s
n(s) S ME) S [1 * md n(s)’

et :
ag = 59,07+ 1,441n(|dk|) + 4,35nk,

Bk = 8,72+ 0,47In(|dk|) + 3,30n.

Démonstration. L’inégalité (2.40) et le théoreme 1.8 de [Winlh] donnent exactement les deux pre-
mieres inégalités. La derniére s’obtient facilement en partant d’une transformation d’Abel :

Zp / tdn(t) = 571'(5)—/2S 7(t)dt,

pelly
ou m(s) = card(Il;), qu’on vient d’estimer. Le calcul de la derniére intégrale provient donc essentiel-

lement des estimations de f; ﬁdt pour b > 0 et a > —1, affinées avec une intégration par parties

et une relation de Chasles (en scindant 'intégrale en /s). O
On peut simplifier les inégalités.

Lemme 3.6. Conservons les notations du lemme précédent, et soit € €]0,1[. Alors, sous réserve de

la justesse de HRG,
— siln(s) > 4In (4 Pren(4 B;‘>>, ona 3 In(p) > Es;

pell,
— siln(s) > 41ln (41/O‘K In( 4\/W ), on a card(Ily) > (1 —e)Li(s) > %lnfs).

En partzculzer si s > 216 (T) , ces deux inégalités sont vérifiées.
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Démonstration. 11 suffit de résoudre I'inégalité ;> — 2—’;\/§(1n(s))2 2 (1—¢);2, et donc d’utiliser le

Bk

g

corollaire [4.19 (deuxiéme point, avec o = i et b= ), pour obtenir la premiére inégalité voulue,

et on procede de méme pour la deuxiéme inégalité. O

Remarque 3.7. Sous la méme condition, on a également

1+¢ 1 1 5 3 il
d(IL,) < ——Li(s), Sae 273 T ) (s
card(II,) - i(s) p;sp N <2 ta ln(8)> In(s)

Soit mg = /7. On suppose désormais avoir choisi s > 10° tel que

sln(s) > 8\/371;/ <1 + 51111’(310)> <; In(4Ds) + %h(]E) + 2) .

Ceci est vérifié pour, par exemple (voir corollaire [4.19)),

F 2
36n (1n (4De4+@))

In (36nK/ <ln (4De4+h(zﬁE)))2)

L (5 2 ] -1
Prenons donc s = 22%%,, [ln (4De4+% . [ln (1n (4De4+%))} . L’inégalité dessus, ainsi
;

\/E, 3671[(/\/6111(367”{/)

S > max

que les estimations données par le lemme pour € = 5 amenent a la minoration suivante :

3/2
hP) > 1 s > 1 In(s) ’
4Dny 1 s2 s 20/ng'D S

(e + ) G+ o)
Vi m(s) \ By 3v3e ) \Ve T 3yng ) \/ In(s)

d’ott le résultat proche de celui annoncé dans le théoréme [I.1] avec toutefois une dépendance en ng:
et In(|dk/|) au lieu de nk : il est important de noter que D < [K(P) : K], et que 'application

h (J 3
1 In (4xe4+}(éE))
x In <ln (4me4+%))

est décroissante pour z > 1, on peut donc bien substituer D par [K(P) : K] dans I'inégalité ci-dessus ;

on utilise le fait que m% < (1 + %) lnl(rfr(l% pour tous a > 1 et x > 1, afin d’obtenir une

expression plus compacte. Concluons avec les majorations du lemme suivant.

T —

Lemme 3.8. On a ngr < 192ng et
In(|dg|) < 12520n% In (nge'®).

Démonstration. Commengons par démontrer la premiére inégalité : on a bien entendu
ni < 2[K(Vd, E[12]) : K(Vd)]nk,

et I'action de Gal(K (V/d, E[12])/ K (v/d)) sur E[12] commute avec les éléments de End(E) = Og(vay:
donc induit une injection

O X
Gal(K (Vd, E[12))/K (Vd)) = Auto, . 10, - (E[12]) ~ (%) .
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Donc [K(Vd, E[12]) : K(Vd)] < 96, le pire cas étant celui ol 2 et 3 sont tous les deux inertes dans
o :
Q(Vd)

La deuxiéme inégalité provient des relations de divisibilité entre des discriminants de corps de
nombres et celui de leur extension composée, décrites dans l'article [Toy55]. Puisque K’ s’obtient en
composant K (v/d) et K(E[12]), on a :

ng:

in (i) < 22 (| m|) + sy (HCCEII2D) £ K)nldse) + (N0 Aoz ).

ou d K(va) est le discriminant absolu de K (v/d), et A K(E[2)/K le discriminant relatif de I’extension
K(E[12])/K. Or, la proposition C.1.5 de [HS00] démontre que l'extension K (F[12])/K ne se ramifie
au plus qu’en les places de mauvaise réduction et celles de caractéristiques résiduelles 2 et 3. La
proposition 5 de [Ser81] établit I'inégalité :

In(Nsco(Accepayic)) < (K2 @ (1= 193] 3 o)+ [K(E12) : QJn(192),
plp
p ram.

parce que [K(E[12]) : K] < 192. On en déduit que
ln(NK/Q(AK(E[IQ])/K)) < 191ng ln(GNE) + 192nk 11’1(192),

ot Ng est la norme du conducteur de E. Enfin, Pextension K (v/d)/Q(+v/d) étant non ramifiée, on a
In (dK(\/E)) < ng ln(—d); il y a méme égalité. Pour conclure, on a :

In(|dg|) < ng In(—d) + 2 (nkg In(—d) + 191nk In(6Ng) + 192nk In(192)), (16)
et on utilise la proposition pour obtenir une majoration ne dépendant que de ng. O
Ceci démontre le théoréme principal conditionnel complétement, conjointement aux remarques du
début de section.

3.3 Démonstration du théoreme principal inconditionnel

Pour s’affranchir de I’hypotheése de Riemann généralisée, peu de choses sont a modifier : le fil de
la démonstration reste le méme. Seules les estimations des lemmes et sont & adapter (et,
de fait, le choix de s en bout de course).

Lemme 3.9. Soit K/Q une extension galoisienne, et soit By ’éventuel zéro de Siegel de (i . Notons
My = exp(110000n (In(9d5:))?). On a, pour tout s > My,

1 Bo 3,37-10%3 11
card(Il;) — — (Li(s) - 1n?550)>’ <2 sexp n(s)

ng _E ng

Po—1 3,5-1012 1 /1
S ) - 2 (12 D) < 220y (4[RO

fomrr N Bo nx 8\ nk
z . s* - 1,00001 494.10% e 1 [In(s) N 8 1
X 5. 1./ N ) : X -9 )
pen,p 2n g In(s) In(s) P 8\ nx Bo(Bo + 1) s1=Po
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o1, pour s = My,

s . 1,00001 s
In(s) S Lils) < [1+ In(s) } In(s)’

Les termes contenant By peuvent étre supprimés en l'absence de zéro de Siegel.

Démonstration. Les deux premiéres inégalités proviennent du théoréme 1.7 et de I'inégalité (2.41)
de [Winl5] ; la deuxiéme inégalité est méme valable pour s > Mk La troisiéme inégalité se calcule
par une autre transformation d’Abel, puisqu’on a :

> < 20 (o - <<>>)

p€ll;s

—_

ot 0(s) = Y. In(p). On suppose & présent s > My, en minorant trivialement par zéro I'intégrande
pells

sur l'intervalle [2,/s]. La seule difficulté inédite réside dans ’estimation suivante, nécessaire & cause

de l'intégration du terme d’erreur du théoréeme de Chebotarev inconditionnel, et qu’on obtient par

intégration par parties :

s 1 /1 1 2 1 /1
/ rexp | —— n(z) dr< |14+ —— s exp | —= n(s) . O]
NG 8\ nk 8y/nkIn(s) | 2 8\ nk

Remarque 3.10. Utilisant le lemme 2.17 et le corollaire 2.26 de [Winl5], on peut fournir une majora-
tion de la somme des nombres premiers de II; qui ne dépend pas de [y, toujours pour s > My :

2|d |2T09e387(26nx+32) 1 [In(s)

Y p< 1,00001 + 6,37 exp _1
pell, 2nK1 ) nK 8\ nx

On a utilisé la majoration s%~1 < exp (m) exp (—51;1 / 122?) (si Bp n’existe pas, 'inégalité
ci-dessus reste évidemment valable).

Lemme 3.11. Conservons les notations du lemme précédent, et soit e €]0,1[. De plus, posons Bx =
3072|dK|27096387(2GHK+32). AlOTS,

2
— sis> (%)BK exp (64nK (ln (%)) ), ona > In(p) > %S-
pelly "
—sis> (%)BK exp (W), on a card(Il,) > ===

ni In(s)”

Démonstration. Supposons d’abord que le zéro de Siegel [y existe pour (x. Alors, 'inégalité

> In(p) > %{Es est vraie sous I’hypotheése suffisante que :
pelly

1 [In(s)
> +35-10'2 —=
€ ,8051*50 + exp 3 -

= 2
Dans ce cas, cette inégalité est vérifiée si s > max |:<ﬁ(2)5) o , €Xp (64nK <1n (%)) ﬂ Le
corollaire 2.16 de [Winl5| permet de majorer 3y, d’ot 'inégalité requise. Si Sy n’existe pas, il suffit
) 2
de prendre s > exp (64nK (ln (%)) ), donc la borne du premier cas convient encore. On

procede de méme pour la deuxieme estimation. O
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Reprenons la démonstration esquissée dans la troisieme section, jusqu’a l'inégalité , avec
encore une fois le choix mg = /r (rappelons que r = card(Il;)). Notons que X —
exp(% /HLK,)

décroit a partir de X > 576ng/, donc en particulier

IH(S) hl(MK/) IH(MK/)
< < < 298.
exp (5y/20)  exp (& /2xd)  exp(40y/In(ldic D)

By 2
On suppose avoir choisi s > max [MK/, (2—52) exp (64nKz (ln (%)) )} tel que :

1 1
sln(s) > 8v/300nk- (2 In(4Ds) + Eh(jE) - 13) .
Ceci est vérifié pour

19200nk- (In (4D€2h(]‘E)*26))2
ln (192007”),[(/ (ln (4D€2h(jE)726))2)

S > max

\/E,19200n;{/ \/éln(19200nK/)

On remplace 'emploi du lemme E que nous avions appliqué avec € = %, par l'application du lemme
[3:17] que nous venons de démontrer. Alors, prenant

. 2 . -1
s — [m (4De4+2h(]E))} [m (ln (4De4+2h<w>))] exp (L5Bg/) ,

I'inégalité ([15) ameéne & la minoration suivante :

R 1 1 1 3/2
h(P) > nls)) "
4./ng'D 13 (13,14 4+ 6,37 - 10~4754 exp (Bg-)) s

d’ou le résultat annoncé dans le théoréme avec ngs et In(|dg/|) au lieu de ni et In(|dk]); 1a
encore, on peut bien substituer D par [K(P) : K] dans 'inégalité ci-dessus. On adapte le lemme
pour conclure :

Lemme 3.12. On a ngr < 192nk et
In(|dg|) < 64n% (72hpy (E/K) +43) .

Démonstration. L’inégalité vérifiée par n est déja démontrée dans le lemme La majoration de
|di+| se déduit de (16]), en recourant aux propositions et et au corollaire 2.14pour tout
exprimer & Paide de hp+(E/K) et ngk. O

Ceci démontre le théoréme principal sous sa forme inconditionnelle.

4 Reésultats analytiques

4.1 Majoration de la fonction de von Mangoldt

Nous démontrons, dans cette sous-section, une version explicite du théoreme de la progression
arithmétique de Dirichlet (en quelque sorte), nécessaire pour achever la démonstration de la proposi-
tion La stratégie est classique, exposée par exemple dans [Dav67], chapitres 19 et 20 ; nous nous
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efforcons simplement de rendre explicite chaque étape du calcul, suivant de pres la démonstration
du théoréme de densité de Chebotarev que nous avons produite dans [Winl5|, chapitre 2, tout en
profitant des résultats supplémentaires connus dans le cas particulier des fonctions L de Dirichlet.

Soit x un caractére réel primitif (par exemple x = (4), ot d < 0 est un entier sans facteur carré),
et soit L(+, x) la fonction L de Dirichlet associée, définie pour Re(s) > 0 par la formule :

o~ X(n)

nS

L(s, x) =
n=0

La convergence est absolue pour Re(s) > 1, et dans ce cas :

—E s =— _Xi X - Ay(n)
L(’X) zp:ps(l x(p)) ZZ Z ns

p m=1 n=1

N x(p™) In(p) si n = p™, p premier, m > 1
olt Ax(n) = { O(Sinczn. ) ’ ’ 7

L’étude de ces fonctions de Dirichlet donne donc des estimations de sommes indexées par les
nombres premiers, et peut y trouver sa motivation : partant de la transformée de Mellin, il est
possible de lier la fonction sommatoire de von Mangoldt ¢, () = Y~ A, (n) aux zéros de la fonction

n<x

L(-, x). Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soit x un caractére réel primitif modulo q. Si L(-,x) vérifie HRG, alors pour tout
r>3:

()] < VEInGe) | g nte) + 1 (5L + 9,68+ (o)

E(x)_l,Qlln(q)—|—34,16 203 038 784 164In(g) +1243  0,58In(g) +9,19
o In(x) (In(z))?2 * (In(z))* V= vV In(z) V(In(z))?

quand x — 0.
Inconditionnellement, on a pour tout x > exp (6,5(1n(3q))2), on a:

1
< 2200 exp <— n(x)> :

—0

Bo
Bo

Yy () +

10,2

ot By est l'éventuel zéro de Siegel de L(-,x) ; le terme x50 peut étre supprimé si By n’eviste pas.

Pour cela, commencons par écrire plus rigoureusement le lien entre ¢, et L(-,x) : on a le lemme
suivant, qui permet d’utiliser une transformée de Mellin tronquée :

Lemme 4.2 ([Ram07], lemme 7.1). Siy >0, 0 >0 et T >0, alors

1 o+iT s o 7
—/ Yas—1| < ymin(2,T_1ln(y)|_1> siy>1,

21t Jo_ir S m

1 0’+iT S 1
7/ Ygs— = < oT lsiy=1,
2mt Jo_ir S 2

N

1 O'-‘riT S o 7
—/ Yas| < L min <,T_1ln(y)|_1> si0<y<l.
2mi Jo_ir S U
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Le cas ot y = 1 n’est pas démontré dans [Ram07], mais on peut calculer directement I'intégrale
en jeu tres facilement, et de toute fagcon nous ne nous servirons pas de ce cas.

Gréace a ce lemme, nous pouvons en déduire aisément que pour x > 3 différent d’une puissance
d’un nombre premier, on a :

1 oo+iT L/ .’ES
o [ TS u)

27TZ oo—iT L

An)y . (7 .4 A
< = 7 _
< R(z,T) :=ex éﬁ Wnoomm(Q’T ‘ln(n)‘ )
n#x

pour tout Re(s) > 1, ot g = 1 + ﬁ (de sorte que z°° = ex) et A(n) est la fonction de von
Mangoldt traditionnelle, correspondant a x = 1. Si x est la puissance d’'un nombre premier, il suffit
d’écrire, par continuité, que :

1 oo+iT L/ l,s
o [ 0T ds - (@)

< ,T) +1 ) 1
i), o T R(z,T) + In(x) (17)

et cette inégalité reste valable pour tout « > 3. Pour majorer R(x,T'), on procéde par disjonction de
cas, selon que 'on considere des puissances de nombres premiers proches de x ou non : la démarche
ressemble de prés aux calculs entrepris dans [Winl5|, chapitre 2, et on la reproduit ici pour obtenir :

R(z,T) <

41T 2 In(z) 7 (3
2

1 2 1+ﬁl 1
Fn() + ] ) et )+ (18)

pour tous * = 3 et T' > 2. On a controlé explicitement ’écart entre v, et lintégrale
ﬁ f;)o:z;“ Lf(s7 X)I—:ds. Il s’agit de voir, a présent, que cette intégrale est relativement proche de
I'intégrale de la méme fonction, mais sur un contour, afin de la relier aux zéros et poles de son

intégrande (et donc aux zéros de L(-, x)).

Inégalités préliminaires

Si on pose

™

0= (4) 7 (254) L (19)

avec a = (1 — x(—1))/2 et ' la fonction Gamma d’Euler, alors on a I’équation fonctionnelle

§(1 - 57)2) = W(X)S(Sa X)v
ot W(x) est une constante de module 1. De plus, £(+, x) est une fonction entiére d’ordre 1 qui ne
s’annule pas en 0, donc
(s ) = P100+B00s T (1 _ 5) o510 (20)
P p
pour des constantes By (x) et B(x), ou p = 8 + iy parcourt 'ensemble des zéros (non triviaux) de
L(-, x) tels que 0 < 8 < 1 (la lettre p désignera toujours ces zéros) ; tous ces résultats sont exposés
dans [Dav67], chapitre 12.
En dérivant logarithmiquement et , on obtient la relation importante

LL/<s7x>=B<x>+Z( : +;)—iln(i)—§¥<ﬁza)’ @)

s—p

valable pour tout nombre complexe s ou ces quantités sont définies.

Pour estimer les intégrales dépendant de Lf, il est nécessaire de savoir majorer les sommes portant
sur ses zéros, ainsi que la dérivée logarithmique de la fonction I'. Pour ce faire, on établit quelques
résultats préliminaires.
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Lemme 4.3. Si Re(s) > 1, alors

L/ Yol < 1
LY S Re(s) —
Démonstration. On adapte la démonstration du lemme 2.6 de [Winl5]. O

Lemme 4.4. Soit z un nombre complexe.

1. SiRe(z) > 0, alors
I‘/
f(z) < In(|z

2. Si|Im(z)| > 0, alors

1'\/

SBIE 1

1
In(|z]) + = (1 + 21m(z)|> - 2|Tm(2)|”

3. SiRe(z) <0, alors :

I’ z :
T )] S+ mE) (4 +Re(z)) + 5 + 2+ g s

Démonstration. Les deux premiéres inégalités sont démontrées dans [Winl5] sous cette forme (lemme
2.7). Montrons la troisieme inégalité : si Re(z) < 0, I’équation fonctionnelle vérifiée par T' permet de
montrer que

F, F, m—1 1
==Y

pour tout entier m > 0. On pose m = [—Re(z) + 1], de sorte que Re(z + m) > 0 (c’est le plus petit

entier naturel a vérifier cette inégalité), ce qui permet de borner %(Z +m) :

F/

’F(z—i—m)’ <tn (VIF(Im(E)2) + 2+ 1.
On vérifie aisément que |z + j| est minimisé par jo = [~Re(z) + 3] (et également jo = [~Re(z) — 3]
si Re(z) est un demi-entier). Comme Re(z) < 1—m, on a

m—1 m—2

~— 1 1
+ — 7_+ln Re(z)| + 1),
]Zz < 2 =) G Ek et o)+ IREBITY

ce raisonnement valant du moins si m > 2 (si m < 2, l'inégalité vaut méme sans le terme logarith-
mique), pour finalement donner I'inégalité

F/

()| < m(IRe(2) + 1)+ In (/TF (02 + 5 424 . 0

2 |z + jol

Remarque 4.5. La troisieme inégalité prévaut sur la deuxiéme lorsqu’on doit mesurer I'écart aux
poles dus aux facteurs I'.

Enfin, le lemme suivant est trés précieux pour les sommes indexées par les zéros de L(-, x).

Lemme 4.6 ([Trulf], théoréme 1). Soient T > 0 et x un caractére primitif (non principal) modulo
q. Soit ny (T') le nombre de zéros p =+ iy de L(-,x) avec0 < S <1let|y|<T. Ona:

T qT

T)— —In{-—

(1) T <27re

) ' < 0,3171n(qT) + 6,401.
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FIGURE 1 — Comportement des fonctions L. de Dirichlet le long du contour d’intégration
Y

Re(s) = -U, ‘Re(s) =1
: Vi Vi :
A) N ]
|
|
: I
C | Io(x,T)
Vy(z,T,U) @xp :
|
| | | | z
| | n i
—2 -1 0 I
2 |
H,(z,T,U) Hy(z,T),
‘ : > ;
1 1
équation fonctionnelle <> Lo L L _ 2 x(n)
comportement pour Re(s) > 1 L o O P T = nz::l ne

L’intégrale sur un contour

Maintenant, on évalue :

1 oo+iT 5 1)/
I(2,T) = — T 2 (s,x)d
o) = [ s

On prend T différent de Im(p) pour tout zéro non trivial p, et on introduit un nouveau parameétre
U =2k 4+ 1 — a pour un certain entier naturel k& (plus tard, on fera U, k — 400), et on définit
1 x5 L/
L(z, T.U) = — ——(s,x)ds, 22
e M A (22
ol By y est le rectangle (orienté dans le sens trigonométrique) dont les sommets sont o9 —iT', 09 +1i7T,
—U 4+ 4T et —U —iT; avec le choix de T" que nous avons fait, aucun pole de I'intégrande n’est sur
le contour. Cette intégrale s’exprime simplement a l’aide des singularités de l'intégrande, mais ceci
attendra encore un peu. L’objectif est de montrer que R, (z,T,U) = I, (z,T,U) — I, (z,T) est petit.
On divise R, (z,T,U) en trois intégrales, celle verticale

T 1 =T Uit 1/ 1
V(@ T,0) 27r/T Trar Ui,

et les deux intégrales horizontales

—-1/4 _o—iT 1/
Hy(z,T,U) = %Im (/ v Ve X)d(f)

v o—il'L

et

1 a0 Z,a—z’TL/
H(z,T) = =1 Z (0 —iT,x)do | .
() wm</1/4gm<“ i7,) a)

27



’ ’
Pour estimer V, (x,T,U), remarquons qu’on peut relier %(57)() a Lf(l — s,x) grace a 'équation
fonctionnelle, et donc se ramener au comportement dans la région mieux connue Re(s) > 1; si

s=-U+it=—2k+1—a)+it,aveck > 1,0n a:

% 2 q i\ 1 1 61
—,g—l(—)‘le— S (1|t >
L(sx)‘ U+’n7T +inlk+2+ 5 +2n(+\|)+ Trt2+14
grace aux premiére et derniere inégalités du lemme [£:4] On a donc, pour z >3, T > 2 et U > 2,
I_U T 1
Vilze, T,U)| € —— —(=U +1it,x)|dt
Vet < 5 [T v i)
z~Y 2 q 61
< —+‘1n(—)‘+—+1n(U+T) T+ (T + /T2 +1)
U U m 14
<e(T,U) (23)

avec e(T,U) — 0 quand U — oo (cela nous suffira). Comme le contour de H, (z, T, U) est plus éloigné
des poles, on privilégie cette fois la deuxiéme inégalité du lemme [£.4] pour majorer cette intégrale :
ona,pour s=oc+iT aveco < —1/4 et T > 2,

L/ 3T 7r—|—1+1 l1+a—0c+T
P e
L 4 2T

2
’(s,x)‘ <+ (H)|+F+
o s 2

et donc :

—1/4
|H, (x,T,U)]| gi/ z° <w+‘1n(q)’+ﬂ+l +ln(1+a—a+T)> do
™

T | 3 2T
V4 /29 q T+1 5
<— (2401 f‘ In(> T
ﬂTln(x)(3 +‘n(7r) Tt n(4+a+ ))
x4 1

+ , 24

7T(In(x))% (2 +a+T) @)
Estimer l'intégrale H ;(:1:, T) est plus ardu, puisque sa valeur est d’autant plus grande que le contour
est prés de zéros de L(-, x). Commencons par remplacer I'intégrande par les fractions rationnelles

Sip, afin de mieux étudier I'influence des zéros. Ceci nécessite le lemme suivant.

Lemme 4.7. Soient o € [—i(fo] et T > 2. Alors,

v, 1 1 1 T +1)\ 0317
o —iT,x) - - <= 1 In(q (T +1
TRRY) Zp: o—iT —p 7T<6+2+20> n< ome ) Tara, T H1)

[v+T|<1

1 1 2
24 = 401 = T
+<2+20< +7T+6,0>+7T>+fq( ),

2634 | (a(T+1) 5,59 12802 (T —1)I(T +1)
(T —1) T—1" (T—1)2 (T —1)2T?

Démonstration. On évalue U'identité (21)) en s = o — T puis en s’ = (0 + 2) — T, et on soustrait les
deux égalités résultantes. On a :

L L, , 1 1 1TV (s+a 1T (s +a
L<S’X)‘L(S’X)—§(s_p‘s/_p>‘2r( 3 >+2F< 3 )
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IV (s +a I (s+a T
F(?)_F( )’ Z/a w+a+k) (g)2<f’

puis :

1 1
s—p s —=p

s—p
[7+T|<1 [y+T|>1

+ Z
\7+T|<1
4
c+1 T
(

L’ 1
f(saX) - ; < ;

—
DN
ot

=

s'—p

On a |s' — p| = 1+ o pour tout zéro p non trivial car 0 < Re(p) < 1, donc :

1 1 1 q(T +1)
< (I /=) +1 317In(q(T + 1 401
> s’—p‘ 599 (W(n( S >+ >+037n(q( +1))+6 0)

P
[y+TI<1

grace au lemme d’ol une majoration de 1} A présent, 1| se calcule progressivement, a ’aide

d’une intégration par parties et du lemme [£.0]

1 1 2
e DY

P s'—p s —plls" = pl
[v+T|>1 [v+T|>1
T—1 e’}
dn
g 2 + X(’Y)2
1 T+1 (7 =)

1 ) ny(v)dy
g“Kl ! Tﬂ> (1)

<4K 1T_1+ oo)<,Yln<q7)+0317ln(q’y)+6401> dy

T+1) T 2me (vy—=T)3
Or :
(D dy
Lin (=) 40,3171 401) ———
/T+1 (ﬂ' n(27re> +0,317In(g7) + 6,40 ) (v—T)3
1 qT+1)\ (T In(T+1) 1\ 0317 In(T+1) 1
<—(m( =) (z+1)+—~ o (I (g(T+1)) — ———~
7T<H< 2me )<2+>+ o7 T3)t g T+ 7 7
| 6401
2 b
puis :
T—1
Y a dy
11 171 401) ——
/1 (Wn(2ﬂe)+037n(q'y)+6 o)wiT)3

)= (T () 2wy 521
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et donc, apres avoir repris son souffle,

% 3 1 1 ‘<<3 0,317 >ln<q(T+1)>+1+ln(T+1)

5= v=p|S\ar "2rr -1 Sme o7 2aT
[v+T|>1
6401 0317 (1 Ing) (27— DIn(T +1)
2T —12 2 \T  (T-12 (T —1)212
D’ou le résultat, apres avoir regroupé et réordonné les différentes estimations. O
On a donc :

H(2,T) — L1 /UO TS L 4
z,T) — =Im —do
X T a0 —il 4 o—il—p

[y+TI<1
ex — x4 (20 qT+1)
S rTIn(z) <3w n’<2we) +4L212HKQ(T“+1))+—6A5-%JQCT))7

en majorant grossierement les intégrales suivantes :

0 x° 4 [0 x° dex— g 1/4
do < = ——do { =—————.
14 Vo2 +T?(o +1) 3J 14 Vo2 +T? 3 Tln(x)

Pour en finir avec 'estimation de H;(x, T'), on doit encore vérifier que l'intégrale ci-dessus reste assez
« petite ».

Lemme 4.8. Soit p=0+iy, avec0< B <lety#t. Si|t| =2, 2 >2etl<oy <3, alors :

s ("1 N Z) e

Démonstration. Supposons d’abord que v > t. Soit B le rectangle (orienté dans le sens trigonomé-
trique) dont les sommets ont pour affixes oy +i(t — 1), o1 +it, —1 +it et —1 +i(t —1). Le théoréme

de Cauchy assure que
:L‘S
——ds =0,
/B s(s —p)

puisque l'intégrande n’a pas de singularité a l'intérieur du rectangle. En outre, sur les arétes du

o1 xa‘-‘,—it
/ - - do
s @i it —p)

rectangle, a I’exception de celle joignant —i + it et 01 +1t, on peut le majorer par W'(;rﬁ) D’ou
le résultat pour > t. On procéde de méme si vy < t, en changeant i(t — 1) en i(t + 1) dans les affixes
des sommets du rectangle. O
Ceci prouve que
1 o0 xcrfiT 1
1 — | d
— /1/40—1'T zp: o—1T —p 7
[v+TI<1
o0 +2,25 (1 (T +1)
<———— (- (In| — 1 0,3171 T+1 6,401 | ,
o G (n(T5ee ) +1) #0817 InG(T £ 1) 6,401 ) eaina)

30



en recourant également au lemme [£.6] En fin de compte, on obtient :

Y
|H (2,T)| < ex—z /% (20 In (q(TH)) +0,2121n(qg(T + 1)) + 6,45 + fq(T))

7T In(z) \ 37 2me
2,2 1 T+1
L 02 (LA (ATEDN ) L0817 n(g(T + 1)) + 6,401 ) exn(z).  (27)
(T —1) 2me
En combinant . . et (27), on obtient :
3,25ex In(z ) +ex (1 q(T+1)
< — A S
Rl T, 0] < =S (W (m( S ) +1) +0317In(g(T + 1)) + 6,401

e 20 q(T+1)

p-1/4 s-1/4 1
7T In(x) + 7T (In(x))? (2 +1T)

+9,24 +e(T,U). (28)
On a fait le choix, pour simplifier, de ne pas retenir les contributions négatives en - (1/) , qui affectent
trés peu la suite des calculs.

La formule explicite

On en arrive enfin a une formule explicite pour 9, en fonction des zéros p. On revient a la
définition de I, (z,T,U) donnée en ; soit T > 2 différent de la partie imaginaire d’un zéro non
trivial. Par le théoreme de Cauchy, I, (z,T,U) égale la somme des résidus de l'intégrande aux poles
a l'intérieur de By . On a donc, en prenant garde au résidu en s = 0, selon la valeur de a :

a—2m

P
L@TU) =Y == Y ——+(1-a)h@)+r), (29)
7P cmeup T
yi<T SIS

our(x) =B(x)—3In (%) - %I% (1-9%). Quand U — +o0, donne la formule explicite suivante,
valide pour tout z > 2 et tout T > 2 différent de la partie imaginaire d’un zéro non trivial.

> P 2m
Z +212m_a (x) — (1 —a) In(z)
M<T
3,25exIn(z) +ex (1 q(T +1) z—1/4
< “(In(———2) +1 3171In(q(T + 1 401 24—
AT 1) <7r<n< e +1) +0,317In(¢(T + 1)) + 6,401 ) +9, ()
z1/4 1

ex 20 q(T +1)
+ m (377 In <27T€) +0,212In(g¢(T + 1)) + 6,45 + fq(T)) +

On a alors presque ce qu’on veut :

Théoréme 4.9. Six >3 et T > 2, alors

z(In(z))?  ex(3,25In(z) +1)
L

7T (In(x))? (2 +T)°

oy () + S(2, T)| < (0,641n(q(T + 1)) + 5,82) + 7,84In(z + 1)

1
+1,43 n;) (6,091n(q) + 30, 44)+
p—1/4
L (295
+ T ln(x) ( + 7 In(z )
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(30)

les deuz derniéres sommes étant indexées par les zéros non triviaux de L(-, x).
Démonstration. Ecrivons S'(z,T) = % - > %. D’apres (17)), (18]) et I'inégalité qui suit (29)),
2 2
lvI<T lol<%
on a :
3 Gy
= In(z + 1) + 31n(z)

) )+0317ln( (T+1))+6,401)

(@) + T < Ty +
X s T Trln

n 3,2569E;n£i+ex< ( <

n(@) 7
Teln(3) 7
q(T +1)

ex 20 (T—|— 1)
+ m (37T ( ) 0212111( (T—Fl)) +6,45+fq(T))
1 9 p—1/4 p—1/4 1 1
ol (8) O @ AT m@E G ) [T Zp: p
lpl<%

pour z > 3 et T' > 2 différent de la partie imaginaire d’un zéro non trivial. Avant de simplifier cette
expression, estimons la derniére quantité : on a

ro)+ > S| <[BOO+ >, % +%‘1 (q))+ +1n(2)
\p|p<% \p\p<é
Admettons provisoirement le lemme suivant :
Lemme 4.10. On a :
B+ Y - <gln( ) +2.2191n(q) + ‘m( )‘4—34,248.
p T 2Te

Pa
lpl<3

Alors, ce lemme et les inégalités ci-dessus donnent le théoréme si T # Im(p) pour tout zéro
de L(-,x) (puisque dans ce cas S(z,T) = S'(x,T)). Par continuité du membre de droite de
Pinégalité (comme fonction de T'), on déduit l'inégalité pour T = Im(pr) en remarquant que
S(z,T) = 5"(x,T + ¢) pour tout € assez pres de 0.

Il reste & démontrer le lemme. On a :

X ()l 2 )

p

B(x)+ Y -|<

1
lpl<3

Posons s = 2 dans . Alors, grace au lemme :

s+ 3 (7)<

1+2’1n( )‘+§'
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De plus, si |p| < 1, alors |2 — p| > 1, donc

1 1 q
— <1 <71n<—)+0,317lnq 46,401,
|§12_p (D)< on (5 (@)

et de méme :

2 q
<2 (1) < 21 (—) 0,6341 12,802.
ny (1) - n e + n(q) +

Enfin, comme ‘ﬁ +

11 © p (t)dt 6
) ( n > < 2ny (1) + 4/ "X(S) <-ln (i) +1,2681n(q) + 13,756.
= 2—p p 1 t s 2me

En regroupant toutes ces estimations, on obtient le lemme annoncé. O

Remarque 4.11. Si on suppose HRG, alors la somme indexée par les zéros non triviaux de module au
plus % est nulle. De plus, toujours sous cette hypothése, on peut directement borner B(x), puisque :

1 1 [ dn,(t) n,(t) - tdt 1 q q
Bix)=-S 1-_1 A (2 (L an (1) + 12,802 ) .
(x) p 2/0 L4y /0 (i+t2)2 2 n(4ﬂ') +0,63 n(2) +12,80

C’est nettement meilleur que l’estimation du lemme ci-dessus. Dans ce cas, le terme « constant »
(comme fonction de z) du théoréme précédent devient 1,64 1n(q) + 12,14.

Il reste & estimer S(x,T'). Si on suppose HRG, on peut avoir une bonne borne a partir des résultats
déja établis; si on veut un résultat inconditionnel, on doit montrer que les zéros p ne s’approchent
pas trop de la droite Re(s) = 1.

Théoréme 4.12. Si L(-, x) vérifie HRG, alors pour tout > 3 :

1 1 q
[y (2)] < Vo ln(z) {% In(z) + = In <%) +9,68 + sq(x)]
ot :
191In(g) +34,16 203 038 784 1,64In(g) +1243 0,581n(q) + 9,19

() In(z) @2 W@y vz Vi@ T val(@)2 "

quand x — 00.

Démonstration. Si L(-, x) vérifie HRG, alors |z?| = \/x pour tout zéro non trivial p, et par le lemme
2.4 de [Kad08] (ou 'on remplace les constantes numériques par celles du lemme [4.6])

1S(x,T)| < V& (1 In (%) (n(T) +2) + (IH(Qﬂ + (i + 0,951) In(q) + 19,26 — 0’5}”) . (31)

s s
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Considérant la majoration du théoréme [£.9] et la remarque [£.11] on a donc, pour tout T > 2 :

r(ln(z))?  ex(3,25In(z) + 1)
e =1

(0,641n(g(T + 1)) + 5,82) + 7,84 In(z + 1)

+Vr (; In (%) (In(T) +2) + (lngﬂ +1,271n(q) + 19,2 0’2”)

Y
In
+ 1,43% +(1,641n(q) + 12,14) + ;ﬁ@) (2,341n(q(T + 1)) + 0,43 + f,(T))

LA PP S
T \ PP T @ ) )

On pose T =1+ 2\/‘/5511111(%) (onax >T > 3 pour x > 3) pour obtenir le résultat désiré (on majore

f4(T) par (0,731n(q) + 9,67)z~1/2). -

Remarque 4.13. On a ¢4(z) < 2,881n(q) + 48,08 pour tout = > 3.

. . , . voi v Cimité
Si on ne suppose plus HRG, alors il est nécessaire d’en savoir davantage sur la proximité entre

. N . P . .
et la droite Re(s) = 1, & cause du traitement des termes %. Voici ce que nous savons.

Théoréme 4.14 ([Kad02], et [AK14], remarque 2). La fonction L(-,x) a au plus un zéro p = 8+ i~y
dans la région

B8>1 L ly] < 1
- 4,09041n (q)’ s 41n(q)"
Ce zéro, s’il existe, est réel et s’appelle zéro de Siegel. De plus, il n’y a pas d’autre zéro dans la région
1
B=1-

6,5In (gmax (1,[~]))"
Cela nous permet d’en déduire :

Théoréme 4.15. Pour tout > exp (6,5(In(3¢))?), on a :

1
< 2200x exp (— 18(;))

Bo

r
Bo

Py () +

ot By est I'éventuel zéro de Siegel de L(-,x) ; le terme x50 peut étre supprimé si By n’existe pas.
Démonstration. On a, pour tout T' > 2,

zPo Iﬁo
Bo Bo

Pour majorer la seconde somme, remarquons que si p est un zéro non trivial différent du zéro de
Siegel, et tel que [Im(p)| < T, alors d’aprés le théoréme on a :

2| <z - exp( (%)

Un(x) +

< Ix(z) + S(a, T)] +] (2. T) -

Et donc :
xﬁo T In(z) zv 1
S(z,T) — — < I Ta R (T P
‘ (z, Z b2 ||z>:1 " eXp( 6,5ln(qT)) + ||Z<1 ( p P)
|’Y|<T lol<3 |5|212" o
p#Bo p7é\50
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Suivant un raisonnement analogue a celui fait pour obtenir , on sait estimer la premiére somme.
Dans la seconde somme, ﬁ est d’autant plus grand que p est « prés » de 0; or, d’apres le théoreme
et grace a la symétrie s <» 1 — s de I’équation fonctionnelle vérifiée par L(-, x), 1 — By est le zéro
le plus « proche » de 0, et les autres zéros p vérifient |p| > m, donc :

Pl 1o 1 +1

S (Tl mml
lpl<3 lol<3
p#1—Po

1
< T In(z) + 6,510(q)(VE + 1) (ﬂ In (24;6) +0,3171In(q) + 6,401) ,

la quantité dépendant de 1 — By étant majorée grace a l'inégalité des accroissements finis. Pour
résumer, en regroupant les estimations ci-dessus et la majoration du théoréme [4.9] on a pour tout
T>2:

Wy () + ‘Tﬁi < <71T1n (%) (In(T) +2) + 1 é )* 1,271n(q) + 19,2 0’2”) 2 exp (E%)
+ 8,?,7:‘”(1“:(;’“)2 + fr 23, 2(5Thi( 1% D (0.641n(q(T + 1)) +5:82) + o In(x) + 1,43111;5”)

+ 6,5v/x1In(q) (0,641n(q) + 5,5) + 7,841In(x + 1) + 4,12(In(q))? + 35,741n(q) + 30,44

e T x4 1
+ ;m (2,34In(q(T + 1)) + 0,43 + f,(T)) + m (2 95 + 7r1n()) .

Posons T' = 7 Lexp (2\/ In(z) ) de sorte qu'on ait 6,51n(¢7") = 24/6,5In(z). En particulier, pour tout

z > exp (6,5(In(3¢))*), on a T > 3exp( 1%(§)> > 3, et In(q) < % —In(3), ce qui permet

d’obtenir une majoration exclusivement en fonction de x :
3 In(z) In(x) 1 JIn(z)
< | = 2 15,4
(277 6.5 +0 6.5 + 15,48 | x exp 65

+ (27900(@)? + o= (3:25() +1) (1, 28\/65T+601>>%Xp (_ 1%(?)

B0

Bo

Ux(z) +

+ % (11,94x/1n(x) n 0,68) lnfm) exp (- 112;?)

e z In(z)
+ (2,18\/111(30) + 11,35) o O (2 55 )

In(z)
6,5

1 ,
+ /6,52 1n(z) (0,64 %(g) + 4,8) + ot In(z) + 7.84In(z + 1) + 4,12

x4 4 In(z) In(z)
+ <0,48 In(z) + 3Tn(z) <2,95 + W)) exp <— 6,5) + 26,69 65

A présent, une simple étude de fonctions permet de comparer les quantités en jeu de la forme

z(In(z))? (ot @ < 1 et B € R) & xexp <}1 1%(”5”)) et de la forme (In(z))” (ou v € R) &
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exp

41 ln(x)

4

pour obtenir le résultat : on a en effet

dar\/1—a
28
14+4/14168a2(1—a)
ia

2
exp (Qﬁf ( 14+4/1+168a2(1—a) ) )

T exp ( Y hlm) sif>0

(a>0)
/8 nlx .
L exp (; 11n_(302> (%) T exp <—V1a( )> sif<0,a>—-1/4/8
(2‘%’)27 exp | ¥ 12(1)) siy=0
(In(z))” < (a>0). O

a

(In(3))7 exp —m) siy <0

Remarquons, enfin, que suivant des calculs qui nous furent montrés par Raabe, il n’est pas difficile

d’obtenir une mesure effective de ’écart entre 1 et le zéro éventuel de Siegel dans le cas qui nous
intéresse.

Proposition 4.16. Si 5y est le zéro de Siegel de L(-,x) pour x = (?), avec q < —3, alors :

0,4

1—By> ——
’ Vlal (n(elgl))?

Démonstration. On majore L'(-, x) sur le segment [1 — m&], et on utilise 'inégalité des

. . 1
accroissements finis. Or nous avons, pour o € {1 - 4’090471“‘(”),1}7

, ev/lal In(x) e In(z) — 1
(0 )] </1 xad“"/eﬁ S )| A de

n<e

11 est démontré dans [Pom11] (théoréme 1) que pour tout x > 1,

S x| < Vil ( 2 nlal) + 5 In(nla) + 5 ) (32)
T 2

n<x

donc, comme 1 — o < (4,0904 1n(|q|))

Lol < (1090m(lg) + 7 (;ln<|q|>+;§1nan<|q>>+3))ln(em) (e/Tgh 0208 i)™

2,6(In(elql))*.

L

s deaq (1,x) x s
On conclut avec l'inégalité 1 — By > 7(‘ N puisqu’on sait que L(1,x) > W d’apres la

[Bo

formule des classes. O

4.2 Fonctions réciproques de Lambert

La fonction m : {

R —- R

o pet admet le tableau de variations suivant :
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0 +00

Elle définit donc deux applications réciproques wy : ]f%, +oo[ =] = 1,400 et w_q : ]f%,O[ —
] — 00, —1][, la premiére étant strictement croissante et la seconde strictement décroissante. Leurs
comportements asymptotiques sont connus.

FIGURE 2 — La fonction m et ses réciproques.

Y

. y = u(z)

4

3

2

. 7 = wi(x)

= 1 2 3 1 5 !
y=w_1(x)

Proposition 4.17 (|[CGH™96), (4.18)). Les fonctions wy et w_1 vérifient les comportements asymp-
totiques sutvants :

B In(—In(—x))
w_1(z) =In(—z) — In(—In(—2)) + O < In(—2) , =—0, et
B In(In(x))
wi(z) = In(z) — In(In(x)) + O ( ) )’ T — 00.
Corollaire 4.18. Les fonctions de Lambert vérifient les inégalités :
In(—z) — In(— In(—2x)) — % <w_i(z) < In(—z) — In(—In(—2)) pour — ! <z <0,
e
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1
In(x) — In(In(z)) < wi(z) < In(z) — In(In(z)) + 5 pourx >e.
Démonstration. le corollaire précédent démontre que I'application

-0 - R
f { F e woa(z) — (In(—2) — In(— In(—2)))

tend vers 0 quand = tend vers 0, et elle s’annule aussi en —i. De plus, comme

fl(z) = % T | ln(l_x) + 1>, une étude rapide montre que f_; change de variation une seule
. w_1 (=)

fois (en le réel = tel que w_1(z) = In(—z) — 1)), en commencant par décroitre. Donc f_; est tou-
jours négative, de minimum f_q(z) > —% d’apres toute méthode d’approximation des extremums,
d’ou le résultat pour w_;. On procede exactement de la méme maniere pour démontrer le second
encadrement. O

On en déduit le corollaire suivant, que nous utilisons a loisir dans la section |3l Comme on peut
s’en douter, en voyant les inégalités vérifiées par les fonctions de Lambert et la démonstration du
corollaire & suivre, les inégalités sont pres d’étre optimales.

Corollaire 4.19. Soient o >0, b > 0 et s > 2 trois réels.

1

1. sis> e (%)E, alors s*In(s) 2 b;

2. sis> ez (LIn (g))é, alors % >b.

Démonstration. L’inégalité s*In(s) > b peut se réécrire m (In(s%)) > ab, qui est équivalente a
In(s*) > wi(ab), d’ou le premier résultat en invoquant le corollaire Le deuxiéme s’obtient
semblablement. O
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