VERS UNE NOUVELLE GEOMETRIE
I. Retour sur Euclide (vers – 300 av. J-C) 
Les postulats (ou axiomes) sont ce que le mathématicien considère comme vrai et qui servent de fondements à la théorie. Une fois ces axiomes posés, on doit démontrer toutes les propriétés de manière déductive. 

Lorsque Euclide écrivit les bases de la géométrie (plane) dans son traité, Les Éléments, il posa les cinq postulats suivants :

Postulat 1 : par tous points A et B distincts, il passe une droite.

Postulat 2 : un segment de droite peut être prolongé indéfiniment en une ligne droite.

Postulat 3 : tous les angles droits (c'est-à-dire formés par l'intersection de deux droites formant des angles égaux) sont égaux.

Postulat 4 : pour tous points O et A, il existe un cercle de centre O et de rayon OA.

Postulat 5 : pour toute droite D et tout point A n'appartenant pas à D, il existe une unique droite parallèle à D passant par A1.

La question que les mathématiciens se posent est de savoir si le cinquième postulat ne peut pas se déduire des autres. Autrement dit, est-il nécessaire d'admettre le cinquième postulat ou peut-on le démontrer en utilisant les quatre autres ?

Il est vraisemblable qu'Euclide lui-même se posait la question. Les raisons pour le penser sont autant la formulation de l'énoncé du postulat historique
 que le fait qu'Euclide établit les 28 premières propositions de ses Éléments sans recourir à ce cinquième postulat.

Pour tenter de démontrer que le cinquième postulat peut être déduit des quatre autres, on fait un raisonnement par l'absurde : on suppose qu'il existe une droite D et un point A extérieur à cette droite tels qu'il existe plus d'une droite parallèle à D passant par A ou qu'il n'en existe aucune (négation logique du Postulat 5) et on examine si cela conduit à une contradiction.

En fait, on peut construire une géométrie
 différente de celle d'Euclide qui satisfait les quatre premiers postulats et le postulat suivant :

Postulat 5' : pour toute droite D et tout point A extérieur à D, il existe une infinité de droites parallèles à D passant par A.

Nous allons maintenant étudier cette nouvelle géométrie.

II. Une nouvelle géométrie : le demi-plan H de Poincaré (proposé en 1882).
On suppose le plan muni d’un repère orthonormé et l'on se place dans le demi-plan ouvert P défini par 
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On note λ la droite d’équation 
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 (qui borde P).

L'espace H est l'ensemble P muni d'une géométrie dans laquelle les « droites » - ou plutôt ce qui est l'analogue des droites dans la géométrie euclidienne, à savoir les courbes qui réalisent le minimum de la distance entre deux points, appelées géodésiques - sont :

type 1 : les demi-droites euclidiennes (origines exclues) parallèles à l'axe des ordonnées (on dira dans la suite « géodésiques verticales »).

type 2 : les demi-cercles euclidiens (extrémités exclues) dont les centres sont sur λ (on dira dans la suite géodésique circulaire).
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Les formes de ces géodésiques proviennent de ce que, pour calculer les longueurs, on munit H d'une distance différente de la distance euclidienne (celle que l’on mesure avec une règle d’écolier). Précisément, soient A et B deux points de P et Ā le symétrique de A par rapport à λ : on pose 
[image: image3.emf] où |AB| et |ĀB| sont les longueurs euclidiennes des segments de droites AB et ĀB.

Proposition 0 (admise) : si, pour A fixé, le point B tend vers λ (i.e. son ordonnée yB tend vers 0, son abscisse restant bornée), alors dH(A,B) tend vers l'infini.

Comme dans le cas euclidien, on dit que deux géodésiques sont sécantes lorsqu'elles ont un point commun et qu'elles sont parallèles lorsqu'elles n'ont pas de point commun. L'angle formé par deux géodésiques sécantes est l'angle euclidien formé par les tangentes euclidiennes à ces deux géodésiques au point d'intersection.

A. Les géodésiques de H et les cinq postulats d’Euclide
On considère les propositions obtenues à partir de la « traduction » des énoncés des 5 postulats d’Euclide en remplaçant le terme de « droite » par « géodésique ». Par exemple pour P1 :

Proposition 1 : Par tous points A et B distincts, il passe une géodésique.

Nous allons maintenant vérifier (sous forme d'exercices) que cette nouvelle géométrie satisfait les propositions 1,2,3,4. Il faudra examiner le cas des géodésiques verticales et celui des géodésiques circulaires.

Vérification de la proposition 1 : étant donnés deux points quelconques A et B de H, tracer une géodésique passant par ces 2 points. On prendra soin d’examiner toutes les positions relatives possibles des points et de justifier les constructions.

En déduire que la proposition 1 est vraie. 

Remarque : une telle géodésique est-elle unique ?

Vérification de la proposition 2 : énoncer cette proposition, puis la démontrer en utilisant la proposition 0.

Vérification de la proposition 3 : énoncer cette proposition, puis la justifier (on illustrera les différents cas possibles).

Vérification de la proposition 4 : admis (à faire à la maison)

Vérification de la proposition 5' : énoncer la proposition.
Soient D une géodésique quelconque dans H et A un point quelconque extérieur à D.

a) Tracer une géodésique parallèle à D passant par A.

b) Peut-on en tracer d'autres ?

Nous venons donc de montrer que la géométrie de H vérifie l’équivalent des quatre premiers postulats d’Euclide ainsi que l’équivalent du postulat 5’ (donc impliquant la négation de l’équivalent du postulat 5). Le cinquième postulat n’est donc pas la conséquence logique des quatre premiers.

B. Quelques propriétés de cette géométrie.
1. Parallélisme des géodésiques.

Dans cette nouvelle géométrie, le théorème de géométrie euclidienne « si deux droites sont parallèles à une troisième, elles sont parallèles entre elles » est-il encore valable en remplaçant le terme « droite » par « géodésique » ? En d’autres termes, est-il possible de construire trois géodésiques G1, G2 et G3 telles que G1 soit parallèle à G2, G2 parallèle à G3 et que G1 coupe G3 ?

2. Les triangles.

Comme en géométrie euclidienne, un « triangle » est un polygone formé à partir de trois géodésiques sécantes deux à deux (étude à mener suivant les différents types de géodésiques).

a) Tracer des « triangles » dans H (il y a plusieurs formes possibles). Calculer une approximation de la somme des angles, notée S, pour chacun de ces triangles. 

b) Que vaudrait S s’il était possible de placer les 3 sommets du triangle sur la droite λ ? En déduire qu’il existe des triangles tels que S soit aussi petit que l’on veut.

3. Les rectangles.

On admettra que dans cette nouvelle géométrie la somme des angles d'un « triangle » est inférieure à π (le cas d’égalité correspond à l’analogue du « triangle aplati ») et que l'aire d'un « triangle » (d'angles aux sommets α, β, γ) est égale à π − ( α + β + γ).

Un « rectangle » est un quadrilatère ayant quatre angles droits.

Montrer que,  dans cette nouvelle géométrie, il ne peut exister de vrai « rectangle » (i.e. non aplati).

Devoir à la maison
Soit A un point de H. Le « cercle de Poincaré » Γ dans H de centre A et de rayon r est l'ensemble des points M de H tels que dH(A,M) = r.

a) Montrer que Γ est l'ensemble des points M de ℝ2 qui vérifient :
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Montrer que l’équation 
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est équivalente à
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[image: image7.emf]et 
[image: image8.emf]). En déduire que Γ est l'ensemble des points M de ℝ2 qui vérifient :
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b) Montrer que pour tout réel r ≥ 0 :


[image: image10.emf]
c) En déduire que: |AM| ≤ |ĀM| et que Γ est contenu dans H.

d) Montrer que Γ est un cercle euclidien dont le centre est sur la droite euclidienne (ĀA) (Cercle d'Apollonius - on pourra considérer le repère orthonormé d'axes (ĀA) et λ et faire un calcul en coordonnées cartésiennes. On posera 
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�	 La version historique de ce postulat est :


	Postulat 5 historique : si une droite tombant sur deux droites fait des angles intérieurs du même côté plus petits que deux droits, ces droites, prolongées à l'infini, se rencontreront du côté où les angles sont plus petits que deux droits.


	Le remplacement de ce postulat par sa version moderne énoncée ci-dessus ne change en rien les conséquences logiques que l'on peut tirer de l'ensemble des postulats.


�	 La définition de « géométrie » est, dans notre cas, une « science des figures » s'appuyant sur une liste d'axiomes.
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