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La Théorie Variationnelle des Rayons
Complexes pour le calcul des vibrations

moyennes fréquences

Pierre Ladeveze — Lionel Arnaud
Philippe Rouch — Claude Blanzé

Laboratoire de Mécanique et Technologie, ENS Cachan/CNRS/Université Paris 6
61, avenue du Président Wilson, F-94235 Cachan cedex
{ladeveze, arnaud, rouch, blanze] @Imt.ens-cachan.fr

RESUME. Une nouvelle approche, appelée « Théorie Variationnelle des Rayons Complexes », est
développée pour calculer les vibrations de structures élastiques faiblement amorties dans le
domaine des moyennes fréquences. Les grandeurs effectives (énergie de déformation, intensité
vibratoire. . . ) sont évaluées suite a la résolution d’un systéme d’équations de faible dimension
qui, de prés comme de loin, n’est pas issu d'une discrétisation « éléments finis » fine de la struc-
ture, L'accent est mis, & travers un certain nombre d’exemples, sur l'intérét et les possibilités
de cette nowvelle approche.

ABSTRACT. A new approach named the "Variational Theory of Complex Rays" is introduced for
computing the vibrations of elastic structures weakly damped in the medium frequency range.
Emphasis has been placed here on the most fundamental aspects. The effective quantities
(elastic energy, vibration intensity...) are evaluated after computing a small system of
equations which does not derive from a finite element dicretization of the structure. Numerical
examples related to plates show the interest and the possibilities of the VIRC.

MOTS-CLES : vibrations, moyennes fréquences, plaque, rayons complexes
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1. Introduction

La modélisation et le calcul des structures élastiques en vibration constituent sans
aucun doute un aspect majeur de la conception des structures. Le domaine des basses
fréquences ne pose pas de difficultés majeures, méme pour les structures complexes,
au moins pour la modélisation et le calcul. Dans le domaine des hautes fréquences, il
existe des outils de calcul qui sont assez distincts de ceux utilisés pour les basses fré-
quences — en particulier la méthode S.E.A.(Statistical Energy Analysis), pour laquelle
’aspect spatial de la structure disparait presque entiecrement [LYO 67] [MAC 94]
[DOW 85].

En revanche, la modélisation et le calcul des vibrations moyennes fréquences,
objet de cet article, posent encore des problemes. La difficulté vient de la longueur
d’onde des phénomenes €tudiés, tres petite par rapport a la dimension caractéristique
de la structure. L’extension des méthodes basses fréquences, basées sur une discréti-
sation de type « éléments finis » (E.F.) conduit a un nombre de degrés de liberté trop
€levé avec, de plus, de sé€ricux obstacles numériques.

De nombreux travaux sont en cours pour étendre le domaine fréquentiel calcu-
lable. Un premier résultat est relatif a I’erreur apparaissant lors de calculs E.F.; ’er-
reur de pollution conduit a des résultats dont la qualité est inférieure a celle atten-
due [ILH 95] [ILH 97] [BOU 98] [DER 99]. De nombreuses améliorations basées sur
des méthodes E.F. ont été explorées, en particulier: [BAB 95] [HAR 96] [LAN 91]
[BAR 98] [WIB 96] {DEM 92] [GRE 99] [GRO 98] [WU 98] [ZIE 87] [LIU 91]
[LEU 62] [RIZ 85] [ROS 97].

L’extension aux moyennes fréquences des méthodes issues de la S.E.A. rencontre
également d’importantes difficultés.

Peu de travaux ont pour objectif le calcul des vibrations dans le domaine spécifique
des moyennes fréquences. Pour les barres et les poutres, le probleme est plus simple et
a été résolu dans : [CUS 90] [GIR 93] [NEF 89]. En revanche, trés peu de travaux sont
relatifs aux plaques et aux coques: [MOR 92] [LAN 91] [SOI 85] [SOI 98] [OHA 89];
fortement liées aux E.F, ces méthodes introduisent des bases réduites spécifiques, en
espace et en fréquence, dans le domaine des vibrations moyennes fréquences.

A DPexception de la théorie introduite par [BEL 75], ces méthodes ne sont pas,
pour nous, de véritables théories moyennes fréquences, car les phénomenes a petite
longueur de variation, dont le détail n’a pas de sens physique, sont toujours présents.
Elles ne font pas réellement intervenir les quantités effectives pour les échelles de
temps et d’espace considérées et donnent toujours des résultats trés sensibles aux pe-
tites variations de données. La théorie introduite initialement par [BEL 75] {BEL 77]
et [BUV 80] est construite sur les notions de densité d’énergie effective et de flux
d’énergie effectif. Cette théorie heuristique est trés séduisante. Cependant, malgré les
améliorations apportées par [LAS 94] [ICH 97] [LUZ 94], elle contient toujours des
obstacles difficiles a contourner [LAD 95].

L’approche proposée ici, appelée « Théorie Variationnelle des Rayons Complexes »
(T.V.R.C.), introduite dans [LAD 96a] [LAD 96b], constitue une véritable alternative
pour le calcul des vibrations moyennes fréquences. L’ objectif de ce premier article est



de présenter les points fondamentaux de la T.V.R.C. et d’illustrer ses possibilités et
ses limites a I’aide d’exemples numériques relatifs aux plaques.

Pour simplifier cette présentation, nous considérerons seulement le probleme des
vibrations forcées, a une fréquence fixe, sur un probléme modele d’€élasticité 2D.

2. Le probleme de référence décrivant les vibrations moyennes fréquences

Le probleme de référence que nous introduisons peut €tre qualifi€é de modele : tout
ce que nous faisons et dirons peut étre étendu aux différents problémes qui se posent
dans la pratique, probiémes qui mettent en jeu des poutres, des plaques, des coques
et des milieux 3D. Il s’agit d’un probléme plan qui décrit, par exemple, les vibrations
dans la section droite d’une structure cylindrique extrémement raide et bloquée dans la
direction axiale. Aussi, toutes les quantités que nous introduisons sont planes ; ce sont
des amplitudes, définies sur le corps des complexes, qui dépendent de la fréquence
d’excitation w. Ainsi, 2 ’amplitude Q(X), on associe Q(X) exp(iwt).

Figure 1. Probléme de référence

Le probléme de référence décrit les vibrations pour une excitation de fréquen-
ce fixée. Plagons-nous dans la situation ol la structure étudiée est 1’assemblage de
deux sous-structures homogenes S et S’ [Fig.1]. Toutes les quantités relatives a .S’
seront affectées de «’ ». Le déplacement U (resp. U') et la contrainte & (resp. ¢') sont
supposés a énergie finie sur S (resp. S') ; les espaces correspondants sont { et S (resp.
U’ et 8’). La structure est dans un environnement connu :

— un déplacement U ; (resp. U’ ) sur la partie 8, S (resp. 8, S’} de la frontiere de
S (resp. S')

— une densité d’effort F4 (resp. ﬂ) sur la partie 925 (resp. 3.57) complémentaire
de 015 (resp. 0,5"),

— une densité d’effort f4 (resp. f_c’,) sur la section S (resp. S').

Introduisons pour la sous-structure S, I’espace S,q des couples déplacement- contrainte



s = (U, o) tels que :

Uel geS
L=dwvo+ fagsurS (1]

o=(1+in)Ke(U) et L=-w?p(1-i6)U
Les notations sont usuelles. K est I’opérateur de Hooke et p la densité. n et 6 sont
des coefficients d’amortissement caractéristiques du matériau ; ils dépendentde w . Le
sous-espace S = U/ x § associé aux conditions homogénes (f; = 0) est désigné par
Sad,o0- Pour la sous-structure S', on introduit de la méme fagon S, 4 et S 4 ;.
Le probleme de référence s’écrit alors :

Trouver (U(X),0(X); X € §) et (U(X),0'(X); X € §) tels que:

s = (U, o) € Sad s'=(U',0') € Spq

Qlazs = -Qd GEIBQS = E‘i

U'le,s» = Uy o'n'|o,s0 = F [2]
U-U)r=0 (on — o'n')[r = 0

(condition de transmission i la traversée de [ )
n (resp. n') est la normale extérieure a la frontiére de S (resp. S’).

REMARQUES.

— Les termes d’amortissement, qui sont introduits ici, sont associés a 8 et . Ils
conduisent a des matrices d’amortissement identiques a celles utilisées couramment
dans la pratique. En effet, suite a une discrétisation E.E,, on obtient par exemple pour la
sous- structure S, que la matrice d’amortissement B est une combinaison des matrices
de masse et de rigidité :

B= é(wzﬁM +nK)

— Il est aisé de montrer que le probléme de référence admet au plus une solution
Sl:

— les opérateurs de Hooke K et K’ sont définis positifs,
— les coefficients d’amortissement 8, ', 7, ' sont positifs ou nuls.

(3]

3. Nouvelle formulation variationnelle

Cette formulation traduit les conditions aux limites tant en déplacement qu’en ef-
fort, en particulier les conditions de transmission & la traversée de I". C’est le pre-
mier principe (P1) de la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes. Aussi, et
c¢’est un point fondamental, aucun lien n’est introduit a priori entre s = (U, o) et
s' = (U', 0’). Cette formulation s’écrit :



Trouver s = (U, ) € Saa et s’ = (U',0') € S., tels que:

Re {—z’w [ dono (U™ —Ul)dr + (on— F,)oo0U*dr+
NhS 825

[ So'nl o (U = U")dr +[ (o'n' — F') 06U dr' +
0,5’ 025/

B |

[Gon 80/ o (U ~ L) + (om + o'nl) o (G +607 ] dr | } =0 14

J

V 05 € SaaoctVds € S 40

R désigne la partie réelle ; U* est le conjugué de U. Cette nouvelle formulation
du probleme initial est €quivalente au probleme initial sous certaines conditions. Pré-
cisément, on a:

Théoreme 1. La nouvelle formulation est équivalente au probléme de référence [2]
St

— le probléme de référence [1] admet une solution,
— les conditions [3] sur les caractéristiques des matériaux sont vérifiées.

REMARQUES.

— Les quantités qui interviennent dans la nouvelle formulation sont des puis-
sances. Cette formulation est une extension aux problémes de dynamique de la for-
mulation proposée dans [LAD 83] pour traiter les problémes statiques et qui depuis
a été appliquée dans différents domaines. Au niveau des conditions de transmission
entre plusieurs sous-structures, c’est la variante due 8 Hochard [HOC 93] qui est éten-
due ici.

— La nouvelle formulation, contrairement & la formulation classique, a un sens
pour les problémes mal posés. Par exemple, on peut imposer sur une méme partie du
bord a la fois le déplacement et la distribution d’effort; le terme correspondant est
alors :

%’Re {—z’w [/ don o (U~ —Q;)d7‘+(arv_1_—£d)odg*} d’l'} (5]
L

— L’amortissement joue un rdle majeur dans la nouvelle formulation ; introdui-
sons pour la sous-structure S, la puissance dissipée due 2 1’amortissement qui, par
convention, est :

3

Eo(U) =% [ pUouras+ [ miKe@e@las @

Pour §', on définit de la méme fagon E},(U'). II est aisé de voir que la nouvelle
formulation peut se mettre sous la forme :

Trouver s € Spq et s' € S, 4 tels que:



S[Ep@) + Bo@))+ < [7].6[5] > = @ad[])])
Vs € Saap VOs' €Sl [7]

ot L4 est une forme linéaire dépendant des données. La forme bilinéaire < e & > est
définie en fait sur les frontires des sous-structures. Sa principale propriété est :

<u,v>=-—<vu*> (8]

La partie symétrique de I’ opérateur linéaire associé a la nouvelle formulation dépend
directement de I’amortissement. Au niveau discrétisé, il lui correspondra la matrice
d’amortissement.

— Une conséquence de [8] et [7] est que la puissance dissipée est égale a:

Ep(U) + Ep(U) = 5(La [ 5]) ()

4. Approximation
4.1. Principe

Pour élaborer des approximations a partir de la nouvelle formulation, il suffit de
définir des sous-espaces Sh, et S:d,o (resp. S':d et S':dp) de Saq et Saq o (resp.
Si4 €t S.4.0)- Le probleme approché correspondant admet une solution unique sous
les conditions [3]; il s’écrit ;

h
Trouver s = (U, 0) € Shy et s = (U, 0') € 8, tels que:

h / th sh Sh Sh
é [ED(Q )+ Ep(U )] + < [s"‘] ,6 [s”‘ > = (Lg,8 [s’h])
Vésh € Shyo Vas™" € S’:d,(, [0}

Le second principe (P2) caractérisant la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes
est dans la construction du sous-espace S"; associé a la sous-structure S. L'idée est
d’introduire des approximations a deux échelles de fort contenu mécanique en dis-
tinguant trois zones : la zone intérieure, les zones « bords » et les zones « coins ».
Par exemple, au voisinage d’un point de la zone intérieure, la solution est supposée
bien décrite par la superposition d’un nombre infini de modes locaux de vibration qui
s’écrivent en introduisant une variable lente X et une variable rapide Y':

Avec X =Y

UX,Y,P)
g(X,Y,P) = C(X,Y,Plexp(iwPoY)

Il
K
<
=<
Ny
[¢]
5
o
3
v
0
=

ou P est un vecteur caractérisant le mode local de vibration. Les modes satisfont aux
équations de la dynamique en milieu infini. Une caractéristique majeure de ces modes



de base est d’€tre a deux échelles ; nous verrons qu’ils sont définis explicitement en
fonction de la variable rapide et en conséquence les paramétres qui deviendront les
inconnues du probléme a résoudre ne dépendent que de la variable lente. Pour une
zone « bord », la construction des modes de base est voisine de la précédente, excepté
qu’ils satisfont aux équations de la dynamique en milieu semi-infini. Pour une zone
« coln », la démarche est similaire.

4.2. Rayons complexes d’ordre n relatifs a la zone intérieure

Considérons la sous-structure S supposée homogene. Pour simplifier, plagons-
nous dans le cas ol les forces volumiques sont nulles (f; = 0). La premiére ca-
ractéristique d’un rayon d’ordre n relatif 2 la zone intérieure est d’étre un mode de
vibration du milieu infini de mémes caractéristiques que la sous-structure S et donc
d’appartenira S,4.On a:

—k*pw?U = div(Ke(U)) k% = (1 —i6)/(L +1n)

. 11
o = (1+in)Ks(U) .
Les amortissements sont supposés faibles; on prendra donc k ~ 1 - z% avec
d = 6 + 7. La seconde caractéristique d’un rayon complexe d’ordre n tient a son

expression :

U(

=
<
[

)
) = (+inKe(l) [12]

It

Y, W(X,P)exp(swP o X)exp(iwPoY)

r| O

[
<
"o

G(’a

ou on impose que I’amplitude soit un polyndme de degré n en la variable lente X .

REMARQUE. — Les rayons complexes d’ordre O peuvent étre considérés comme le
premier terme d’un développement asymptotique ou le petit paramétre est ’inverse de
la fréquence (1/w). Il s’agit de la notion bien connue de rayon,  la base de 1’ optique
géométrique, notion qui a été fort étudiée [BOU 94] et [OHA 89]. Ici, cette démarche
est revisitée pour construire des solutions exactes en milieu infini.

4.2.1. Rayons complexes d’ordre 0

Un rayon complexe d’ordre O est de la forme ;

UX.Y,B) = W(B)exp(yuP o X)exp(iwPoY)

o(X,Y,P) = (1+inKe(U)

Des équations [11], on tire que (I, @) € Sgugq si et seulement si :

1
W = KW PY,,,P [13]
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En posant Ae = %K[oy_*]symg avec u = 1py, le probléme précédent, pour une
\E\heurs propres :

direction u donnée, se rameéne au probléeme aux
Trouver (p, W # 0) tel que W = p’ AW [14]

Propriété 1. L’opérateur A est symétrique et défini positif si les caractéristiques du
matériau vérifient les conditions {3].

La théorie spectrale classique s’ applique ; il existe pour toute direction u, deux couples
(p1, W,) et (p2, W,) solutions de [14] avec :

p22p1 20 W[ =|W,ll=1 W,0W,=0
P appartient a 1’'une des deux courbes C; et C; caractéristiques du matériau :
Gi={P|B=p |lul =1}, Co={P|B=pouy, [jull =1} [15]
Exemple : Pour un matériau isotrope, |’opérateur de Hooke s’écrit :

Ke = yTrle]lq + 2ue

7 )

G

=

Figure 2. Ensemble des vecteurs d’onde admissibles en zone intérieure

]1/2

1/2
C, et C2 sont des cercles respectivement de rayons [ﬁ] et [—3—- [Fig.2].

2p+ty

4.2.2. Rayons complexes d’ordre n - Construction

Rappelons qu’ils se mettent sous la forme :

U(X,Y.P) = W(X,P)exp(3uPoX)exp(iwPoY)

o(X,Y,P) = (1+inKe(U)

La vérification des équations de la dynamique est équivalente a :

oW = KW KW P, Pikw (div KW P

sym=—

+ Ke(W)P) —div Ke (W)

sym



Ou encore a:

w-Aw =t (dw(K[W P!]

W~ AW = o (KO P+ KeDE) -

———=div K¢ 16
pk2w? (W) 116l
Si W est de degré n, le membre de gauche est également de degré n. Les deux
termes du membre de droite sont respectivement de degré n — 1 et n — 2. Aussi, 1l est
aisé d’élaborer une démarche générale et systématique pour construire les rayons com-
plexes d’ordre n. A titre d’exemple, construisons les rayons d’ordre 1 qui s’écrivent a
priori
W(X,P)=W°(P) + W'(P) [17]
out W0 est constant et W linéaire par rapport 2 X. La vérification par W des équa-
tions [16] est équivalente a:

w' - 2w = o [18]
p

wo - Awo = (dw KW'pPY, _+ Kg(Wl)P) [19]

— p2—— pkw sym — /=

De la relation [ 18], on tire que
El = al_vK1 + azm:g

o W, et W, sont des vecteurs propres de A associés a une direction u. Poursuivons
la construction de a!, celle de a? étant similaire. Ainsi, a la direction u, on a associé
(p1, W) solution du probléme aux valeurs propres [ 14]. Considérons I’équation [19] ;
sachant que a' = I'' o X ob El est un vecteur constant :

A

WO __WO

1 t
p? pkw (K[F Wil

P+KW' P, I') [0

sym=—

L’inconnue de 1’équation [19] est le vecteur W°. L’ opérateur A étant symétrique,
I’équation [19] admet une solution si et seulement si le deuxieéme membre de [19] est

orthogonal au noyau de I’opérateur [Id — f;] quiest égala {AW' | Ae R}. 1l
en résulte la condition: :

Yo (K[ W), P+ KW' P, T' ) =0 [21]
qui s’écrit encore :
I'o (KW' P, W'} =0 [22]
On a donc:
£1 _ 711!3 A (Km_,l Bt]syle)

ol ! est une constante. W1 est alors égal, pour py # p; :

W'=¢W, +¢W, o [23]
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g est arbitraire
2 .
¢ (1- %) = -1 {1 K[ wi),, [P W]

n

m) +
Tr | K[! 2]sym[P Wl]sym]}

En résumé, les rayons complexes d’ordre 1 sont définis & un rayon complexe
d’ordre O prés; ils dépendent de deux paramétres v* et son homologue v? dans le
cas ou py > pr.

4.2.3. Rayons complexes d’ordre n relatifs a une zone « bord » ou a une zone « coin »

Pour simplifier, nous présentons la démarche pour des rayons complexes d’ ordre (.

My

Figure 3. Analyse de vibration de bord

Considérons un bord défini par X, = 0 [Fig.3], la matiére étant contenue dans le
demi- espace X; < 0.

La premiére caractéristique d’un rayon complexe d’ordre n relatif a la zone bord
est d’étre admissible pour le milieu semi-infini (X < 0) et donc de vérifier les €qua-
tions [11]. Une seconde caractéristique est relative a son expression :

UX,Y,P) = W(X,P)exp (gwﬁ o X)exp (WP, X1)exp (twP, X3)

o(X,Y,P) = (1+in)Ke({U) [24]
P =—-iPiN, + PN, ol on impose

-P >0

- W(X, P): polyndme de degré n en la variable lente X (ici X2)
Les rayons complexes d’ordre 0 sont alors définis par :

W= —K[W P!] [25]

sym

qui se met aussi sous la forme d’un probléme aux valeurs propres analogue a [14].
Plutdt que de traiter le cas général, considérons la situation ol le matériau est
isotrope. On a donc:

sym—

W = %(BoE)P + —[W P!

Il en résulte :
w (1 - %(Eo!i)) = 1R pow)p [26]
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Les solutions sont :
-1erCas:(£o£):—P12+P22= ﬁ W =w(P,N, -iPN,)
ou w est un parameétre
-2!" Cas:(PoP)=—-P{ +P{ #£5 W=uwP
De [26], on déduit que :

2
1- P T Y PoP)=0 etdonc: —P2+Pl=_" (pl > 0)
p 2p+y
Nz
Cas
~. Cis
K \I Ni

Figure 4. Ensemble des ( Py, P») admissibles pour une zone « bord »

Ces valeurs (P, P,) définissent les courbes C; g et Cop [Fig.4]; nous ne les re-
tenons pas comme admissibles car les modes correspondants sont plus oscillants que
les modes intérieurs. En d’autres termes, nous considérons qu’il n’y a pas de modes
« bords ».

Considérons maintenant les rayons complexes d’ordre O pour une zone « coin »
[Fig.5].

Figure 5. Analyse des vibrations d’une zone « coin »

Le mode de vibration est localisé au voisinage du coin; aussi le vecteur d’onde est
assujetti a:

i(PoX)=a(noX)+8(nz o X) [27]

avec Re(a) > 0 et Re(B) > 0. Si de surcroit, on considére que les modes réalistes

sont tels que a et 3 sont réels, il est aisé de montrer, en écrivant les équations de la



12

dynamique, que de tels modes ne peuvent en réalité exister. Dans le cas des plaques, en
revanche, il en est autrement : il y a des modes de vibration de « bord » et de « coin ».
Pour la situation étudiée ici, on pourra donc se limiter aux modes de vibration relatifs
a la zone intérieure.

h
4.3. Sous-espaces S,
Introduisons des approximations par des rayons d’ordre n tant pour la zone in-

térieure que pour les zones « bord » et « coin » quand elles existent. Pour la zone
intérieure, les rayons d’ordre n forment deux familles :

—Pely
UX.Y.P) = W(XP)a'(P)lexp(2wPo X)exp(iwP oY)
o (X,Y,P) = (1+inKel) (28]
—Pely
U(XY.P) = WX P)e(P)exp(§uPoX)exp(iwP oY)
*(X,Y,P) = (1+in)Ke(U?) [29]

En fait, pour la zone intérieure, on peut prendre en compte toutes les directions
possibles de rayon ; la solution correspondante est alors :

UlX,Y) = / U'(X,Y, P)ds; + f U(X,Y, P)ds,
C] C2

o (X,Y) = (1+inKe(U') [30]

Les intégrations sont menées sur les courbes C; et o définissant I’ensemble des
vecteurs d’onde P admissibles. 1l est clair que U ! dépend des amplitudes généralisées
a’ et a? qui sont des fonctions de P définies respectivement sur C; et Cs.

a': P—a'(P) a*: P —d*(P)

¢y - Cm Cy — C™ Bl

Les deux courbes C; et Ca sont discrétisées par éléments finis. Par exemple, les ampli-
tudes a! et a? seront prises constantes par élément ; on a donc:

'(P) = Hi(P)a} pourP € C;
?(P) =Hz(P)a; pourP € (s

|s]

[32]

=]

h

a . s - Ly v ~ ' ,

Onnote g = [;},] la colonne des amplitudes généralisées associées a la discré-
=2

tisation par éléments finis. L’approximation qui en résulte est définie par [30] et [32] ;
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ona:

Qf,h(i’z) W],h[g.[,h]

o"MX,Y) = C'a" [33]
ot W1 et CT+% sont des opérateurs dépendant de X et de Y. L’amplitude généralisée
discrétisée a’** appartient a C™.

Eventuellement pour les zones « bord » et « coin », on opére de maniére analogue.

Finalement, en sommant les contributions de la zone intérieure, des zones bords et
des zones coins, on obtient :

UNX,Y) = W[a"
MXY) = Cha" [34]
ol W" et C" sont des opérateurs dépendant explicitement de X et de Y. Le sous-

espace SB, (pour fa = 0) est alors défini par:

Saa = {(Qh"’h) | U" = W"[a"],o" = C*a");a" € Ck}

Probléme a résoudre pour w fixé

Considérons un assemblage de deux sous-structures S et S’. La formulation varia-

) h ,e ) . .
tionnelle [4] et les sous-espaces S2, S’ 24 que nous venons d’introduire, conduisent &
un systéme d’équations de dimension & + k’ sur les complexes:

[B" + 2") [ it] = [L}] [35]

B" est la matrice d’amortissement ; elle est réelle, symétrique et définie positive.
L’ opérateur Z" associé a la forme bilinéaire < o, ® > est tel que:

Zh"™ — _zh (36]

Des propriétés précédentes, il résulte que I’équation [35] admet toujours une et
une seule solution. Le second membre L dépend des données.
REMARQUE. — En pratique, on peut s’intéresser soit a des excitations associées a des
fréquences bien définies, soit & des excitations réparties sur une bande fréquentielle
relativement large. Dans ce cas, I’approche présentée pourra étre complétée afin de
réduire le nombre de résolutions; une technique adaptée sera développée dans un
article ultérieur.

4.4. Grandeurs effectives

Pour les fréquences moyennes, il ne faut retenir de la solution (s, s}) que les
grandeurs effectives associées comme par exemple les amplitudes généralisées. La
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distribution spatiale précise de (sp, et s} ) n’a pas de sens sur le plan mécanique. Ce
point constitue le troisiéme et dernier principe (P3) qui caractérise la Théorie Varia-
tionnelle des Rayons Complexes.

Considérons la sous-structure S ; les quantités qui interviennent, sont de la forme
g(X,Y). Soit L la dimension caractéristique de la cellule d’observation; la valeur
effective « surfacique » de g en X est alors:

1 +L4+ X, +L4+Xo
X0 = 1 i [ vy, 37)
~L+X, ~L+X,

Il est également possible de définir une valeur effective « linéique » sur la frontiére
de S. Parmi les quantités effectives intéressantes, on pourra retenir : I’énergie de défor-
mation, 1’énergie cinétique, ’intensité vibratoire et la dissipation. Ces quantités tant
sur S que sur 8.5 pourront étre calculées en un certain nombre de points tests. Notons
que I’ on peut également définir une fenétre en fréquence. Cela fera I’objet d’un article
ultérieur.

5. Application aux assemblages de plaques en flexion
Seuls quelques points majeurs sont abordés ; nous renvoyons, pour une vision dé-

taillée, a un article complémentaire.

5.1. Formulation classique

Pour simplifier la présentation, on considére 1’assemblage de deux plaques iso-
tropes homogenes situées dans un méme plan dont les surfaces moyennes sont X et %/
[Fig.6]. La théorie de flexion utilisée est la théorie usuelle de Kirchhoff-Love. Pour la
plaque X (resp. X'), les quantités pertinentes sont la fleche w (resp. w’) et I’ opérateur
moment M (resp. M’ ).

Figure 6. Description de I’assemblage des plaques ¥ et X' et de leur environnement

On suppose, pour simplifier, que les coefficients d’amortissement & et 8’ sont
nuls. Avec les notations usuelles, le probleme de référence a résoudre peut se mettre
sous une forme compacte en introduisant les espaces Spq et S'a4 relatifs aux sous-
structures ¥ et 3’. Toutes les quantités considérées sont des amplitudes définies sur
les complexes.
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Sad est alors défini par:
Sad = {(w,M)elU xS | (w,M) vérifie [38] et [39]}

2(1 + i) Eh3

AN 2 38
w 3(1 < 07) 2phw w sur ¥ [38]
2h3 )
M = T(l + i) K px(w) sur & [39]
S! 4 est défini de la méme maniére. On notera K, = — (ﬂ div[M] + (ZMQ)J). Le

probleme a résoudre s’écrit :
Trouver (w, M) € Spq et (w',M') € S, tels que les conditions sur le bord et

les conditions de transmission soient vérifiées :
{

w = wg Sur0y4% w = w
W = Wpd SUrynd> W.n = w,
Kn = Kd sur 3}{,12 ﬂMﬂ = &_M sur I [40]
ItMn|| = 0  points ang. de 9% K, = K
5.2. La nouvelle Formulation Variationnelle
Trouver (w, M) € Saq et (w',M') € S, tels que:
dw w dw
dw'’ w' dw' :
AisMm || M “L1 | sm =Re {~iw]
oM’ M’ oM’

f dnMn(w , — wpq)*dL - / 0K, (w —wq)*'dL +
awndz de)"_.

f (nMn — My)dw’,dL - f (Kp, — Kg)0w*dL +
Omal OxaXl

[ SR (!, — whg)*dL — / 5K (w — w))*dL +
awvtdz’ de):'

/ (0'M'n! — M})bw'",dL (K., — K')6w'dL —
aMdE' 81{42'
> lMamlldwt~ 3 lEMnfsw’” +
pts ang de 5% pts ang de %’

§(nMn + n'M'n)(w , — w',)* — 6(Kp + K, )(w — w')*] dS +

\ '\
mn—n

rY |

[(aMn — o' M'n)é(w p, + w' n)* — (K — KL)d(w + w')*] d.S'] } [41]



16

5.3. Approximation

Les illustrations numériques présentées ci-aprés utilisent des rayons complexes
d’ordre 0, intérieurs, de bords et de coins. La démarche est évidemment la méme
que celle présentée au paragraphe 4. Pour la plaque (X), un rayon complexe dont
I’expression est :

w(X, Y, P) = v(B)exp (§ VP o X) exp (ivwP o ¥) [42]
est admissible si et seulement si:
2(1 + in)Eh3 B 9
ANAw 3017 2phww sur X [43]
s 3dpl-—u?

etdonc: (Po P)?2 =rtavecr® = 7z

Ainsi, I’ensemble des vecteurs d’ondes admissibles pour la zone intérieure est as-
socié a un cercle de rayon r. Pour les zones « bords » et les zones « coins », on applique
également la démarche décrite dans le paragraphe 4. Tous ces développements seront
détaillés dans un article complémentaire. Il en résulte les sous-espaces SB, et S’::d et

le syste¢me d’équations associé.

6. Exemples

6.1. Comparaison a une solution exacte - Influence du nombre de ddls

""" A
&
2.1m l Pl
& 7
Q) 0
s O »
AAAAAANA
) a=3m -
E (GPa) n v | pkgm)” | 2h(m) | w(Hz) | Fy;(N)
23 0.001 | 0.3 250 0.02 6000 1

Figure 7. Plaque rectangulaire ¥. et son environnement

Soit une plaque rectangulaire simplement supportée sur ses cdtés, soumise a un
effort ponctuel [Fig.7]. Les modes propres de cette structure sont connus analytique-
ment ; on dispose d’une solution approchée en utilisant les premiers modes. Pour at-
teindre le domaine des MF, il faut considérer un nombre assez important de modes,
de I’ordre de 1 000. La solution, obtenue par superposition des 1 600 premiers modes
propres, sera prise comme référence [Fig.8].
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