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Résumé - Un modele semi-analytique permettant de simuler le transfert de chaleur dans un mini canal
plan d’épaisseur ey soumis a une source de chaleur surfacique variant en fonction du temps sur la face
avant, a été présenté. Le modele développé prend en considération la conduction diffusion-advection
dans le fluide et la conduction axiale dans le solide. Une méthode de régularisation basée sur la
Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD) d’une matrice a été présentée. Elle repose sur le
remplacement des valeurs singuliéres par des Niveaux Infinis (TSVD). Elle a été comparée a la
régularisation rectangulaire par sous-paramétrage et a permis la déconvolution de chaque harmonique
au cours du temps sur un cas test de simulation a faible nombre de Péclet. Les résultats montrent que
I’estimation de la température de mélange, de la température sur les faces internes et sur la face arriere,
a partir de I’évolution temporelle du profil bruité de température sur la face avant, est possible.

Mots clés : Mini-canal, probléme inverse, convection inverse, thermographie infrarouge, produit de
convolution.

Nomenclature

a diffusivité thermique, m2.s~1 Symboles grecs

e épaisseur, m a, Vvaleurs propres

h coefficient d’échange convectif, W.m=2. K1 A conductivité thermique, W.m™ 1. K1
L longueur virtuelle, m @ densité de flux, W.m™2
q source de chaleur surfacique, W.m™?2 p masse volumique, kg. m3
T température, K Indices et exposants

U vitesse moyenne, m.s~! ¢ froide

u profil de vitesse, m.s™?! b bulk

Z transformée de Fourier de vecteur z h  chaude

z transformée de Laplace de vecteur z wc froide interne

Z estimateur du vecteur z wh chaude interne

1. Introduction

Les échangeurs de chaleur compacts et les dissipateurs sont de plus en plus utilisés pour
dissiper la chaleur produite par exemple par des dispositifs électroniques. Plus généralement,
ils peuvent servir a récupérer la chaleur fatale, c'est-a-dire la chaleur résiduelle a bas niveau
de température rejetée dans l'environnement par différents procédés industriels. Les diametres
hydrauliques des canaux de ces dispositifs sont millimétriques et la fraction volumique de
fluide est plus faible que celle rencontrée dans des échangeurs de chaleur macroscopigues.
Leur conception nécessite donc de prendre en compte la conduction de chaleur paralléle a
I'écoulement au sein des parois solides (transfert de chaleur conjugué). En effet, le vecteur
densité de flux de chaleur local n'est plus normal a l'interface solide/fluide et I'utilisation des
corrélations classiques permettant le calcul du nombre de Nusselt est discutable [1] [2] et ce,
particulierement en régime transitoire. La caractérisation expérimentale des transferts
thermiques a I’aide de capteurs internes est de plus délicate car I’implantation de ces derniers



peut compromettre 1’intégrité structurelle de tout le systéme : les méthodes non-intrusives
sont donc adaptées pour traiter ce genre de probléme.

Pour mettre expérimentalement en pratique ce type de caractérisation, un mini-canal plan
composé¢ de deux parois paralléles en polycarbonate, séparées par un écoulement d’eau de
profil de vitesse établi (écoulement de Poiseuille), a été construit [3]. L'une des deux faces
externe (face avant) est chauffée par une résistance électrique. Le champ de température
transitoire sur cette face (face avant) peut étre mesuré par une caméra infrarouge. Le transfert
de chaleur est modélisé par la méthode quadripolaire [4] en prenant en compte la diffusion
axiale (direction paralléle a I’écoulement) a la fois dans le fluide et dans le solide [5].

L’intérét de ce modele, qui a été ici généralisé au cas d’un régime thermique transitoire, est de
ne pas étre basé sur la notion de coefficient de transfert convectif local sur les parois internes.
Le modeéle quadripolaire 2D utilisé fournit des solutions explicites pour la température et la
densité de flux a chaque point interne au systeme. Le premier probléme inverse rencontré ici
consiste a estimer le spectre de Fourier du profil de température enregistré a chaque instant
sur la face avant apres le début du chauffage. Une seconde inversion, nécessaire au retour
dans I’espace temporel des températures et flux dans I’ensemble du systeme, s’effectue
ensuite par déconvolution.

L’estimation du vecteur de spectre est réalisée par inversion de la matrice qui relie le vecteur
de la distribution spatiale de la température a son vecteur spectre correspondant aux
différentes fréquences spatiales. Deux techniques de régularisation différentes sont ici mises
en ceuvre et comparées sur des signaux synthétiques bruités simulant les mesures et obtenues
par un code aux éléments finis (COMSOL) : une inversion rectangulaire (moins d’inconnues
que de mesures) et la decomposition par SVD tronquée (TSVD) [5,6]. Cette derniére
technique d’inversion régularisée est ensuite utilisée ici pour reconstituer les évolutions
temporelles de température, flux et source en tout point.

2. Le systeme étudié et sa modalisation transitoire
2.1. Le systéme étudié

On considere un écoulement de fluide laminaire dans un canal de longueur 21, de
largeur w, d’épaisseur ey, limité par deux plagues paralléles en polycarbonate d’épaisseurs e,
et e, (Figure 1). Cet écoulement est dynamiquement établi sur toute la longueur du canal et le
profil de vitesse est parabolique (Poiseuille). Les deux couches solides (parois) sont
caractérisees par leur conductivité thermique A;, leur chaleur volumique pc; et leur
diffusivité thermique a; = 4;/pc;. La couche de fluide est caractérisée par sa conductivité
thermique A, sa chaleur volumique pcy, et sa diffusivité thermique ar = A¢/pscy.
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Figure 1 : Ecoulement 2D de Poiseuille entre deux plaques planes, avec chauffage en face avant

Une source de chaleur surfacique localement uniforme q(x, t) est imposée sur la face avant
sur la distance [, (entre x, et x,). Les faces avant et arriere échangent de la chaleur avec



I’environnement a la température T,,. Cet échange est caractérisé par un coefficient d’échange
h uniforme (convection naturelle et rayonnement linéarisé).
2.2. Modele analytique
Les équations du probléme en régime transitoire en 2D (pour une profondeur w dans la 3°™
dimension suffisamment grande devant la longueur [) dans les trois couches sont :
e Couche solide (i = 1,2) et couche fluide :
0x? dy? a; 0t dx?  0dy? ar Ox a0t
e Conditions aux limites axiales : nous imposons ici, pour des raisons expérimentales
pratiques [3] ces conditions sur une longueur virtuelle 2L supérieure a la longueur 21

représentée en figure 1, pour que I’on retrouve 1’équilibre thermique loin de la zone
chauffée:

(1a,b)

Ti(x=%Lyt) =Te(x = %Ly, t) =T, avecK,=L/I>1 (2)

e Conditions aux limites transverses:

€r 6T1
on(xy = =5 —ent) = ~A gt = —h(Ty =) +4(x,0 3)
¢ —_ 9 _ _
v (xy=L+ext) = =452 = h(T, ~T..) )
e Conditions a I’interface solide/fluide et condition initiale:
aT aT;
T ep =Tl , ey et —A =L oo = =Nt . 5
sy = i), ] MRl AP
Tlx,y,t:O =To (6)

On suppose ici Ty = T, et on divise la couche de fluide d’épaisseur ef en plusieurs sous-
couche d’épaisseurs e, = Y41 — Yk = e¢/K , 0UK est nombre de sous-couches. La vitesse
dans chaque sous-couche u,, peut étre considérée comme uniforme [8] (Figure 2).

T Ve
Y N %
e )

A

Figure 2 : Discrétisation de la couche fluide a K sous couche

Vitesse exacte et paramétrée dans chaque sous-couche :

2
u(y) = 6u{§ -(2) } ™)
o = BU (Vi — Yk Vi — Yk @
KT e 2e; 3ef

Les transformées de Laplace et de Fourier dans la direction axiale sur [-L; +L] s’écrivent :

+L
6(x,y,P) =f 0(x,y,t)e Ptdt; 0,(y,t) =f 0(x,y,t)e"'** dx (9a,b)
0

-L

[00]

ould =T(x,y,t)—T, est ’échauffement di a la source surfacique de chaleur g(x,t), et
nm - - \ - .
U = les valeurs propres dans la direction x du probleme diffusif correspondant. En



appliquant les transformations de Fourier et de Laplace aux équations (1a,b), et en prenant en
compte les conditions aux limites axiales et la condition initiale, on obtient :

d2o, - d2o,
dy? — B, =0; d—yz

2 5 2 2, P 2 2. e P
—VYakOn =0avecB;; =|a; +—) ety = | a5 +ia,—+—](10a, b)
as ar  af

En utilisant la transformée de la densité de flux @, (y,P) = —1, %, (w=souf), et les

conditions aux limites transversales, on obtient :

- K -
TR ) R e RS
(it T P R
oh = O(X,—es —ez—f,t) et 6¢ = H(x,es +ez—f,t)
A, = cosh(Bres); B, =sinh(Bres) [AsPn; Cp = Asfrnsinh(Bres) (13)
Ayn = cosh(yxner) ; Brn = sinh(yxner) /Afykn; Ckn = Afykn sinh(Ygnex)

Avec

L’équation (11) montre qu’il suffit de connaitre la transformée de Fourier et de Laplace d’une
grandeur sur une des faces externes (indices h avant et c arriere) pour calculer toutes les autres
grandeurs, et en particulier celles des faces internes et des interfaces des sous-couches fluide :

owh| oc]  [Ax" BY"][o¢

Face chaude interne (wh): | = | = (I1K2; Fin) SnH; [ "l = [ l [ nl (14)
2 ol ley™ Dytllo
_szc- Hzc AWC BWC HZC

Face froide interne (wc) : ~n = S,H, [ "l = [ ZC ::}C " (15)
[72da 0 Cn Dy 0
[ gk g¢ Ak BF1[ac

sous — couche (k): :7; = (M5 _ 1y Fin)SnHo [ nl = [ Z T,l( " (16)
-(pn 0 CTl DTl 0

Pour obtenir les profils de température, on applique I’inversion numérique de la
transformation de Laplace de chaque mode a I’aide de la méthode de Stehfest [4,9], puis une
transformation inverse de Fourier a chaque instant sur I’intervalle [—L; +L] pour N

harmoniques, avec N, = 2nj, ou n} est le nombre d’harmoniques positifs:
+

0o Np
1 ~ . 1 ~ .
0y, =57 . G De x — N G0 (17
n=-oo n=-nj+1

3. Inversion transitoire pour une mesure de la température en face avant

On présente ici comment on peut utiliser la modéle quadripolaire (11) pour remonter aux
conditions internes a partir d’un profil de température sur la face avant (par exemple mesuré
expérimentalement).

3.1 Estimation de spectre de Fourier sur la face avant a chaque instant
L’équation (17), qui représente la transformation inverse de Fourier sur
Pintervalle [~ L; +L], constitue le modele qui relie I’échauffement sur la face avant 6, , en

chacun des N, points de mesure x; de l’intervalle[— L; +l] et a chaque instant de t; , au spectre
de Fourier correspondant:



+
np

On(xte) ~ % Bl (t et (18)

L’équation (18) est écrite sous forme matricielle 8, (t;) ~ G}, (t;), ol 8, est le vecteur des
températures exactes sur la face avant, de taille (N, X 1), G est une matrice de transformation
inverse de taille (N, X N,,) et 8,, est le vecteur spectre de taille (N, x 1).

—_t
n=-np+1

L’estimation du spectre 8, peut étre effectuée par la minimisation de la somme des moindres
carrés a partir des mesures (forcément bruitées) et notées 877 (t;) :

= 2 =
0,77 (t) — 68, (t) || avec 8, (1) = (6'6)7'6"0;7 (1) = 607 (1) (19)

](x)=|

ou G* est la transposée de la matrice des coefficients conjugués de G et G* la pseudo-inverse
de G. Dans ce travail, on traite le cas ou N, = N, (G est une matrice carrée). L’estimation
(19) du spectre s’écrit aussi a 1’aide de la SVD de G:

6y, (t) = VWU 0P (t,) avec G = UWV* (20)

ou U est la matrice des vecteurs singuliers a gauche, W la matrice des valeurs singuliéres
(matrice diagonale avec wy; = w, = --wy __; = wy_), et V celle des vecteurs singuliers a

droite. L’application directe de 1’équation (20) ne fournit pas une bonne estimation 5,1 du
spectre (explosion de I’inversion du fait du trés mauvais conditionnement de G si L > ). Ceci

conduit & une trés mauvaise reconstruction 87%¢(t,) = 68, (t,) du profil. Une régularisation
de cette inversion est donc obligatoire. L’estimation rectangulaire [5, 6] présente
I’inconvénient de réduire considerablement le nombre d’harmoniques, ce qui conduit a une
perte de précision. On présente ici une autre méthode qui est basée sur SVD de la matrice G.
Cette méthode consiste a ne garder que les a, premieres valeurs singulieres de la matrice W,
en affectant un niveau infini aux plus petites (TSVD [7]), ce qui régularise I’inversion (20) :

9, a, (6) = VWU 0.7 (t,) avec W! = diag(wi®,wit, .., wz,0..0)  (21)

L’avantage de cette technique est de conserver la taille initiale de la matrice G, mais avec a,,
degrés de liberté (a, < N,), ce qui permet de récupérer plus d’informations (iCi
d’harmoniques) sur le profil expérimental que I’inversion par TSVD.

3.2 Estimation de spectre de température sur les interfaces internes et la face arriére a
partir des spectres sur la face avant

Une fois que le vecteur spectre de température sur la face avant 5,1 «, (tx) de taille

N, X 1 a éteé estimé a chaque instant t, = kAt avec (k = 1 a N;), on réassemble chacune des
N, harmoniques a tous les N, instants de mesure (ou de simulation bruitée) en un vecteur

colonne 52 de taille N, x 1. Comme le systeme (1-6) est linéaire a coefficients invariants en
temps, sa solution fait apparaitre des produits dans 1’espace de Laplace en tout point. Ceux-ci
génerent des produits de convolution en temps, et on a en particulier pour 1’équation (11) :

t

1= ) ]
n = A—h@ff = 05(t) = ES(t) = 61 () = f ES(t —t") 81 (t") dt’ (22a,b)
n 0

R

OUES(t) = L™*(1/AR). L’intégrale de convolution (22b) peut étre écrite pour chaque
harmonique sous une forme matricielle :

D

¢ =M®F) 0" = B.(ty) = G0.(ty) (23a,b)



ou M (.) est une matrice carrée de taille N, X N, (matrice de Toeplitz) :

[z 0 .. 0] [21 = z(t1)]
|z, 24 R |z, = z(t,) |

M(z) = At| Z:3 Z:Z | avec z = |z, ='z(t3)| (23¢)
lZNt ZN¢-1 Z1J lz4 ='Z(tf)J

L’estimation de chaque harmonique sur la face arriére, pour 1’ensemble de tous les temps,
correspond a une solution du probléme direct (23a) (probléme de convolution bien posé). Ce
n'est pas le cas pour I’estimation des harmoniques sur la face chaude interne (wh), voir (14) :

B5(t) = EVR(E) = BY(t) = 85 = M(EY™M) 8% avec EYM(t) = L71(1/A%") (24a)

L’estimation des harmoniques sur la face interne chaude (wh) au cours de temps a partir des
harmoniques sur la face arriere (c) est un probleme mal-posé. Il faut régulariser la
déconvolution, ici par TSVD :

M(F¥™) = UWV* = 6¥ =VWZIU" 85 = 8""(t) = G6""(t,)  (24b)
oU les inverses des a, < N, premiéres valeurs singuliéres de M(EY") sont conservées, les
(N, — a;) autres valeurs étant mises a I’infini. En suivant la méme démarche, les équations
(15) et (16) permettent d’estimer respectivement la température sur la face interne froide 8,

et la température 8, aux interfaces de chaque sous-couche fluide. Aprés estimation du profil
de temperature sur chaque interface, la température moyenne de mélange 6, est calculée :

0,(x) = Uiefz ukék(x, t) avec §k(x) = %(H(x, e, t) + 0(x,e,_q, t)) (25)
k=1

4. Résultats d’inversion transitoire sur des mesures synthétiques

L’historique du profil exact de température sur les faces avant (6;,), internes (6, et 6,,.)
et arriere 6, a été simulée par Comsol a chaque seconde (t; = 0a 500 s et donc N; = 500)
apres le debut du chauffage. Les dimensions des deux milieux et les parametres de simulation
sont donnés dans le Tableau 1. On utilise dans cette simulation un maillage triangulaire avec
699 éléments pour chaque couche solide et 754 éléments pour la couche fluide.

T.

21 X1 Iy er e =e, =¢; _ U 2

(mm) | (mm) | (mm) | (mm) (mm) K Ky Ny = Ny (m.s™) 0

65 —6 12 1 2 5 2 600 1074 20
Ag pCs Ay pcs Qmaﬂiz h

W.m LK | (m3K Y| Wom k)| km3k| Wm™) | qymz g1
0.215 1440 0.63 4172 400 10

Tableau 1: Dimensions, propriétés thermo-physiques et parameétres de simulation

Le profil de température exact sur la face avant est considéré ici comme un profil
expérimental (profil bruité) apres avoir ajouté un bruit & caractérisé par un écart type

(Opruic = 0.03°C) aux N, points équidistants sur ’intervalle [— [; +l] de la face avant :
egruité — eixact + & (26)

A partir de ce profil bruité « expérimental » et en utilisant la technique d’inversion présentée
en section 3, on estime les températures en face arriere et sur les faces internes ainsi que la



température de mélange. Le spectre de température a un instant donné (t;,, = 500s) sur la face
avant est estimé par I’inversion rectangulaire et par TSVD. A partir de ces estimations, on
reconstruit le profil. On présente (Figures 3 et 4), les profils expérimentaux reconstruits par
des spectres estimes par TSVD et inversion rectangulaire respectivement. On constate sur ces
courbes que la régularisation par TSVD fournit la meilleure reconstruction d’estimation de ce

profil, car elle permet d’aller beaucoup plus loin en nombre de degrés de liberté (310 au lieu
de 16).
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Figure 3: T}, bruitée et reconstruite par TSVD  Figure 4: T}, bruitée et reconstruite par estimation
(a, = 310) a500s rectangulaire (N, = 16) a 500 s

Dans la suite de ce papier, nous allons montrer les résultats d’inversion en utilisant la seule
technique de régularisation TSVD.
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Figure 5 : T;, exacte et reconstruite (a, = 310) Figure 6 : T, exacte et estimée (a, = 498)
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On présente successivement les températures exacte et reconstruite en face avant (Figure
5), les températures exacte et estimée en face chaude interne (Figure 6), la température de
melange (Figure 7), la température exacte et estimée de la face froide interne (Figure 8) et
enfin les températures exacte et estimée en face arriere (Figure 9) ainsi que 1’estimation de la
source de chaleur (Figurel0).

Les profils sont représentés aux instants (t, = 80,160,240,320 et 400s). Les
hyperparametres de regularison de chaque estimation sont indiqués en légende des figures
correspondantes. On constate la tres bonne correélation entre les profils de température simulés
par COMSOL (probléme direct) et les profils estimés par I’inversion (probleme inverse) a
I’aide du modéle quadrip6laire. Pour un rapport signal sur bruit 6;*%* /o = 8.7/0.03 voisin de
300 au mieux, la figure 10 montre que I’on peut reconstituer assez fidélement la source
(créneau spatial de 400 W.m™2 d’intensité) quel que soit I’instant considéré.

4 Conclusion

Nous avons modélise les transferts thermiques transitoires dans un mini-canal plan en régime
transitoire et avons montré que 1’estimation de profils internes de température a partir d’une
mesure sur une face externe est possible. Les résultats obtenus sont encourageants, ce qui
nous permet d’appliquer cette méthode d’inversion sur des mesures réelles [3].
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