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Résumé — L’analyse des structures sous sollicitations extrêmes, telles que les crashs et les im-
pacts, impose la modélisation des ruptures et des grandes déformations. L’utilisation de la méthode
des éléments finis (EF) dans ce type de problèmes montre ses limites notamment parce qu’elle
repose sur un maillage qui supporte mal les distorsions et les déchirures. Afin de palier ces in-
convénients, des méthodes dites "sans maillages" ont vu le jour, telle que la méthode Smoothed
Particules Hydrodynamics (SPH). Ce papier présente un modèle tirant profit de ces deux approches
en couplant SPH et EF

Mots clés — SPH, couplage, Arlequin, béton, impact.

1 Impact de dalle en béton armé

La structure étudiée est une dalle en béton armé appuyée sur deux de ses bords et dont les ca-
ractéristiques géométriques sont résumées Figure 1. Elle est impactée en son centre par un missile
présenté Figure 2.

Figure 1 – Caractéristiques géométriques de la dalle en béton armé.

Les caractéristiques des matériaux constituant la dalle et le missile sont les suivantes :
– béton : E=36GPa, ρ = 2440kg/m3, ν = 0.22, limite élastique en compression de 48MPa en

traction de 4MPa,
– acier des ferraillages : E=210GPa, ρ = 7800kg/m3, ν = 0.3, limite élastique de 235MPa,
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Figure 2 – Caractéristiques géométriques du projectile.

– acier du projectile : E=200GPa, ρ = 8020kg/m3, ν = 0.3, limite élastique de 1.72GPa.

2 Modèle SPH- EF

2.1 Introduction

Le modèle est schématisé Figure 3 et peut être résumé comme suit :
– la dalle est modélisée par le couplage d’une formulation SPH et d’une formulation EF cu-

biques. L’intérêt de ce couplage ("dalle EF-dalle SPH") et ses modalités sont présentés
section 2.2.

– les renforts métalliques sont modélisés par des EF de poutre couplés aux SPH de la dalle.
Ce deuxième couplage ("armature EF-dalle SPH") est présenté section 2.3.

– le missile est modélisé par des EF tétraèdriques et le contact avec la dalle est géré par la
méthode des pinballs [1].

Les lois de comportement introduites sont :
– béton : loi élastique avec endommagement de type Mazars [7][4] avec une résistance de

4MPa en traction et 48MPa en compression. On introduit des effets retards ainsi qu’une
dépendance du comportement à la vitesse de déformation.

– acier des ferraillages : loi élasto-plastique parfaite avec E=2E11Pa, ρ = 7800kg/m3, ν = 0.3
et une limite élastique de 235MPa. Ces paramètres correspondent à un acier commun.

– acier du projectile : loi de comportement élasto-plastique parfaite avec E=2E11Pa, ρ =
7800kg/m3, ν = 0.3 et une limite élastique de 1.72GPa.

Figure 3 – Schématisation du maillage de la dalle
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2.2 Couplage "dalle EF-dalle SPH"

Ce premier couplage, basé sur la méthode Arlequin [2][8][3], permet de lier en une même
structure deux domaines Ω0

1 et Ω0
2 présentant deux formulations différentes. Les deux formulations

sont couplées de manière faible sur un volume commun Ω0
g par l’introduction d’une énergie de

couplage (1). On introduit ainsi des multiplicateurs de Lagrange, c’est à dire de forces fictives
permettant d’imposer des déplacements égaux sur le volume de recouvrement Ω0

g. Il s’agit ensuite
de répartir l’énergie de la zone de recouvrement (2) entre les deux formulations via des fonctions
de pondération α et β formant une partition de l’unité.
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Dans la formule (2), ede f
i (resp. ekin

i ) représentent la densité d’énergie (resp. cinétique) du
sous-domaine i. Dans la formulation Arlequin, chaque sous-domaine Ω0

i respecte donc indépen-
damment les équations habituelles de la mécanique des milieux continus mais est contraint sur la
zone de recouvrement par des efforts de collage que nous appellerons Ci. L’équation d’équilibre
du sous-domaine i s’écrit alors :
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où i est l’indice du domaine considéré (i = 1,2), ρ0 la masse volumique initiale, ν le champ vitesse,
P la transposée du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et f les forces volumiques.
Le principal avantage de ce couplage réside dans un gain en temps de calcul par rapport à la même
structure modélisée totalement en SPH.

2.3 Couplage "armature EF-dalle SPH"

Le deuxième couplage permet de lier, non plus une structure étudiée avec deux formulations,
mais deux structures différentes possédant chacune leur propre formulation. Ce couplage a été
réalisé en liant les deux structures de manière faible grâce à des multiplicateurs de Lagrange. Dans
le cadre de l’application, il s’agit de modéliser la dalle par une formulation SPH et son armature
par des EF de poutre. L’avantage n’est plus numérique mais d’ordre physique puisqu’il permet de
représenter de manière explicite les renforts d’un matériau composite comme le béton armé. La
formulation de couplage est donc similaire au précédant à la différence près que les fonctions de
pondération α et β sont désormais nulles puisque l’on a bien deux structures distinctes.

3 Comparaison avec l’expérience

3.1 Résultats expérimentaux

Dans [5], les auteurs fournissent des résultats expérimentaux pour la configuration présentée
section 1. Ils étudient notamment la vitesse de sortie du missile et le faciès de l’impact pour
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différentes vitesses initiales et différents bétons. Dans notre cas, nous nous intéressons à une dalle
en béton de limite en compression de 48MPa et de limite en traction de 4MPa. Les vitesses de sortie
du missile sont données Tableau 1. Les vitesses accompagnées d’un asterix (*) correspondent au
cas où le projectile impacte les trois niveaux de renforts métalliques tandis que pour les autres
vitesses, le projectile n’impacte pas les ferraillages.

Vitesse Initiale (m/s) 360 746* 749 1058
Vitesse Résiduelle (m/s) 67 605* 615 947

Tableau 1 – Vitesse résiduelle du missile en fonction de la vitesse initiale (Résultats expérimen-
taux) Hanchak et al. [5].

Il est intéressant de noter que d’après le Tableau 1, le fait d’impacter les ferraillages ou non
ne diminue pas de manière importante la vitesse de sortie du projectile. Il s’agit d’une observation
valable pour des vitesses d’impact élevées, le comportement étant probablement différent pour
des vitesses d’impact faibles. Enfin, les auteurs ont observés la formation de cratères sur les faces
d’entrée et de sortie de la dalle. Ils représentent environ un tiers de son épaisseur totale, le tiers
restant présentant un simple trou circulaire. Le cratère de la face de sortie est généralement plus
important que celui de la face d’entrée. Enfin, ils apparaissent surtout pour les impacts à faible
vitesse et sont moins importants pour les impacts à très haute vitesse. Ces deux types d’informa-
tions, vitesses résiduelles et faciès de l’impact, vont servir de points de comparaison pour juger de
la qualité des simulations menées.

3.2 Résultats numériques

Nous présentons les résultats pour une vitesse d’impact de 750m/s pour laquelle différents cas
ont été étudiés selon la présence ou non de ferraillages et l’impact ou non du missile sur l’armature.
Les Figures 4, 5 et 6 montrent l’état de la dalle et de l’impacteur respectivement en l’absence
de ferraillages puis en présence de ferraillages avec et sans impact sur ceux-ci. Dans le cas où
le projectile impacte les renforts métalliques, le contact est de nouveau géré par la méthode des
pinballs [1]. Le critère introduit pour gérer la rupture des ferraillages est un critère en déformation :
une fois la déformation plastique équivalente à rupture εp = 0.15 atteinte, les EF de poutre sont
considérés comme rompus et ne participent plus à la simulation.

Figure 4 – Endommagement (zone SPH) et contraintes de Von-Mises (zone EF) de la dalle en
béton sans ferraillages (Vi=750m/s) à t=420 µs.

Les vitesses résiduelles de l’impacteur correspondant à chacun des trois cas étudiés (avec
ferraillages, avec ferraillages et sans impact sur ceux-ci, avec ferraillages et impact sur ceux-ci)
sont présentées dans le Tableau 2.

Les vitesses trouvées sont dans les trois cas proches de celles obtenues expérimentalement
dans [5]. Sur la Figure 4, on observe la formation d’un cratère sur la face de sortie du missile, ce
qui correspond qualitativement à ce qui est présenté dans [5]. Le deuxième calcul présenté Figure
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Figure 5 – Endommagement (zone SPH) et contraintes de Von-Mises (zone EF) de la dalle en
béton avec ferraillages (Vi=750m/s) à t=200 µs.

Figure 6 – Contraintes de Von-Mises de la dalle en béton avec ferraillages et impact sur les trois
niveaux de renforts métalliques (Vi=750m/s) à t=250µs.

Cas étudié Vitesse Résiduelle (m/s)
Sans ferraillages 585
Sans impact sur les ferraillages 550
Avec impact sur les ferraillages 500

Tableau 2 – Influence des ferraillages du béton armé sur la vitesse résiduelle de l’impacteur.

5, fournit une vitesse de sortie du projectile très proche de la première mais tout de même légère-
ment inférieure. Cela confirme le rôle joué pour les renforts métalliques qui viennent augmenter
la résistance de la dalle à la perforation. On observe en effet qu’en présence de ferraillages le bé-
ton présente un endommagement réparti dans une zone plus large autour du point d’impact : les
effets de l’impact sont mieux répartis sur la dalle qui résiste donc un peu mieux à la perforation
du projectile. Le cas d’un projectile percutant les ferraillages est présenté Figure 6. La vitesse ré-
siduelle obtenue est inférieure à celle de Vr=605m/s présentée dans le Tableau [1], montrant une
influence plus importante que prévue des ferraillages impactés par le projectile. Il faut cependant
noter que les conditions de l’expérience présentées dans [5] ne sont pas parfaites contrairement
à la simulation que l’on mène. En réalité, le missile percute les ferraillages avec un léger angle
et pas exactement au centre des barres métalliques : ces conditions nous sont inconnues mais ont
une grande influence sur la vitesse de sortie du projectile comme on a pu le comprendre en tentant
de reproduire l’expérience. Dans le calcul présenté Figure 6, le missile impacte le premier niveau
de ferraillages en un point légèrement décalé du centre des barres métalliques, ce qui explique
la déviation observée ensuite dans sa trajectoire. Cependant, le même calcul en impactant les fer-
raillages avec un léger angle ou une distance plus ou moins grande du centre des barres métalliques
donneraient des vitesses différentes tout en restant dans l’ordre de grandeur obtenu.

L’étude de ces trois cas permet de quantifier l’influence des renforts en acier dans la résistance
de la dalle à l’impact. Il apparaît ainsi que les ferraillages n’augmentent que très légèrement la
résistance de la dalle à la perforation lorsqu’ils ne sont pas percutés par le projectile. En revanche,
ils jouent un rôle plus important lorsqu’ils sont percutés par le projectile mais ce rôle dépend lar-
gement de la manière dont le projectile impacte les barres métalliques. Ces conclusions recoupent
celles obtenues par Huang et al. dans [6]. Les cas correspondants à d’autres vitesses d’impact
ne sont pas présentés ici mais il apparaît que le modèle utilisé fourni de très bonnes prédictions
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pour les vitesses d’impacts élevées. Pour les vitesses d’impact faibles (de l’ordre de 300m/s), les
vitesses résiduelles obtenues sont légèrement supérieures à celles observées expérimentalement
montrant les limites de la loi d’endommagement utilisée et la nécessité d’un recalage de ses para-
mètres.

4 Conclusions

Une méthode simple permettant le couplage de modèles par multiplicateurs de Lagrange a été
présentée et adaptée au collage d’un domaine décrit par une formulation continue d’EF de poutre
avec un domaine décrit par une formulation discrète SPH. Ce couplage "armature EF- dalle SPH"
offre au modèle un avantage d’ordre physique puisqu’il permet de représenter de manière explicite
les renforts d’un matériau composite comme le béton armé. Il s’agit d’une nouvelle application
des couplages de modèles. En effet, ceux-ci sont plus souvent utilisés pour obtenir des avantages
numériques, notamment des réductions de temps de calculs. C’est l’objectif du deuxième couplage
"dalle EF- dalle SPH" utilisé dans le modèle présenté Figure 3 et décrit dans [2][8][3]. Le modèle
ainsi obtenu permet des calculs prédictifs sur les perforations de structures en béton armé et permet
notamment l’analyse de l’efficacité des renforts métalliques. Des améliorations peuvent encore
être apportées, notamment la prise en compte du frottements à l’interface entre le béton et l’acier
des ferraillages et le recalage des paramètres de la loi d’endommagement utilisée pour le béton
dans le cas des vitesses d’impact faibles.
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