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Résumé— On popose une approche alternative aux enrichissements X-FEM singuliers usuels
qui permette une évaluation directe des facteurs d'intensité des contraintes avec une convergence
quasi optimale. Il s’agit de désactiver la partie réguliere de la solution dans la zone enrichie, de la
remplacer par une solution analytique et de procéder par couplage de modéles.

Mots clés— Facteur d’intensité des contraintes, éléments finis étendus, couplage énergétique.

1 Introduction

Depus une dizaine d’années, la méthode des éléments finis étendus [4] a été développée bien
au dela du cadre de I'élasticité bidimensionnelle pour I'analyse de la propagation de fissures.
Bien que les schémas de discrétisation soient aujourd’hui éprouvés, peu permettent une évaluation
directedes facteurs d'intensité des contraintes. Nicaisal. [5] montrent qu’utiliser un schéma
de discrétisation introduisant, dans le contexte de la partition de I'unité [1], les facteurs d'intensité
des contrainte&, etK;, directement comme des inconnues du probléme n’est pas satisfaisant en
termes de convergence. En effet la partition de I'unité sous-jacente qui est maintenue active dans
la zone enrichie réduit de maniére importante le conditionnement du systéme.

On propose, comme solution alternative, d'introduire au voisinage de la pointe de fissure un
enrichissement analytique qui permette de désactiver la partie réguliére de la discrétisation par
éléments finis. Ces deux modéles sont ensuite couplés en utilisant la méthode Arlequin [2]. Cette
technique alternative a la méthodes des éléments finis étendus (X-FEM), est Hybride en couplant
un champ Analytiqgue a une technigue X-FEM (elle est appelée HAX-FEM). Ses performances
sont illustrées a I'aide d’'un exemple aprés que nous en ayons décrit le principe.

2 Champ de déplacement au voisinage de la pointe d’une fissure

Sil'on considére un modéle 2D d’'un corps élastique, le champ de déplacapenit s'écrire
en notation complexa, = f(r)€® comme un développement d’une double série de Williams [6] :
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Figure 1 — Schématisation des domaighs Q,, Q1, et fonction de pondération, calculée sur
le maillage éléments finis du modeéle 1.

ou lesc!! sont les parameétre d'influence @t la famille des solutions élastiques de madsmtis-
faisant aux conditions de bords libres le long des lévres de la fissure :

@'(r,8) =r"? (KeinG/Z _ gei(4_n)e/2 n (g n (_1)n)e—ine/2) )
et
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aveck la constante de Kolossox,= (3—V)/(1+ V) en contrainte plane oki= (3—4v) en dé-
formation,v étant le coefficient de Poisson. Dans ce qui suit, seuls les champs a énergie élastique
finie (n > 0) seront considérés. Les champs pouyrair sont continus au passage de la ligne fis-
surée, alors que ceux obtenus poimpair sont discontinus. On obtient paui 0 les translations
suivant les deux axes, ponr= 2 la composante de contrainte T et la rotation autour du front de

la fissure, et poun = 1 le champ de déplacement ¢fr permettant de déterminer les facteurs
d’intensité des contraintes. Les champs définis mour2 permettent de rendre compte d'effets

liés aux conditions aux limites.

3 Champ de déplacement lointain

Loin de la pointe de la fissure et de la singularité de contraintes qu’elle introduit, on utilise une
description avec des éléments finis étendus du champ de déplacement :

ui(X) = z N;(x)d; + Z Ni (X) H (X)by 4)
iENL €Ayt

ou N; sont les fonctions de forme assciées a des éléments finis standards supportés par les noeuds
A3, di les degrés de liberté correspondamts(x) est la fonction de Heaviside généralisée qui
permet grace aux degrés de liberté assdgiésupportés par les noeudg,: dont le support est
entierement coupé par la fissure, de décrire la discontinuité du déplacement. Ceci constitue une
discrétisation par élément finis étendus usuelle utilisant les propriétés de partition de l'unité des
fonctions de formeN; [1].

4 Formulation et couplage

Le domaine d’étude€ est découpé en 2 sous-domairfeset Q, (autour de la pointe de la
fissure) avec une zone de recouvrem@mpt = Q; N Q, (Figure 1). Dang)1, respectivemen,,
le champ de déplacement est décrit pgrrespectivemertt,.
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Figure 2 — Composante horizontale (a) et verticale (b) du champ de déplacement)(pour la
plague fissurée poufy; = frec = 1.

A partir de la forme forte des équations d’équilibre, on écrit des formes faibles pondérées par
une partition de 'unité :

o1 (X) +02(x) =1 (5)
01 etay pondérant les énergies des domaifigst Q,, respectivement. On obtient :
a (Ui, Vi) =i (V) (6)

ou g est la forme bilinéaire standard en élasticité pondéréerpar

a () = [ @i £(u):Cie(v)d0 @)

etl; la forme linéaire :
|i(vr):/ ai tg-vidS ®8)
FloN

C étant 'opérateur de Hooke, le tenseur des déformations infinitésimalesetes champs de
déplacement admissible pour chacun des modéles.

On impose en plus la compatibilité cinématique des deux descriptions via des multiplicateurs
de Lagrange\. Le couplage s'écrit pour tout champ de multiplicateur admisgible

n(Ul—Uzall*):/Q M- (Uup—u)dQ =0 9)
12

[l en résulte un systéme couplé qui, une fois discrétisé, s'écrit sous forme matricielle de la maniére
suivante :

Kl 0 C-{ Ul Fl
0 K, CJ U, | =| F2 (10)
Ci1 C, O A 0

ouK; sont les matrices de raideur pondérée associées a chacune des desddpk@termes de
couplage eF, les efforts extérieurs.
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Figure 3 — Facteur d'intensité des contrainkgshormé en fonction de la taille du domaine couvert
par le modéle analytique pour différentes valeursgg. On compare la méthode proposée (a)
a une approche par éléments finis étendus usuelle (lb).pdésigne le rayon de la zone dans
laguelle les champs sont enrichis a I'aide de composantes singuliéres.

5 Exemple

On s'intéresse a une plaque fissurée de largeeirde longueut. Une fissure de longuear
au milieu de la plaque crée une intensificatbkgndu champ de contrainte. On trouve, pour cette
géométrie, une valeur théorige = Co/Ta ou C ne dépend que du rappartw [3] :

a a\?2 a\3 a\4
C=112- o.231(—) + 10.55(—) - 21.72(—) + 30.39(—) (11)

w w w w
Dans le modeéle numériqueyvaut 7x 10-3m,a=0.5wetL = 17x 10-3 m. Le module de Young
vaut 200 GPa et le coefficient de Poisso8.@n appliqgue une contrainte uniaxiatale 10 MPa,
qui conduit aK;, = 2.98 MPa/m, valeur de référence a laquelle seront comparées différentes
estmations deK|. Le maillage par éléments finis est constitué de<499 quadrangles. La Fig-
ure 2 montre le champ de déplacement pgur= lrec = 1 (rine paramétrant en taille d’élément la
dimension de la zone dans laquelle le modéle par éléments finis est désaativél éaisseur
de la zone de couplage).

Pour différentes valeurs d&,ay ordre maximum des termes considérés dans le modele an-
alytique, on trace la valeur normée He en fonction derjy; (Figure 3). On observe une forte
dépendance g, des résultat poutmnax= 2 (base de six champs décrivant les translations Q),
la contrainte T et la rotationn(= 2), et le champ d’intensification des contraintes=1) qui
permet I'identification des facteurs d’intensité des contraintes). En effet, a cause d’effets de taille
finie, des composantes sous-singulienes>(2) sont nécessaires. Ainsi, quand on augmente le
nombre de termes, les résultats deviennent quasiment indépendants de la taille de la zone couverte
par le modéle analytique. Pomax= 7 par exemple, la valeur normée idereste quasiment con-
stante, variant entre @99 et 10012 (Figure 3a). Sur la Figure 3b, on reporte les résultats obtenus
en utilisant une approche par éléments finis étendus classique. Quelle que soit le valgyr de
on observe une forte dépendance des résultats a la taille de la zone emyictia effet, quand
celle-ci augmente, la zone d’influence de I'enrichissement augmente et les résultats s’améliorent
d’abord (0983 pournmax = 5) puis se dégradent car le conditionnement du probléme diminue
fortement.

La Figure 4 montre le résultat d'une étude de convergence pour différentes valaysgde
et pour les deux techniques. L'ordre de convergence de I'approche par éléments finis étendus



classique est trés faible<(0.5), cequi est confirmé par Nicaiset al. [5]. Par contre, dés que
Nmax= 3, I'approche proposée permet d’atteindre un ordre de convergence quasi optital (
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Figure 4 — Erreur normée sl en fonction de la taille des éléments finis pour différentes valeurs
denmax par la méthode proposée (a) et une approche par éléments finis étendus usuelle (b).

6 Conclusion

La partition de I'unité [1] s’est avérée un outil théorique approprié pour enrichir une approxi-
mation par éléments finis. Néanmoins, si I'on attribue aux degrés de liberté additionnels une signi-
fication mécanique et que I'on requiert une grande précision sur leur détermination, des problémes
de conditionnement diminuent I'attrait de la méthode. Pour contourner ces problémes, on propose
de désactiver la partie réguliére de la solution par éléments finis dans la zone enrichie en pointe
de fissure. Moyennant I'adoption d’'un enrichissement approprié écrit sous la forme d’une série de
Williams, on propose une stratégie de résolution a deux modéles couplés grace a la méthode Ar-
lequin. L'approche hybride proposée s’avere extrémement robuste et I'on obtient une convergence
presque optimale.
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