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Résumé — La simulation de problemes de diffusion et précipitation d’éléments chimiques au
cours de phénomenes d’oxydation interne est présentée ici a partir de la méthode X-FEM. Cette
technique semble tout a fait appropriée lorsque les produits de solubilité mis en jeu sont tres
faibles voir quasi-nuls. Dans ce cas, un front de précipitation apparait et doit étre correctement
représenté par la simulation. La méthode X-FEM revét alors un intérét tres fort car sans remaillage,
elle permet de connaitre précisément la position du front de précipitation a chaque instant de la
simulation.

Mots clés — diffusion, précipitation, oxydation interne, discontinuité, X-FEM.

1 Introduction

Le probleme envisagé ici concerne la diffusion d’atomes d’oxygene au travers d’une matrice
métallique contenant des atomes d’aluminium en tres faible quantité («hypothése des solutions
diluées»). La formation d’alumines A/, O3 peut alors se produire au sein de la matrice métallique
sous forme d’une oxydation interne. Récemment, Flauder et al. [4] ont proposé une approche nu-
mérique couplant un modele de diffusion pour chacune des espéces chimiques avec la loi d’action
des masses. Cette méthode est basée sur la technique des différences finies 1D en espace couplée
avec une intégration explicite en temps. Cependant, I’intégration explicite en temps requiert des
pas de temps tres petits, ce qui rallonge notablement les temps de calcul.

Tres récemment, Feulvarch et al. [3] ont étendus cette approche aux éléments finis en espace
couplés a une intégration implicite en temps au moyen de 1’algorithme d’Euler. Les avantages
d’une telle méthode sont tres clairs :

— utilisation d’éléments finis plutdt que des différences finies, ce qui facilite grandement les

maillages en 2D eten 3D ;

— intégration implicite en temps, qui permet 'utilisation de pas de temps beaucoup plus

grands, sans dégradation apparente de la qualité des résultats.

Le but de cet article est de proposer une méthode de type X-FEM pour le cas ol la précipi-
tation est induite par un produit de solubilité quasi-nul. En effet, dans cette situation, les profils
de fraction massique totale présentent une discontinuité au niveau d’un front de précipitation de
facon similaire a I’enthalpie en présence d’une transformation isotherme [2]. La technique X-FEM
revét alors un intérét évident pour la représentation de ce front.



Nous proposons ici une discrétisation de type X-FEM basée sur les travaux de Chessa et al.
[1] pour un changement d’état isotherme en intégrant la technique Level-Set. Un premier exemple
1D montre les possibilités d’une telle approche pour un probléme d’oxydation interne.

2 Le probléme

Le contexte du probleme et ses équations sont exposées ici de maniere breve ; pour plus de
détails, se reporter a [4].

Soient Cp et Cyy, les concentrations correspondant aux atomes d’oxygene et d’aluminium res-
pectivement. Soient Fy et Fy;, les fractions massiques totales en oxygene et en aluminium incluant
les atomes contenus dans les précipités d’alumine A/, O3 et ceux qui diffusent au sein de la matrice
métallique. Pa,0, représente la fraction massique des précipités d’Al, Os.

En considérant un volume élémentaire représentatif et en comptant dans ce volume les atomes
d’oxygene et d’aluminium sous forme précipité ou dissout, on obtient les relations suivantes :

Fo  _  Co 3 ALO;
Fu . Cu g9 PA1,04
My My May, 0,

ol Mo, Myu; et My, 0, désignent respectivement les masses atomiques de 1I’oxygene, de I’alu-
minium et la masse moléculaire du précipité Al Os.

Le flux des éléments d’oxygene et d’aluminium sont donnés par les expressions suivantes :

]0 = —Do gradCo
et Ja = —Dy; grad Cy

ou Dy et Dy; désignent les coefficients de diffusion. Dans ces expressions, les concentrations sont
supposées étre égales aux activités thermodynamiques.

Les lois locales de conservation pour chacun des éléments s’écrivent :

aa% = div (Do grad Cop)
et % = div (Dy; grad Cy)

Les relations entre les fractions massiques totales d’oxygene et d’aluminium et leur concen-
tration sont supposées étre régies par un équilibre thermodynamique instantané local, i.e. par la loi

d’action des masses. S 3
PA1203 =0 et CAICO < KA1203

ou (D)
PAlz 0; > 0 et Cﬁng = KAlz 05
ol Ky, 0, désigne le produit de solubilité de 1’alumine.

En pratique, le produit de solubilité peut étre tres faible et atteindre une valeur de 1’ordre de
10~18(ppm)> pour 1’alumine [4]. Cela implique de scinder le domaine d’étude Q en deux sous-
domaines Qo et Qy;, séparés par un front de précipitation 0Q;,, qui se propage a une vitesse v (cf.
figure 1).

En effet, lorsque Kaj, 0, est nul dans 1’équation (1), I’oxygene et I’aluminium ne peuvent pas
coexister sous forme dissoute. Ainsi, on obtient soit Cp = 0 soit C4; = 0 de part et d’autre de la

frontiere 0Q2;,; se propageant a la vitesse v définie par :
2 3
V:—mJA[ g = %JO . ng  Sur BQW (2)

Sur le front de précipitation 0Q;,;, par continuité des profils de concentration, il est clair que :

Co=Ca=0ppm



Figure 1 — Topologie du domaine d’étude Q.

3 Modélisation et discrétisation

Le probleme étudié peut étre formulé de la maniére suivante :
Trouver Cp et Cy; définies sur un domaine Q X [0; 7] = Qo UQy; x [0;T] telles que :

aC,
a—to =div (Do gradCp) dans Q 3)
Do gradCp.n= (lmp + Ao ( (imp) CO) sur 0Qp
avec la condition initiale Co(r = 0) = 0.
et 3
?Al =div (Dy; gradCy;) dans Q ()

avec la condition initiale C4;(t = 0) # 0.
ou ngP ) est un flux entrant imposé, C (Oimp ) une valeur imposée et Ao le coefficient de transfert
pour I’oxygene.

Les formulations variationnelles sont obtenues en multipliant les équations (3) et (4) par des
fonctions test Cy, et Cy;, et en intégrant sur le domaine € :

Trouver Co et Cy; telles que, VCp, et VCy, :

ac
aO Chdv +/ Do grad Cp . grad Ciy dV + / AoCoCp dS
Q)
- / (16" +hoCG™) C ds =0
oQ
et
dCy;
e C, dv +/ Dyj grad Cy; . grad Cy; dV =0 (6)
Q

Pour la résolution des problemes (5 et 6) et comme proposé dans [1], les champs de concen-
tration sont approchés par la méthode X-FEM de la maniere suivante :

zn: —i—Z\katak(t)

k=1

ou les N;(x) sont les fonctions de forme classiques, les C;(¢) sont les valeurs nodales de C, les
Wi (x,1) sont les fonctions d’enrichissement et les ax(¢) les degrés de libertés nodaux d’enrichisse-
ment pour les n, nceuds enrichis.



La fonction d’enrichissement Yy (x,7) est donnée par

Wi (1) = Ne(x) (|o(x,2)| = [@w(2)])

ol les @ (7) sont les valeurs nodales du champ de Level-Set et ¢(x,#) est défini par :

o(er) = Y Ni(x)os(0)

J=1

Comme le proposent Chessa et al. [1], le champ de Level-Set est mis a jour en résolvant
I’équation de conservation suivante de fagon explicite :
do _ 09 99
— = —+v.grad Q= — + F|grad 7
5 =5 Tvoerade==r | grad @| (7)
ou v est un champ de vitesses d’évolution du champ de Level-Set, et F' est un champ scalaire de
vitesses défini par :
grad @
v
| grad ¢

La détermination de F se fait en résolvant I’équation :
sign(@) grad F.grad ¢ =0 dans Q ®)

avec la condition aux limites : F(x,#) = v sur 0.

Finalement, la procédure de résolution est la suivante :

Connaissant Cy), C}j; et @" au temps 1 = nAt,
1. calculer v a partir de I’equation (2) dans les éléments enrichis ;

2. construire le champ F en résolvant I’équation (8) ;

n+1

3. déterminer le nouveau champ ¢""" a partir de (7);

4. connaissant (p"“, résoudre les équations (5) et (6) en utilisant un algorithme
d’EULER implicite pour déterminer les valeurs de CZ“ et szl au temps
(n+1)Ar.

4 Application

Nous considérons ici un milieu semi-infini, en se plagant dans un cadre 1D.
Les coefficients de diffusion pour I’aluminium et I’oxygene sont :

Do =8,02um*s™" et Dp =5,58.10"% um*s~!

La fraction massique totale initiale d’oxygene est nulle, alors que la concentration en alumi-
nium est de 1200 ppm. En surface c’est a dire en x = 0, une concentration de 9,24.10~> ppm en
oxygene est imposée. A I'infini, les flux d’aluminium et d’oxygene sont considérés comme nuls.

Le graphique de la figure 2 représente le profil de concentration en aluminium a t = 60 s.
Deux types de résultats sont présentés :

— la solution analytique donnée par Wagner [5] ;

— la concentration calculée aux nceuds du maillage par la méthode X-Fem.



Figure 2 — Profil de concentration en aluminium a t = 60 s.

5 Conclusion

Comme on peut le voir dans 1’application, la méthode X-Fem est bien adaptée a ce type de
probleme, et les résultats obtenus concordent avec la solution analytique de facon tres satisfaisante.

Les travaux actuels visent a étendre cette approche, en 2D et en 3D, aux cas de plusieurs
éléments chimiques pouvant produire plusieurs précipités, a produits de solubilité quasi-nuls.
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