N
N

N

HAL

open science

Revétements du demi-plan de Drinfeld et
correspondance de Langlands p-adique

Gabriel Dospinescu, Arthur-César Le Bras

» To cite this version:

Gabriel Dospinescu, Arthur-César Le Bras. Revétements du demi-plan de Drinfeld et correspondance
de Langlands p-adique. Annals of Mathematics, 2017. hal-01399890

HAL Id: hal-01399890
https://hal.science/hal-01399890

Submitted on 21 Nov 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01399890
https://hal.archives-ouvertes.fr

REVETEMENTS DU DEMI-PLAN DE DRINFELD ET
CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE

par

Gabriel Dospinescu & Arthur-César Le Bras

Résumé. — Nous décrivons le complexe de de Rham des revétements du demi-plan de Drinfeld pour
GL2(Qp). Cette description, conjecturée par Breuil et Strauch, fournit une réalisation géométrique
de la correspondance de Langlands locale p-adique pour certaines représentations de de Rham de
dimension 2 de Gal(Qp/Qp)-

Abstract. — We describe the de Rham complex of the étale coverings of Drinfeld’s p-adic up-
per half-plane for GL2(Qy). Conjectured by Breuil and Strauch, this description gives a geometric
realization of the p-adic local Langlands correspondence for certain two-dimensional de Rham repre-
sentations of Gal(Qp/Qp).
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1. Introduction

La correspondance de Langlands locale "classique" pour GL,, entretient un lien étroit avec la
cohomologie du demi-espace de Drinfeld de dimension n — 1 et de ses revétements : la théorie de
Lubin-Tate non abélienne de Carayol [9] prédit que la correspondance pour les représentations
supercuspidales se réalise dans la cohomologie étale f-adique de la tour de Drinfeld [30] (ou de
Lubin-Tate, selon les gofits, cf. [34] [35]) et la mise en forme de ce principe joue un role crucial
dans la preuve d’Harris et Taylor [48] de la correspondance.

Par contraste, 'existence de la correspondance de Langlands p-adique, qui n’est a I’heure actuelle
formulée et prouvée que pour le groupe G = GL2(Q,), repose [16] sur la théorie de Fontaine [39]
des (¢, I')-modules. Elle n’a donc a premiére vue aucune relation avec la géométrie des revétements
du demi-plan de Drinfeld (V). Pourtant, le cas classique laisse espérer que celle-ci puisse expliquer
la structure des représentations de G associées aux représentations galoisiennes de de Rham non
triangulines. Cet article se propose de montrer que c’est effectivement le cas. Les résultats obtenus
ont été directement inspirés par une conjecture non publiée de Breuil et Strauch [8], qui donnait
un sens précis a cet espoir, en décrivant le complexe de de Rham de ces revétements (2 en termes
de la correspondance de Langlands p-adique (®). Les résultats obtenus, que nous décrivons plus en
détail dans la suite de cette introduction, indiquent que le probléme analogue pour GLy(F) (F

1. Pour certaines représentations galoisiennes, on sait cependant que la correspondance se réalise dans la coho-
mologie complétée de la tour des courbes modulaires [31]; ceci joue d’ailleurs un rdle capital dans cet article.

2. Plus précisément, la conjecture était faite pour le premier revétement.

3. La conjecture de Breuil-Strauch et les résultats de ce travail ne disent rien sur les représentations de de Rham
triangulines : pour une explication, voir la remarque 1.5.
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étant une extension non triviale de Q) ne sera pas une mince affaire, mais suggérent des pistes
de recherche intéressantes...

1.1. Les résultats principaux. — Nous aurons besoin de quelques préliminaires pour énon-
cer notre premier résultat principal. Soit D l'unique algébre de quaternions ramifiée sur Q, (a
isomorphisme prés), Op son unique ordre maximal et soit wp une uniformisante de D. Soit M,,
I’espace rigide analytique sur Qm fibre générique du schéma formel classifiant les déformations par
quasi-isogénie Op-équivariante d’'un Op-module formel spécial de dimension 2 et hauteur 4 sur
Fp, avec structure de niveau 1 + p"Op. Les espaces M,, forment une tour d’ espaces analytiques,
les morphismes de transition ./\/ln+1 — ./\/l étant finis étales. Chacun ® de ces espaces est muni
d’actions qu1 commutent des groupes G = GLQ(QP) et D*, compatible avec les morphismes de
transition Mnﬂ — M De plus, les espaces ./\/l sont munis de donnees de descente canomques a
la Weil, qui ne sont pas effectives, mais qui le deviennent sur le quotient (® de M, par pZ. On note
¥, le modéle de p? \./\/ln sur Q, qui s’en déduit. L’espace rigide analytique 3, est un revétement
étale de ¥y, de groupe de Galois le quotient

Gal(X, /%) = O /(1 +p"Op).
Soit € le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q, dont les C,-points sont

Q(Cp) = Pl(Cp) - Pl(Qp)-

Il admet une action de G, via laction naturelle de G sur P!(C,), donnée par g.z = %IZ si
g = (g 2) € G, oil z est "la" variable sur P!. L’espace ¥y n’est pas bien mystérieux : il s’agit
simplement de deux copies de (2, avec action triviale de O}, I’élément wp permutant les deux
copies. L’action de g € G est 'action naturelle sur ) et échange ou non les deux copies de §2 selon
que le déterminant de g est impair ou pair. La géométrie des revétements 3, et I’action de G x D*

sur 3, sont par contre bien plus compliquées.

Fixons maintenant une représentation lisse supercuspidale m de GG, de caractére central trivial

(pour simplifier) et notons
p = JL(m)

la représentation lisse irréductible (de dimension finie) de D* qui lui est attachée par la correspon-
dance de Jacquet-Langlands locale. Il existe une extension finie L de Q,, telle que ces représentations
soient définies sur L. Il est sous-entendu dans la suite que le corps des coefficients de toutes les
représentations qui apparaissent est L; en particulier, si X est un espace rigide sur Q, et F est
un faisceau cohérent sur X, on notera simplement F(X) pour H°(X,F) ®q, L

Soit Banadm(G) la catégorie des représentations de G sur des L-espaces de Banach II, qui ont
un réseau ouvert, borné et G-invariant, dont la réduction modulo p est lisse admissible au sens
usuel (i.e. le sous-espace des vecteurs invariants par un sous-groupe ouvert compact arbitraire de

4. L’action "horizontale", i.e. sur chaque étage de la tour, est celle de G, le groupe D* agissant "verticalement"
sur la tour". Puisque 1 + p"Op est distingué dans D*, I'action par correspondances de Hecke de D* sur la tour
préserve chaque M.

5. On voit p comme élément du centre de G.
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G est fini). Si IT € Ban®™ (@), on note IT*" (resp. I1'5¢) le sous-espace de II formé des vecteurs
localement analytiques (resp. localement constants), i.e. des vecteurs dont 'application orbite (6)
est localement analytique (resp. localement constante). Les espaces 112" et I115¢ sont stables sous
'action de G et II*" est dense dans II [68] (alors que IT'*¢ est la plupart du temps nul).

Définition 1.1. — On note V() 'ensemble des représentations absolument irréductibles II €
Ban®¥™ (@) telles que ITH%¢ ~ .,

La correspondance de Langlands locale p-adique pour G fournit une description compléte de
V(7) (voir la discussion suivant la remarque 1.3).

Le théoréeme suivant, qui est le premier résultat principal de ce texte, fournit une description
géométrique de la représentation localement analytique I1*" /TI'*¢ quand II € V(r). Alternative-
ment, on peut le voir comme une description de la G x D* représentation O(X,,) en termes de la
correspondance de Jacquet-Langlands et surtout de la correspondance de Langlands p-adique.

Théoréme 1.2. — Soit  une représentation supercuspidale de G = GL2(Q,), a caractére central
trivial, et soit p = JL(m) comme ci-dessus. Pour tout II € V(m) et pour tout n assez grand (il suffit
que p soit triviale sur 1 +p"Op ), il existe un isomorphisme de G-modules topologiques ), unique
a scalaire pres

(O(En)p)* ~ Han/Hlissc.
Remarque 1.3. — a) Au lieu de partir de 7, on aurait pu plus généralement partir d’une repré-

sentation localement algébrique de la forme 7 ® Symk, avec m supercuspidale ®). Tous les résultats
de ce texte s’étendent sans difficulté, & condition de considérer des fibrés vectoriels différents sur
Y., @ voir la remarque 11.12. De méme, ’hypothése que le caractére central de 7 est trivial n’est
pas essentielle, contrairement a ’hypothése que 7 est supercuspidale (voir la remarque 1.5 pour
plus de détails concernant ce dernier point).

b) Une conséquence importante du théoréme 1.2 est que (O(%,,)")

*

est une G-représentation
localement analytique admissible, au sens de Schneider et Teitelbaum [68]. Le caractére localement
analytique s’établit sans trop de mal, mais ’admissibilité semble nettement plus délicate. Qu’en
est-il pour GLy(F'), ou méme GL, (F) ? Notre méthode ne fournit aucune approche pour ce pro-
bléme. On peut espérer que la théorie des D-modules p-adiques permette de dire quelque chose de
I’admissibilité de ces représentations indépendamment de la correspondance de Langlands p-adique
(le cas du premier revétement de la tour de Drinfeld pour GLa(F')-ce qui correspond & X /5 avec
nos notations...-est traité dans [60] et dans [58] pour GL2(Q,)).

Le théoréme 1.2 affirme en particulier que le quotient IT*"/T1M**¢ ne dépend pas du choix de
IT € V(). Pour comprendre ce que cela signifie, il convient d’expliciter davantage 'ensemble V(7).
La correspondance de Langlands "classique" () pour G combinée avec une recette de Fontaine [40]

6. Si v € II est un tel vecteur, son application orbite est G — II, g — g.v.

7. Si V est un L-espace vectoriel localement convexe, on note V* son dual topologique. On pose aussi o =
Homp= (p, o) pour toute L-représentation o de G x D*.

8. Coté Galois, cela revient a passer des poids de Hodge-Tate 0, 1 aux poids 0, k + 1, comme on le verra plus bas.

9. Normalisée a la Tate.
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permet d’associer & 7 un (¢, Gq, := Gal(Q,/Q,))-module M(x), libre de rang 2 sur L ®q, Q},

ainsi qu’un L-espace vectoriel de dimension 2
Mar(7) = (Q, ©qur M ()92

Un des résultats principaux de [22] (qui utilise la compatibilité entre les correspondances de Lan-
glands "classique" et p-adique [31]) montre que le foncteur de Colmez [16] induit une bijection

T — V(II)

entre V(7) et 'ensemble des L-représentations absolument irréductibles V' de dimension 2 de Gq,,
potentiellement cristallines a poids de Hodge-Tate 0, 1 et telles que

Dpst(V) = M(ﬂ-)

On a det V(II) = xcyc pour tout I € V(), car le caractére central de 7 est trivial (aussi innocente
qu’elle puisse paraitre, cette assertion est en fait la partie la plus technique de [22]...). En combinant
cela avec le théoréme de Colmez-Fontaine [21], on en déduit une bijection canonique

V(1) ~ Proj(Mggr(7)), II— Fil®(Dgr(V (1)),

en considérant Fil’(Dgg (V (I1))) comme une L-droite de Myg (7) via Pisomorphisme Dgg (V (IT)) ~
Mg (7) induit par 1% D (V(IT)) ~ M(r). Notons £ — Tl I'inverse de cette bijection. Ainsi, £
est la filtration de Hodge sur Dgr(V (Ilz)).

Ce qu’implique donc le théoréme 1.2, c’est que la G-représentation ITH" /HIEiSSC ne dépend pas
de la filtration de Hodge £ sur Mggr(w). Ce résultat d’indépendance est surprenant et n’a rien de
gratuit : la représentation II*" permet de récupérer II, et donc la filtration de Hodge sur Myg (),
grace au résultat principal de [23], tandis que le quotient par les vecteurs lisses ne dépend que de
M (m). Autrement dit, les représentations IT*" pour IT € V(7) sont des extensions

0—m—II*" - II(m,0) - 0

d’une représentation II(m,0) qui ne dépend que de M(w), par w. La filtration de Hodge encode
cette extension. Nous verrons plus loin comment récupérer cette filtration.

Ce qui précéde n’est cependant que de la poudre aux yeux : la preuve du théoréme 1.2 utilise
de maniére essentielle cette indépendance, qui avait été démontrée par voie trés détournée par
Colmez [16] (voir aussi le travail en cours de Colmez [20] pour une preuve nettement plus simple;
nous en donnons une aussi dans cet article). En effet, elle nous permet de choisir un IT € V()
convenable, et ainsi d’utiliser des méthodes globales pour montrer l'existence d’un morphisme
non nul entre les deux objets du théoréme. Nous montrons ensuite par voie locale que tout tel
morphisme est un isomorphisme, et qu’il est unique a scalaire prés : c’est le coeur technique de
I’article, voir la section suivante pour plus de détails.

10. Ce dernier isomorphisme est unique & scalaire prés, dont tout est "canonique & scalaire prés" dans ce qui
précede, et l'identification V() ~ Proj(Mgg (7)) est canonique tout court....
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La description géométrique de IT2"/TIS5¢ étant acquise grace au théoréme 1.2, nous voulons
maintenant décrire II*" géométriquement, et récupérer ainsi la filtration de Hodge. C’est ici qu’in-
tervient le complexe de de Rham de 3,,.

L’espace X, est Stein, ce qui fournit une suite exacte d’espaces de Fréchet avec action de D* x G

0— Hiz(Z,) = O(%,) = QYZ,) — Hig(Z,) — 0.

En passant aux composantes p := JL(7)-isotypiques, on obtient une suite exacte de G-
représentations sur des espaces de Fréchet

0— O, = QYL — Hig(2,)” — 0.

Théoréme 1.4. — Il existe un isomorphisme canonique (& scalaire prés) de G-modules topolo-
gilques

Hig(25)7 ~ Mg @ 7,
tel que pour toute L-droite £ de Mgg, image inverse de L+ ®p m* C H&R(En)p dans QY(3,,)P est
isomorphe a (II7")* et la suite exacte

0— O, — (IP) - L@ 7" ~ 7" =0
qui s’en déduit est duale de celle fournie par le théoréme 1.2.

Ce théoréme, qui est le deuxiéme résultat principal de I'article, donne donc une recette géomé-
trique simple pour construire II** & partir de la donnée de M (w) (ou de fagon équivalente, de )
et de la filtration de Hodge, & partir du complexe de de Rham. C’était 1'objet de la conjecture
originale de Breuil-Strauch [8] (qui était toutefois formulée de maniére un peu différente, voir la
remarque 11.13).

Remarque 1.5. — Si 7 est une représentation de la série principale, et II € Ban®™(G) contient
7, on ne dispose pas d’une telle description géométrique de IT?" : la situation est bien str similaire &
celle de la correspondance de Langlands locale classique, ol les représentations de la série principale
n’apparaissent pas dans la cohomologie f-adique & supports de la tour de Drinfeld. Si 7 est un twist
de la Steinberg, les premiers travaux de Breuil [6] sur la correspondance de Langlands p-adique
fournissent une description partielle de II?" utilisant le demi-plan {2, mais la situation est plus
compliquée : il ne suffit pas de copier les énoncés précédents avec p triviale. Cela s’explique en
partie par le fait que dans ce cas la cohomologie de de Rham est non triviale aussi en degré 0, cf.
le paragraphe 12.2.

Toutefois, dans ces deux cas, la représentation galoisienne attachée a une telle II est trianguline,
et on dispose donc d’une description trés précise des vecteurs localement analytiques [19] [55].

Remarque 1.6. — Remplacons ¥,, par le premier revétement 14,0, et considérons comme
dans I'énoncé du théoréme le dual de l'image inverse de £+ @y m* C Hiz(T14+wpop,)” dans
O (S11wp0p )P, pour p représentation lisse irréductible non triviale de D*, triviale sur 1+wpOp.
Dans un travail récent [58] et dans une formulation un peu différente, Lue Pan montre que le
complété unitaire universel de cette représentation est admissible et que sa réduction modulo 7y,
coincide avec la réduction modulo 77, de V(Ilz) par la correspondance de Langlands semi-simple
"modulo p". Sa preuve exploite la géométrie d’'un modéle formel explicite de X145 ,0,,-
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1.2. Survol de la preuve. — Comme nous 'avons déja précisé, la preuve du théoréme 1.2
combine des arguments globaux et locaux. La plupart des ingrédients apparaissant dans sa preuve
sont aussi utilisés pour démontrer le théoréme 1.4, donc nous allons nous concentrer uniquement
sur la preuve du théoréme 1.2 dans la suite.

Commengons par la partie globale. Le but est de construire dans un premier temps un mor-
phisme non nul, G-équivariant et continu, de (Q'(3,)?)* dans II*", pour un certain MV 11 € V(r).
Considérons une algébre de quaternions B sur Q ramifiée en p et déployée & l'infini. Elle donne
naissance a une tour de courbes de Shimura (Shg )k indexée par les sous-groupes ouverts compacts
K de B*(Ay) (on voit B* comme un groupe algébrique sur Q dans la suite). Fixons un sous-groupe
ouvert compact suffisamment petit K de B*(A”") et considérons K = (1+p"Op)K? C B*(Ay). Le
théoréme d’uniformisation de Cerednik-Drinfeld (plus quelques contorsions topologiques) permet
d’obtenir un isomorphisme

(1) Q' (Shx)” =~ Hom@™ (2 (2n)”)", LA(X (K7))),

ol

X(K?) = B*(Q)\B"(Ay)/K?,
B étant algébre de quaternions sur Q ayant les mémes invariants que B aux places différentes de
p et 0o, et des invariants échangés en ces places (B est donc compacte modulo centre & 'infini).
L’espace X (KP) est une variété analytique, au sens naif du terme, compacte, avec une action
localement analytique de G. L’espace LA(X (K?)) des fonctions localement analytiques sur X (KP)
& valeurs dans L est muni d’une action de ’algébre de Hecke hors p, et cette action commute &
I’action de G.

Ce qui précéde n’utilise pas le fait qu’on travaille avec GL2(Q,), mais & partir de maintenant
nous allons pleinement exploiter ce qu’on connait sur ce groupe. Le point clé est de comprendre
les espaces Hecke-propres dans LA (X (KP?)). Comme B est déployée en p, cela se fait en reprenant
mot & mot les arguments qui ont permis & Emerton [31] de comprendre la cohomologie complétée
de la tour des courbes modulaires. En fait, en globalisant convenablement (?) la représentation
nous pouvons nous placer dans une situation relativement simple - mais qui demande quand méme
toute la force de la correspondance de Langlands locale p-adique! Ainsi, en regardant les espaces
p-propres des deux cotés de 'isomorphisme (1) pour un idéal maximal convenable p de I'algébre de
Hecke sphérique et en utilisant la version (!3) du théoréme de compatibilité local-global d’Emerton
pour comprendre Uespace propre LA(X (KP?))[p], on obtient un morphisme G-équivariant non nul
continu (Q'(3,)?)* — II*", pour un certain II € V(7), ce qui induit par dualité un morphisme
(I1*n)* — Q1(%,,)P. On vérifie sans mal que ce morphisme se restreint en un morphisme non nul
G-équivariant continu

@ : (M2 /I1sse)* 5 O(%,)".

11. Ce genre de stratégie avait été employée par Emerton [31] pour démontrer la compatibilité entre les corres-
pondances de Langlands locale p-adique et classique pour G.

12. De telle sorte que la représentation galoisienne associée a la forme automorphe globalisant 7 soit irréductible
en réduction mod p et en restriction a ng

13. Notons que 'on a besoin d’une version forte de cette compatibilité.
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D’aprés les résultats de Colmez évoqués plus haut, le membre de gauche, tout comme le membre
de droite, ne dépend que de M (ou, de fagon équivalente, de m, ou de p), et pas du choix de
II € V(7) : on notera désormais (7, 0) = I1a" /T1Hsse.

La suite de la preuve, qui représente la partie la plus technique de ’article, consiste & montrer que
® est un isomorphisme, et qu’il est unique a scalaire prés. L’argument est un peu acrobatique. Nous
commencons par munir II(m, 0)* d’une structure de O(2)-module telle que ® soit O(?)-linéaire.
Cela se fait en exploitant la construction explicite de II via les (p, I')-modules, et la comprehension
de l'action de l'algébre de Lie gl, de G sur II*". Pour motiver un peu la construction, notons
que Vopérateur 0 : O(%,)? — O(X,)? de multiplication par z € O(Q) encode la structure de
O(2)-module de O(%,,)?, et est uniquement caractérisé par 1’égalité d’opérateurs sur O(%,,)”

at —1=ut00,
ou a™ (respectivement u™) désigne laction infinitésimale de (Zo; i) (respectivement ( é le )) sur
O(,)”. Notons que 'opérateur u™ agit comme —-.

Le point est alors de refaire ces constructions du coté des (¢, I')-modules (tout cela est fortement
inspiré d’un travail en cours de Colmez [20]). On démontre ainsi ’existence d’un automorphisme
0 du L-espace vectoriel topologique II(7,0)* uniquement caractérisé par le fait que

at —1=ut00.

L’existence de 0 est un théoréme délicat de Colmez [20], dont on donne une nouvelle preuve. La
notation @ peut paraitre pour le moins étrange, sachant qu’il s’agit d’un opérateur de "multipli-
cation par z" : elle vient du fait que 9 encode la connexion sur le (¢,I")-module (sur 'anneau
de Robba) attaché & V(II). Au vu des remarques précédentes, le théoréme suivant ne devrait pas
surprendre le lecteur, mais nous insistons sur le fait qu’il requiert un certain nombre d’estimées pas
totalement triviales et qu’il joue un role décisif dans la preuve des résultats principaux de 'article.

Théoréme 1.7. — Pour tout I1 € V(r) il existe une unique structure de O(Q)-module surII(w,0)*
qui étend sa structure de L-espace vectoriel, et telle que z € O(Q) agit comme 0.

Un ingrédient crucial dans la preuve de ce théoréme est la dualité de Morita ([65], par exemple),
i.e. 'isomorphisme de G-modules topologiques

QP)Z—.%'

QM) =~ (St*™)*,  pe (St™)* = wy = </ ! u(m)) dz.
P1(

Ici z est "la" variable sur P!, St®" est la Steinberg localement analytique, quotient de I’espace
LA(P'(Q,)) des fonctions localement analytiques sur P!(Q,) par les fonctions constantes. La
structure de O(2)-module du théoréme précédent est alors donnée par

1
)| -l = 9—x) ! T),
(/Pl(Qp)me ))z /1»1<Q,,>( ) (D)

pour tout [ € (Han/Hlisse)*.
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Un résultat frappant que l'on obtient, comme corollaire du résultat final, est que II(w,0)* est
localement libre de rang dimp,(p) comme O(2)-module. Cela semble trés délicat & démontrer, et
méme & deviner, en utilisant seulement la théorie des (¢, T')-modules, qui sert & construire II(7, 0)
et opérateur 0.

Une fois le théoréme 1.7 démontré, nous montrons que ® : II(m, 0)* — O(X,)? est surjectif.
Cela se fait en deux étapes : nous montrons d’abord que ® est d’image dense, et ensuite qu’il est
surjectif. La densité de 'image de ® vient de l'irréductibilité du fibré G-équivariant sur 2 dont
les sections globales sont O(%,,)?, résultat qui se démontre en utilisant les résultats de Kohlhaase
[64], qui permettent de "transférer le probléme" sur la tour de Lubin-Tate : via ce transfert,
I'irréductibilité se raméne & l'irréductibilité du fibré D*-équivariant p* ® Op:, qui est nettement
plus facile a établir 4.

Expliquons enfin rapidement ’argument pour Uinjectivité de ®. On note O(k)(3,,) la représen-
tation de G sur O(%,,) obtenue en tordant I’action naturelle comme suit (%)

(£8) e f=(a—e)™ ((2) 5)-
Puisque 3,, est étale sur X, on a une trivialisation Q1(3,,) ~ O(%,,)dz, qui induit un isomorphisme
de G-représentations
QL) ~ 012)(%,) ®det .

On peut faire les mémes constructions purement & partir des (¢,T')-modules, ce qui permet de
définir une représentation II(7,2)* en faisant agir G sur II(m, 0)* par

(e8)*xv:i=detg-(a—cd)?(2}) 0.

Le morphisme @ étant O()-linéaire, G-équivariant et surjectif, il induit un morphisme G-
équivariant continu et surjectif @ : II(m, 2)* — Q'(X,,), et il suffit de démontrer que ce morphisme
est injectif. Cela se fait en plusieurs étapes. D’abord, nous utilisons encore une fois 'uniformi-
sation de Cerednik-Drinfeld et un argument avec la suite spectrale de Hochschild-Serre comme
dans [47] et [36] pour montrer que Hiy(¥,)” admet deux copies de 7* comme quotient. En-
suite, la "théorie du modéle de Kirillov" de Colmez permet (!6) de montrer que le conoyau de
uwt : (7, 0)* — II(m,2)* est canoniquement (& scalaire prés) isomorphe a Mjp @ 7*. On déduit
de ce qui précéde que le morphisme

@ : 1U(r, 2)* /ut (L7, 0))" = Q'(5,)/d(O(2,)")
est forcément un isomorphisme, ce qui fournit au passage un isomorphisme (17)

HiR(2,)P ~ Mig @ 7.

14. Mais qui utilise de maniére cruciale le fait que p est irréductible et lisse.

15. Comme O(%,) est un O(Q) ~ O(Z)P”" (Iisomorphisme étant donné par le plongement diagonal de O(€)
dans O(Z)), et comme (a — cz)~F € O(Q), la formule précédente a un sens.

16. Cela fait bon usage d’anneaux de Fontaine, de I’équation différentielle attachée par Berger & une représentation
de de Rham, ainsi que des résultats de [26] et [16, chap VI].

17. Une méthode plus naturelle serait d’utiliser la cohomologie d’Hyodo-Kato d’un modéle de ¥, mais cela pose
un certain nombre de problémes...
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De cela on déduit assez facilement l'injectivité de ®, en prouvant qu’il n’existe pas de sous-espace
G-stable dans Ny,>o(u™)™(II(7,2)*). Ce dernier espace est en fait nul (cela découle de [20] ou [29]
et utilise de maniére cruciale le fait que les représentations auxquelles on travaille ne sont pas
triangulines), ce qui joue un role important dans la preuve du théoréme 1.10 ci-dessous.

Ce qui préceéde montre que I'application u™ : II(m, 0)* — II(m, 0)* induit une suite exacte de
G-modules de Fréchet

0— II(m, 0)" — (7, 2)" = Mjg QL 7" — 0
et que Iisomorphisme II(7, 0)* ~ O(3,,)” induit un isomorphisme de G-modules topologiques
Q%) ~(r,2)*.

Le théoréme 1.4 s’en déduit en suivant soigneusement ces identifications.

Remarque 1.8. — Colmez a démontré [20] que la représentation II(m, 0) est (topologiquement)
irréductible, ce qui fournit une preuve directe de I'injectivité. Nous avons toutefois besoin de tous
les ingrédients ci-dessus pour la preuve du théoréme 1.4.

1.3. Compléments. — Nombre des objets construits a I'aide des (p,I')-modules mentionnés
précédemment trouvent donc une interprétation géométrique, a ’exception notable du faisceau
G-équivariant U — tN,e ® U sur P1(Q,) construit par Colmez ('8), dont I'espace des sections
globales contient II(7,0)* et qui joue un role capital dans la théorie. Dans la derniére section de
cet article, nous proposons une interprétation géométrique naturelle de ce faisceau, qui prolonge
naturellement la conjecture de Breuil-Strauch. Le lecteur est renvoyé a 12.3 pour un énoncé précis.
Contentons-nous pour finir cette partie de citer deux autres conséquences de nos résultats.

Soit D(I") I’algébre des distributions sur I" & valeurs dans L. Si V' est une représentation de de
Rham de Gx = Gal(Q,/K), avec K une extension finie de Q,, on note H!(G,V) l'image de
Pexponentielle de Bloch-Kato. Soit maintenant V' € V(x). On dispose d’applications naturelles

/ : H'(Gq,,D(T') @, V) = H'(GF,, V),
14+pnZy

ou Fn = Qp(ﬂpn).

Théoréme 1.9. — I existe un isomorphisme de D(T")-modules libres de rang 2

p 0\ _
©OE)) ) 2 e H'(Gq,, D) ®L V) | peH(Gr,, V) Yn=0}
1+pnZy
Enfin, la trivialisation Q'(X,) = O(X,)d> permet de définir une application £ : O(%,) —
O(%,). On dit quune fonction f € O(X,) est infiniment primitivable si f est dans 'image de

(<L)°F pour tout k. En d’autres termes, f est infiniment primitivable si f € Np>o(u™)*(O(S,)).
Théoréeme 1.10. — Soit f € O(X,) une fonction infiniment primitivable sur %,. Alors f €
o).

18. Pour une définition, voir le § 8.1.
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Remarque 1.11. — Dans un article ultérieur [25] nous discuterons le lien entre O(%,)” et la
courbe de Fargues-Fontaine : soit O(3,,)~4, le sous-espace de O(3,,)” des fonctions f telles que
lim Jeyf=0.
vp (b)—=—o00 (0 ! ) f
Géomeétriquement, O(X,,)~4, est le sous-espace de O(%,,)? formé des fonctions qui "s’annulent
au point oo du bord". Soient

B, = [ ¢"(Bly), Ha, = Gal(Q,/Q).
n>0

On démontre alors [25] qu'il existe un isomorphisme de représentations de B = ( .y Qp)

0 Q;
O(2n)% ~ (B,

H
rig ®Q2r M(’IT)) ¥ ® 53
oud: B — Q est le caractére o ((8 3)) = 9. Précisons simplement que I’action de (ZO; ?) sur

le terme de droite se fait & travers l’action naturelle de I' = Gal(QnyC/ Q,), via lisomorphisme

01 01

Frobenius sur (B . ®qu M (7)) . Notons aussi que tous les objets dans I’énoncé précédent ont

un sens pour GLo(F). On peut naturellement se demander si ¢’est plus qu’une coincidence...

(Z; 0) ~ T induit par le caractére cyclotomique. L’action de (p 0) correspond & l’action du

1.4. Plan de I’article. — L’enchainement des chapitres de ce texte suit essentiellement le che-
minement de la preuve esquissée ci-dessus, dont nous reprenons les notations. La construction du
morphisme @ : (12" /I11ss¢)* — O(%,,)? est Pobjet de la section 5. Les deux chapitres précédents
contiennent des résultats préliminaires & cette construction : description de la tour de Drinfeld
et propriétés de Paction des groupes G et D* sur la tour (section 3); théoréme d’uniformisation
p-adique (section 4), rappels sur les formes automorphes sur les algébres de quaternions (section 4)
et enfin le calcul de la 7m-partie de la cohomologie de Rham a supports compacts des revétements
de Drinfeld qui sera utile plus tard. La preuve du théoréme de compatibilité local-global (d’aprés
Emerton) est repoussée en appendice. Le chapitre 6 est constitué de quelques rappels standard
sur la théorie des (¢, I')-modules, tandis que le chapitre 7 contient des rappels, moins standard
et fondamentaux pour la suite, sur la correspondance de Langlands p-adique : en particulier, la
description de l’action infinitésimale de G sur les vecteurs localement analytiques et la théorie
du mode¢le de Kirillov de Colmez. Ces résultats sont pleinement utilisés dans la section 8 pour
construire II(7, 0), puis dans la section 9 pour munir II(m, 0)* d’un opérateur 9 et d’une structure
de O(Q)-module. La démonstration de la surjectivité de ® est alors possible et exposée dans le
chapitre 10. La fin de la preuve des théorémes principaux est ’objet du chapitre 11 et fait encore
appel aux résultats du chapitre 7. Enfin, la section 12 contient quelques corollaires et une question.

1.5. Remerciements.— Nous tenons a remercier chaleureusement Christophe Breuil, qui nous
a expliqué sa conjecture avec Matthias Strauch et a suivi nos progrés avec intérét et attention. Il
est évident que cet article n’aurait jamais vu le jour sans les articles monumentaux [16, 31] de
Pierre Colmez et Matthew Emerton. Nous remercions Pierre Colmez et Laurent Fargues pour des
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longues et fréquentes discussions, ainsi que pour leurs suggestions et encouragements : en particulier
la prépublication [20] et une remarque de Fargues ont joué un role décisif dans 1’élaboration de
ce travail. Pour des discussions utiles, nous tenons également & remercier Konstantin Ardakov,
Elmar Grosse-Klonne, Vincent Pilloni, Peter Scholze, Matthias Strauch, Jared Weinstein, et tout
spécialement Benjamin Schraen. G.D. voudrait remercier I'THES (en particulier Ahmed Abbes
et Benjamin Schraen) et le M.S.R.I. pour les excellentes conditions de travail, ainsi que 'A.N.R
Percolator pour le financement.

2. Notations et conventions

(1) On fixe une cloture algébrique Qp de Q,, et on note C,, son complété. Toutes les extensions
de Q, considérées dans la suite seront a l'intérieur de C,. On note Q> 'unique extension
non ramifiée quadratique de Q,, et on note Qp le complété de I'extension maximale non
ramifice Q" de Q,, dans Qp. Pour n > 1, on note I, = Qp(pn) et QY le complété de la
réunion des F,,. On pose, enfin,

Gq, = Gal(Q,/Qp), Ha, = Gal(Q,/Qy), T =Gal(Q/Qy).

(2) Dans tout le texte, G = GL2(Qp). On note Gg = GL2(Z,) et G,, =1+ p"My(Z,), pour
tout n > 1. On note aussi B le sous-groupe de Borel (supérieur) de G et P = (Qo; le) le

mirabolique. Enfin, on pose g = gl, = Lie(G) et on considére la base de g donnée par
a"=(§8), a=(%), v =(5), v =(9)-
On note h = at —a™ € U(yg).

(3) On fait la convention importante que toutes les actions de G seront & gauche. En par-
ticulier, si G agit sur un espace rigide analytique (ou un schéma) X, on transforme laction
naturelle & droite de G sur les sections globales d’un fibré G-équivariant sur X en une action
a gauche (via I'anti-involution g — ¢g~! de G).

(4) On note D l'unique algébre de quaternions non déployée sur Q, (& isomorphisme prés),

Op son unique ordre maximal, Dy = OF,, et D, = 1+ p"Op, pour tout n > 1. Fixons, une
fois pour toutes, un plongement de Q2 dans D. Soit @wp une uniformisante de Op telle que

Op = Z,2[wp], wh =p, et wpr=o(x)wp, Vae Q,2,
ol o est le Frobenius de Q2.

(5) La représentation supercuspidale m, de caractére central trivial et définie sur une ex-
tension finie L de Q, (qui grandira selon les besoins...) sera fixée une fois pour toutes. La
représentation irréductible de D* attachée & 7 par la correspondance de Jacquet-Langlands
locale sera notée p = JL(m). Noter que p est aussi a caractére central trivial.

(6) Si X est un espace rigide analytique sur Q,, on note O(X) = L ®q, H°(X,0x) et
QN(X) = L®q, H°(X, Q). Méme convention pour Hjy (X) (on n'utilisera la cohomologie
de de Rham que pour des espaces rigides analytiques lisses et de Stein).
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(7) Soit X est une variété analytique p-adique avec action localement analytique de G. Si V/
est un Z,-module topologique, on note C°(X, V) (resp. LC(X,V)) I'ensemble des fonctions
continues (resp. localement constantes) ¢ : X — V. On note simplement C°(X) (resp. LC(X),
resp. LA(X)) au lieu de C°(X, L) (resp. LC(X, L), resp. les fonctions localement analytiques
¢: X — L). Tous ces espaces de fonctions sont munis d’actions naturelles (& gauche) de G.

(8) Si H est un groupe de Lie p-adique, on écrit D(H) pour 'algébre des distributions sur
H a valeurs dans L. C’est le dual topologique fort de LA(H).

(9) Si B est une L-représentation de Banach de G, on note B2" (resp. B2, resp. B'°) le
sous-espace de B formé des vecteurs v tels que 'application G — B, g — g.v soit locale-
ment analytique (resp. localement polynomiale, resp. localement constante). Si Alg(G) est
Pensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations algébriques irréductibles de G
définies sur L, alors Baig est 'image du morphisme naturel (injectif)

B W oL Homg(W,B™) — B™,
WeAlg(G)

ot g = Lie(G), alors que BU5%¢ est le sous-espace (B2%)8=Y de B2" des vecteurs tués par tout
élément de g. Enfin, si K, est un sous-groupe ouvert compact de G, on note By, a1 I'image
du morphisme
P W oL Homg,(W,B) — B.
WeAlg(Q)

3. Revétements du demi-plan de Drinfeld et fibrés vectoriels

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de résultats relativement standard sur
la tour de Drinfeld et nous établissons le caractére localement analytique de ’action de G sur
O(%,), ainsi que le caractére lisse de la G-représentation H, (}R’C(En). Le lecteur pourra consulter
[4, 24, 30, 35, 61| pour plus de détails concernant la tour de Drinfeld.

3.1. L’espace de Drinfeld et ses revétements. — Soit S un Z,-schéma. Un Op-module
formel spécial sur S est un groupe formel p-divisible X sur S, de dimension 2 et hauteur 4, muni
d’une action de Op telle que 'action induite de Z,» sur 'algebre de Lie de X fait de celle-ci
un Os ®z,, Z,2-module localement libre de rang 1. Il existe une unique classe de Op-isogénie de
Op-modules formels spéciaux sur F,. Fixons un tel Op-module formel spécial X. Le foncteur des
déformations de X par quasi-isogénies O p-équivariantes (1) est représentable [61] par un schéma
formel p-adique sur Zp. On note M la fibre générique rigide de ce schéma formel. Un théoréme
fondamental de Drinfeld [30] fournit un isomorphisme

MQZQXZ7

19. 1l s’agit du foncteur qui & S un Zp—schéma sur lequel p est nilpotent associe ’ensemble des classes d’isomor-
phisme de couples (X, p), avec X un Op-module formel spécial sur S et p une quasi-isogénie O p-équivariante entre
Xg et Xg;ici S est le sous-schéma fermé de S défini par p = 0.
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o = Q®Qp Qp et Q est le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q, dont les C,-points
sont
Q(Cp) = Pl(Cp) - Pl(Qp)-

L’espace M est muni d’'une action a gauche de G donnée par

9-(X,p) = (X,pog™),
qui correspond par 'isomorphisme de Drinfeld & l'action usuelle par homographies de G sur le
demi-plan et au décalage par —v,(det g) sur Z, ainsi que d’une donnée de descente a la Weil (20),
qui correspond via l'isomorphisme de Drinfeld au composé de la donnée de descente canonique
et du décalage par 1. Elle n’est donc pas effective, mais pour tout entier ¢ > 0, cette donnée de
descente sur le quotient ptz\./\;lo de M, par l'action de ’élément p* du centre de G devient effective.
En prenant ¢t = 1, on obtient un modéle ¥, de pZ\MO sur Q.
Soit X" le groupe p-divisible rigide universel sur Mo. Si n > 1, on définit

Mn _ Xun[pn] o Xun[w%nfl].

C’est un revétement étale galoisien de M, de groupe de Galois OF, /(1 + p"Op). Une fois encore,
son quotient par I'action de p'Z descend & Q,, pour tout ¢t > 0. Pour ¢ = 1, cela fournit un modéle
¥, de pZ\M,, sur Q,. Il est muni d’actions & gauche de G et a droite de D*, qui commutent.

3.2. Quelques rappels sur les espaces Stein. — Nous renvoyons le lecteur a [44, 45, 52, 64]
pour les preuves des résultats énoncés dans ce paragraphe.

Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discréte, et soit X un espace
rigide Stein sur K. Rappelons que cela veut dire que X admet un recouvrement croissant admissible
(Xn)n>0 par des ouverts affinoides tels que O(X,,4+1) — O(X,,) soit d’image dense pour tout n.
Dans ce cas, la fleche naturelle O(X) — Hm O(X,) est un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques, ce qui fait que O(X) est naturellement un K-espace de Fréchet. Le théoréme de
Kiehl [52] montre que les faisceaux cohérents sur X n’ont pas de cohomologie en dégré > 0.

Supposons en outre que X est lisse. D’aprés le théoréme de Kiehl mentionné ci-dessus, la co-
homologie de de Rham de X se calcule comme la cohomologie du complexe des sections globales
du complexe de de Rham de X. De plus, les différentielles d% : Q*(X) — Q**1(X) sont des mor-
phismes stricts d’image fermée. En particulier, les groupes de cohomologie de de Rham de X sont
des espaces de Fréchet (voir [44, cor.3.2| pour tout ceci). Si d = dim X, alors H¥(X, F) = 0 pour
tout fibré F sur X et tout k < d. On définit alors H, g;{fi(X ) comme le k-éme groupe de cohomologie
du complexe

o HY(X,QF) - HY(X, QM) - .
La dualité de Serre pour les variétés Stein [12] montre que ce complexe est dual du complexe des
sections globales du complexe de de Rham de X, tordu par Q4(X). Cela permet de montrer [45,
th. 4.11] que si X est pure de dimension d, alors pour tout k on a des isomorphismes canoniques

Hlp(X) = Hig F(X)" et Hig o (X) = Hig " (X)",

20. Pour mémoire, une donnée de descente a la Weil sur un schéma X sur Z, est un isomorphisme de schémas
X = 0+ X = X ®y_ Zp sur Zp, ol o est le Frobenius.
P
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les duaux étant topologiques (comme toujours dans cet article). La preuve de [44, cor.3.2] montre
que pour tout ¢ ’espace vectoriel topologique H (]fR(X ) est isomorphe a la limite inverse d’une suite
(Vy)n d’espaces de dimension finie sur K. En particulier H5, (X) est un Fréchet réflexif et son dual
topologique Hjé,_ck(X ) est la limite inductive des V7. On en déduit que HA; (X) est aussi le dual
algébrique de Hf&i{ck(X ). Puisque Q est un espace Stein D il en est de méme de ¥y et puisque
Y., est un revétement étale fini de X, on obtient la

Proposition 3.1. — Pour tout n > 0, l’espace rigide 3, est un espace Stein.

Notons 7, la composée du morphisme ,, — g et de la rétraction de X sur I'arbre de Bruhat-
Tits, dont on fixe l'origine en le réseau standard et B; la boule centrée en l'origine de rayon i
dans I'arbre. Alors la famille des U; = 7,,1(B;) (n est sous-entendu dans la notation) forme un
recouvrement de Stein de ¥,,. De plus, U; est stable par Paction de G; = 1 + p*M»(Z,) pour tout
i>1.

3.3. Le caractére localement analytique de O(%,)*. — Soit n > 0 et k € Z. On note
O(k)(2,,) Vespace des fonctions rigides analytiques sur X,,, muni de Paction de G
g~f:ﬁ'(g-f)’ si g=(2})ed

ou g.f (dans le terme a droite) est 'action naturelle de g € G sur O(%,,) déduite de 'action de
G sur 3,. On a utilisé la structure naturelle de O(Q)-module de O(X,) pour donner un sens a
la multiplication par m € 0(Q). Comme ¥,, est Stein, O(k)(X,) est I'espace des sections
globales d’un fibré G-équivariant sur %,,, noté O(k).

Notons qu’en tout niveau le faisceau O(2) ® det est simplement le faisceau des différentielles
Q' : on le voit facilement en niveau 0 et en niveau plus grand le faisceau ' est simplement le tiré
en arriére du faisceau Q' en niveau 0, puisque le revétement est étale.

Théoréme 3.2. — L’action de G sur O(k)(X,)* est localement analytique, pour tout k € Z. De
maniére équivalente, O(k)(X,) est un D(G)-module séparément continu pour tout k. En particulier,
Hig (%) est un D(G)-module séparément continu.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que O(3,,) est un D(G)-module séparément continu, le
reste s’en déduit facilement.
Soit g1,...,g4 une famille génératrice minimale de Gy = 1 + p?M>(Z,). Notons pour a =
(Oél, . 044) e N*
b = (91 — 1)(11.“(94 - 1)a4 S ZP[GQ]

Les éléments de D(G2) (Palgébre de distributions sur Gy a valeurs dans L) s’écrivent de maniére

unique
A=Y anb”
aeN4
avec aq € L et limy_,o0 vy (@) + r|a| = oo pour tout r > 0, ol |a| = a1 + ... + @4. On veut montrer
que anb®f tend vers 0 dans O(X,,) pour toute telle suite (aq)q et tout f € O(X,). Considérons

21. Voir la discussion suivant la proposition 3.1 pour une explication de ce fait standard.
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le recouvrement de Stein (U;)i>o de ¥, introduit aprés la proposition 3.1, chaque U; étant stable
sous l'action de G;. Comme O(X,) = lim O(U;), il suffit de démontrer que pour chaque i fixé
anb® f tend vers 0 dans O(U;) pour tout f € O(%,) (noter que b*f € O(%,,) C O(U;) pour tout
«). Comme
D(G2) = (P DG,
gEG\G2

et G; \ G2 est fini on se raméne (en travaillant séparément avec chaque d,f = g.f) a démontrer
que O(U;) est un D(G;)-module topologique (ce qui a un sens, puisque G; agit sur U;).

Soit b I'analogue de b® pour G; (i.e. b = (gi1 —1)**...(gi,a — 1)**, ol g; ; forment une famille
génératrice minimale de G;) et soit Dp(G;) le complété de D(G;) pour

[

[|A:= E aob||n = sup lag|p *".
«
o

Nous allons montrer que l'on peut trouver h tel que action de G; sur O(U;) s’étende en une
structure de Dy, (G;)-module topologique, ce qui suffira pour conclure.

Soit g = Lie(G;) et soit X4,...,X, une base de g. On note X* = X,".. X" € U(g). D’aprés
un résultat de Frommer [42, 1.4, lemma 3, corollaries 1, 2, 3|, Dy(G;) est un module libre de
type fini (& gauche et a droite) sur adhérence Uy (g) de U(g) dans Dp(G;), et a une base formée
d’éléments de Z,[G;]. De plus, les éléments de Uy (g) s’écrivent de maniére unique A = ) an X<,

avec vp(aq) — cplal — oo, ot ¢ > p"~1 ne dépend que de h.

Lemme 8.3. — L’action de G; sur O(U;) est différentiable : pour tout X € g et f € O(U;) la
limite ;
xf— tm SIS
n— o0 pr
existe dans O(U;). Cela munit O(U;) d’une structure de g-module, et f +— X.f sont des endomor-
phismes continus du L-Banach O(U;) (muni de la norme spectrale).

Démonstration. — Le morphisme étale fini 3,, — ¥ induit un morphisme étale fini G;-équivariant
m: Uy = Uy, ot Up,; est 'analogue de U; en niveau 0. Le lemme précédent se vérifie sans aucun
mal sur O(Up,;), qui est donc muni d’une structure de g-module. Notons Ox la dérivation continue
de O(Uy,;) attachée & X € g. Comme 7 : U; — Uy ; est fini étale, cette dérivation s’étend de maniére
unique en une dérivation continue de O(U;), que nous notons encore dx. Nous allons montrer que
pour tout f € O(U;)

et X f

lim —_—

n—oo p

:a%fv

le lemme s’en déduisant sans mal. Notons g, = e?' ¥ € Gy, fn = gn.f € O(U;), et soit P =
X9 +a4-1 X9 +...+ap le polyndome minimal de f sur O(Up ;). Comme g,,. P(fn) = gn-(P(f)) = 0,
on obtient

P(fn) _P(f) + (gn-P — P)(fn) =0
On divise cette relation par p™ et on fait n — oo, en utilisant le fait que lim,, oo g'“p# = 0x(P)
puisque les a; sont dans O(Up ;) et lim,, o fr, = f (cela découle de la continuité de l'action de G,



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE 17

qui se déduit grace au théoréme d’Elkik - voir [73, lemma 2.3] - de 1’énoncé analogue en niveau 0
et du fait que X,, — X est un revétement fini étale). Comme de plus

on en déduit que lim,,_, £ ’;;f existe et
P'(f) lim In—f +0x(P)f = 0.

n—oo pn

Mais en appliquant Ox a la relation P(f) = 0 on obtient aussi

P'(f)0x(f) + 0x(P)(f) = 0.

En comparant les deux formules et en utilisant le fait que P'(f) # 0 (puisque le revétement est
étale), le résultat s’en déduit. O

Revenons & la preuve du théoréme 3.2. on dispose de quatre connexions continues dx; sur le
Banach O(U;). Elles sont toutes C-lipschitziennes pour un certain C' > 0. Ainsi, la norme de
Popérateur continu X% sur O(U;) (déduit de la structure de U(g)-module donnée par le lemme) est
majorée par C® pour tout o € N%. Donc, si p/2 > C, alors 3 aoX® converge faiblement dans
O(U;), ce qui permet de conclure que pour h assez grand Dy (G;) agit continument sur O(U;). Cela
permet de conclure. O

Remarque 3.4. — Le méme argument s’applique aux revétements du demi-espace de Drinfeld en
toute dimension, en utilisant [69], Prop. 1.

3.4. Numérologie et lissité de H§R7C(En). — Rappelons que l'on utilise la base

a* :(58)7 a- :(8(1))7 u+=(8(1)), u- :((1]8)'
de g = Lie(G). Soit z "la" coordonnée sur Q. La trivialisation Q'(%,) = O(X,)dz induit une
application

d L df
T 10(Z) =5 OS,), df = 2-dz Vf € O(Z,).

L’énoncé peu appétissant suivant sera utilisé trés souvent dans la suite.

Lemme 3.5. — Soit 0 : O(X,) — O(Z,) Vopérateur®*? de multiplication par z. On a les for-
mules suivantes pour l’action de l’algébre de Lie :

a) Sur O(k)(32,)

at=uto+1—k o =-0u", u =-0%u"+ko.
b) Sur O(k)(X,)*
at=out+k—-1, a =—-ud, u =—-kd—utd’
c) Sur QL1(,)*
at =out, o =-0out, uw =-0%"t.

22. Le lecteur trouvera certainement étrange d’appeler cet opérateur 9. Nous verrons plus loin qu’il est relié & une
connexion 9 sur les (¢, I")-modules.
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De plus, on a Out —utd =1 sur tous ces espaces, et ut = —L sur O(Z,,).

Démonstration. — L’égalité Ou™ — utd = 1 est immédiate, car uT est une connexion telle que
ut(z) = —1. Le b) découle directement de a) (ne pas oublier que (XI,v) = —(I, Xv), si X € gl,,
1€ O®)(S,)* et v € O(K)(X,)). Le ¢) découle de b), du fait que Q1(X,)* ~ O(2)(X,)* @ det ™!
et de I'égalité 20 + ut9? = 9%ut (appliquer deux fois I'identité Jut —utd = 1).

11 reste donc & démontrer le a), et il suffit de le faire pour k = 0. Si n = 0, il s’agit d’un exercice

(23)

amusant laissé au lecteur. Dans le cas général, on utilise le fait que 3, est un revétement étale

de Xg. Toutes les égalités ci-dessus sont des égalités entre des dérivations continues sur O(%,,), qui
d

sont valides sur O(Xo) ; elles sont donc valables sur O(X,,) tout entier. L’égalité ut = —= sur

O(%,) se démontre de la méme maniére. O

Une conséquence facile du lemme précédent est la proposition suivante. Nous remercions Pierre
Colmez pour I'argument simple et élégant ci-dessous.

Proposition 3.6. — La G-représentation Hig (X,) est lisse.

Démonstration. — Puisque ut = —-L sur O(,) et que H&R)C(En) est le dual de Q1(X,,)/d(O(%,)),
on voit qu’il suffit de montrer la lissité de (Ql(En)*)“+:0. Mais Q!(X,,)* est une G-représentation
localement analytique (théoréme 3.2) et le point ¢) du lemme précédent montre que tout élément

de Q1(2,,)* tué par ut est en fait tué par gl,, et donc il est lisse. Cela permet de conclure. O

4. Uniformisation p-adique et cohomologie de de Rham

On fixe dans la suite un entier n tel que p = JL(7) se factorise par D*/(1 + p"Op). Le but
de cette section est de démontrer le théoréme suivant. Sa démonstration devrait s’adapter assez
facilement a d’autres situations.

Théoréme 4.1. — On a

\%

dimz Homg (Hjg o(3n)" ,7) = 2.
De maniére équivalente,

dimL Homg(ﬂ*7 H5R<Zn)p) =2.

La preuve de ce résultat se fait par voie globale : elle utilise le théoréme d’uniformisation de
Cerednik-Drinfeld des courbes de Shimura par les revétements de Drinfeld et est directement
inspirée du calcul de la cohomologie ¢-adique de certains espaces de Rapoport-Zink par Harris [47]

et Fargues [36]. Nous allons voir plus loin que l'on a en fait un isomorphisme (24)

Hle(En)p ~a @t

23. ou pas... Se rappeler que 'action de G sur O(2) est donnée par

(n@=-r(£22).

a —cz

24. On en construira en fait un raisonnablement canonique.
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mais cela demande plus de travail : 'argument global utilisé permet de démontrer facilement qu’il
n’y a pas d’autre représentation de la série discréte (ainsi que beaucoup de séries principales) parmi
les sous-quotients de H (}R@(En)”v, mais il ne semble pas facile d’exclure la présence de n’importe
quelle série principale avec ce genre d’argument (dans le cas f-adique, ce genre de difficulté est
contourné en utilisant I'isomorphisme de Faltings-Fargues [34, 35]; cela semble plus délicat dans
notre situation).

Remarque 4.2. — a) La cohomologie de de Rham de 2 vue comme représentation de G (méme
en dimension quelconque) a été calculée par Schneider et Stuhler [64]. Leur preuve ne s’adapte pas
en niveau supérieur, mais a la vertu de ne pas faire appel a la théorie automorphe.

b) Pour le revétement de la tour de Drinfeld de niveau 1 4+ wpOp, le calcul de la cohomologie
de de Rham est nettement plus simple grace a l'existence d’un modéle formel explicite [75]. En
particulier, pour ce revétement le théoréme précédent admet une preuve purement locale, qui
fournit d’ailleurs un isomorphisme Hig (%,)? ~ 7* & m*.

4.1. Formes modulaires quaternioniques classiques et p-adiques. — Soit B une algébre
de quaternions sur Q, non ramifiée en p et ramifiée a I'infini. On regarde B* comme un groupe
algébrique sur Q (donc B*(R) = (R ®q B)* pour toute Q-algebre R). On fixe une identification
B*(Qp) ~ (4, ainsi qu’'un sous-groupe ouvert compact K? de B*(A’Jﬁ). On suppose que KP =
Il 2p Ko, ot K est un sous-groupe ouvert compact de B*(Qy), et on suppose qu’il existe au moins
un premier ¢y tel que K, soit sans torsion.

Définition 4.3. — On note
X = X(K?) = B*(Q)\B"(A)/K”
et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de G, on note
X(Kp) = B*(Q)\B"(Af)/KTK).

L’espace X est la limite projective des ensembles finis X (K,). Il est muni d’une action naturelle
(& droite) de G. L’espace C°(X) est I'espace des formes automorphes p-adiques pour le groupe
B*. On va voir tout de suite que c’est un espace vectoriel topologique tout a fait raisonnable. Le
résultat suivant est standard et nous laissons sa preuve au lecteur.

Lemme 4.4. — L’ensemble B*(Q)\B*(A?)/Kp est fini. Ecrivons

B (A2)/E? =[] B*(Qw,

i=1

et notons T; le stabilisateur de y; dans B*(Q), vu comme un sous-groupe de G ~ B*(Q,). Alors
['; est discret cocompact dans G et on a un isomorphisme de G-modules topologiques

X = ]:[Fi\G.
1=1
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En particulier X est une variété analytique p-adique compacte et 'action de G y est localement
analytique.

Venons-en maintenant au lien avec les formes automorphes classiques ('argument est tout a fait
similaire & celui de [74, § 1]). Rappelons que Alg(G) désigne I'ensemble des (classes d’isomorphisme
de) L-représentations algébriques irréductibles de G. Fixons W € Alg(G) et notons Ag, (W)
'espace des fonctions continues f : X — W telles que f(zk) = k~!.f(z) pour tous z € X et
k € K, (on peut y penser comme l’espace des formes automorphes p-adiques de poids W et de
niveau K7 K,,).

Lemme 4.5. — Il existe un isomorphisme canonique
Homg, (W*,C°(X)) ~ Ak, (W).
Démonstration. — On a des isomorphismes canoniques
Hompg, (W*,C%(X)) ~ (W*)* @ C°(X))"r ~ (W @ CO(X))*r ~ CO(X, W)"r.

En suivant les actions de K, on voit que le dernier espace est précistment A, (W), ce qui permet
de conclure (notons que l'inverse de cet isomorphisme envoie simplement f € Ag (W) sur ¢; €
Homy, (W*,C%(X)) défini par ¢5(1)(z) = I(f(z)) sil € W* et z € X). O

Fixons une fois pour toutes un isomorphisme ¢ : Q7p ~ C, ce qui induit un plongement L. — C
(en se rappelant que l'on a fixé un plongement de L dans Q,). Alors W, = W ®, C devient, via
I'isomorphisme ¢, une C-représentation de B*(C), et donc de B*(R) aussi.

On note Aut(KPK,) I'espace des fonctions lisses & valeurs complexes sur B*\B*(A)/K,KP (ce
sont les formes automorphes classiques de B*(A), de niveau K PK,). Cet espace admet une action
naturelle de B*(R), via l'action & droite de ce groupe sur B*\B*(A)/K,KP.

Lemme 4.6. — On a un isomorphisme canonique
AKP(W) ®L7L C~ Homg*(R)(W:o, Aut(Kpr))

Démonstration. — Nous allons nous contenter de décrire la fleche en question. Si f € Ag, (W),
on l'envoie sur ¢y € Homp. gy(W3,, Aut(KPK),)) défini par

or(D(g) = Uy -(gp-f(g™) @ 1)),

sig = (9g)g = goo - g € B*(A) et | € WZ. Un exercice standard montre que f ~ ¢ est un
isomorphisme. O

Observons maintenant que ’on a une action de A% /Q* sur X et, donc aussi sur les espaces C°(X)
et Ag, (W). Si M est un espace muni d'une action d’un groupe H et si ¢ est un caractere de H, on
note M|[y] le sous-espace de M sur lequel H agit par ¢. L’isomorphisme construit dans la preuve
du lemme 4.5 induit alors des isomorphismes Hompg, (W*,CO(X)[¢]) ~ Ak, (W)[y] pour tout
caractére 1) : A} /Q* — L*. De méme, on a une action de A% /Q* sur Hom g. (g) (W5, Aut(KPKp)),
et I'isomorphisme construit dans la preuve du lemme 4.6 commute & cette action.

La discussion précédente entraine alors directement le résultat suivant (il suffit de remplacer W
par W* dans ce qui précéde).
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Lemme 4.7 — Soit W € Alg(G) de caractére central wyy . Soit ¥ : A*/Q* — L* un caractére
continu tel que ¥ = ww sur un sous-groupe ouvert de Q. Posons (25)

Yo ATQT = CF, (@) = elwyy () (2%) Jww (2s0).
On a un isomorphisme canonique

Hom g, (W, C*(X)[0]) @1, C =~ @) =57

la somme directe portant sur les représentations automorphes m = Too @ 5 de B*(A) de caractére
central ¥, et telles que moo = Wo. Ainsi,

COX)[W)ky-atg ©2.C~ P PWe@m ™.
WeAlg(G) w

Rappelons que si B est une algébre de quaternions sur Q, dont on note S(B) ’ensemble (fini) des
places de ramification, la correspondance de Jacquet-Langlands globale met en bijection naturelle
7 +— 7' les représentations automorphes (de dimension infinie) sur B*(A) et les représentations
automorphes sur GLy(A) telles que 7/, est dans la série discréte pour toute place v € S(B).

4.2. La w-partie de la cohomologie de de Rham & supports de ¥,,. — Soit B une algébre
de quaternions sur Q, ramifiée & I'infini et de discriminant pf, ou £ est un nombre premier différent
de p fixé (29 Fixons un sous-groupe compact ouvert K = K, .K? de B*(Ay), avec K, = 1+p"Op.
A ces données correspond une courbe de Shimura Shg sur Q, classifiant des surfaces abéliennes
avec action de Op et structure de niveau K. Les C-points de cette courbe sont donnés par

Shy (C) = B(Q)\(X x B*(Ay))/K,

ot B*(Q) agit sur X = C\ R via le plongement B*(Q) — B*(R) ~ GL2(R) et 'action naturelle
de ce dernier groupe sur X.
Nous allons voir dans la suite Shx comme une courbe sur Q,, i.e. nous allons écrire Shx au lieu

de Shx ®q Qp. Le théoréme d’uniformisation s’énonce alors ainsi 27) (pour une démonstration, cf.
[5, Theorem 3.1]).

Théoréme 4.8 (Cerednik-Drinfeld). — Si KP est suffisamment petit, il existe un isomor-
phisme d’espaces analytiques rigides sur Q,, compatible avec les données de descente a la Weil

BY(Q)\ (M x B*(A})/K?) = (Shi ©q, Qp)™,

ot B désigne l'algebre de quaternions sur Q isomorphe a B hors de {p, o0}, non ramifiée en p et
ramifiée en oo.

25. Notons que wyy () = z* pour un certain entier k, donc wyy (zeo) a un sens.

26. Ceci simplement pour fixer les idées et appliquer tels quels les résultats du paragraphe 5.1.

27. Rappelons que My, est I’espace de Rapoport-Zink de niveau 1+p"Op attaché a un Op-module formel spécial
sur Fp,, cf. Pintroduction.
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On se place maintenant dans le cadre de la partie 4.1, et on utilise les notations du lemme 4.4
(avec un sous-groupe K? C B*(A?) suffisamment petit). Le choix des y; induit un isomorphisme

[TriM. = B (@) (M x B(A)/K7),

Soit N tel que pV € I'; pour tout i, soit ./\jln,N = pNZ\/\;ln et soit X, n la descente a Q, de
pNZ\M,,, via la donnée de descente a la Weil. La suite exacte de Hochschild-Serre (|64, par. 5|)
pour le revétement galoisien Mn N — Fz\./\;ln ~ et la compatibilité de 'isomorphisme de Cerednik-
Drinfeld avec la donnée de descente a la Weil fournissent une suite spectrale

B2 = [ H (Vi Hip (Sn.n)) = HE(Shi).

i=1

Puisque HA, (3, n) est le dual algébrique de H, jgfg(zn, N ), la suite spectrale précédente se réécrit

ks
) 2—
EP? = HEXtZF)i (Higt(Znn) 1) = HE " (Shic).
i=1
Le groupe I'; étant discret et les G-représentations H§§1(2n7 ~N) étant lisses (cela est trivial si
g =0 ou g = 2, et découle de la proposition 3.6 si ¢ = 1), la réciprocité de Frobenius (lisse) permet
d’écrire
T T
[ Excth, (HIRE(Snn), 1) = [ [ Exctl (HiR % (Sn,n), Indf 1).
i=1 i=1
Enfin, en remarquant que par définition

[[mdf 1 = LC(X(K7)),
i=1

on obtient une suite spectrale
EDI(K?) = Ext?,(H3p % (Sn,n), LO(X (KP))) = HE{(Shk).

On vérifie que cette suite spectrale ne dépend pas du choix des représentants y; ([36, prop.
4.3.11]). Le groupe D* agit sur les groupes E5'?(KP) ainsi que sur l'aboutissement de la suite
spectrale, puisque le sous-groupe 1 + p"Op est distingué dans D* et la suite spectrale est D*-
équivariante et B*(A?)—équivariante (cela se vérifie comme dans [36, lemme 4.3.13-4.3.14]).

Regardons maintenant la composante p-isotypique de la suite spectrale obtenue. Notons que
H§R7C(Zn,N)pv = HZfR’C(En)pv puisque le caractére central de p est trivial. Comme p est non
triviale, H (’fR’C(Zn’ N)pv est nul sauf pour k = 1. La suite spectrale dégénére donc trivialement et

donne un isomorphisme B*(A’})—équivariant :
(2) Home (Hjg o(Sn)? , LO(X (K7))) ~ g (Shk)".

Cet isomorphisme est compatible au changement de niveau K?, et on obtient ainsi un isomorphisme

(3) lim Home (Hig,o(£n)" , LO(X (K7))) = lim Hig (Shx)”.
Kp Kp



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE 23

Du théoréme 5.5, on déduit ®) en particulier I’existence d’une forme modulaire quaternionique
f de poids 2 pour le groupe B*, telle que si 7(f) est la représentation automorphe de B*(A),
7(f)p = m. Rappelons que B*(A") ~ B*(A?) et que l'on peut donc voir 7(f)P alternativement
comme une représentation de I'un ou l'autre groupe. On a alors d’une part (en utilisant le lemme
4.7 pour W triviale)

: P Pl ~

11%1 LC(X(KP))[r(f)"] ~ =
et (en utilisant des théorémes de comparaison standard)

limg Hig (Shi)[r(/)) = E @ p,

ol E est de dimension 2. La composante 7 ( f)P-isotypique de I’égalité (3) s’écrit donc
Homg (Hip o (5,)”,7) = E.

On en déduit le théoréme 4.1.

5. Construction d’un morphisme G-équivariant
L’objectif de cette section est la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 5.1. — Il existe I1 € V(w) et un morphisme G-équivariant continu non nul
P - (Han/Hlisse)* N O(Zn)p

Nous verrons plus tard que le terme de gauche ne dépend pas du choix de IT € V(7), que
® est automatiquement un isomorphisme et qu’il est unique a scalaire prés, mais cela cofitera
nettement plus cher. Tout comme le calcul de la cohomologie de de Rham dans le paragraphe
précédent, 'argument repose sur le théoréme d’uniformisation p-adique et un ingrédient global,
mais contrairement au chapitre précédent (qui s’applique tel quel a toute extension finie de Q,),
le résultat de compatibilité local-global 5.4, dii & Emerton, est pour l'instant connu uniquement
pour G.

5.1. Compatibilité local-global (d’aprés Emerton). — Nous rappelons dans ce paragraphe
un résultat de compatibilité local-global pour I’algébre de quaternions B. Comme celle-ci est dé-
ployée en p, il suffit de copier Pargument d’Emerton [31]|. Aucune idée nouvelle n’est donc requise.
Cependant, comme les arguments n’ont jamais été écrits stricto sensu pour ces algébres de qua-
ternions, et comme ce contexte permet pas mal de simplifications, nous avons choisi de les rédiger,
pour la commodité du lecteur, dans un appendice.

Nous allons nous placer encore une fois dans le contexte de la section 4.1 et utiliser les notations
introduites dans cette section. On fixe un ensemble fini ¥ = 3(K?) de nombres premiers contenant
p et les places ott K? = [],, K, est ramifié. Si £ ¢ ¥, on note H(KN\B(Qy)/ Ky, Or) l'algébre

28. Notons que pour le calcul de la cohomologie de de Rham, on a besoin d’un énoncé bien plus faible que le
théoréme 5.5, puisqu’on n’a besoin d’aucune condition sur la représentation résiduelle. Comme 7 est supercuspidale,
il suffirait, pour p > 2, de choisir pour f une forme donnée par I'induite automorphe d’un caractére de Hecke d’un
corps quadratique imaginaire.
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de Hecke sphérique correspondante. Cette algébre est isomorphe a Oy [Ty, Slfﬂ] (T, resp. Sy étant
la fonction caractéristique de Ky (§9) Ky (resp. Ky (é 2) Ky)) et agit par des opérateurs continus
sur CY(X(K,), M) et C°(X, M) pour tout Or-module topologique M et tout sous-groupe ouvert
compact K, de G. On note

TE = ®2¢2H(KZ\B(Q2)/KZ7 OL)

et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de B*(Q,), on note TE(KP) I'image de Ty dans
Endp, (C°(X (K,),OL)). Enfin,
TE = %il’l TE(Kp)
KP
désigne I'adhérence faible de 'image de T dans Endg™(CO(X,0y)). L'algebre Tsx(K,) est une
Op-algebre commutative libre de type fini. L’algébre T, est une Op-algébre compacte, réduite,
commutative (tous ces résultats sont standard).

Définition 5.2. — a) Soit ¢ : Ty — R un morphisme continu d’anneaux topologiques. Une
représentation continue r : Gq,x — GL2(R) est associée 4 ¢ si

det(X — r(Froby)) = X2 — ¢(Ty) X + £p(S¢) € R[X], VL ¢ X.

b) Une représentation continue 7 : Gq . — GLa(kr) est dite modulaire (de niveau modéré K?)
si elle est associée a la projection canonique Ty — Tyx/m pour un idéal maximal m de Ty, de
corps résiduel kj,.

Fixons désormais une représentation modulaire 7 : Gqx — GLa(kr) (de niveau modéré K7P)
et notons m l'idéal maximal correspondant de Tyx. On fait 'hypothése suivante, qui simplifie
considérablement les arguments :

Hypothése. La représentation 7’_|9Q est absolument irréductible.
P

Définition 5.3. — On note A le complété m-adique de Ts.. Clest une Oy -algébre plate, locale,
noethérienne, réduite de corps résiduel kp, facteur direct de Ty. Si M est un Txy-module, on note
M, =A @, M. Ainsi, M,, est facteur direct de M.

Comme I’hypothése ci-dessus implique en particulier que 7 est irréductible, il existe, d’aprés
un théoréme de Carayol (|10, th. 3]), pour tout K, suffisamment petit une unique représentation
continue

r™(Kp) : Gae = GLa(Tx(Kp)m)
associée au morphisme canonique Ty, — T (Kp)m. La représentation
= @Tm(Kp)
est alors associée au morphisme canonique Ts; — A et 7™ = T.
Notons MaxSpec(A[1/p]) I'ensemble des idéaux maximaux de A[l/p]. Puisque A[l/p] est un
anneau de Jacobson, pour tout p € MaxSpec(A[1/p]) le corps résiduel k(p) de p est une extension

finie de L et I'image du morphisme canonique A — k(p) est contenue dans anneau des entiers
de k(p). Soit 7(p) : Gq,x — GL2(k(p)) la spécialisation de ™ via A[1/p] — k(p), et soit II(p) la
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représentation de Banach unitaire de G attachée a r(p) via la correspondance de Langlands locale
p-adique pour G. Le résultat de compatibilité local-global dont nous aurons besoin est alors (29)

Théoréme 5.4. — Pour tout idéal maximal p de A[1/p], on a un isomorphisme de représentations
de G :

C°(X)[p] ~ I(p)®",

pour un certain entier r > 0.
Démonstration. — Voir I'appendice. O

Le théoréme suivant, dont la preuve est aussi adaptée d’un argument d’Emerton [31], nous
permettra d’appliquer la théorie globale dans notre situation.

Théoréme 5.5. — Il existe une forme modulaire quaternionique f de poids 2 pour le groupe B*,
telle que si w(f) est la représentation automorphe correspondante de B*(A), 7(f), = 7 ® £ o det,
ot & est un caractére non ramifié, et telle que 7y : Gg — GLy(F,) soit absolument irréductible en
restriction 4 Gq, -

Démonstration. — Soit o un GLy(Z,)-type minimal de 7. Choisissons un réseau o9 GL2(Z,)-stable
dans o, et notons 7y = 09 ®o,, kr. Fixons un poids de Serre W' € socqr,(z,)(00)-

Lemme 5.6. — I existe une forme modulaire quaternionique g pour B* telle que si 1 : Gq —
GLy(L) est la représentation galoisienne associée & g, alors :

a) La restriction Ty 1= T|gq, de la réduction (modulo p) T : Gq — GLy(F,) est absolument
wrréductible, et

b) Si T est la représentation lisse de G correspondant & 7, par Langlands local modulo p, alors
W € socgr,(z,) (T)-

Démonstration. — On peut supposer W = SymrFfj pour un certain 0 < r < p — 1. La description
explicite de la correspondance de Langlands locale modulo p montre qu’il suffit d’imposer que
Tp = Indg”2 wgﬂ, A twist par un caractére non ramifié prés. Donc il suffit de trouver 7 modulaire
telle que Fpp soit cette induite. Soit F' un corps quadratique imaginaire avec p et £ inertes dans
F. Soit x un caractére de Hecke x de F tel que 7, = wg‘H, Xoo(2) = 271 et x, choisi de sorte
que 'induite automorphe locale (pour le groupe GLs) Ind%e X¢ soit supercuspidale. La théorie de
Hecke dit alors que I'induite automorphe globale de x est la représentation automorphe associée a
une forme modulaire de poids 2, qui se transfére (grace a la correspondance de Jacquet-Langlands
globale) en une forme quaternionique pour notre algébre de quaternions B. Cette forme satisfait
aux conditions imposées. O

Soit g une forme comme dans le lemme précédent, choisissons un ensemble ¥ suffisamment grand
et notons m l'idéal de 'algébre de Hecke Ty correspondant a 7. Soit p 1'idéal maximal de A[1/p)

29. Nous rappelons qu’il est entiérement di & Emerton.
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associé & r. Le théoréme 5.4 9 fournit un plongement II(p) — C°(X (KP))[p], et donc en réduisant
mod p, on en déduit que 7 = II(p) se plonge dans C°(X(KP), kz)[m]. En particulier,

HomGL2(Zp)(VV7 c? (X(Kp)7 kL)m) 7é 0,

De plus, le foncteur Homgp,(z,) (-, CO(X(KP),OL/m})m) est exact pour tout n > 1 (lemme 6.3).
On en déduit dans un premier temps (en prenant n = 1) que

Homg, (z,) (@0, C* (X (KP), kL)m) # 0
puis, par récurrence sur n et en passant a la limite projective que
Homgy,(z,)(00, C*(X (K?),OL)m) # 0.
Ensuite, comme o est lisse, on a
Homgr,(z,) (00, C*(X (K?),Or)m) = Homgr,(z,) (00, LC(X (KP),OL)m)

et ce L-espace vectoriel est de dimension finie. Il existe donc un idéal maximal p; de Ty [1/p] tel
que
HOmGLZ(Zp)(O'O, LC(X(KP), OL)m[pl]) 7é 0.

L’idéal p; correspond & une forme modulaire f pour B* et le membre de droite est m(f)% ". La non
annulation obtenue nous dit donc que o se plonge dans 7(f), et donc ([49]) que 7(f), ~ T®¢odet,
avec § un caractére non ramifié. La propriété de ry découle du choix de p;. O]

5.2. Nouvelle application du théoréme d’uniformisation p-adique. — Le but de cette
partie est d’expliquer la preuve du résultat suivant, qui est une réformulation trés simple, modulo
quelques précautions topologiques, mais bien pratique, du théoréme de Cerednik-Drinfeld. On
écrira Homg au lieu de Hom{™ dans la suite. Nous renvoyons le lecteur aux sections 4.1 et 4.2

pour les objets apparaissant dans I’énoncé suivant.

Théoréeme 5.7. — On a un isomorphisme de modules de Hecke
Homg (LA(X (KP))*, QY(2,)") ~ Q*(Shxk)”.

Démonstration. — Reprenons les notations du lemme 4.4. En calculant les sections globales de Q!
des deux cotés de I'isomorphisme de Cerednik-Drinfeld, puis en prenant les parties p-isotypiques,

on obtient un isomorphisme
I

PO Ea))" = Q' (Shi)".
i=1
Pour simplifier les formules, nous allons poser

W= ((Q'(Zn)")" et X =X(K")=]]I\G

dans la suite de cette preuve. Le théoréme 3.2 montre que W est une représentation localement
analytique de G sur un espace de type compact. Puisque LA(X) et W sont réflexifs, le théoréme
5.7 est une conséquence du résultat suivant, qui est une application simple de la réciprocité de
Frobenius, modulo quelques problémes topologiques.

30. Pour cet argument, ’énoncé plus faible 13.5 de appendice serait en fait suffisant.
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Lemme 5.8. — On a un isomorphisme de modules de Hecke

T

(@} ()" =~ Home(W, LA(X)).

i=1
Démonstration. — Soit w = (w;)i=1,..» € @i, ((21(S,))?)T7. On lui associe ¢, : W — LA(X),
qui envoie £ € W sur la fonction ¢, (¢) : T;g + £(g7 .w;) sur X = [[T;\G. Montrons tout d’abord
que cette définition a un sens : si ¢’ =g, avec vy € I';, 1 <4 < r, on a bien

U(g") " wi) = Llg™ 7 wi) = Llg™hwn),
puisque w; est invariante par I';. Pour voir que ¢, (1) est bien localement analytique, il suffit de

noter que £(g~t.w;) = (g.0)(w;) et d’utiliser le fait que G — QY(M,,)*, g — g.¢ est localement
analytique (cf. 3.2). De plus, ¢, est G-équivariante, puisque

$u(9-0)(Tig") = (90 (") wi) = Llg™ (g") " i) = £((g'9) ™" wi)
= ¢, (0)(Tig'g) = (9.0 (£))(Tig').

Il reste & voir que ¢, est un morphisme continu. Cela revient évidemment & montrer que
W — LA(G), £+ (g.0)(w;)

est continue, pour chaque i = 1,...,7, ce qui découle du résultat général suivant (en prenant
A=evy,, w=>~_):

Lemme 5.9. — Soit W une représentation localement analytique d’un groupe de Lie p-adique G
sur un espace de type compact. Fizons A € W*. Le morphisme

F:W = LAG), wr (g = AMgw))
est continu.

Démonstration. — En décomposant G selon les classes & gauche modulo un sous-groupe ouvert
compact de G, on peut supposer que G est compact. Considérons lapplication Fy : D(G) — W*
qui envoie ¢ € D(G) sur Pélément w — [, A(g.w)p. Nous allons voir que F} est continue, ce qui
permettra de conclure car F n’est rien d’autre que la transposée de Fj (en identifiant le dual de
W* avec W et le dual de D(G) avec LA(G), ce qui est permis car W et LA(G) sont des espaces
réflexifs). Puisque D(G) et W sont tous deux des espaces de Fréchet, on peut tester la continuité
de Fy avec des suites. Soit (i, ), une suite d’éléments de D(G) convergeant vers 0. Par définition,
Fy envoie p € D(G) sur élément w — [, A(g.w)p. Or cette derniere quantité est exactement
MI(pw)(p)) = M+ w) dans les notations de [66]. D’aprés [66, prop. 3.2], u — p* w est continue.
En particulier, pour chaque w € W, la suite (p, * w), tend vers 0. On conclut alors avec le trés
utile lemme suivant, appliqué & V = W*.

Lemme 5.10. — Soit V un espace vectoriel localement convexe sur un corps sphériquement com-
plet. Une suite (v,), de V' converge vers 0 si et seulement si elle converge faiblement vers 0.

O
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Pour conclure la preuve du lemme 5.8, il suffit d’exhiber un inverse de l'application déja
construite : cet inverse envoie ¢ € Homg (W, LA(X)) sur le r-uplet des éléments de Q1(3%,,)? = W*
correspondant & £ € W +— 9(£)(~;), pour un v; € I'; quelconque. On vérifie que I’isomorphisme
construit commute a l’action de l’algébre de Hecke hors p... O

Cela finit la preuve du théoréme 5.7. O
Remarque 5.11. — La fleche naturelle déduite de la surjection Q'(2,,)? — Hiz(5,)? :
Homg ((2'(2,)”))", LA(X (K?))) — Home (Hgg o(34)", LO(X (K7)))
s’identifie via les isomorphismes de la proposition 5.7 et du théoréme 4.1 & la filtration de Hodge
Q' (Shg)? — Hig(Shg)?.

Pour le voir, on se raméne immédiatement au cas du revétement étale de la variété propre et lisse
Xr =T\M,,, avec I discret cocompact dans G, par la variété Stein M,, ; dans ce cas, la filtration
de Hodge sur Hz (Xr) = HY(I', Q' (M,,)) est donnée par

Im (Hl(r, QN (M,)[1]) — HY(T, Q'(Mn))) .

5.3. Preuve du théoréme 5.1. — On peut maintenant appliquer le théoréme 5.5 : il existe
une forme modulaire quaternionique f de poids 2 pour le groupe B*, telle que si 7(f) est la
représentation automorphe correspondante de B*(A), (f), = 7 ® £ o det, ol £ est un caractére
non ramifié, et telle que 7y : Gq — GLQ(E) soit absolument irréductible en restriction & ng‘ Soit
Y un ensemble fini de premiers contenant p et suffisamment grand pour que 7y définisse un idéal
maximal de ’algébre de Hecke Ty, 31 soit A le complété m-adique de Ty, et p I'idéal maximal de
A[1/p] associé a la forme f.
On a d’aprés la proposition 5.7

Home ((LA(X (K7))[p])*, 2'(24)°) = Q' (Shi )" [p] # 0
Le théoréme 5.4 permet d’obtenir ainsi ’existence d’'un morphisme G-équivariant continu non nul
Do (1) — Q1(8,)°,
ou Il =1II(p) € V(7) (modulo un twist non ramifiée que I’on va ignorer dans la suite). Le morphisme
®( induit, par restriction, un morphisme continu G-équivariant
@ : (T2 /Ty — QL(%,,)P.

Montrons que ce morphisme est non nul. S’il était nul, @ se factoriserait par le quotient (IT's5¢)*
de (IT*™)*. Comme ®( n’est pas nul et 115 ~ 7 est irréductible, 7* se plongerait dans Q!(%,,)?,
ce qui est absurde puisque uT n’annule aucun élément de Q'(3,,)?. On en déduit que ® est effec-
tivement non nul.

En outre, la composée de ® avec la surjection canonique Q'(%,,)? — Hiz(3,)” est nulle : en
dualisant cette fleche on obtient en effet un morphisme G-équivariant H (}R’C(En)p — I120 /T11sse | qui
est forcément nul car 112" /I1%%¢ n’a pas de vecteurs lisses non nuls (exercice), alors que H, (}R@(Zn)p

31. Pour les notations relatives aux algébres de Hecke, voir le paragraphe 5.1.
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est lisse (proposition 3.6). Par conséquent, ® se factorise par O(%,)?, ce qui finit la preuve du
théoréme 5.1.

6. (¢,T')-modules sur I’anneau de Robba et équations différentielles p-adiques

Ce chapitre ne contient aucun résultat original et sert uniquement comme référence pour la
suite. Le lecteur pourra consulter [1], [2], [41], [57] pour plus de détails concernant I’équation
différentielle p-adique attachée a une représentation de de Rham de Gq,. Nous nous contenterons
d’énoncer les principaux résultats concernant cette construction.

Rappelons que 'on a fixé une suite ({n)n>1, O (pn est une racine primitive de I'unité d’ordre
p", et C;' 1 = Cpn. Soit £107] Panneau des fonctions analytiques (définies sur L) sur la couronne
|G — 1] < |T| < 1, et soit

R =1lim &0 ¢ [T, 771
ling C LT, T

Uanneau de Robba. L’anneau R est muni d’actions continues de I' = Gal(Q;Y°/Q,,) et d’'un Frobe-
nius ¢, commutant entre elles, en posant

e(T)=(1+TP -1 et o,(T)=01+T17)"-1, aecZy,
ol g4 € I' est tel que Xeye(0q) = a (en d’autres termes 0,(¢) = (* pour tout ¢ € fipe).

Définition 6.1. — Un (¢,T')-module A sur R est un R-module libre de type fini muni d’ac-
tions semi-linéaires continues de ¢ et I', commutant entre elles et telles que I’application naturelle
R @y (r) P(A) — A soit un isomorphisme.

Soit A un (p,I')-module sur R. D’aprés un résultat standard de Berger (voir [1, lemme 4.1]),
I’action de I" sur A se dérive, d’otl une connexion

VA=A, V(z):limw.

a—1 a—1

Par exemple, si A = R est le (¢, ')-module trivial, alors
d
V=td, on J= (1+T)d—T et t=1log(1+T)eR.

Notons que ¢(t) = pt et y(t) = Xeyc(7)t pour v € I', ce qui fait que si A est un (¢, I')-module sur
R, alors t* A T’est ausssi, pour tout entier k.

Exzemple 6.2. — a) La théorie de Fontaine [39] combinée au théoréme de surconvergence de
Cherbonnier-Colmez [13] permettent d’attacher a toute L-représentation V' de Gq, un (¢,I')-
module (étale) Dyig(V) sur R, de rang dimz, (V). Berger a montré [1] que le foncteur V' — Dyig(V)
est pleinement fidéle.

b) Soit V' une L-représentation de de Rham de Gq,. Un théoréme fondamental de Berger [1]
montre Pexistence d’un unique sous-(p,I')-module Ny (V) C Dyig(V)[1/t] tel que

Nrig(V)[1/1] = Duig(V)[1/t] et V(Niig(V)) C T+ Niig(V).

Le (¢,T")-module Nyig(V') devient une équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius
sur R, grace a la connexion 0 = %V. Ce (p,I')-module jouera un rdle fondamental dans cet
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article (c’est précisément cette construction qui a permis & Berger de démontrer le théoréme de
monodromie p-adique [1]). Contrairement & V' — Diig(V), le foncteur V- — Ny (V) n’est pas

pleinement fidéle (32).

Lemme 6.3. — Soit P € L[ X]| un polynome non nul et soit V une L-représentation absolument
irréductible de dimension 2 de Gq,, non trianguline (au sens de [18]). Alors P(V) est injectif sur
Diig(V).

Démonstration. — D’aprés |28, prop 2.1| le noyau X de P(V) sur Diig(V) est de dimension finie
sur L. Comme il est stable par ¢, on en déduit que si X # 0, alors ¢ a des vecteurs propres sur
D,is (V') (éventuellement aprés avoir remplacé L par une extension finie). Cela contredit [18, lemme
3.2. O

Le résultat suivant est une observation importante de Colmez, qui joue un role clé dans [20].
Nous nous en servirons aussi dans le chapitre suivant.

Proposition 6.4. — Soit V une L-représentation de de Rham, absolument irréductible de dimen-
sion 2 de Gq,. Si V n’est pas trianguline, alors 0 = %V est bijectif sur Nyig(V).

Démonstration. — Soilent Nyg = Nyig(V) et Dyig = Dyig(V), et soit h tel que tthig C Dyig.
Puisque (V — h)(t'z) = thT10x et Drvig.:h = 0 (lemme 6.3), O est injectif sur N, La surjectivité
est plus subtile, et utilise le théoréme de monodromie p-adique. Plus précisément, [51, prop. 20.4.2]
fournit un accouplement parfait

Niig/0(Niig) ® N3Z° — L

ol Nrig = Nrig(V) est Iéquation différentielle attachée au dual de Cartier V = V* ® Xeye de V.
Puisque V n’est pas trianguline, la premiére partie de la preuve montre que Nggzo = 0, ce qui
permet de conclure.

O

Soit A un (¢, I')-module sur R. Berger montre |2, th. 1.3.3] que pour tout n assez grand (dépen-
dant de A) il existe un unique sous E0ral_module A9 de A 33) tel que R ®g1o,rn] A0l s A
soit un isomorphisme et tel que %77+ ®¢jo.,.) Al%™] admette une base contenue dans p(Al%™1)
(pour lexistence, il suffit de prendre pour A7) Je sous £1%™]-module de A engendré par une
base fixée de A). De plus, Al%™] est stable sous 'action de T' et V, et p(Al%7)) ¢ Al0n+1] pour
tout n assez grand.

Notons L, = L ®q, Qp(¢yn). On dispose pour tout n > 1 d’une injection I'-équivariante
d’anneaux =" : 107 — L[], qui envoie f sur f((pnet/P" —1). Si A est un (¢, T')-module sur
R, on note (pour n assez grand)

A(Tif,n = Ly[[t] ®¢10.7m) A0, Afs = hﬂAcJ{if,n'

(34)

32. On perd la filtration de Hodge ; voir la fin de ce chapitre pour un énoncé plus précis.
33. Si A = Dyig(V), on notera DI07n] au lieu de (Drig)]O’T"], et ainsi de suite, pour alléger les notations.
34. Comme f converge en (pn — 1, f((pn et/P" — 1) est bien défini en tant qu’élément de Ly, [[t]].
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Ainsi, Aj; est un Loo[[t]] := lim L, [[t]]-module libre de méme rang que A et il est muni d’une
action de I'; qui respecte Aj‘if , bour n assez grand. La dérivée de cette action fournit une connexion
V sur A$fv qui respecte A(J{if’n pour n assez grand, et qui satisfait

df

Vi(fz) = t% cz+f-Vz, Vfe L[t ze€ Al
Exemple 6.5. — L’exemple suivant sera systématiquement utilisé dans la suite. Soit V une L-
représentation de de Rham de Gq,. Si n est assez grand, on dispose d’un morphisme de localisa-
tion (3%)

o~ DIOT(Y) 5 (B 9q, V)Ha,
qui est I'-équivariant et induit un morphisme injectif =" : D:{if,n(V) — (B ®q, V)*"as  Fontaine
a montré [41] que ce morphisme induit un isomorphisme canonique de L, [[t]]-modules avec action
semi-linéaire de "
Dt n(V) = Fil’(La((1)) ®1 Dar(V)),
ot 'on considére la filtration t-adique sur L, ((t)) et la filtration de Hodge sur Dgr(V'). Berger a
montré [1, 2] que via cet isomorphisme on peut décrire Ngf?n(V) C Dzﬁf’n(V)[l/t] par
N (V) = Lo[[t] @1 Dar(V).
On peut aussi décrire simplement Nyig (V) & partir de Dyig(V) via
Niig(V) = {z € Dug(V)[1/1]] ¢™"(2) € Nf;,(V) Vn >0}
De plus, pour n assez grand
NIOmI(V) = {z € Dug(V)[1/1]] ¢ ¥(2) € Nj; o (V) VE >n}.
Enfin, on peut reconstruire Dz (V) & partir de Nyig(V') et de la filtration de Hodge, via
Drig(V) = {2 € Niig(V)[1/t]] 7" (2) € Fil’(L((t)) ©1 Dar(V)) ¥n > 0}.
On a une description similaire de DI*"+](V) pour n assez grand.

Nous aurons aussi besoin d’une description plus précise de Nyig(V'). Supposons que V est une
représentation potentiellement cristalline (pour simplifier) de Gq,,, et prenons une extension finie
galoisienne K de Q, telle que V soit cristalline en tant que représentation de Gal(Q,,/K). Soit K
I'extension maximale non ramifiée de Q,, dans K. Une construction standard utilisant la théorie
du corps des normes de Fontaine-Wintenberger (voir le chapitre 1 de [2] pour les détails (39))

permet d’associer & 'extension de corps perfectoides K¢/Q;Y¢ une extension finie étale Ry de

l'anneau de Robba R. De plus, R est muni d’un Frobenius ¢ et d’une action de Gal(K®°/Q,),
Gal(K/Qg")
o =

= Kjy. Berger [2, 57] montre l'existence d’un isomorphisme de comparaison,

qui sont compatibles avec les actions correspondantes sur R, et telles que R
¢ RCal(KY/K)
et g

compatible avec toutes les structures supplémentaires

Ri @R Nrig(V) = R @Ky Deris,x(V),

35. Rappelons que Hq, = Gal(Qp/Qy°).

36. Nous allons noter R ce que Berger note Bjig K-
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ol
Dcris K(V) = (Bcris ®Q V)Gal(@/K) = Dpst(V)Gal(@/K)_
En prenant les invariants par Gal(K ¢/ ngc), on obtient la description suivante de Nyig(V)
— Gal(K“yC/Q;yC)
(4) Nrig(V) = (RK DK, Dpst(v)Gal(Qp/K)) _
Cette description montre que Nyig (V) ne dépend que du (¢, Gq, )-module Dy (V), sans sa filtration
de Hodge. (37)

Exemple 6.6. — Revenons maintenant a notre contexte usuel et considérons le (p, Gq,)-module
M () attaché & w. Au vu de la discussion précédente, la définition suivante n’est pas bien surpre-
nante :

Définition 6.7 — Soit K une extension finie galoisienne de Q,, qui contient L et telle que
inertie Iy de Gal(Q,/K) agisse trivialement sur M (7). On pose
e Gal(KcyC/QCyc)
o) = (R, AT
ot Ky est ’extension maximale non ramifiée de Q, dans K.

Le (¢,T')-module Ny () sur R qui s’en déduit est indépendant du choix de K, et il est libre de
rang 2 sur R. Soit

Mg (m) = (Qp ®qur M(m))9%r = (K ®, M () 0@/ K))GallK/ Q)
un L-espace vectoriel de dimension 2. On a un isomorphisme canonique pour n assez grand
(Nrig(m))die o = Ln[t]] @1 Mar(7).

Toute L-droite £ de Mygr(w) définit une filtration exhaustive décroissante Fil, sur Mygr (), en

posant
Fil ™! (Mar (7)) = Mar(7), Fil’(Mag(r)) = £, Fil'(Mar(r)) = 0.

Rappelons que V() est Pensemble des (classes d’isomorphisme des) IT € Ban®™(G) absolument
irréductibles telles que I11%¢ ~ 7. On voit dans la suite V(7) comme sous-ensemble de I’ensemble
des (classes d’isomorphismes de) L-représentations absolument irréductibles de Gq,, de dimension
2, grace au foncteur de Colmez [16, chap. II, IV] et au résultat principal de [22].

Soit V' € V() et fixons une identification Dpst (V) ~ M(7) en tant que (¢, Gq,)-modules. Cet
isomorphisme est unique a scalaire prés et il induit un isomorphisme de L-espaces vectoriels de
dimension 2

Dar(V) = (Qp @qy Dpst(V))7% =~ Mag(r).
La filtration de Hodge Fil®(Dgr(V)) définit ainsi une L-droite £(V) C Mgr(7), qui ne dépend pas
du choix de I'isomorphisme Dy (V) ~ M (m). Réciproquement, étant donnée une L-droite £ de
Mgyr(m), la filtration Filz sur Myr(m) est faiblement admissible. Le théoréme de Colmez-Fontaine
[21] permet donc de construire une unique (& isomorphisme prés) L-représentation V. € V() telle

37. Elle montre aussi que le terme de droite de ’égalité (4) ne dépend pas de K ; cela est aussi une conséquence
élémentaire de la théorie de Galois.
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que L£(V;) = L. On déduit alors de [22, th1.3] (cela utilise [31]) que V' — £(V) induit une bijection
V(1) — Proj(Mgr(7)).

Pour résumer, si V' € V(r), alors le choix d’un isomorphisme D (V') ~ M () induit :

e un isomorphisme de (¢, T')-modules sur R

(5) Niig (V') 2= Nyig(),
qui induit une identification de L, [[t]]-modules avec action semi-linéaire de I" (pour n assez grand)
N(;;f,n(v) = Ln[[t]] QL MdR(ﬂ—)-

e un isomorphisme de L-espaces vectoriels filtrés Dyr (V') ~ (Mar(7), Filzvy).
e des identifications de L, [[t]]-modules avec action semi-linéaire de I (pour n assez grand)

Difie (V) = Fil’ (L (1)) ® Mar(7)) = tNfi¢ (V) + La[[t]] @1 L(V),
e des inclusions de (¢, I')-modules
tNrjg('/T) C Drig(v) - Nrig(’fr).

Tout ceci est une conséquence de la discussion ci-dessus et du fait que 'on travaille en poids
0, 1. Toutes ces identifications et inclusions dépendent du choiz de l’isomorphisme Dy, (V') ~ M (),
mais uniquement & scalaire prés. Par conséquent, la L-droite L(V) C Mgr () est parfaitement bien
définie, ainsi que les images dans Nyig(7), Ly [[t]] ®1 Mar(7), de toutes ces identifications.

7. Représentations localement analytiques de G et modéle de Kirillov-Colmez

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de constructions et résultats concernant la
correspondance de Langlands locale p-adique, en particulier la théorie du modéle de Kirillov de
Colmez [16, chap. V1], qui sera indispensable dans les chapitres suivants. Notre discussion est assez
rapide et nous renvoyons le lecteur au paragraphe 5 du chapitre VI de [16] ou aux chapitres 4 et
5 de [27], ou tout ceci est décrit en détail.

7.1. (¢,I')-modules et représentations de G. — Pour toute L-représentation V' de dimension
2 de Gq,, Colmez [16, ch.ILIV,V] construit un faisceau G-équivariant G D, (V)R U sur
P'(Q,), dont les sections sur Z, sont données par Dy (V)X Z,, = Dy (V). L’action du monoide
Pt = (%10 %) (qui stabilise Z,) sur Dyig(V) est donnée par (3

(pga 11)) 2= (1+ 1) (0a(2), Vz€ Dyg(V),k>0,a € Z:b € Z,,

alors que I'action de (p%p (1)) est trés compliquée.
L’espace Dyig(V) KP! des sections globales du faisceau attaché & V est un espace LF avec action
continue de G. Par construction, le caractére central de Dy (V) X P! est (40)

oy = X;ylc det V.

. b
38. Le groupe G agit sur P1(Q,) par (‘Z g) x = z:id

39. Rappelons que a — o, désigne l'inverse de I'isomorphisme I' >~ Z; fourni par le caractére cyclotomique.
40. Vu comme caractére que Qp par la théorie du corps de classe local.
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Dans toutes les applications que nous avons en vue, on aura det V' = x¢yc et donc oy = 1.

Pour tout ouvert compact U de P!(Q,) on dispose d’une application de prolongement par zéro
Dyig(V)RU — Dy (V)RP?Y, qui permet d’identifier D, (V)X U a un sous-espace de D, (V) KP!.
Soit

w=(95) €G,

et notons aussi w la restriction a Dyig(V) K Z% de l'action de I'involution w de Dyig(V) X P
Alors Dyig (V) K P! = Dy (V) + wDiig (V) et Papplication z — (Resz, (2), Resz, (wz)) induit une
identification

Dyig (V)R P = {(21, 22) € Dyig(V) X Dyig(V)] Reszx (22) = w(Reszx (21))}.
Nous allons utiliser systématiquement le résultat suivant de Colmez [16, ch V].

Théoreme 7.1. — Soit V une L-représentation de dimension 2 de Gq, -
a) L'action de G sur Dyg(V) R P! s’étend en une structure V) de D(G)-module topologique.
b) Si V=V*® Xeye =V ® (5‘;1 est le dual de Cartier de V, il existe un accouplement parfait
de D(G)-modules topologiques

{1p1: (Drig(V)RPY) x (Dyig (V)X PY) — L,
¢) Il existe une suite exacte canonique de D(G)-modules topologiques
0 — (I(V)*™)* = Dyig(V) R P! — II(V)*™ — 0,
et (TI(V)2)* s’identifie ainsi a l’orthogonal de (TI(V)*)* C Dy(V) K P (ou de TI(V)*) dans
Dyig(V) R P
Remarque 7.2. — a) Dans toutes nos applications on aura det V' = x¢yc et donc dy = 1 et Vv
canoniquement. La suite exacte précédente devient dans ce cas
0 — (II(V)*™)* = Dyig(V) R P! = II(V)*™ — 0
et (II(V)*)* g’identifie & son propre orthogonal dans Dyiz(V) X P! via I'accouplement { }p: :
(Dyig(V)®P1) x (Dyig (V) R PY) — L.
b) Si U est un ouvert compact de Pl(Qp) et si H est un sous-groupe ouvert compact de G qui

stabilise U, espace Dyig U C D,jg P est stable par D(H) C D(G) et Resy(A-2) = A-Resy(2)
pour tout z € Dyis X P! et tout A € D(H).

7.2. L’action infinitésimale de G. — Soit U(gl,) C D(G) l'algébre enveloppante de I’algébre
de Lie de G (tensorisée avec L). La discussion précédente montre l'existence d’une action de gl, sur
D.ig®Z,, = Dy, qui satisfait Resy (X -2) = X -Resy(z) pour z € DrigﬁPl, XeU(gl)etU CZ,
ouvert compact. Bien que 'action du Borel soit relativement explicite, ’action de I'involution w
est trés compliquée. Le résultat suivant permet de contourner ce probléme.

Considérons la base

41. Rappelons que D(G) est l'algébre des distributions sur G.
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de gl,, ainsi que 1’élément de Casimir
1
C=u"u +uut + §h2 €U(gly), ou h=a"—a =(§2%).

L’élément C engendre le centre de U(sly). On identifie un élément f de R avec 'opérateur "mul-
tiplication par f" sur D,;z(V) dans I’énoncé suivant, qui est le résultat principal de [26].

Théoréme 7.3. — Soient a et b les poids de Hodge-Tate généralisés de V', et soit k = a+b. En
tant qu’opérateurs sur Dyig(V) nous avons

_ _ —b)2 —
U SN A1\ =N ()
En particulier, sia=0etb=1 on a
at=V=—-a, C=0, u"=t, u‘z—@z—t@{

ot 0 = 1V, une connexion sur Dyig(V)[1/1].

7.3. Vecteurs P-finis et modéle de Kirillov. — Rappelons que P = (%; Qif’) On fixe une

L-représentation V' de dimension 2 de Gq, et on suppose que V' est absolument irréductible.
Définition 7.4. — a) On dit qu’un vecteur v € II(V) est P-fini s’il existe n, k > 1 tels que

(37) -1 v=0

et si L [(ZO; 2)} v est de dimension finie sur L. On note II(V)P~fini T’espace des vecteurs P-finis

de II(V).
b) Un vecteur v € TI(V)P~% est dit de pente infinie s'il existe n,k > 1 et m € Z tels que

n k
pt—1
(X an) oerpo-o
=0
On note TI(V)P—fini ¢ T1(V)P~fini 'espace des vecteurs P-finis de pente infinie.
Remarque 7.5. — Soit v € TI(V)P~finl et soient n,k comme dans la définition ci-dessus. Alors
pour tout u € ((1) le) on a (1 —wu)*v € (V)P ~in, Plus précisément, n'importe quels m > —uv,(z)
et N > m + n satisfont
N k
p—1
. m k
2 G oy a-wv=0
=0

La preuve de ce résultat est un exercice amusant laissé au lecteur. Nous utiliserons a plusieurs
reprises cette observation (avec k = 1).

Soit X un Le[[t]]-module muni d’une action semi-linéaire de I" (par rapport a l’action naturelle
de T sur Loo[[t]] = lim Ly[[t]]). On note LP(Q}, X)" T'espace des fonctions ¢ : Q% — X a
support compact dans Q,, et satisfaisant ¢(ax) = oa(é(z)) pour tous x € Q5 et a € Zy. On
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note LP.(Q, X)" le sous-espace de LP(Q, X)" formé des fonctions nulles au voisinage de 0.
L’application ¢ — (¢(p?));ez induit un isomorphisme L-linéaire

LP.(Q;, X)" ~ P X.

i€Z

Rappelons que l'on a fixé un systéme compatible ({n),>1 de racines de 'unité, ce qui permet
de définir un caractére additif localement constant

e:Qp = ppe, e(b) = Cpnb, Vn > —uv,(b).

On munit les espaces LP(Qy, XU et LP( b X)T' d’une action de P, définie par
((3%)0) () = e(bw)e'™ p(az).

Proposition 7.6. — Les sous-espaces (V)P et TI(V)P~Hnt sont stables sous laction de P et

il existe une injection P-équivariante canonique v — ¢,
(V)= — LP(Qp, Dgip(V)', o Dge(V) = 1nglf Z(V)[1/t]/Dgye (V)

qut induit un isomorphisme
(V) =™ = LPe(Qy, Dgie (V)"

En particulier v — (¢, (p'))icz induit une bijection
V)e =i = @D Dge(V
i€Z

Démonstration. — Ces constructions ont été introduites par Colmez dans le paragraphe VI.5 de
[16]. Leur extension sous la forme de la proposition 7.6 (qui ne demande aucune idée supplémen-
taire) se trouve dans le chapitre 4 de [27], plus précisément les propositions 4.6, 4.8, 4.11, le lemme
4.12 et le corollaire 4.13 de loc.cit. O

7.4. Dualité et modéle de Kirillov. — Le résultat suivant (théoréme 7.8) de Colmez est
crucial, mais demande pas mal de préliminaires. L’accouplement naturel V x V' — L(1) induit par
fonctorialité un accouplement

() : D3 (V)[1/8] x DEp(V)[1/t] = Leo((8))dt,
ot 'on note dt la base canonique de Q,(1). On définit un accouplement
{ Jaie - DG (V)[1/t] x DE(V)[1/1] = L
en posant
. 1 .
{8 2}air = Jim —oreso (Trz, (o)/2(0) ((0-1(2):2)))

01 1e50((3 15—, ant" ) =
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Proposition 7.7. — a) { }air est un accouplement T'-équivariant parfait entre D1, (V)[1/t] et
D1(V)[1/t]. Pour tout n assez grand l’orthogonal de D;{if’n(f/) est Djif’n(V). Ainsi, { Yaie induit
un accouplement parfait entre D1..(V) et D (V).

b) Si V est de de Rham & poids de Hodge-Tate 0 et k > 1, alors pour tout n assez grand
lorthogonal de N;f’n(f/) est tkN;;f)n(V).

Démonstration. — Ce sont des traductions élémentaires, voir par exemple la discussion qui précéde
le lemme VI.3.3 de [16], ainsi que le lemme VI1.4.16 de loc.cit. O

D’aprés le corollaire VI.13 de [23], il existe m(V') assez grand tel que l'inclusion (II(V)**)* C
Dyig(V) K P! se factorise & travers

DO (V)R P! i= {2 € Dyig(V) P Resg, (2), Resz, (wz) € DI mm] (V)]
ce qui nous permet de définir pour n > m(V) et j € Z

it (MV)™)* = Dy (V). iy =@~ o Resg, o (757 0)

Rappelons qu’on dispose d’un accouplement canonique G-équivariant parfait { }p: entre
Dyig (V)R P! et Dy (V)R P, qui induit ’accouplement naturel entre (II(V)*)* C Dy (V) X P?
et TI(V)* = (D,;4(V)X®P)/(II(V)**)*. Enfin, la proposition 7.6 fournit un isomorphisme v — ¢,
entre IT(V)P—fini ot LP,( * D3¢(V))", ce qui permet de donner un sens a I'égalité ci-dessous :

Théoréme 7.8. — On o TL(V)P=Hnl € TI(V)® et pour tous n > m(V), v € T(V)P—fint ¢t | €
(II(V)*)* on a
{l,v}pr = Z{ij,n(l)a(bv(p_j)}dif-

JEZ
Démonstration. — Cette généralisation de la proposition VI.5.12 de [16] est démontrée (de maniére
différente) dans [27, th. 5.3]. O
7.5. Une description utile de I1"*°, — Les deux résultats techniques suivants seront utilisés

constamment dans le chapitre suivant.

Proposition 7.9. — Soit V € V(m) et notons
H(V)P—lisse _ {’U c H(V)f_ﬁni| uto = a+v — 0}.

C

Alors TV )Flisse € TI(V)ss¢ et IVisomorphisme IL(V)E= ~ LP(Qp, Dg; (V)T induit un iso-
morphisme de P-modules

(V)7 ~ LPo(Qp, Nify (V) /D (V)T

Démonstration. — L’espace (V)P ~15¢ st noté 117 ~218 dans [26] (en prenant k = 1 dans loc.cit.).
L’inclusion TI(V)E~tisse < T1(V)lss¢ découle alors du théoréme 5.6 de loc.cit (c’est une conséquence
facile des théorémes 7.3 et 7.8, combinés avec la proposition 7.7). La deuxiéme partie découle de
la proposition 5.4 de loc.cit (et se déduit aussi de la proposition 7.6 et de I’égalité
(tilDIif(V)/D(Jirif(v))vzo = N;f(v)/Dchrif(V)»

qui se démontre sans aucun probléme). O
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Remarque 7.10. — En se rappelant que
N (V) = Loo[[t] ©2 Dar(V) et Dfip(V) = tNgi(V) + Loo[[t]] @1 Fil’ (Dar(V)),
on obtient un isomorphisme canonique I'-équivariant
N (V)/D(V) = Lo @1 Dar(V)/Fil’(Dar (V).

L’action de I' sur le terme de droite étant lisse, on en déduit que LP.(Qy, N (V)DL (V)T nlest
rien d’autre que I'espace des fonctions localement constantes ¢ : Qp — Loo®1Dar(V)/Fil’(Dgr(V))
a support compact dans Qj et telles que ¢(ar) = 04(¢(z)) pour € Qy et a € Z5. On a un
isomorphisme naturel (utiliser le théoréme de Hilbert 90)

LP.(Qj, Loo ©1 Dar(V)/Fil’(Dar(V))" @1 Loo 2~ LC(Qy, Leo ©1 Dar(V)/Fil’(Dar(V))),

et le terme de droite (avec son action naturelle de P, définie en utilisant le caractére additif €) est
le modéle de Kirillov usuel de w ®j, L, ce qui explique le nom de ce chapitre.

Théoréme 7.11. — SiV € V(w), alors
(V)" = {v e (V)™ | utv =aTv =0} = (V)71

c

et on a un isomorphisme canonique de P-modules
(V)™ = LC.(Qy, N (V) /D (V)"

Démonstration. — Notons IT = II(V'). Commencgons par montrer la premiére égalité. Une inclusion
étant évidente, supposons que v € II*" est tué par ut et a™, et montrons que v est tué par u~.
Soit x € Q, et soit v, = (§ %) v — v, de telle sorte que utv, =0 et

atv, =at (§3)v=({%)(atv+zutv)=0.
On en déduit 42 que v, € 2 -lsse ot donc, grace a la proposition 7.9, u~v, = 0. L’identité
_ 2 _
u” (§1) =(51) (—2"u* +u” —=h)
et le fait que v est tué par ut et h = 2a™ montrent que v~ v, = ((§%) — 1)u~v. Ainsi, u"v €

H(O lp) = 0, la derniére égalité étant une conséquence de [27, lemme 7.1] (c’est un résultat
élémentaire). Cela montre la premiére égalité.

Pour conclure la premiére partie, il reste & prouver 1’égalité IT1(V)F~1isse = [1(V)lisse, Une inclu-
sion est fournie par la proposition 7.9. L’autre inclusion vient du fait que IT1(V)i%¢ ~ 7 est super-
cuspidale, donc tout vecteur de IT(V)!5%¢ est combinaison linéaire de vecteurs du type (1 —u)v avec
u € ((1) le) et v € TI(V)!%¢. On conclut en utilisant 'inclusion (1 — w)II(V)F~lsse  [[(V)P—lisse
(remarque 7.5).

La deuxiéme partie s’obtient en combinant ce qu’on vient de démontrer avec la proposition

7.9. O

42. Noter que vy € H(V)ffﬁni grace a la remarque 7.5.
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8. Le G-module II(7, 0)

Le but de ce chapitre est d’expliquer la preuve du théoréme suivant, da & Colmez [16, 20].

Théoréme 8.1. — Soient Vi,Vo € V(mw). Le choix d’isomorphismes Dpg (Vi) ~ M(mw) et
Dy (Vo) ~ M () induit un isomorphisme de G-modules topologiques :

H(Vl)an/H(Vl)lisse ~ H(Vz)an/n(%)lisse.

Nous allons en fait démontrer un résultat nettement plus précis, et construire un isomorphisme
explicite, ce qui est indispensable pour nos besoins. Comme la construction demande un certain
nombre de préliminaires techniques, nous renvoyons le lecteur au théoréme 8.6. Nous avons cherché
a distinguer le plus soigneusement possible les identifications parfaitement canoniques de celles qui
ne le sont qu’a scalaire preés, ce qui alourdit un peu la rédaction, mais évite tout risque de confusion.

8.1. Points fixes de ¢ et le G-module ¢N,;, (V)X P!. — Soit V € V(7). Notons
tNiig(V) K P! = {z € Dyjg(V) K P'| Resz, (2), Resz, (wz) € tNyg(V)}

et définissons d’une maniére similaire ¢t N10:7] (V)XP! pour n assez grand. Il n’est pas clair & priori
que tNyig(V) X P! soit stable sous Paction de 7, mais nous allons voir que c’est en effet le cas.
Ce résultat a déja été démontré de maniére trés détournée dans le chapitre VI de [16], puis d’une
maniére complétement différente dans [20]. Nous en donnons une preuve différente.

Proposition 8.2. — Pour tout V € V() il existe n tel que Uinclusion *3) (II(V)20)* C Dy (V)X
P! induise une inclusion

(V)20 /II(V)isse)* < ¢N1O=)(Vv) R P,
Démonstration. — Soit m (V) comme dans la discussion qui suit la proposition 7.7 et soit | €
(I(V)ar/TL(V)lsse)*  vu comme élément de (IT1(V)2")* nul sur II(V)!5¢. En combinant I'isomor-
phisme IT(V)"5¢ ~ LC.(Q, Ni:(V)/DE:(V)T (théoréme 7.11) avec le théoréme 7.8 et la proposi-
tion 7.7, on obtient ¢;,(I) € tN(ﬂf,n(V) pour n > m(V) et j € Z. En particulier (en prenant j = n)

¢ "(Resg, (1)) € tNf; (V) pour n > m(V) et donc Resg, (I) C tNI"»)}(V) (cf. Texemple 6.5),
ce qui permet de conclure (en remplagant | par wl). O

Rappelons que si A est un (p,I')-module sur R, il existe un unique opérateur ¢ sur A qui
commute avec I', s’annule sur Zf;ll(l +T)ip(A) et satisfait 1) o = id. Soit maintenant V € V()
et identifions comme toujours V avec V. Par construction, on a

Resgz, o (Pgl ?) =19 oResz, sur Dy (V)X Pl
Ainsi, l'inclusion (II(V)**)* C Dy (V) K P! composée avec Resz, induit une inclusion

@y (81)=" ¢ D, vyr=1.

43. On identifie implicitement ici V et V.
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Théoréeme 8.3. — L’inclusion précédente est un isomorphisme de D(I")-modules et induit un iso-
morphisme de D(T')-modules

vy m(vyise) (811 o (tN (V))»=".

En composant avec Resz» on obtient un isomorphisme de D(T')-modules

vy )iy (6 1)=1 o (1 - o) (Vg (V)=

Démonstration. — La seconde partie est une conséquence de la premiére, de 1’égalité Resz; =
1 — @ sur (tNyg(V))¥=1 et du fait que Dyig(V)?=1 =0, car V n’est pas trianguline. Commengons
par montrer que [(I_I(V)an)*](g(1)):1 C Dyig(V)¥=1! est un isomorphisme. Soit D(V) le (p,I)-
module étale sur 'anneau de Fontaine £ attaché & V par I’équivalence de catégories de Fontaine
[39]. D’aprés [16, prop. V.1.18] application naturelle D(I') @4y D(V)¥=! — Diyjg(V)¥=! est un
isomorphisme de D(T')-modules, ot A(T') est l’algébre des mesures sur I' & valeurs dans L. Or [23,
remarque V.14] I'application Resz, induit un isomorphisme de A(I')-modules

0\ _
mvy) (8= = prye=.
Soit alors z € Dy (V)¥=1 et écrivons

n

z= ()i (7)
;/Fv pa(y

0y_
avec z; € D(V)¥=! et u; € D(T'). Si l; € (1’[*)(g V)= satisfont Resz, (I;) = ;, alors

z=Resg,(I), ou I= Z/F (x5 9) L) € [(I(V)eny7) (81) =1,

ce qui permet de conclure.
Ensuite, la proposition 8.2 montre que Resz, induit une inclusion

vy mvyisey (B 1)=" ¢ (18, ()=,

p0)_
Soit 2z € (tNyig(V))¥=!. D’aprés ce que Pon vient de faire, il existe [ € [(II(V)*™)*] (59)=1 tel que
Resz, (I) = z. Nous allons montrer que ! s’annule sur II(V)lsse = TI(V)F~1lisse ('égalité découle
du théoréme 7.11), ce qui permettra de conclure. Soit a > m(V) tel que z € DI%7al(V). Comme
(PN i=lonaij,(l)=¢"(z)€ tN(Ef,n(V) pour n > a et j € Z. Le résultat s’obtient alors en
combinant les propositions 7.7 et 7.9 avec le théoréme 7.8. O]

Proposition 8.4. — Pour tout V € V(m)

a) Le sous-espace tNyg(V) R Z% := (tNyg(V))V=" est stable sous Uinvolution w = (9§) de
Dyig(V) R ZE = Dy (V)¥=0.

b) Le sous-espace tNyg(V) K P! de Dy (V) K P! est stable sous laction de G.
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Démonstration. — a) Le caractére central de I1(V)2® étant trivial, 'involution w de (IT1(V)2" /TI(V)lisse)*

laisse stable [(H(V)an/H(V)“SSC)*}(g (1)>:1. La derniére partie du théoréme 8.3 entraine la stabi-
lite de (1 — ) (tNig(V))¥=" par w. Ensuite, tNyg(V) B Z% = (tNyjg)?=" est engendré comme
D(T')-module par (1 — ¢)(tNyig(V))¥=1 (cela suit par exemple de [50, prop. 4.3.8]), ce qui permet
de conclure, en utilisant le fait que w o o, = 041 0 w sur Dyg(V) K Zy (qui suit de I'égalité
w(§9)=(82) (%" §)w).

b) C’est une conséquence formelle de la stabilité de Ny (V) par P+ = (ZPB{O} le) et du point
a). O

8.2. La représentation II(m,0). — Nous avons besoin du résultat suivant de Colmez, qui per-
met de se débarrasser de la dépendance en la filtration de Hodge dans les constructions précédentes.

Théoréme 8.5. — Soit V. € V(m). Choisissons un isomorphisme Dpg (V) ~ M(w), induisant
un isomorphisme Nyig(V) =~ Nyig(m). Linvolution de (tNyg(m))¥=C induite (proposition 8.4) par
Vinvolution w de (tNyig(V))¥=° ne dépend ni du choiz de V € V(r) ni du choiz de lisomorphisme
Dy (V) ~ M(7).

Démonstration. — L’'indépendance par rapport au choix de l'isomorphisme Dy (V) ~ M () est
claire, car deux tels isomorphismes différent par un scalaire. I.’indépendance par rapport au choix
de V € V() a été démontrée (par voie trés détournée) dans le paragraphe 9 du chapitre VI de
[16] (se rappeler que les éléments de V() sont classifiés par la filtration de Hodge sur Myr()). Le
lecteur trouvera une preuve nettement plus simple dans [20], qui exploite la description explicite
de l'action infinitésimale de G sur ¢t Ny (V) K P O

Notons encore w I'involution de (£Nyig(7))¥= obtenue dans le théoréme 8.5. L’existence de cette
involution combinée avec le fait que tNyig(7) est un (¢, I')-module sur R permettent de copier les
constructions usuelles de Colmez (voir le paragraphe 2 du chapitre II de [16]) et d’obtenir un
faisceau G-équivariant U — tNyig(7) KU sur P*(Q,) dont les sections sur Z, sont ¢Nyig(7), muni
de I’action canonique de PT définie par

(750 t) 2= (1 + Dlou(e"(2).

Notons qu’en copiant ces constructions on obtient @ priori seulement un faisceau équivariant sous
laction du groupe libre engendré par P et w, mais toutes les relations qui ont lieu dans G sont
satisfaites aussi par les sections de ce faisceau, car c’est le cas pour le faisceau attaché a D, (V)
(pour un V' € V(m) quelconque) et car tNyig (V) C Dyig(V).

Soit V' € V(m). Fixons un isomorphisme D,g (V) ~ M(w), qui induit un isomorphisme
tNyig (V) = tNyig (7). Cet isomorphisme s’étend par construction en un isomorphisme G-équivariant

tNyig (V) B P ~ ¢ Ny (1) X P

qui dépend du choiz de lVisomorphisme Dy (V) ~ M (), mais uniquement & scalaire prés. Ensuite,
par construction de tNyig(V) X P!, on dispose d’une inclusion G-équivariante canonique

tNyig (V) K P! C Dy (V) K P
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On en déduit une inclusion G-équivariante
tNyig(m) P C Dy (V) K P,

canonique & scalaire prés; son image est donc un sous-G-module canonique de Diig (V) XP!. Enfin,
la proposition 8.2 fournit une inclusion canonique (II(V)2*/II(V)liss¢)* C ¢ N, (V) K PL, donc une
inclusion G-équivariante
(IL(V)™ JTL(V)55¢)* € ¢ Nyjg (1) B P,

canonique G scalaire pres.

Aprés ces préliminaires un peu pédants mais malheureusement nécessaires, on peut démontrer le
résultat suivant, di & Colmez [16, 20]. Notre preuve est différente de celles trouvées dans loc.cit.,
mais elle s’inspire fortement d’une astuce que l'on peut trouver dans [20].

Théoréme 8.6. — Soient V1, Vo € V(m). On a
(TL(V2)™ /TL(V1) %) = (TI(Va)™" /TI(Va)"™)*

a Uintérieur de tNyg(m) X PL. Ainsi, il existe un isomorphisme canonique a scalaire prés
H(Vl)an/n(vl)hssc ~ H(‘/Z)an/l—[(‘/z)hssc'

Démonstration. — La seconde assertion est une conséquence de la premiére et de la discussion
qui précéde le théoréme 8.6. Notons pour simplifier A; = Dyig(V;) et Nyjg = Nyig(7), ainsi que
I1; = TI(V;). Fixons des identifications Nyig(V;) = Nyig et regardons (13" /I1$5¢)* comme un sous-
D(G)-module de Ay X P!, via la composée d’inclusions (II3"/ITs¢)* C tNy, K P C Ay K P!
construites ci-dessus.

Montrons d’abord que (IT§" /TI$5¢)* est contenu dans (TI3")* C Ay PL. On déduit du théoréme
de Hahn-Banach et du caractére réflexif de 152 /TIN5 que g(I15")* est dense dans (IT3"/TIMsse)*
et puisque (TI3%)* est fermé dans Ay X P!, il suffit de montrer que g(II3®)* C (II3")*, et méme
uwt(TI5™)* C (II5™)* (si cela est vrai, on déduit le résultat pour u~ en conjuguant par w, et pour
a™ et a” en utilisant les relations h = uTu~™ —u~ut = 24T = —2a7).

Autrement dit, il s’agit de montrer que ut(II§*)* et (II3")* sont orthogonaux dans A, X P1L.
Soient I1{ et I3 les boules unités pour des normes G-invariantes sur Iy, respectivement IT5. Alors
(IN* ®o, L = 11} et (I19)* ®p, L = I} sont denses dans (II3%)* et (II3")*, respectivement ; il
suffit donc de montrer que u™ (HEO))* et (Héo))* sont orthogonaux dans A, X P!, Mais pour tous
x € (Hgo))*, y € (Hgo))* etn€Zona

{whe,yher = {5 1) wha, (7 V) yler =
Pt (77 9) e (7 9) wher € 0" ()", (17) Y
La compacité de (Hgo))* et (Héo))* et la continuité de { }p: permettent de conclure que
{utz,y}pr = 0 et donc g(II§™)* C (II3")*, comme voulu (cette derniére partie de I'argument est
fortement inspirée de [20]).

Il nous reste & montrer que tout élément [ € (I153%/T1%5¢)* vu comme élément de (TI3")*, s’annule
sur I155%¢. D’aprés la proposition 8.2 il existe a > m(V7) tel que (IT§" /TTjs¢)* C tNIO7al K P ce
qui fait que i; (1) € tN£f7n(%) pour tous j € Z et n > a. On conclut en utilisant les théoréme 7.8
et 7.11, ainsi que les propositions 7.6 et 7.7. O]
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Définition 8.7. — Onnote II(m, 0)* le sous-G-module de t Nyig (m)XP! image de (IL(V)2" /TI(V)lisse)*
pour n’importe quel V' € V(7) et n’'importe quel isomorphisme D (V) ~ M (7). On note II(m, 0)
le dual topologique de II(7,0)* muni de I’action duale de G.

Ainsi, II(7, 0) est une représentation localement analytique de G sur un espace de type compact
et pour tout V € V(r) on dispose d'un isomorphisme (V)2 /T[(V)lss¢ ~ TI(7r,0), canonique &
scalaire prés. On peut reformuler comme suit le théoréme 5.1.

Théoréme 8.8. — Il existe un morphisme G-équivariant continu non nul

O II(7,0)" — O(X,)".

9. Structure de O(2)-module sur II(r,0)*

Ce chapitre assez technique est un des points centraux de ce texte. On y explique dans un
premier temps la construction d’un opérateur 0, déduit de la connexion de I’équation différentielle
p-adique de Berger, sur II(m,0)*. Cet opérateur joue un role tout a fait semblable a 'opérateur
de "multiplication par z" sur O(X,) (z est la coordonnée sur ) et cette heuristique guide sa
construction. L’observation de base est que cet opérateur sur O(X,,) peut se décrire en comparant

les actions infinitésimales at et uT des groupes (ZOP (1)) et ((1J le ) En effet, on vérifie sans mal que
at —1=ut0d.

Nous verrons que ’on peut définir un unique automorphisme 9 du L-espace vectoriel topologique
II(7,0)* qui satisfait la relation précédente. Ce résultat est dit & Colmez [20], mais nous avons
décidé de le reprendre de maniére assez détaillée, avec un argument différent et plus direct.

Puis nous montrons que ’analogie précédente n’est pas anodine et améliorons le résultat en
munissant II(7,0)* d’une structure de O(2)-module telle que la variable z agisse via 0. Cet
énoncé, dont la preuve exploite la dualité de Morita, jouera un role capital dans la suite.

Nous fizons I € V(m) et notons V=V (II), Dyig = Dyig(V'). On fize un isomorphisme Dy (V) ~
M(m), ce qui induit un isomorphisme Nyg = Nyig(V) =~ Nyig(m) et (théoréme 8.6 et ce qui suit)
une identification TI(w,0) = I12"/I1%%, La construction qui suit ne dépend pas des choix faits,
mais il convient de les introduire pour certains arguments techniques.

9.1. Construction de ’opérateur 9 sur II(w,0)*. — Le résultat suivant, qui sera utilisé
constamment dans la suite, repose sur la proposition 6.4.

Proposition 9.1. — L’opérateur u™ est d’image fermée sur (II°?)* et induit un homéomorphisme
entre (TI*™)* et w™ ((1I*)*).

Démonstration. — Considérons une suite z, = (zn,yn) € (II*)* C D,z X P! telle que u™z,
converge dans (II*")* vers z = (z,y) € (II*)*. Puisque utz, = (tz,, —t0*(y,)) (utiliser le
théoréme 7.3) converge dans D,z X P! vers (w,y), il existe a > 0 tel que lim, ,o tz, = z,
lim,, 00 (—t0%(yy)) = y dans D107l Comme tD1O7al est fermé dans D1%7e] et la multiplication par
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t est un homéomorphisme DI%7«] dans ¢ D107 (par le théoréme de l'image ouverte), on conclut
que x = tz' avec ' € D197l et z,, tend vers 2’ dans D07l

Pour les y,, Pargument est plus délicat. D’abord, le méme raisonnement avec D!%7«] remplacé
par N107a] (noter que 9%(y,,) € N%"<] pour tout n assez grand, en grandissant éventuellement a)
montre que y = —tu avec u € N1%7l et 9%(y,) tend vers u dans N7l En particulier 9% (y,,)
converge vers u dans Nyg. Mais 0 : Nyg — Nyg étant une bijection linéaire continue entre des
espaces LF (proposition 6.4), c’est un homéomorphisme (théoréme de 'image ouverte), donc y,
converge dans Ny, vers y' 1= 0 2(u).

On a donc montré l'existence de 2/ € Dyig et y' € Ny tels que @ = ta/, y = —t0*(y') et z,
tend vers z’, alors que y,, tend vers y’ dans N,g. Il existe donc b > a tel que y,, tend vers y’ dans
NIO7] - Alors y,, € DI%™] converge dans N197¢) vers 4 et comme DI%7] est fermé dans N197!, on
obtient ¢’ € DI%™ et donc 2’ := (2/,9') € Drig X Dyig.

Pour montrer que I'image de u™ est fermée, il reste a vérifier que 2’ := (2/,¢') € (II*®)*, car
si ce résultat est établi, 'égalité z = uT 2’ est claire par construction. Le fait que Resz; (y') =
w(Reszx(2')) suit en passant a la limite dans Reszs (yn) = w(Reszx(25)). Donc 2’ € Diyjg X Pl Il
reste & vérifier que 2z’ est orthogonal a (II*")*, ce qui suit du fait que les (z,, y,) le sont. Enfin, la
derniére assertion est une conséquence de ce que l'on a déja démontré et du théoréme de 'image
ouverte pour les Fréchets, ce qui permet de conclure. O

Corollaire 9.2. — L’opérateur u™ est d’image fermée sur I1(m,0)* et
T(r,0)* /u™ (TI(7,0)*) = (I(x,0)* =0)*.

Démonstration. — Le premier point découle directement de la proposition précédente. Ensuite,
(7, 0)* /uTI(m, 0)* est un Fréchet nucléaire d’aprés ce que 'on vient de démontrer. Il est donc
réflexif et comme son dual est trivialement II(, O)“+:O, cela permet de conclure. O

Théoréme 9.3. — Il existe une unique application linéaire continue O : I1(m,0)* — II(w,0)* telle
que lon ait une égalité d’opérateurs sur (m,0)*
at —1=ut0d.

Démonstration. — L’unicité découle simplement du fait que u™ est injectif sur II(m, 0)*, le point
délicat est I'existence. Soit I € II(m,0)*, on veut démontrer que l; := a*l — [ est dans u™II(m,0)*.
D’aprés le corollaire précédent, il suffit de voir que {; s’annule sur II(7, 0) =0 = (ITan /Jxlisse)u =0,
En considérant I; comme une forme linéaire sur II*" s’annulant sur 11", il s’agit de montrer que
I1(atv +v) = 0 pour tout v € II*" tel que uTv € I1H¢, 11 suffit donc de démontrer le

Lemme 9.4. — Soit v € II* tel que uv € II'%°. Alors vy := aTv + v € 11,

Démonstration. — Larelation u™(a*+1) = atut et le fait que a™u™v = 0 montrent que uv; = 0.
Comme le Casimir agit par 0 sur II** (théoréme 7.3), on obtient aussi

u uTv+aTv+ (a)?v =0,

et donc atv; = 0 (car u~utv = 0 par hypothése). Le théoréme 7.11 permet de conclure. O
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Ce qui précéde montre 'existence d’une unique application 0 : II(w,0)* — II(7, 0)* telle que
at —1 = ut0. Par unicité, 0 est linéaire. La continuité suit de la continuité de I’application
at —1:1I(m, 0)* — II(m,0)* et du fait que u™ réalise un homéomorphisme de II(7, 0)* sur le fermé
ut (I(7,0)*) de TI(7, 0)*. O

Le résultat suivant montre que la connaissance de u™ et 9 sur II(, 0)* équivaut a la connaissance
de toute laction de U(slz) :

Proposition 9.5. — a) En tant qu’opérateurs sur I(m,0)*
at =0out, Out—uto=1, u =—-0at =-0%".

b) Pour tout I1 € V(x), le choiz d’un isomorphisme II(m,0) ~ II1*" /I induit une inclusion
g(IT**)* C TI(7w, 0)* et on a une égalité d’opérateurs sur (II*")*

at =0out, uw =-0at = -0%".
Démonstration. — a) On a
utat =atut —ut = (at — Dut =u0u™,

ce qui permet de conclure pour la premicre égalité, car u™ est injective sur II(m,0)*. La seconde
relation s’en déduit. Ensuite, comme le Casimir agit trivialement sur II(7,0)* et que utu~ —
uut =h=2a",o0na

wuT =aT — (aT)? = —uT0aT,
donc u~ = —dat = —0%uT, comme voulu.

b) L’inclusion est claire. Soit I € (II**)*, alors ; = u*l € II(m, 0)* et donc atly — 3 = utdly,
autrement dit atutl — Tl = uTOuTl. En utilisant la relation uta™ = aTu™ — vt sur (II*")*
on obtient bien u*(atl — dutl) = 0, ce qui permet de conclure pour la premiére relation, car
ut est injectif sur (I1*")*. Puisque II*" a un caractére infinitésimal nul (théoréme 7.3) la relation

u” = —0aT = —0%uT s’en déduit comme dans la preuve de la partie a). O

Enfin, il sera utile de comprendre le lien entre I’action de G et les opérateurs d et u™, lien fourni
par le :

Théoréme 9.6. — Pour tout g = (‘; 2) € G lVopérateur a — cd est inversible sur II(m,0)* et

1
-1 _ _ a1 +.-1 _ o2,
godog = (d0—b)la—cd)"", gu'g detg(a cd)u™.

Démonstration. — On commence par montrer

Lemme 9.7. — 0+ x est injectif sur II(m,0)* pour tout x € Q.

Démonstration. — En conjuguant la relation a™ — 1 =uT0 avec (§ %) et en utilisant I'identité
(67")a* (§1) =a* +au”,

ainsi que l'injectivité de u™ sur II(m,0)*, on obtient

(b )o(41) =0+
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On peut donc supposer que x = 0, et il suffit de voir que a™ — 1 est injectif sur II(m, 0)*. En
plongeant II(7,0)* dans D, X P!, on se raméne 4 montrer I'injectivité de a™ — 1 sur Dyig X P!,
qui suit du lemme 6.3. O

Passons maintenant & la preuve du théoréme. En conjuguant la relation a™ — 1 = u™ 0 9 avec
g, on obtient

1 +

gatg ' —1=gutg ' ogog".

Un calcul immédiat montre les identités suivantes dans D(G), donc aussi dans II(7, 0)*

1 1
gatg ™t = detg(ada+ —abut +cdu” —bea”) et gutgl= ﬁtg(imh +afut =),

En utilisant la proposition 9.5 (ainsi qu’un calcul direct laissé au lecteur), ces identités se réécrivent

(6) gutg™l = deltg (a—cd)?ut et gatg™l = deltg (@ — c0)(d0 — b)u™
Nous avons besoin du
Lemme 9.8. — On a une égalité d’opérateurs sur I(mw,0)*
g9~ (a — cd) = dd —b.
Démonstration. — Pour simplifier les formules, posons x = a — ¢ et y = d0 — b. La relation

Out —ut9 = 1 fournit alors
yutr —zuTy = det g,
qui, combinée avec la relation (6), donne

(gatg —1)a= (

1
+ _ 1 —
det g:z:yu > * det g

ryute —x =

1 1
— g(zuty+detg) —x = —22uty = gutgly.
detgx(w y+detg) —x Qg L YTy

En combinant ceci avec la relation (gcﬁgf1 — 1) z = gutg™ o g0g 'z et avec l'injectivité de

gutg~! sur II(w,0)*, on obtient enfin gdg~ 'z =y, ce qui permet de conclure. O

Le théoréme 9.6 est ainsi réduit & la preuve de U'inversibilité de a — ¢d. Or, on déduit du lemme
9.8 la relation

(c-gdg™* +d)(a— cd) = det g,

ce qui permet de conclure. O
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9.2. Construction de la structure de O(f2)-module. — Afin de prouver dans la section
suivante que le morphisme ® du théoréme 8.8 est surjectif, il sera vital de savoir que I’on peut munir
II(7, 0)* d’une structure de O(2)-module, et c’est a cette tAche qu’est consacrée ce paragraphe. Vu

la construction de l'opérateur 0 dans le paragraphe 9.1, le lecteur ne sera pas surpris par I’énoncé
du

Théoréeme 9.9. — Il existe une unique structure de O(Q)-module sur I1(mw,0)* qui soit compatible
avec sa structure de L-espace vectoriel et telle que z.l = O(1) pour tout I € II(w,0)*.

La preuve du théoréme 9.9 occupe le reste de ce chapitre. L’argument suit un chemin un peu
détourné, car 'opérateur 9 sur II(m,0) (ou son dual) ne préserve pas de sous-espaces de Banach
"évidents" de II(w,0) (en particulier, il ne préserve pas les vecteurs localement analytiques de
rayon fixé). La raison en est que méme si J est construit a partir de la connexion 9 sur Ny, sa
définition fait aussi apparaitre 1, qui est difficilement contrdlable. Pour contourner ces difficultés,
nous utilisons la dualité de Morita, des arguments d’analyse fonctionnelle et le résultat technique
suivant. On note ( , ) Paccouplement canonique entre II(m, 0)* et II(7,0).

Proposition 9.10. — Soient v € II(7,0) et | € (7, 0)*. L’application
D Qp — L, ¢l,v(x) = <(8 - l‘)_ll,7}>
s’étend en une fonction localement analytique sur P*(Q,), nulle a Uinfini.

Démonstration. — Posons ¢, ,(c0) = 0. Pour montrer que ¢, est localement analytique, nous
aurons besoin du résultat suivant :
Lemme 9.11. — Pour tous g € G, | € II(,0)*, v € II(7,0) et z € P1(Q,) on a

cr+d
b1.0(g7) = Ttggb(ca-l-d)g*ll,g*lv(m)'

Démonstration. — C’est un calcul un peu fastidieux dont l'ingrédient clé est le théoréme 9.6.
Explicitement, en utilisant deux fois ce théoréme on obtient, en posant g = (? f]) :

b1.0(g7) = (0 — gz) ', v) = (cx + d){(d0 — b+ x(cd — a)) "1, v)
= —(cx +d){(a—cd) (x— (d0 —b)(a—cd) ") ,v) = —(cx + d){(a — cd) " (x — gdg "), v)

= (cx 4+ d){(a — 08)_19(8 — x)_lg_ll7v> = (cx+d){(a— cg_lﬁg)_l(a — x)_lg_lhg_lv)

cr +d o _ cx+d
= detg <(Ca+d)(8*x) lg llvg 1U>:m¢(c8+d)g—ll,g—lv'

O

11 suffit donc de voir que ¢;, est analytique au voisinage de 0. Notons que grace au théoréme
9.6 on a (44

Gro(@) = (5507 (5 5°) L) = (1, (§5)71 (§7°) v)-
En écrivant I(7,0) = I12"/T1%%¢ pour un choix de II € V(7), et en filtrant II "par rayon
d’analyticité" (voir [23, chap. IV] pour les détails), on peut écrire II(w,0) comme une réunion

44. On définit les opérateurs 9, 1 sur TI(m,0) par dualité.
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croissante d’espaces de Banach TI(7,0)®) (h € N*), stables par (é le), mais pas par 0 ou 971,
Soit h tel que v € TI(7,0)™. La fonction z — (§ %) v étant analytique au voisinage de 0, a valeurs
dans le Banach II(w,0)(®), on peut écrire pour x € pNZ, (N assez grand, ne dépendant que de v)

(677 )v=">_a"vn

n>0

avec v, € II(7,0)™. On a p"Nv, — 0 dans II(7,0)", donc aussi dans II(x,0). Puisque 0 est un
homéomorphisme de II(7w,0) (car elle est linéaire bijective et que II(m,0) est un espace de type
compact), on a p"V 971 (v,) — 0 dans (7, 0). Il existe donc ' > h tel que p"¥9~1(v,) — 0 dans
I1(7,0)""). Posons

vy, = pnNail(Un)-

Ainsi, pour tout x € pNZ, on a (par continuité de 9! et de la restriction de I & TI(, 0)(*))
- —x L " x
0@ = (DI ()0 =X (5) 1 D).
n>0

Puisque v, tendent vers 0 dans II(r, 0)(”), il existe M, dépendant de A/, tel que les fonctions

foiZp = L, falz) =1((51)vn)
tendent vers 0 dans I’espace des fonctions analytiques sur a4+ p™ Z,, pour tout a € Z, (cela découle
du théoréme IV.6 et de la remarque IV.15 de [23]). On en déduit que la fonction

n
x
20,0 =3 () fule)
>o \P
n_

est analytique au voisinage de 0, ce qui permet de conclure. O
Passons maintenant & la preuve du théoréme 9.9. Soit St*" la Steinberg analytique, quotient de
I'espace LA(P'(Q,)) des fonctions localement analytiques sur P1(Q,), & valeurs dans L, par les

fonctions constantes. Nous ferons un usage constant du résultat classique et fondamental suivant,
connu sous le nom de dualité de Morita.

Proposition 9.12. — a) Soit A € O(Q)*. La fonction fy définie (pour x € Q,) par

fA(I)—A<Zix>

s’étend en une fonction localement analytique sur P1(Q,), nulle a Uinfini. De plus, Uapplication
(45)

A= fx induit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topologiques
O(Q)* ~ St™".
b) La transposée de l'isomorphisme précédent est (via Uidentification O(2)** = O(R)) Vapplica-

tion p— f, € O(Q), ou
1
fulz :/ T).
0= [ @

45. C’est méme un isomorphisme de G-représentations, si 'on remplace O(2) par Q! ().
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SOlt
S = Vect cQ 71 C O(Q)
T zZ—X

le sous L-espace vectoriel de O(2) engendré par les fonctions i pour z € Q,. Si f €S, on note
g élément de (St*)* qui correspond & f via Iisomorphisme O(Q) ~ (St*")*. Explicitement,

np= Y aib— | Y a6 s fzzz‘f‘xes.

zeQ, z€Q, T€EQp

Notons que S est dense dans O(2) (cela découle directement de la proposition 9.12 et du théoréme
de Hahn-Banach).
Le théoréme 9.6 donne un sens a la définition suivante :

Définition 9.13. — Si f = Zzer 2 € S, on définit un opérateur linéaire continu

Ty : TM(7,0)* — I(m,0)%, Ty(l) = > ax(0—=x)~'(1) € (m,0)".
z€Q,

Notons que par construction on a pour tous ! € II(w,0)*,v € II(7,0), f € S

(7) (T, 0) = S audrale) = / Gt

TEQ, P1(Qp)

puisque ¢;,, s’annule & 'infini.
Proposition 9.14. — Soit f € O(Q) et soit (fn)n une suite d’éléments de S qui converge vers

f dans O(Q2). Alors la suite d’opérateurs Ty, converge faiblement vers un opérateur continu Ty :
II(m, 0)* — I(m,0)*.

Démonstration. — Posons g, = f,, — fan_1, de telle sorte que g, € S tend vers 0 dans O(f2). Si
v € II(m,0) et [ € II(w,0)* on a

(T, (1), 0) = / Dotig,.
P1(Qy)

Comme g, tend vers 0 dans O((2), 4, tend vers 0 dans (St*")* (par dualité de Morita) et donc fig,
tend faiblement vers 0 dans (St*")*, ce qui permet de conclure que lim,,, (T}, ({), v) = 0. Combiné
avec le lemme 5.10 et la réflexivité de II(7,0), cela montre que lim,,_,o Ty, (I) = 0 dans II(7,0)*.
Ainsi, lim, oo (T, (1) = Ty, _, (1)) = 0 et comme II(7,0)* est complet, la suite d’opérateurs (T, )y
converge faiblement. La continuité de la limite découle du théoréme de Banach-Steinhaus. O

Proposition 9.15. — a) Pour tous f € O(Q),l € I(7,0)*,v € II(7,0) on a

(Ty(1),v) = / Sotts.

P1(Qy)
b) Si fn, € O(Q) tend vers f € O(Q), alors pour tout | € II(7,0)* on a

lim Ty, (1) =T¢(l) dans II(m, 0)".
n—oo
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Démonstration. — a) Soit (f,), comme dans la proposition précédente, alors

n—oo n—oo

(Ty0.0) = i (73, (0,0) =t [ o= [ oy,
P1(Qp) PH(Qy
la derniére égalité étant une conséquence du fait que (py,) converge faiblement vers py (encore
une fois, par dualité de Morita).
b) Le lemme 5.10 montre qu'il suffit de vérifier que lim,, o (T}, (1),v) = (Ty(l),v) pour tout
v € II(m,0)*. Cela découle directement du a) et de la dualité de Morita. O

Le théoréme 9.9 se déduit maintenant facilement de ce qui précéde. En effet, la structure de
O(Q)-module sur II(7, 0)* s’obtient en posant f.I = T¢(l) pour f € O(Q) et | € II(m,0)*. Le seul
point qu’il nous reste a vérifier est que (fg).l = f.(g9.l) pour tous f,g € O(Q) et | € II(xw,0)*.
Par densité de S dans O(Q2) et la continuité des applications I — f.l et f — f.I (qui découle des
résultats précédents), on se rameéne au cas ou f,g € S, et ensuite au cas f = Zim et g = Ziy,
z,y € Qp. De plus (encore par continuité), on peut supposer que x # y. Mais alors

1 1 1
fg= ( - )GS,
r—y \z—x 22—y

et le résultat voulu découle de I'identité

avec

@-2) L o@—y) = ——((@-2) - (@)

valable sur II(7, 0)*.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme 9.9, mais il nous sera trés utile
par la suite.

Proposition 9.16. — Tout morphisme G-équivariant continu ® : II(r,0)* — O(X,)? est O(Q)-
linéaire.

Démonstration. — Les opérateurs d et u™ satisfont a™ — 1 = u+ sur les deux espaces I1(m, 0)* et
O(X,,)?. Puisque @ est G-équivariant, il commute a a™ et u™. On en déduit que u™ ®(9l) = uTOP(1)
pour tout [ € II(7,0)*. Puisque u™ est injectif sur O(X,,)”, on en déduit que ® commute avec 9. Il
commute donc aussi avec (9 —x)~! pour tout x € Q,. On en déduit que ®(f.l) = f®(I) pour tout
f €S8 et tout I € TI(m,0)*, et le résultat s’ensuit grace a la densité de S dans O(2) et au point b)
de la proposition 9.15. O

10. Surjectivité de @

Ce chapitré est consacré a la preuve du résultat suivant, preuve qui doit beaucoup a des discus-
sions avec Laurent Fargues et Pierre Colmez.

Théoréeme 10.1. — Tout morphisme G-équivariant continu et non nul ® : (w, 0)* — O(%,)”
est surjectif.
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En appliquant [68, lemma 3.6] et le théoréme 8.8, on en déduit que le D(G)-module O(%,,)?
est coadmissible. En décomposant O(X,,) selon laction de D*, on obtient la coadmissibilité du
D(G)-module O(%,,).

La preuve du théoréme 10.1 se fait en deux étapes : on établit d’abord que 'image de ® est
dense en utilisant des résultats de Kohlhaase [54] sur le lien entre certains fibrés G-équivariants
sur la tour de Drinfeld et certains fibrés D*-équivariants sur la tour de Lubin-Tate. Un argument
d’analyse fonctionnelle permet alors de conclure que ® est surjectif. Les deux étapes utilisent
de maniére cruciale la structure de O(2)-module sur II(7,0)* et le fait que ® est O(Q)-linéaire.
Nous utiliserons aussi systématiquement les résultats du chapitre 3 de [68] concernant les modules
coadmissibles sur une algébre de Fréchet-Stein (qui sera dans notre cas lalgébre des fonctions
rigides analytiques sur une variété Stein sur Q,).

10.1. Les tours jumelles. — Si X vit sur Q,, X désigne I'extension des scalaires X®Qp Qp.

Lemme 10.2. — Soit F : X — Y un morphisme d’espaces de Fréchet, tel que F:X > Y soit
d’image dense. Alors F est d’image dense.

Démonstration. — Soit [ une forme linéaire continue s’annulant sur 'image de F. Alors pour tout
a € Qp

[(F(z&a)) = [(F(z)&a) = a - 1(F(z)) = 0.
Donc [ o I s’annule sur Iimage de X ®q, Qp dans X. Cette image étant dense, on a [oF =0et
comme F est d’image dense on a | = 0. Mais alors pour tout y € Y on a I(y) = I(y®1) = 0, d’on

le résultat. O

Avant de prouver que ® est surjective, on va montrer que ® est d’image dense. D’aprés le lemme
précédent, il suffit de le faire pour ®.

Proposition 10.3. — L’image de ® est dense dans (’)(Mn)p.

Démonstration. — Notons W = Im(®) 'adhérence de Pimage de & : c’est un sous-O(£2)-module
coadmissible (sur O()) de O(M,,)?, puisqu’un sous-module fermé d'un module coadmissible est
lui-méme coadmissible et puisque O(Mn) est coadmissible, en tant que O(Q)—module projectif de

v

type fini [68]. On a donc une suite exacte G-équivariante de O(2)-modules coadmissibles

0= W = OM,)” = OM,)’/W — 0.
Comme ) est une variété Stein, cette suite exacte revient exactement & la donnée d’une suite
exacte de faisceaux cohérents G-équivariants sur €), que nous noterons

0—-F—=>G—F —0.

Le faisceau G est un fibré vectoriel, puisque M,, est un revétement étale de (). Les faisceaux
cohérents F et F’ aussi : comme () est une courbe lisse, il suffit en effet de voir qu’ils sont sans
torsion. Or la partie de torsion d’'un faisceau cohérent G-équivariant sur O(Q) est un sous-ensemble
discret de © stable par G : c’est donc 'ensemble vide. La suite exacte ci-dessus est donc une suite
exacte de fibrés G-équivariants sur Q.
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Pour montrer que ces deux fibrés sont isomorphes, nous allons faire appel aux résultats de [54].
Commencons par fixer quelques notations. On note Méo) la composante de M, correspondant au
lieu ou la quasi-isogénie est de hauteur 0, et ./\;1510) ses revétements. On note aussi Eéo) Pespace de
Lubin-Tate ([56], ¢’est une boule ouverte de rayon 1) et LY ses revétements (galoisiens de groupe
Go/Grp).

L’observation de base de Kohlhaase est que I'anneau O(M %O)), resp. 0(55?)), est (F,,Gp)-
régulier (46) | resp. (Fn, D,,)-régulier, au sens de Fontaine. Ceci va permettre de définir de catégories
de fibrés équivariants intéressants, "a la Fontaine".

Si NV est un fibré vectoriel Go-équivariant de rang r sur /\;l(()o) et si N = HO(/\;l(()O),NL on pose

An<N) = (O(M’I(’LO)) ®O(M§)0)) N)Gn

De la régularité de (’)(M%O)), on déduit par un argument standard que ’application naturelle

(8) OM) @, An(N) = O(MP) @y 00y N

est injective, pour tout n. En particulier, A,,(N) est un F,,-espace vectoriel avec action semi-linéaire

de Gy/G,, de dimension inférieure ou égale a r.
De méme, si N est un fibré vectoriel Dy-équivariant sur Zéo), et si N = HO(EU(()O)“/V)7 on pose

— ] 0 Dw
An(N) = (O(‘C% )) ®o(5((]0>) N)
L’application naturelle
9) O(LY) @5, An(N) = O(LY) @ g0y N

est injective pour tout n.

Définition 10.4. — Un fibré vectoriel Go-équivariant N sur /\Z(()O) est dit de Lubin-Tate s’il existe
n > 0 tel que l'application (8) soit un isomorphisme. On définit alors D (AN) comme le fibré Do-
équivariant sur Eu(()o) dont I’espace des sections globales est le O(EV%O))GU = O(féo))—module

HO(LY, D (V) = (O(LD) @ An(N))%0.

Un fibré vectoriel Dy-équivariant N = N sur EV((]O) est dit de Drinfeld s’il existe n > 0 tel que
I'application (9) soit un isomorphisme. On définit alors Dp,(AN') comme le fibré Go-équivariant sur
M(()O) dont I’espace des sections globales est le O(M%O))D 0= O(Méo))—module

H (M, Dp,(N) = (OMD) @ An(N))Pe.

Un fibré G-équivariant A sur €2 est dit de Lubin- Tate si (ﬂg? )*(Res& , () est de Lubin-Tate au

. . (0
sens précédent, oil WE;

: /\;l(()o) — Qest I’application des périodes de /\;lo restreinte a la composante
connexe Mg‘”.

De méme, un fibré D*-équivariant A sur P! est dit de Drinfeld si (WI(JQB)*(ReSB: (N)) est de
Drinfeld au sens précédent, ou WI(J(EB : Eu(()o) — P! est I’application des périodes de Gross-Hopkins
[43].

46. Rappelons que Fy, = Qp(upn).
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Si NV est un fibré de Lubin-Tate sur ) (resp. si N est un fibré de Drinfeld sur P?), le fibré
Dy (N) est D*-équivariant (resp. le fibré Dp,(N) est G-équivariant) et de plus il descend en

un fibré D*-équivariant encore noté D (N) sur p! (resp. en un fibré G-équivariant encore noté
Dp,(N) sur Q).

Théoréme 10.5 (Kohlhaase). — a) Les foncteurs Dyr et Dp, réalisent des équivalences de
catégories quasi-inverses l'une de lautre entre la catégorie des fibrés G-équivariants sur Q dits de
Lubin-Tate et celle des fibrés D*-équivariants sur P! dits de Drinfeld.

b) Si p est une représentation lisse de dimension finie de D*, le fibré p* @ Op, est un fibré de
Drinfeld et on a un isomorphisme canonique

Dp,(p* @ Op1) = O(M,,)".

¢) Les catégories des fibrés de Drinfeld et des fibrés de Lubin-Tate sont stables par sous-objet et
quotient, et les foncteurs Dy et Dp, préservent les suites exactes.

Remarque 10.6. — Les méthodes de Kohlhaase [54] sont élémentaires et n’utilisent pas I’isomor-
phisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, di a Faltings et Fargues [34, 35].

Revenons a la preuve de la proposition 10.3. Le fibré G est un fibré de Lubin-Tate, d’apreés le
deuxiéme point du théoréme, puisque G = Dp,(p* ® Op.). Le troisiéme point du théoréme prouve
que F et F’ sont aussi de Lubin-Tate, et que 'on a une suite exacte de fibrés D*-équivariants sur
P!

0 — Dir(F) = p* @ Opr — Dyp(F') — 0.
Choisissons A un entier positif suffisamment grand pour que les fibrés D1 (F)®@O()A) et Dpp(F)®
O(A) soient a pentes positives. En tordant par O(\), on a donc une injection D*-équivariante

0 — H°(Dpr(F) © O(N)) = p* © Sym™(L?)

Or, comme p* est lisse, le membre de droite est une représentation irréductible et cette fleche
est donc un isomorphisme. En outre, la suite exacte longue de cohomologie donne ’annulation de
H°(Dyr(F') ® O(N\)) = 0. Comme Dy (F') @ O(N) est un fibré de pentes positives, il est nul et
donc Dyp(F) est en fait isomorphe & p* ® Op,. Par conséquent, F est isomorphe & G. Ainsi, on a
bien W = O(M,,)*. O
Remarque 10.7. — La preuve ci-dessus est simple mais ne fonctionne plus en dimension supé-
rieure (la théorie de Kohlhaase n’est pas limitée a la dimension 1) ; toutefois, elle s’applique encore
si 'on remplace Q, par une extension finie. Elle utilise de fagon cruciale le fait que p est lisse.
Si V(X) est le module de Dieudonné rationnel du groupe formel de hauteur 2 sur F,, V(X) est
une représentation irréductible de degré 2 de D* et pourtant 'on a une suite exacte de fibrés
D*-équivariants sur P* ([43]) :

0— Opi(—1) = V(X)® Op1 — Op1(1) = 0,

qui tirée en arriére a ﬁéo) redonne la suite exacte de fibrés équivariants fournie par la théorie de
Grothendieck-Messing.

Notons qu’au passage on a démontré la
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Proposition 10.8. — Le O(Q)-module O(3,)" avec action semi-linéaire de G est topologique-
ment irréductible.

Démonstration. — Soit V' C O(X,,)? un sous O(Q)-module fermé non nul et stable sous laction
de G. Comme on I’a vu dans la preuve du lemme 10.2, V est lui-méme non nul et le paragraphe
précédent montre que le O(€2)-module O(3,,)? avec action semi-linéaire de G est irréductible. En
particulier, V en est un sous-espace dense et par le lemme 10.2 on en déduit que V' est dense dans
O(X,,)?; comme il est fermé, il est égal a tout l'espace. O

Remarque 10.9. — Nous ne prétendons pas avoir démontré que le G-module topologique O(%,,)”
est irréductible! Toutefois il lest effectivement : combiner [20] et le théoréme 1.2.

Proposition 10.10. — Tout endomorphisme O(Q)-linéaire et G-équivariant de O(X,,)? est sca-
laire.

Démonstration. — On raisonne comme avant : il suffit de le vérifier aprés avoir étendu les scalaires
a Qp, dans quel cas cela suit de I’équivalence de catégories de Kohlhaase et du fait que les endo-
morphismes du fibré D*-équivariant p* ® Op, sont scalaires (par un argument semblable & celui
utilisé pour démontrer son irréductibilité). O

10.2. Un résultat d’analyse fonctionnelle. — Si on savait que II(7,0)* était coadmissible
comme O(Q)-module, on pourrait conclure directement que ® est surjective, car un morphisme
continu entre modules coadmissibles sur une algébre de Fréchet-Stein est automatiquement d’image
fermée [68]. Mais il semble difficile de montrer un tel énoncé de coadmissibilité - nous 1'obtiendrons
uniquement comme conséquence de notre résultat principal! Pour conclure que I'image de ® est
effectivement O(3,,)” tout entier, il reste donc & démontrer la

Proposition 10.11. — Soit X une variété Stein sur Q,. Soit N un O(X)-module projectif de type
fini et soit Y un O(X)-module qui soit un espace de Fréchet. Tout morphisme continu F' 1Y — N
qui est O(X)-linéaire et d’image dense est surjectif.

Démonstration. — Notons N’ := Im(F) C N. Par hypothése il existe un O(X)-module N” tel
que N @ N” = O(X)4, d > 0. En remplacant N par N® N” = O(X)4, Y par *) Y @ N et F
par F' &1id, on peut donc supposer N libre de rang fini. En raisonnant dans une base, on est méme
ramené au cas ot N = O(X), N’ =T est un idéal de O(X).

Supposons que 1’on peut trouver un nombre fini d’éléments f1, ..., fr, € I tels que V(f1,..., fim)
soit vide. L’idéal J = (f1,..., fm) de O(X) est de type fini, donc coadmissible et donc fermé [68]
dans O(X). De plus, si (U;); est un recouvrement Stein de X, alors V(J N O(U;)) = 0, donc
JNOU;) = O(U;) par le Nullstellensatz affinoide, pour tout j. On en déduit que J est dense, et
comme il est fermé, on a J = O(X) et donc aussi I = O(X), ce qui finit la preuve de la proposition.

Il reste donc & montrer 'existence de fi,..., f;,. On choisit les f; par récurrence. On prend
fi € I non nulle. Supposons fi, ..., fi—1 choisis et V(f1,..., fi—1) non vide. Donnons-nous un
recouvrement de Stein (U;) de X. Pour chaque j, V(fi,..., fi—1) N U; est affinoide et n’a donc

47. Noter que N’ (et donc Y @ N'') est naturellement muni d’une structure d’espace de Fréchet, car c’est un
sous-O(X)-module fermé du Fréchet O(X)?.
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qu’un nombre fini de composantes irréductibles (*8). On choisit pour chaque composante un point
fermé quelconque de cette composante. Répétant cette opération pour chaque j, on obtient une
suite dénombrable (z,),en de points de X. Pour chaque k, on choisit un élément &, € O(X)
s’annulant en z;, pour tout j =0,...,k — 1 et ne s’annulant pas en z;, (U'existence de & est facile
si 'on souvient que, X étant Stein, il existe une immersion fermée ¢ de X dans l'espace affine; il
suffit de prendre & de la forme P o, o P est un polyndme bien choisi).

On va construire f; € I ne s’annulant en aucun des z,. Par hypothése, I est dense dans O(X),
il existe donc un élément h,, € I ne s’annulant pas sur 'orbite de z,, pour chaque n > 0. Par
définition h,, = F(y,), avec y, € Y. Comme Y est un espace de Fréchet, sa topologie est définie
par une famille dénombrable de semi-normes (g, )n>0. Posons ¢y = 1, puis choisissons ¢, € Q,
par récurrence sur n, de sorte que ZZ:O ckérhi ne s’annule pas en z,, ce qui est possible puisque
hn(zn) # 0, et de sorte que

|Cn| kl%ax Qk(fnyn) <2

FRREE}

(cette expression a un sens, puisque Y est un O(X)-module). Notons
o0
fi=F( cxuyr) €1,
k=0

la somme Zzio cxéyr étant convergente dans Y. Soit n > 0. Alors pour tout k > n,

F(eréryr)(2n) = crbr(2n)hi(2n) = 0,

et donc
n

fi(zn) = Z i (2n) i (2n) # 0,
k=0
par choix de la suite c¢. Donc f; ne s’annule en aucun des z,.

Soit j > 0. Si Z est une composante irréductible de I’affinoide V(f1,..., fi—1) N Uj, il existe n
tel que z,, € Z par choix de la suite z, mais par hypothése f; ne s’annule pas en z,. Ainsi, V(f)NZ
est un fermé strict de Z et donc dimV(f) N Z < dim Z. Ceci valant pour chaque composante
irréductible de V(f1,..., fi—1) N Uj, on en déduit que

dlmV(fl,,fl) ﬂUj S dimV(fl,...,fl-,l) ﬂUj -1

Comme (U;) est un recouvrement ouvert affinoide admissible de X, on en déduit en passant & la
limite sur j que

dimV(f1,..., fi) <dimV(fi,..., fi-1),
comme voulu. O

Le théoréme 10.1 résulte alors de la proposition précédente *?) (aveec X = Q, Y = II(w,0)* et
N = O(X,)”) et des propositions 9.16 et 10.3.

48. Soit A une algébre affinoide. Les composantes irréductibles de l’espace affinoide SpA sont les ensembles
analytiques SpA/p, ol p est un idéal premier minimal de A; comme A est noethérienne, il n’y en a qu’un nombre
fini.

49. Noter que O(X,)? est un facteur direct de O(X,) en tant que O(€2)-module, et que O(X,,) est projectif de
type fini comme O(§2)-module [54, prop. A5]
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11. Injectivité de ¢ et fin de la preuve

Nous allons expliquer dans cette partie la preuve de linjectivité de ® (ce qui terminera la
démonstration du théoréme 1.2) et celle du théoréme 1.4. Cela passe par lintroduction d’une
nouvelle représentation de G, notée II(7r, 2), dont le dual est construit & partir de la représentation
(7, 0)* et de I'opérateur 9, ainsi que par 'étude de 'action de u™ sur I1(mr, 2), et plus précisément
du G-module II(7, 2)“+:0, reposant sur la théorie du modéle de Kirillov de Colmez rappelée dans
la section 7. Nous commengons donc par la. Notons que l'injectivité de & est une conséquence
immeédiate de l'irréductibilité de II(m, 0), qui est démontrée dans [20], mais nous aurons besoin de
la plupart des constructions et résultats techniques de ce chapitre dans la preuve du théoréme 1.4.
Ces mémes résultats permettent de démontrer I'injectivité de ® sans utiliser son irréductibilité.

11.1. La représentation II(7,2). — Nous avons déja observé que la G-représentation Q'(%,,)
s’obtient directement & partir de O(X,,), en tordant par le cocycle ¢ € Z1(G,O(Q)*),

c(g) =detg-(a—cz)7%, si gz(i Z)EG.

Nous allons construire un analogue IT(w,2)* de Q'(X,,) a partir de II(7, 0)*, par le méme procédé :
le travail déja effectué rend la marche & suivre évidente.
La premiére partie du théoréme 9.6 permet de définir une action de G sur II(7,0)* en posant

gxl=detg-(a—cd)?(gl) si g—(lcl Z)EG.

Cette représentation se réalise sur espace vectoriel topologique II(7,0)*, mais pour éviter les
confusions il convient d’introduire une variable formelle dz et poser

(10) (7, 2)* = (x,0)*dz, avec g(ldz) = (detg-(a—cd) %(g.l))dz

pour [ € II(w,0)* et g = (CCL d

> € G. Le théoréme 9.6 et le corollaire 9.2 se reformulent alors

comme suit :

Proposition 11.1. — TI(m,2)* est une représentation de G et Uapplication
d: (7, 0)* — (7, 2)*, d(l) = —u™(l)dz

est G-équivariante, d’image fermée.

11.2. Le noyau de u™ sur II(m,2). — Nous reprenons les notations des sections 6 et 7. Le but
de ce paragraphe est d’établir le théoréme 11.7 ci-dessous.

Proposition 11.2. — SoitV € V(). Le plongement v — ¢, de II(V)7~ dans LP(Qg, Dy, (V))"
induit un plongement P-équivariant

Wy o (TL(V)2 /TI(V)B5) " =0 5 LP(QE, ¢ N (V) /N (V)L
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Démonstration. — En utilisant le théoréme 7.11, on obtient
(IL(V)™ [LL(V)550)7 =0 = (I1(V)) = =0 (v,
Le plongement II(V)P~fni ¢ LP(Qg, Dy (V)" induit un plongement (%)
(V) =0 S LP(Q), (+72 D (V) /D (V)T
En utilisant la description explicite
N (V) = Loo[[t]] @2 Dar(V) et Dfip(V) = tNgi(V) + Loo[[t]] @1 Fil’ (Dar(V)),

un calcul immédiat montre que I'inclusion Nj::(V) C t~1DZ. (V) induit un isomorphisme canonique
I'-équivariant

tING(V) /D3 (V) = (172D (V) /D (V) V0
On obtient donc un plongement v — ¢,

(V™) =00 C LP(Qg N (V)/ D (V)

En combinant ceci avec le théoréme 7.11 on obtient le résultat voulu. O

Soit V' € V(m) et fixons un isomorphisme o : Dy (V) ~ M (). Il induit un isomorphisme de
I-modules aqir : Nji; (V) ~ Loo[[t] ® 1 Mar(7) et donc un isomorphisme de I'-modules

agie 1 NG (V)N (V) ~ Loo(—1) ® 1, Mar(7).

L’isomorphisme « induit aussi un plongement ap: : (IL(V)2/IL(V)1s€)* — ¢ Nyu(7) X P!
(via lisomorphisme tNyg(V) X P! ~ N (7) ® P! induit par «) et par définition ap:
(I(V)ar /TI(V)lsse)* — TI(7r,0)* est un isomorphisme. On note

Eve : T(m,0) o TI(V) /TI(V)lisse
I’isomorphisme induit par la transposée de apr composé avec I’isomorphisme
[(H(V)an/n(v)lisse)*]* ~ H(V)an/H(V)lisse.
En utilisant le plongement ¥y introduit dans la proposition précédente on obtient un plongement
'll,+: *
Wia (7,00 =0 = LC(QY, Loo(—1) ® Mar(T)), tv,a = aaio ¥y o (&vialrr(m,0yut=0)-

Théoréme 11.3. — Le plongement vy, introduit ci-dessus est indépendant, a homothétie pres,
du choiz de V € V(m) et de lisomorphisme « : Dyt (V) ~ M (). De plus, pour tout choiz de V et
a le diagramme suivant de P-représentations est commutatif & scalaire prés

(7, 0)% =0 —  LC(QE, Loo(—1) ®1 Mar(m))"
\ 4 .
(T(V) TV )isse)e™ =0 — TO(Qy, t™ N (V) /N (V)

En particulier, on dispose d’un plongement P-équivariant canonique & scalaire prés :

L TI(m,2)" =0 = LC(QE, Low ®1 Mar(m))" .

50. On écrit t pour Iopérateur de multiplication par ¢ sur D (V).
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Démonstration. — La derniére assertion découle immédiatement de la premiére, en utilisant le
fait que comme P-représentations, II(m,0) et II(m, 2) ne différent que par torsion par le caractére
(§7)—a

L’indépendance (& homothétie prés) par rapport & o (& V fixé) est immédiate (changer « en za
avec x € L a pour effet le changement de Ly, en 221y, car £y 4o = €y, ), mais 'indépendance par
rapport a V l'est nettement moins. Nous aurons besoin du résultat suivant, qui demande quelques
préliminaires. Par construction on a II(m,0)* C tNyig(7) X P! et méme TI(7,0)* C tNIO7] K P?
pour n assez grand (dépendant de V' uniquement). Cela permet de définir des applications

. « _ n n=i 0

i 1L, 00" = t(Nuig (1)) di¢ = tLool[t]] ®1 Mar(7), ijm = ¢ ™ 0 Resz, o <p0 1)
pour n assez grand et j € Z. Notons que i, (L) = aqit(ij, (1)) si l € (IL(V)2 /IL(V)lis€)* satisfait
L = ap:(l) (il suffit de suivre les définitions). Enfin, on écrit { }air,v pour laccouplement entre
tNF (V) et t7NJ (V) /N (V) induit par I'accouplement entre Daie(V)T[1/t] = Dase (V) T[1/1] et
Dair(V)T[1/1].

Lemme 11.4. — Soit TI(x,0)* =% le sous-espace de I(,0)" =0 engendré par les (1 — n)v avec
n e ((1J Cip) et v e (m,0)" =0, Si L € II(x,0)* et v € I(m,0)* =0, alors pour tout n assez grand

Lv) = 3_foai iin (L), agit (va(©) (077 baitv-
JEZ
Démonstration. — Ecrivons L = api(l) avec | € (II(V)*/II(V)isse)*. L’égalité L(v) =
1(§v,a(v)) découle de la définition de &y . Ensuite, le vecteur v1 = &y,o(v) est dans le sous-
espace de (II(V)a®/II(V)lisseyu’=0 < [[(y)P~fini Ji(y)lisse engendré par les (1 — n)y avec
y € (V)P ini/TR(V)lisse. On en déduit que vy € TI(V)E~Hni /TT(V)lisse | ce qui permet d’utiliser le
théoréme 7.8 et obtenir ainsi

L(v) =1(v1) =Y {ijn(D), Ty (v1) (07 }ait.v-
JEZ

On conclut en utilisant les égalités i;, (L) = aqit(i;,, (1)) et Ty (v1) = agi(iv.a(v)).
O

Considérons maintenant deux représentations Vi,Va € V() et deux isomorphismes «;
Dy (V1) >~ M (), ag @ Dpst (Vo) =~ M (). Soit u = 042_1 o ay : Dpgt (Vi) = Dpet(V2). En appliquant
le lemme précédent avec V = Vi, puis avec V' = V5 et en comparant les résultats on obtient pour
tous L € II(,0)*, v € II(m,0)* =0 et n assez grand

> {or i (i5n (D)), a7 Gie(a a0 (@) (P77) Yait v, =

JEZ

> fuaie(o i (17,0 (L)), waie (7 ig (V.0 (0)) (077)) Yt v -
JEZ
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Puisque les accouplements { }djfyvj sont induits par des isomorphismes A2 (Dpst(V5)) = L, ugis est
compatible avec ces accouplements a un scalaire C prés. Ainsi, I’égalité précédente s’écrit

-1 4. —1 —
> g g (En (D)), 07 i (14 a0 (V) = Crvg o (0)) (077 bait,v, = 0.
JEZ
Nous avons maintenant besoin du
Lemme 11.5. — Soit (z;)jez une suite d’éléments de t = Nj,.(V1)/Ni:(V1), a support fini et telle
que pour tout L € TI(m,0)* et tout n assez grand
> {or his(ijn(L)), i }aiev, = 0.
JE€EZ
Alors x; = 0 pour tout j.

Démonstration. — On a donc pour tout [ € (TL(Vy)2® /TI(Vy )lisse)

> i), 2 }aiev, = 0.

jeZ
La proposition 7.6 permet de construire un vecteur v € II(V;)P~fint tel que ¢,(p~7) = T
pour tout j. Le théoréme 7.8 combiné avec ’hypothése montre que I(v) = 0 pour tout
I € (I(Vy)* /II(Vy)lss¢)* autrement dit v € II(V;)". On conclut en utilisant la proposi-
tion 7.9. O

ut=0

v =Y, autrement dit

que l'image de ty;,4, — Clyy,a, est contenue dans le sous-espace des ((I)le)—invariants de

On déduit de ce qui précéde que ty; .o, — Clyy e, s’annule sur II(w,0)

LC(Q}, Loo(—1) ®1 Mgr(m)". Comme ce sous-espace est nul, cela permet de conclure.
O

Pour pouvoir décrire plus complétement II(7r, 2)“+:0, il faut maintenant comprendre le lien entre
II(m,2) et les II*®, pour II € V().

Proposition 11.6. — Soit 11 € V(x). Le choiz d’un isomorphisme I(m,0) ~ 118" /TISs¢ détermine
un plongement G-équivariant de (II*")* dans II(w,2)*, qui fait de (II*™)* un sous-espace G-stable
de TI(m,2)* contenant d(I1(r,0)*).
Démonstration. — L’application

d: (T1*")* — (112" /T1s5¢)* ~ TI(7,0)* — TI(, 2)*,
la premiére fleche étant | — —ut(l) et la derniére étant simplement [ — [dz est bien définie

et un plongement car um est injectif d'image fermée sur II(m,0)*. Il reste & montrer que d est
G-équivariante, ce qui revient & montrer que

uT(gl) = detg- (a — cd)2g(u™l)
pour tout I € (II*")* et tout g € G. Si ¢ = 0, découle de 'identité

Jr_abzgab._Ir
”(Od) a<0d>“
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dans D(G) et du fait que (II**)* est un D(G)-module. Ainsi, F' est équivariante pour P’action du
Borel B de G et il suffit de tester que d(wl) = wd(l) pour | € (II**)*. Cela revient & utwl =
—072w(u™l), ou encore (en appliquant w et en utilisant la relation wd—2w = 9% sur I(r,0)*)
u~l = —0%uTl. Cela découle de la proposition 9.5. O

Théoréme 11.7. — Le sous-espace I1(m,2)" =0 de T(w,2) est stable par G et on a un isomor-
phisme, canonique & scalaire prés, de représentations de G :

(7, 2)" =0 ~ 7 @ Myg(r).

Démonstration. — La stabilité de H(7r,2)“+:O par G vient du fait que H(W,?)“JEO est dual du
conoyau de la fleche G-équivariante d : II(w, 0)* — II(7,2)* (voir les propositions 9.1 et 11.1).
Montrons tout d’abord que II(, 2)“+=O est une représentation lisse de G. Commengons par

Lemme 11.8. — Pour tout v € II(x, 2) Uapplication

a b
fo:(a,bye,d) — (c d) v
est localement analytique en chacun des arguments a, b, c,d au voisinage de (1,0,0,1).

Démonstration. — La représentation II(7,0) est localement analytique et comme représentations
du Borel B, II(7,2) et II(m,0) ne different que par torsion par le caractére de B, (8 g) — d/a.
Donc f, est localement analytique en a,b et d. De plus,

1 0 1 =z
f(1,0,2,1) = (m 1) w=w (O 1) 00 = W o(1,2,0,1),

ce qui permet de conclure. O

En utilisant le lemme précédent et un calcul immédiat, on obtient les formules suivantes pour
Paction de g sur II(7, 2)
at =out, o =-0ut, u =-0%u"t.
Ainsi, un vecteur tué par ut est automatiquement tué par g. Une nouvelle application du lemme
précédent permet de conclure que II(, 2)"+ =0 est une représentation lisse de G.

Choisissons maintenant Vi, V2 € V(7) non isomorphes (cela correspond au choix de deux filtra-
tions différentes sur Mygr(7)). Fixons des isomorphismes

H(’/T’ ()) ~ H(Vl)an/H(V2)lisse ot H(Wa 0) ~ H(Vz)an/H(VQ)lisse.
D’aprés la proposition 11.6, on peut donc voir (IT(V4)2")* et (II(V3)*")* comme deux sous-espaces

de II(m, 2)* contenant d(II(m, 0)*). Notons X; et X2 les images de ces sous-espaces dans le quotient
II(m, 2)* /d((II(m, 0)*). Comme représentation de G

X, ~ (II(V;)*™)* /II(7,0)* ~ «*.

En particulier, X; et X5 sont des représentations irréductibles de G et donc X; et Xo sont égaux
¢’ils sont d’intersection non nulle. S’ils étaient égaux, on aurait (I1(V7)**)* = (II(V3)**)* (puisque
ces deux sous-espaces contiennent d(II(m,0)*)), et un des résultats principaux de [23] entraine que
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I1(V1) ~ II(V3), ce qui contredit le fait que V; et V5 ne sont pas isomorphes. On en déduit que X
et X5 sont en somme directe, ce qui donne dualement une surjection G-équivariante

I(r,2)" =0 = (II(m, 2)" /d(IL(r,0)"))" - 72,

. . r_ , . .

Comme on vient de voir que II(7,2)% =0 est une G-représentation lisse et comme 7 est supercus-
)

pidale, ce morphisme se scinde et on peut donc écrire :

I(r,2)" =0 =2 @¢,

ou £ est une représentation lisse de G.
Le théoréme 11.3 permet de plonger H(TF,2)U+:O dans LC(Qj, Loo ® Mgygr(7))F, de facon P-
équivariante. Si X est une représentation de P, on note X, le sous-espace engendré par les éléments

de la forme (1 —n).v, avec n € (éle) et v € X. On a donc

T2 @ & = (LO(Qy, Lao)" o)™ = (LCe(Qy, L)) #2.

Or 7 et LC.(Q}, Loo)" sont isomorphes comme P-représentations et irréductibles (c’est un ré-
sultat standard de la théorie du modeéle de Kirillov des représentations supercuspidales de G).
On a donc nécessairement £, = 0. En d’autres termes, tout vecteur de £ est fixé par l'action de
"'unipotent supérieur : mais il n’y a pas de tel vecteur non nul dans LC(Qy;, Loo)'! On en déduit
que £ =0, et II(m, 2)“+:0 et m® Mggr(m) sont donc deux représentations isomorphes de G. Il reste
donc pour conclure & exhiber un isomorphisme G-équivariant canonique, & scalaire prés, entre ces
représentations.

Ce qui préceéde donne en particulier que 'image de TI(, 2)“+:0 dans LC(Qy, Loo ®L Mg (m))F
est le sous-espace LC.(Q}, Loo @1 Mgr(m))!. La théorie du modéle de Kirillov usuelle pour les
représentations lisses combinée avec la transformée de Fourier de [16, VI.1.2] donne en outre
un isomorphisme P-équivariant 7 ® Mag(7) ~ LCc(Q}, Loo ®1 Mar(m))". On obtient donc en
composant 'inverse de cet isomorphisme avec la fléche fournie par le théoréme 11.3 un isomorphisme
P-équivariant, canonique & scalaire prés

(7, 2)"* =0 ~ 7 @ Mg(r).

Cet isomorphisme est automatiquement G-équivariant (car les deux membres sont isomorphes
comme G-représentations & m @ m, et 7 est irréductible comme P-représentation). O

En retour, le théoréme précédent permet de décrire les positions relatives des sous-représentations
(IT*™)* & Pintérieur de II(m, 2)*. Soit £ une filtration sur Mgg (7). Il lui correspond une représen-
tation V€ V(m), qui vient avec un isomorphisme Dpg (V) >~ M (7).

Corollaire 11.9. — La préimage de L @7* C (H(m2)“+:0)* dans II(m,2)* est (IIF")* (vu dans
(7, 2)* par la proposition 11.6).

Démonstration. — Il s’agit de vérifier que le quotient de d((II3*)*) par d(II(w,0)*) est isomorphe
a L1t ® 7, vu comme sous-espace du conoyau de d : II(mw,0)* — II(m,2)* par le théoréme 11.7.
L’isomorphisme « : Dpg(Vz) =~ M(n) identifie ce quotient a (I115¢)*. Dans la construction de
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Iisomorphisme du théoréme 11.7, on peut choisir V' = V. Admettons qu’on a alors un diagramme
commutatif

Ti(m,2)"" = — Trjsse

1 1
LCe(Qp, Loo ® Mar(m)" = LCe(Q, Loo[[t]] ® Mar () /Fil’ (Loo (1)) ® Mar(m)))"

ot les fléches verticales sont des isomorphismes (celle de droite s’obtient en composant le modéle de
Kirillov usuel de IT; avec agir). Comme de plus, toutes les identifications effectuées sont canoniques
a scalaire prés, le résultat s’ensuit.

Reste a justifier la commutativité du diagramme précédent. Comme on a choisi V = V, dans
11.7, il s’agit, par définition de iy, o, de justifier que le diagramme dont les fléches sont (1 QP)

équivariantes
(H%n/nlli:sse)u (Han)a ut +)2*O/Hhsse LJr} H%sse
\J/‘IJVL \I/
LCo(Qf, Loo @ 7 NG (Vo) /NG (VE)T 5 LC(QE Loo © N (Vi) /Dy (V)T
Loo dif \V £ dif \V £ Loo dif \V' £ dif

est commutatif, puisque, par définition (voir la proposition 11.1)7 la fleche (IT5™)* — II(7,2)* était
déduite de d = —ut : (IIZ*)* — (Ha’l/Hlisse)* Comme les deux fleches verticales sont induites
par le plongement TT(V,)?~fini — LP(Q;, Dg;¢(V))", la commutativité de ce diagramme se réduit
simplement au fait que ce plongement ebt ( Qf’) équivariant. O
11.3. Démonstrations des théorémes 1.2 et 1.4. — La proposition 9.16 montre que 'on

peut aussi voir ® comme un morphisme

@ TI(m,2)* — QY(2,)?,
ce que l'on fait dans la suite de cette section.
Proposition 11.10. — Le morphisme ® est injectif.

Démonstration. — Soit v € II(m,2)* tel que ®(v) = 0. En particulier, I'image de ®(v) dans le
quotient H éR(En)p est nulle. La composée de ® et de la surjection sur la cohomologie de de Rham
est G-équivariante donc se factorise par le quotient de II(m, 2)* par I'image de u™ : comme celle-ci
est fermée par la proposition 9.1, ce quotient s’identifie, comme on I’a déja vu, a ((TI(r, 2))“+:O)* et
on a donc une fléche G-équivariante surjective ((I(m,2))* =0)* — Hir(%,)?. Or on a déja vu que,
comme G-représentations, ((II(m,2))* =0)* ~ (7*)®2 et que H}:(%,)? a pour quotient (7*)®2 L),
La fléche considérée ne peut donc étre qu’'un isomorphisme. Par conséquent, v € Imu™ : il existe
v' € II(m, 2)* tel que v/ = uT.v. Or

0=>o() =0(utv)=u".®@).
51. Dualement, cela revient & dire que HéR C(En)/’v contient 792 comme sous-objet. Le théoréme 4.1 dit exacte-

ment cela, avec sous-objet remplacé par quotient ; mais cela suffit, puisque 7 est supercuspidale, donc est un objet
projectif de la catégorie des représentations lisses de G & caractére central trivial.
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Comme Ker(ut) = 0 sur Q!(X,,)?, on en déduit que ®(v’) = 0. Répétant 'argument, on voit qu'un
vecteur v d’image nulle par ® est en fait dans Im(u™)’ pour tout j.

Voyons 1’élément v’ ci-dessus comme un élément de II(w,0)*, ce qui est loisible puisque les
espaces vectoriels topologiques sous-jacents a II(w,0)* et TI(m,2)* sont les mémes. L’opérateur u™
agit de la méme maniére sur II(m,0)* et II(7,2)* et est injectif, donc v’ est dans Im(u™)? pour
tout j. De plus, comme u™ : I(m,0)* — (7, 2)* est G-équivariant et comme w.v est aussi dans
le noyau de @, on a aussi que w.v’ est dans Im(u™)7 pour tout j. Voyons v dans t N (m) K P! :
v' = (21, 22). Comme v € Im(u™)’ pour tout j > 0, z; est infiniment divisible par t. On voit
immédiatement que cela force z; = 0 en prenant une base de Nyjg(7) sur R. Mais w.v’ a la méme
propriété et w.v’ = (29, 21). On a donc aussi zo = 0 et donc v" = 0. Donc v est lui-méme nul. O

Remarque 11.11. — On verra plus loin (démonstration du théoréme 1.10) que l'intersection des
Im((u*)?), 5 > 0, sur II(m,0)* (ou I(7,2)*) est en fait nulle, mais cela fait appel a un résultat
délicat de [29], que 'argument précédent permet d’éviter.

Ceci termine la preuve du théoréeme 1.2.

Démonstration du théoréeme 1.4. — L’isomorphisme @ induit un isomorphisme
+—= *
(IL(m, 2)"" =) = H}g (S,)".

De plus, un tel isomorphisme ® est unique a scalaire prés, d’aprés les propositions 9.16 et 10.10.
En combinant ceci avec le théoréme 11.7, on en déduit que 'on a un isomorphisme canonique a
scalaire prés

Hig(2,)? ~ 7" @ Mar(m)*.

Une fois ceci acquis, la deuxiéme partie du théoréme se déduit trivialement du corollaire 11.9. O

Remarque 11.12. — Tous les résultats de cet article s’étendent aux fibrés O(k), k € Z. Dans
Pénoncé du théoréme 1.2, il suffit de remplacer II(m, 0) par la représentation de G dont le dual est
I'espace topologique II(7, 0)* avec action de G tordue par (a — cd)~*.

Pour le théoréme 1.4, il faut cette fois-ci considérer, pour k > 0, la suite exacte

(™)

+\k+1
0— O(=k)(Z,) == Ok +2)(X,)” @det* ! — HIz(2,)? @ Sym* — 0,

afin de décrire les vecteurs localement analytiques des représentations de Banach attachées aux
représentations a poids 0,k + 1. L’existence de cette suite exacte se justifie comme dans [64, p.
95-97].

Remarque 11.13. — La conjecture originale de Breuil-Strauch [8] était formulée de fagon lége-
rement différente. Nous expliquons maintenant le lien avec les résultats de cet article.

Les auteurs de [8] travaillent avec le revétement de Drinfeld de niveau 1 + wpOp, et nous
noterons ¥i4o,0, le modéle sur Q, de son quotient par ’action de p%. Soit Ky = Q2 et
K = Qu2(?</=p). Dans 75|, Teitelbaum a construit un modéle formel semi-stable minimal
EA]HWD@D’K de Yi14wp0p,k, qui donne par uniformisation p-adique un modéle semi-stable
§E(1+WDOD)KP7K de la courbe de Shimura Sh(i 4, 0,)k» k- Les résultats de [46], qui étendent
la théorie de Hyodo-Kato & des variétés rigides non nécessairement propres, permettent de définir
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la cohomologie log-rigide de la fibre spéciale de EHWDOD, qui est un (¢, N,Gq,)-Ko-module
H11{K(§1+WDOD,K)7 avec un isomorphisme HﬁK(§]1+wD@D7K) Rk, K ~ HiR(Z14wpop.k)- On
montre avec des arguments semblables (®2) a ceux de la section 4 que, pour toute représenta-
tion irréductible p de D*/1 + wpOp de correspondante de de Jacquet-Langlands m, P'on a un
isomorphisme compatible aux (¢, N, Gq, )-structures des deux membres

HomG((HPlIK (21+WDOD7K)p)*7 7T) = hﬂ HfllK(Sh(lJrWDOD)K”,K) [W(g)?]p>
Kb

ou g est une forme quaternionique telle que 7(g), = p, comme dans la partie 5.3. Saito [62] a montré
que la structure de (¢, N, Gq, )-module donnée par la théorie de Hyodo-Kato classique sur I'espace
vectoriel lim, Hig (Sk, ke x)[m(f)P)F était celle de M(m). On déduit donc de lisomorphisme
précédent une identification naturelle

HcllR(ElerDOD)p =71"® MdR(W)*.

Soit £ une droite de Mggr (7). Via cette identification, on peut voir £+ ® 7 comme un sous-
espace de H}g (S14+wp0, ). Breuil et Strauch définissent la représentation BS(L) de G comme le
dual de la préimage dans QY(2) w0, )" de L+ @ 7% (33),

Soit g une forme quaternionique telle que 7(g), = p, comme dans la partie 5.3. La forme
g a une représentation galoisienne associée r et r, = 7 oa, est de de Rham & poids 0,1 avec
Dy (rp) = M(7). Donc 1, correspond au choix d’une droite, notée £, sur Mgg (7). On sait que

an = TI(r,)® est un quotient de (21 (X14wp0,)?)*, puisque ce dernier est isomorphe a I1(mr, 2)
comme G-représentation, et que ce quotient correspond au quotient 7® Myg (1) = 7® Mar (7)/L’,
pour un certain £’. Autrement dit, 'image de la fleche naturelle

Home (2 (Z14w,0,)°)" 1(rp)™) = Home (Hap (X14w,0,)")" 7) = Mar (7)”

est la droite (£')*. Or, comme on I’a déja noté (remarque 5.11), cette fléche correspond 4 la fléche
naturelle

h_r>n Ql(Sh(1+wDOD)Kp)[7T(g)I}]p — h_H}l HéR(Sh(H*wDOD)KP)[ﬂ-(g)l;]p'

KP Kp
Le théoréeme de comparaison étale-de Rham appliqué a la cohomologie de la courbe de Shimura
propre Sh(i1w,0,)k» implique que la filtration de Hodge sur la cohomologie de de Rham

ling H i (Sh(1-4p0) 0 [7(9)7]° ~ Mar(7)"
KP

est donnée par la droite £+. Autrement dit, £ = £ et pour ce £, on a donc bien 113" = BS(L).

On recommence ensuite le méme jeu avec une autre forme quaternionique correspondant & une
filtration différente (il en existe : il suffit de faire varier la représentation résiduelle). On a donc un
autre £’ pour lequel on sait que II%) = BS(L).

52. La seule chose a savoir est ’existence d’une suite spectrale pour la cohomologie log-rigide pour un quotient
§1+WD@D — F\§1+WDOD7 avec I' sous-groupe de G comme dans le théoréme de Cerednik-Drinfeld : pour cela
voir [46], chapitre 7.

53. Comme d’habitude, p est fixée et sous-entendue dans la notation BS(L).
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Identifions P(Mqgr) & P!(Q,) via le choix de la base (£,£’) de Mgr. Soit maintenant £” une
filtration admissible quelconque, et (a,b) € P}(Q,) I'élément correspondant. Alors on a

(BS(L")] = alBS(0)] + V{BS(L)]
et
T2] = afI T2 + IT
dans le groupe Extg ((O(X,)?)*, 7). Donc BS(L") = 14%,.

La conjecture de Breuil-Strauch dans sa formulation originale est donc un corollaire des résultats
obtenus.

12. Compléments : quelques corollaires et une question

12.1. Preuves des théorémes 1.9 et 1.10. — Nous rassemblons dans cette section les preuves
des corollaires annoncés dans I'introduction.

Démonstration du théoréeme 1.9. — D’aprés [16, p. 20 et 174], le membre de droite est 'image par
1—¢ de (tNyig(m))¥=1. Or, on a déja vu que cette image est isomorphe au membre de gauche dans

le théoréme 8.3. O
Démonstration du théoréeme 1.10. — Soit f € O(X,,) une fonction infiniment primitivable. Ecri-
vons

F=Y viofi
i=1

avec v; € p;, ol p; est une représentation lisse irréductible de D*, et f; € O(X,)?", pouri =1,...,r.
Fixons i et supposons p; non triviale. L’hypothése sur f implique que f; est dans l'image de
lopérateur (u™)? sur O(%,)P" = I(m;,0)*, o m; = JL(p;) (puisque p; est non triviale, on peut
appliquer le théoréme 1.2) pour tout j. En outre, si 'on choisit II € V(7;), on peut voir f; comme
un élément de (II*")*. Le théoréme 8.4.3 de [29] dit que le sous-espace de II*" des vecteurs tués
par une puissance de u™ est dense dans I1* (cette propriété équivaut au fait que la représentation
galoisienne correspondante soit non trianguline). Cela implique en particulier que lintersection
des Im((u™)7) sur le dual est nulle. On en déduit f; = 0. La seule possibilité est donc que p; soit
triviale, i.e. que f € O(Q). O

Remarque 12.1. — Un élément z de lintersection des Im((u™")?), vu comme élément de D,;; P!,
satisfait trivialement Resz,(z) = 0. Ainsi, au lieu d’utiliser [29] on aurait pu utiliser I'injectivité
[20] de I'application Resz, : (II*")* — Dyjg.

12.2. Le complexe de de Rham dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. — Pour
n > 0, notons RT'4r(X,,) le complexe de de Rham de %, :

0(,) -5 Q' (%,).
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D’aprés le théoréme 10.1, c’est un objet de la catégorie dérivée D®(D(G)) de la catégorie abélienne
[68] des D(G)-modules coadmissibles. On munit ce complexe de la filtration "béte", de sorte que
FIRT4r(Sn) = RUqr(S,) sii < 0, FIRT4r(S,) = 0sii> 0 et

FPRLqr(Z,) = [0 = Q'(Z,)].

Proposition 12.2. — Pour tout V € V(m) on a un isomorphisme d’espaces vectoriels filtrés (ca-
nonique & scalaire pres)

Homps(p(a)) (I(V)™)*, RTar (En)”[1]) = Dar(V),
pour tout n suffisamment grand.

Remarque 12.3. — a) Un résultat plus satisfaisant serait de remplacer le complexe de de Rham
par un complexe convenable de cohomologie log-rigide et d’affirmer ’existence d’un isomorphisme
canonique de (¢, N,Gq,)-modules filtrés entre le membre de gauche et Dyg (V). Cela permettrait
de récupérer la représentation V' a partir de TI(V)?".

b) L’énoncé de la proposition donne une information nettement moins précise sur II(V)*" que
la conjecture de Breuil-Strauch. Au moins pour les V' € V(r) d’origine globale, Peter Scholze nous
a d’ailleurs indiqué un argument qui devrait permettre de déduire la proposition du théoréme de
compatibilité local-global d’Emerton et du lemme de Poincaré p-adique ([72, cor. 6.13]).

¢) Pour k € Z et n > 0, notons RT4r(Xn, k) = RT4r(X,) ® (Sym*)* le complexe de de Rham
de ¥, tordu par la représentation algébrique (Symk)* :

O(=,) @ (Sym*)* P4 01(x,) @ (Sym*)*.

On pourrait aussi munir ce complexe d’une filtration, comme le font Schneider et Stuhler dans
[64, p. 95-97|, en prenant le produit tensoriel de la filtration "béte" par une certaine filtration sur
(Sym")*. On obtiendrait ainsi une filtration telle que F*RUqg(Zn, k) = RUar(Sn, k) si i < —Fk,
FiRT4r(Z,,k) =0sii>0et

F'RUGR (S0, k) = [0 = O(k +2)(2,) @ det * 1], —k <i <0,

et on pourrait prouver ’exact analogue de la proposition précédente avec des poids de Hodge-Tate
égaux a 0,k + 1. Toutefois cela alourdit considérablement les notations.

Démonstration. — Le cas p = 1 est un résultat de Schraen [70]. En fait, Schraen raffine I’énoncé
en un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés, aprés avoir muni le membre de gauche d’un Frobe-
nius et d’une monodromie en s’inspirant de la théorie de Hyodo-Kato. Cela lui permet de définir
un scindage canonique du complexe introduit dans la remarque précédente : RFdR(EO,k)D* ~
(HR(Q) @ Hiz()[~1]) ® (Sym*)*. La monodromie N est un élément du Ext® entre ces deux
composantes et le membre de gauche de la proposition se décompose en tant que p-module comme
une somme directe

Extp) (L(V)*™)*, Hgr () ® (Sym")*) & Homp ) (L(V)™)*, Hip () ® (Sym*)*)

= Extg(Sym”, II(V)*) @ Homg (St ® Sym”, TI(V)2"),



REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE 67

ce qui explique pourquoi en niveau 0, des vecteurs localement algébriques apparaissent a la fois en
sous-objet en en quotient de IT(V)2".

Le cas p # 1 se déduit du théoréme 1.4. En effet, le complexe RT4r(X,)? (ot n est choisi
suffisamment grand) est scindé quasi-isomorphe a (H(?T,Q)u+=0)*[—1] : en effet, tous les groupes
“+:0)*7 d’apres le
théoréme 1.4. On a donc trivialement un isomorphisme d’espaces vectoriels (sans filtration)

Hompe (p(a)) (IH(V)*™)*, RLar (34)”[1]) = Dar(V),

de cohomologie du complexe sont nuls sauf celui de degré 1 qui vaut (II(m,2)

puisque (H(w,2)“+:0)* = 7 ® Dgr(V)*. Le fait que les filtrations coincident est un corollaire
direct de la conjecture. O

12.3. Fonctions au bord de X, et faisceau U — tN,j; X U. — La dualité de Serre pour les
variétés rigides Stein [12] donne un isomorphisme de représentations de G x D*

QL) ~HY(Z,,0).
Comme ¥, est Stein, on a en outre une suite exacte

(11) 0= O(Z,) = lim O(Z, - Z) — HY{(2,,0) =0
Z

ot Z décrit ’ensemble des réunions finies d’affinoides admissibles de 3,,. Notons 7, la composée de
la surjection canonique de ¥,, sur Yy avec la rétraction du demi-plan sur I’arbre de Bruhat-Tits,
dont on fixe l'origine standard. Soit B; la boule centrée en l'origine dans I’arbre de rayon 4. Si U
est un ouvert de P1(Q,), il lui correspond un ouvert V de P’arbre, constitué de la réunion de toutes
les demi-droites partant de ’origine aboutissant en un point de U, et ’on pose
FoU) = limg O(; (V= By))’,
K3

ce qui a un sens puisque D* agit sur 7, }(V — B;). Cela définit un faisceau F, sur P1(Q,). Ce
faisceau est en quelque sorte le faisceau des sections du fibré structural "au bord" de X,. Il est
alors tentant de formuler la conjecture suivante, qui est un prolongement naturel de la conjecture
de Breuil-Strauch.

Conjecture 12.4. — Le faisceau Fr sur P*(Q,) est le faisceau U — tNyig(7) XU de Colmez. La
suite exacte de représentations de G (voir [20])

0 — (7, 0)* = tNue(7) XPHQ,) — TI(7,2) — 0
s’identifie & la suite exacte déduite de (11) :

0— O, — F.(P1(Q,)) = (2(%,)")* — 0.

13. Appendice : compatibilité local-global (d’aprés Emerton)

Nous expliquons dans cet appendice la preuve du théoréme 5.4, en suivant de maniére pleinement
fidéle Emerton [31]. Nous reprenons les notations des sections 4.1 et 5.1 (en fixant K? et en posant
X = X(KP)).
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Lemme 13.1. — Le groupe GL2(Z,) agit librement sur X, avec un nombre fini d’orbites. En
particulier, il existe s > 0 tel que pour tout Z,-module topologique M l'on ait un isomorphisme de
GL3(Z,,)-représentations

CY(X, M) ~C°(GLay(Z,), M)®*.

Le résultat suivant est un des ingrédients de base de la théorie.

Lemme 18.2. — Si B est un facteur direct topologique (en tant que G-module) de C°(X), alors
Bar,(z,)—a1g €st dense dans B.

Démonstration. — 1l suffit de le faire pour B = C°(X), dans quel cas cela découle du lemme 13.1
et du théoréme de Mahler (voir [59, prop. A.3] et [22, prop. 2.12] pour des résultats généraux a
ce sujet). O

La version "en famille" de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G permet de
construire un A-module orthonormalisable II"™V, avec action continue de G, tel que pour tout
p € MaxSpec(A[1/p]) on ait un isomorphisme

" @4 k(p) ~ I(p).

L’existence de IT"™ est un résultat profond mais standard de la théorie, cf. par exemple [7, 16, 53]
(rappelons que nous supposons que la représentation modulo p de Gq, est absolument irréductible).
De plus, la compatibilité avec la correspondance modulo p montre que

7 o= IO/ Toniv
est une représentation lisse irréductible de G sur k..
Définition 13.3. — On note
M = Hom gy (I, C%(X, OL)m),

1"V tant muni de la topologie m-adique et C°(X, 0L ) de la topologie induite par C°(X,Op).
On note
M* = Homp, (M,Oy)

le dual de Schikhof de M, que ’on munit de la topologie de la convergence simple. On a récipro-
quement M = Hom&™ (M*,Op).

Remarque 13.4. — On voit immédiatement qu’on a des isomorphismes canoniques
MIp][1/p] = k(p) @4/ M[p] ~ Homg™ (II(p), C°(X)[p]) =~ Homen (T(p), C* (X )m)
pour tout p € MaxSpec(A[1/p]).
Dans un premier temps, nous allons commencer par prouver ’énoncé plus faible suivant.

Proposition 13.5. — Pour tout idéal mazimal p de A[l/p],
Homg™ (I1(p), C°(X)[p]) # 0.
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Démonstration. — D’apreés la remarque 13.4 il s’agit de justifier que M [p][1/p] # 0, pour tout idéal
maximal p de A[1/p]. L’idée (due & Emerton) est de démontrer cet énoncé par interpolation p-
adique, en le prouvant pour une famille dense d’idéaux maximaux (formée de points correspondant
a des représentations galoisiennes cristallines). Cela demande quelques préliminaires.

Lemme 13.6. — Le A-module M* est de type fini.

Démonstration. — Comme M* est compact, il suffit de montrer que M*/mM* est de dimension

finie sur k. Or, I'isomorphisme M = Hom&"(M*,Oy) induit un isomorphisme

(M/ﬂ'LM)[m] ~ HOIDOL (M*, kzL)[m] ~ HOka (M*/mM*, ]{1[,)

11 suffit donc de démontrer que (M /mp, M )[m] est de dimension finie sur kz. Mais, par définition de
M, on dispose d’une injection de kj-espaces vectoriels

(M /mrM)[m] € Homy, g (T /mIT"™, LC(X, kr )m)-

Comme 7 = [T /mIT"Y est irréductible et lisse, le choix d’un vecteur non nul quelconque v de
7 et d’un sous-groupe ouvert K, qui le fixe fournit un plongement

Homy, (¢ (7, LC(X, k)m) C (LC(X, kr)m)*» C LO(X(K,), kr)
et le dernier espace est de dimension finie sur kz, car X (K,) est fini. O

Lemme 13.7. — Si p est un idéal mazimal de A[1/p], Mp] @4/, k(p) # 0 si et seulement si
p € Supp M*[1/p].

Démonstration. — On montre [31, C.14] que Mp] ® 4/, k(p) est le k(p)-dual de M* ®4 k(p) =
M*[1/p] ® a1 /p) k(p). Comme M*[1/p] est un A[l/p]-module de type fini d’aprés le lemme 13.6, le
lemme de Nakayama montre que p € Supp M*[1/p] si et seulement si M*[1/p]® a1/ k(p) # 0. O

Vu le lemme précédent, il suffit de montrer que Supp M*[1/p] est Zariski dense dans Spec A[1/p]
(il est automatiquement fermé puisque M*[1/p] est de type fini sur A[1/p]). Nous allons exhiber
une famille C d’idéaux maximaux de A[1/p], qui est Zariski dense dans Spec A[1/p] et contenue
dans Supp M*[1/p].

Soit o une représentation automorphe de B*(A) telle que :

a) o soit non ramifiée en dehors de X.

b) afp #0et USI”(ZP) £ 0.

¢) La représentation galoisienne associée r, vérifie 7, = T.

L’action de Ty, sur & ¢ définit un morphisme Ty, — L, qui s’étend par continuité en un morphisme
A[1/p] — L (puisque 7, =T), dont le noyau est un idéal maximal p, de A[1/p]. On note

C = {p,,0 comme avant}.

Lemme 13.8. — L’ensemble C est Zariski dense dans Spec A[l/p].



70 GABRIEL DOSPINESCU & ARTHUR-CESAR LE BRAS

Démonstration. — Notons que par définition, A[1/p] agit fidélement sur C(X)y,. 11 suffit donc de
montrer que tout ¢ € Nyecp agit par 0 sur C%(X),,. Comme DPaction est continue, il suffit pour
cela de prouver que 3, ¢ CO%(X)m[p] est dense dans C°(X ). Comme C°(X)y, est un facteur direct
topologique de CY(X), I'ensemble des vecteurs GLo(Z,)-algébriques de C%(X )y est dense dans
C%(X)m, d’apreés le lemme 13.2. 1l suffit donc de justifier que

(CO(X)m)GLz(Z,,)—aZg C Z CO(X)m [p].
pec

Mais ceci est un corollaire immédiat du lemme 4.7. O
On note LP(X) I'espace des vecteurs localement algébriques de C°(X ).
Lemme 13.9. — Pour tout p € C, M[p] ®4/, k(p) # 0, autrement dit
Hom@™ (T(p), C°(X)[p]) # 0.
De plus, LP(X)[p] est inclus dans l’image de la fleche naturelle
T(p) © Homg™ (TI(p), C*(X)[p]) — C°(X)[p].
GL2(Zp) 7&

Démonstration. — Soit p € C, o la représentation automorphe correspondante. Comme o,
0, la restriction de r, = r(p) au groupe de décomposition en p est cristalline. En outre, r(p),
Q

est absolument irréductible, et donc en particulier r(p) I’est. Notons a < b ses poids de

9q, log,
Hodge-Tate, et posons W = Sym®~*~(L?) @ det *.

D’aprés Berger-Breuil [3] et la construction de la correspondance de Langlands locale p-adique
pour G, le complété unitaire universel de o, ® W est précisément II(p). Comme o, @ W est
localement algébrique, on obtient

Hom{™ (T1(p), C*(X)[p]) = HomE™ (0, @ W,C°(X)[p]) = Homg (o, @ W, LP(X)[p]).

T

De plus, le lemme 4.7 montre que le morphisme d’évaluation
(op ® W) @ Homg (0, ® W,LP(X)[p]) — LP(X)[p]

est un isomorphisme, ce qui permet de conclure (en utilisant injection o, @ W C II(p)).

Ceci achéve la preuve de la proposition 13.5. [

Nous avons maintenant en main tous les ingrédients pour prouver le théoréme 5.4.
Démonstration du théoréme 5.4. — Montrons tout d’abord que la fléche naturelle d’évaluation
(12) (@4 M)[1/p] = C*(X)m
est un isomorphisme. Cette fleche s’obtient aprés inversion de p & partir de la fléche :

V&M — CO(X,0L)m.

Comme IT"V& 4 M est séparé pour la topologie m7-adique, on peut tester injectivité de (12) apres
réduction modulo 7;, de ce morphisme :

Huniv/ﬂ'L@AM/ﬂ'L — CO(X, kL)m-
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Prenons la composante m-isotypique : cela donne une fléche
T Qkp, Hoka[G] (ﬁa CO (X7 kL)[mD - CO (X’ kL)[m]

Cette fleche est injective, puisque 7 est lisse irréductible et CY(X, kz)[m] est lisse. Mais comme
laction de A sur TI"™V@ 4 M est continue, tout élément de IT"™V /77y§> AM /7y, est tué par une
puissance de m (puisque 77, € m). On voit aisément que cela entraine qu’'un élément dans le noyau
est forcément nul.

Prouvons la surjectivité. Comme, d’aprés le lemme 13.6, M™* est de type fini sur A, et comme
Y est un A[G)-module orthonormalisable admissible, 'image du morphisme (12) est auto-
matiquement fermée (combiner Proposition 3.1.3 et Lemma 3.1.16 de [31]). Il suffit du coup de
montrer que l'image de (12) est dense. On a vu dans la preuve du lemme 13.9 que l'image de
(p) ® Hom&™ (I(p),CO(X)[p]) contient LP(X)[p]. Par conséquent, 'image de notre morphisme
contient (C°(X)y)CG2(Zr)=2l8  qui forme un sous-espace dense.

Soit p un idéal maximal de A[1/p]. Pour achever la preuve du théoréme 5.4, on prend la partie
p-isotypique de l'isomorphisme (12) :

I(p) @ Homgg™ (IL(p), C°(X)[p]) = C°(X)[pl,

et on observe que Homg (TI(p),C%(X)[p]) est un L-espace vectoriel de dimension finie. Cet espace
pourrait a prior: trés bien étre nul, mais précisément la proposition 13.5 montre que ce n’est pas
le cas. O

Références

[1] L. Berger-Représentations p-adiques et équations différentielles, Invent. Math. 148 (2002), p. 219-284.
[2] L. Berger-Equations différentielles p-adiques et (¢, N)-modules filtrés, Astérisque 319 (2008), p. 13-38.

[3] L. Berger, C. Breuil-Sur quelques représentations potentiellement cristallines de Gq,» Astérisque 330, p. 155-
211.

[4] J.-F. Boutot, H. Carayol-Uniformisation p-adique des courbes de Shimura : les théorémes de Cerednik et
Drinfeld, dans "Courbes modulaires et courbes de Shimura", 196-197, Astérisque, p. 45-158, 1991.

[5] J.-F. Boutot, Th. Zink-The p-adic uniformization of Shimura curves, 2000, preprint disponible & https://www.
math.uni-bielefeld.de/?zink/p-adicuni.ps.

[6] C. Breuil-Invariant L et série spéciale p-adique, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup 37, p. 559-610, 2004.

[7] C. Breuil-Correspondance de Langlands p-adique, compatibilité local-global et applications, Séminaire Bourbaki
1031, Astérisque 348, p. 119-147, 2012.

[8] C. Breuil, M. Strauch-Sur quelques représentations p-adiques supercuspidales de GL2(Qjp), non publié.

[9] H. Carayol-Non-abelian Lubin-Tate theory, dans L. Clozel and J.S. Milne, editors, Automorphic forms, Shimura
varieties and L-functions, volume II, p. 15-39. Academic Press, 1990.

[10] H. Carayol-Formes modulaires et représentations galoisiennes a valeurs dans un anneau local complet, Contemp.
Math. 165 (1994), p. 213-235.

[11] G. Chenevier, Familles p-adiques de formes automorphes pour GL(n), Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 570, p. 143-217, 2004.

[12] B. Chiarellotto-Duality in rigid analysis, p-adic analysis, Lecture Notes in Math., 1454 (1990), p. 142-172.
[13] F. Cherbonnier, P. Colmez- Représentations p-adiques surconvergentes, Invent. Math. 133 (1998), p. 581-611.

[14] P. Colmez- Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham d’un corps local, Ann. of Math. 148 (1998), p.
485-571.



72

[15]
[16]
(17]

18]
[19]

20]
21]

22]
(23]
[24]

[25]
[26]

27]
28]
29]

[30]
(31]

132
133
[34]
135]
136]
137]
[38]
139]

[40]
[41]

GABRIEL DOSPINESCU & ARTHUR-CESAR LE BRAS

P. Colmez-(¢, I')-modules et représentations du mirabolique, Astérisque 330 (2010), p. 61-153.
P. Colmez-Représentations de GL2(Qjp) et (¢, I')-modules, Astérisque 330 (2010), p. 281-509.

P. Colmez-Espaces Vectoriels de dimension finie et représentations de de Rham, Astérisque 319 (2008), p.
117-186.

P. Colmez-Représentations triangulines de dimension 2, Astérisque 319 (2008), p. 213-258.

P. Colmez-La série principale unitaire de GL2(Qp) : vecteurs localement analytiques, Automorphic Forms and
Galois Representations (2011), Proceedings of the Durham LMS Symposium 2011.

P. Colmez-Correspondance de Langlands locale p-adique et changement de poids, preprint.

P. Colmez, J.-M. Fontaine-Construction des représentations p-adiques semi-stables, Invent. Math. 140 (2000),
p. 1-43.

P. Colmez, G. Dospinescu, V. Paskunas-The p-adic local Langlands correspondence for GL2(Qyp), Cambridge
Journal of Mathematics, Volume 2 (2014), Number 1.

P. Colmez, G. Dospinescu-Complétés universels de représentations de GL2(Qp), Algebra and Number Theory,
8 (2014), 1447-1519.

J. F. Dat-Espaces symétriques de Drinfeld et correspondance de Langlands locale, Ann. Sci. école Norm. Sup.
(4) 39 (2006), p. 1-74.

G. Dospinescu, A. C. Le Bras-Fonctions sur la tour de Drinfeld et la courbe de Fargues-Fontaine, en préparation.

G. Dospinescu-Actions infinitésimales dans la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp),
Math. Annalen, 354 (2012), 627-657.

G. Dospinescu-Extensions de représentations de Rham et vecteurs localement algébriques, & paraitre dans
Compositio Math.

G. Dospinescu-Equations différentielles p-adiques et modules de Jacquet analytiques, Automorphic Forms and
Galois Representations (2011), Proceedings of the LMS Durham Symposium 2011.

G. Dospinescu- Actions infinitésimales dans la correspondance de Langlands locale p-adique, thése de I’Ecole
Polytechnique, juin 2012.

V.G. Drinfeld-Coverings of p-adic symmetric domains. Func. Anal. and Appl., 10, p. 107-115, 1976.

M. Emerton-Local-global compatibility in the p-adic Langlands programme for GL2/Q, preprint, disponible a
http://www.math.northwestern.edu/~emerton/preprints.html.

M. Emerton-A local-global compatibility conjecture in the p-adic Langlands programme for GL2/Q, Pure and
Applied Math. Quarterly 2 (2006), no. 2, p. 279-393.

M. Emerton- Locally analytic vectors in representations of locally p-adic analytic groups, to appear in Memoirs
of the AMS, disponible & http://www.math.northwestern.edu/ emerton/preprints.html.

G. Faltings- A relation between two moduli spaces studied by V. G. Drinfeld, Algebraic number theory and
algebraic geometry, Contemp. Math., vol. 300, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2002, p. 115-129.

L. Fargues, A. Genestier, V. Lafforgue-L’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, Progress
in Mathematics, vol. 262, Birkh&user Verlag, Basel, 2008.

L. Fargues-Cohomologie d’espaces de modules de groupes p-divisibles et correspondances de Langlands locale,
dans Variétés de Shimura, espaces de Rapoport-Zink, et correspondances de Langlands locales, Astérisque 291,
2004.

L. Fargues, J.M. Fontaine-Courbes et fibrés vectoriels en théorie de Hodge p-adique, preprint, 2011.

J.-M. Fontaine-Sur certains types de représentations p-Adiques du groupe de Galois d’un corps lo-
cal jconstruction d’un anneau de Barsotti-Tate, Ann. of Math. 115, p.529-577, 1982.

J.-M. Fontaine-Représentations p-adiques des corps locaux. I, The Grothendieck Festschrift, Vol II, Progr.
Math., vol 87, Birkhauser, 1990, p. 249-309.

J.M. Fontaine- Périodes p-adiques, Astérisque 223, 1994, Société Mathématique de France.

J.-M. Fontaine-Arithmétique des représentations p-adiques galoisiennes, Cohomologies p-adiques et applications
arithmétiques III, Astérisque 295 (2004), 1-115.



[42]
[43]

[44]
[45]

[46]
[47]
(48]
[49]
[50]
[51]
[52]
53]
[54]
[55]
[56]
[57]
[58]

[59]
[60]

[61]
[62]
[63]
[64]
[65]
[66]
[67]

[68]

[69]
[70]

REVETEMENTS DE DRINFELD ET CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE 73

H. Frommer-The locally analytic principal series of split reductive groups, preprint, 2003.

M. J. Hopkins, B. Gross-Equivariant vector bundles on the Lubin-Tate moduli spaces, Topology and Repre-
sentation theory, number 158 in Contemporary Math., p. 23-88, 1994.

E. Grosse-Klonne-De Rham cohomology of rigid spaces, Mathematische Zeitschrift 247 (2004), p. 223-240.

E. Grosse-Klonne-Rigid analytic spaces with overconvergent structure sheaf, Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 519 (2000), p. 73-95.

E. Grosse-Klonne-Frobenius and monodromy operators in rigid analysis, and Drinfeld’s symmetric space, J.
Algebraic Geom. 14 (2005), no. 3, p. 391-437.

M. Harris-Supercuspidal representations in the cohomology of Drinfeld’s upper half space ; elaboration of Ca-
rayol’s program. Invent. Math., 129, p. 75-119, 1997.

M. Harris, R. Taylor-The geometry and cohomology of some simple Shimura varieties, Ann. of Math. studies
151, Princeton Univ. Press, 2001.

G. Henniart-Sur P'unicité des types pour GL2, Appendice a : C. Breuil et A. Mézard-Multiplicités modulaires
et représentations de GL2(Zyp) et de Gal(Qp/Qp) en £ = p, Duke Math. J. 115 (2002), p. 205-310.

K. Kedlaya, J. Potharst, L. Xiao-Cohomology of arithmetic families of (¢, I')-modules, J. Amer. Math. Soc. 27
(2014), p. 1043-1115.

K. Kedlaya-p-adic differential equations, Cambridge Studies in Advanced Mathematics 125, Cambridge Univ.
Press, 2010.

R. Kiehl-Theorem A und Theorem B in der nichtarchimedischen Funktionentheorie, Invent. Math. 2, p. 256-273,
1967.

M. Kisin-Deformations of Gq, and GL2(Qp)-representations, Astérisque 330 (2010), 511-528.
J. Kohlhaase-Lubin-Tate and Drinfeld bundles, Tohoku Math. J. 63, No. 2, 2011, p. 217-254.

R. Liu, B. Xie, Y. Zhang- Locally Analytic Vectors of Unitary Principal Series of GL2(Qp), Ann. E.N.S. 45
(2012), p. 167-190.

J. Lubin, J. Tate- Formal moduli for one-parameter formal Lie groups, Bulletin de la S.M.F. 94, p. 49-59, 1966.
A. Marmora-Irégularité et conducteur de Swan p-adiques, Documenta Mathematica 9 (2004), p. 439-483.

Lue. Pan-First covering of Drinfel’d upper half plane and Banach representations of GL2(Qp), preprint 2015,
arXiv :1510.03006.

V. Paskunas-The image of Colmez’s Montréal functor, Publ.Math. IHES 2013, Vol.118, Nr. 1, p.1-191.

D. Patel, T. Schmidt, M. Strauch-Locally analytic representations of GL(2, L) via semistable models of P!,
preprint, arxiv.org/pdf/1410.1423v2.pdf

M. Rapoport, T. Zink- Period spaces for p-divisible groups, Annals Math. Studies 141, Princeton University
Press, 1996.

T. Saito- Modular forms and p-adic Hodge theory, Invent. Math. 129 (1997), p. 607-620.
S. Sen-Continuous cohomology and p-adic Galois representations, Invent. Math 62 (1980,/1981), p. 89-116.
P. Schneider, U. Stuhler-The cohomology of p-adic symmetric spaces, Invent. Math. 105, p. 47-122, 1991.

P. Schneider, J. Teitelbaum- An integral transform for p-adic symmetric spaces, Duke Math. Journal 86, p.
391-433, 1997.

P. Schneider, J. Teitelbaum-Locally analytic distributions and p-adic representation theory, with applications
to GLa, J.A.M.S. 15, p.443-468, 2002.

P. Schneider, J. Teitelbaum- Banach space representations and Iwasawa theory, Israel J. Math. 127, p. 359-380,
2002.

P. Schneider, J. Teitelbaum-Algebras of p-adic distributions and admissible representations, Invent. Math. 153
(2003), p. 145-196.

P. Schneider, J. Teitelbaum-p-adic boundary values, Astérisque 278, 2002, p. 51-125, et 295, p. 291-299, 2004.

B. Schraen-Représentations p-adiques de GL2(L) et catégories dérivées, Israel Journal of Math., vol. 176, p.
307-362.



74 GABRIEL DOSPINESCU & ARTHUR-CESAR LE BRAS

[71] P. Scholze, J. Weinstein-Moduli of p-divisible groups, Cambridge Journal of Mathematics 1 (2013), p. 145-237.
[72] P. Scholze-p-adic Hodge theory for rigid-analytic varieties. Forum of Mathematics, Pi, 1, el 2013.

[73] P. Scholze-On the p-adic cohomology of the Lubin-Tate tower, preprint.

[74] R. Taylor-On the meromorphic continuation of degree two L-functions, Documenta Math. (2006), 729-779.
[75] J. Teitelbaum- Geometry of an étale covering of the p-adic upper half plane, Ann. Inst. Fourier 40, 68-78, 1990.

GaBrIEL DospiNnescu, CNRS, UMPA, Ecole Normale Supérieure de Lyon, 46 allée d’Italie, 69007 Lyon, France
E-mail : gabriel.dospinescu@ens-lyon.fr

ARTHUR-CESAR LE Bras, Institut de Mathématiques de Jussieu, 4 place Jussieu, 75005 Paris, France
E-mail : arthur-cesar.le-bras@imj-prg.fr, lebras@clipper.ens.fr



