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CONGRUENCES AUTOMORPHES ET TORSION DANS LA
COHOMOLOGIE D’UNE VARIETE DE SHIMURA
UNITAIRE SIMPLE

par

Boyer Pascal

Résumé. — Nous donnons d’une part un procédé relativement souple de construction
de classes de cohomologie de torsion dans la cohomologie d’une variété de Shimura de type
Kottwitz-Harris-Taylor & coefficients dans un systéme local « pas trop régulier ». D’autre part
nous montrons qu’associée a toute classe de cohomologie de torsion, il existe une infinité de
représentations irréductibles automorphes cohomologiques, en caractéristique nulle, qui sont
deux & deux non isomorphes et faiblement congruentes au sens de [16].

Abstract (Automorphic congruences and torsion in the cohomology of a simple
unitary Shimura variety)

We first give a relative flexible process to construct torsion cohomology classes for Shimura
varieties of Kottwitz-Harris-Taylor type with coefficient in a non too regular local system. We
then prove that associated to each torsion cohomology class, there exists a infinity of irredu-
cible automorphic representations in characteristic zero, which are pairwise non isomorphic
and weakly congruent in the sense of [16].
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Introduction

Soient F' = EF* un corps CM et X;,, — SpecF une variété de Shimura de type
Kottwitz-Harris-Taylor associée donc a une groupe de similitudes G/Q et un sous-groupe
compact ouvert I. On note Spl(/) 'ensemble des nombres premiers p # [ tels que

— p = uu® est décomposé dans l'extension quadratique imaginaire E/Q),

— G(Q,) est décomposé, i.e. de la forme Q) x [T,, GLa(F,) et

— la composante locale en p de I est maximale.

Pour [ un nombre premier, et £ une représentation irréductible algébrique de G donnant
lieu & un Z;-systéme local V¢ sur X/ ;, dans [9] on étudie la torsion dans les H' (X 5, Vi) et
on montre en particulier que d'un point de vue automorphe, rien de nouveau apparait au
sens ou toutes les classes de torsion se relevent en caractéristique nulle dans la cohomologie
en degré médian d’'une variété d’Igusa. D’apres [10], le phénomene semble partagé par une
large classe de variétés de Shimura. Ainsi au moins du point de vue de la correspondance
de Langlands, l'existence de classes de cohomologie de torsion dans la cohomologie des
variétés de Shimura n’est d’aucun intérét.

Le but de ce travail, qui prolonge [9], est alors dans un premier temps, de donner un
procédé « relativement souple » de construction de classes de cohomologie de torsion pour
ces variétés de Shimura. Pour ce faire, on choisit une représentation ¢ pas trop réguliere
au sens de [14] de fagon a ce que la Q;-cohomologie de X ; a coefficients dans Vg, ne
soit pas concentrée en degré médian. Le principe est alors de calculer la cohomologie via
la suite spectrale des cycles évanescents en une place v divisant suffisamment le niveau,
puis d’utiliser les filtrations du Z;-faisceau pervers des cycles évanescents W 1,» construites
dans [6] et dont les gradués se décrivent a l'aide des faisceaux pervers d’Harris-Taylor.
Ces derniers sont en particulier indexés par une représentation irréductible cuspidale de
GL,(F,) avec 1 < g < d. Comme déja remarqué dans [7], lorsque la réduction modulo
[ d'un tel m, n’est plus supercuspidale, la cohomologie du faisceau pervers associé admet
de la torsion pourvu que le niveau soit suffisamment grand, cf. la proposition [2.2.11] Tout
I'objet du est alors de montrer que cette torsion subsiste dans l’aboutissement de
la suite spectrale associée a la filtration de W;,. Voici une version imprécise du résultat
principal obtenu dans cette direction, cf. 2.4.1]

Théoréme. — Supposons qu’il existe
— une F;-représentation irréductible supercuspidale o de GLy(F,) dont la droite de Ze-
levinsky est de cardinal 2,
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— un Z;-relévement m, ainsi
— qu’une représentation 11 automorphe irréductible et &-cohomologique, dont la compo-
sante locale en v est de la forme Speh (m,)x? avec s = L%J > 4 et ? une représentation
quelconque.
Alors pour un niveau fini I tel que Il posséde des vecteurs non nuls invariants sous I, la
torsion de la cohomologie de X5 a coefficients dans Ve, est non nulle.

Dans un deuxiéme temps au §3 on propose une application automorphe a l'existence de
classes de torsion dans la cohomologie des variétés de Shimura de type Kottwitz-Harris-
Taylor, en construisant des congruences automorphes faibles au sens du §3 de [16]. Pour
formuler une version allégée du résultat principal, cf. le corollaire [3.7, notons suivant
Spl(/) 'ensemble des places de F' au dessus d’un nombre premier p # [ décomposé dans E
et telle que B ~ G'Ly4(F,)

Théoréme. — Pour m l’idéal mazimal d’une algebre de Hecke non ramifiée, associé a une
classe de torsion dans la cohomologie de X5 da coefficient dans Ve, il existe une famille
I(p)

indexée par les nombres premiers p € Spl(I), de représentations irréductibles automorphes
&-cohomologiques, telle que pour premier ¢ € Spl(I) distinct de p, la composante locale en q
(resp. en p) de Il(p) est non ramifiée (resp. est ramifiée), ses paramétres de Satake modulo
[ étant donnés par m.

En particulier pour p # ¢ des premiers de Spl(/), les représentations I1(p) et II(g) ne
sont pas isomorphes alors qu’elles sont non ramifiées en toute place de Spl(1) — {p, q} et
y partagent les mémes parametres de Satake modulo . Au sens du §3 de [16], on dit que
ces représentations sont faiblement congruentes.

1. Rappels
1.1. sur les représentations. — Considérons un corps local K muni de sa valeur abso-
lue | — | : on note ¢ le cardinal de son corps résiduel. Pour 7 une représentation de G Lg(K)

et n € %Z, on note
7T{7’L} =T q—nvalodet‘

1.1.1. Notations. — Pour m et my des représentations de respectivement G L, (K) et
GL,,(K), m X my désigne l'induite parabolique normalisée
o 1GLnggngy (K) 12 ni
T X T 1= lndPnl,T];.;‘—+’l‘27,2(K) Wl{?} (9 WQ{_?},

ot pour toute suiter = (0 <1y <19 < --- <1 =d), on note P, le sous-groupe parabolique
de GLg standard associé au sous-groupe de Levi

GL,, X GLyy_p, X -+ X GL

Tk—Tk—1"

Rappelons qu’une représentation irréductible est dite supercuspidale si elle n’est pas un
sous-quotient d’une induite parabolique propre.
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1.1.2. Définition. — (cf. [17] §9 et [4] §1.4) Soient ¢g un diviseur de d = sg et 7 une
représentation cuspidale irréductible de GLy(K). L’induite

1—s s—1
7T
e )
posséde un unique quotient (resp. sous-espace) irréductible noté habituellement Sty (7)
(resp. Speh,(7)) ; c’est une représentation de Steinberg (resp. de Speh) généralisée.

}m{?’;s}x...m{

Remarque : du point de vue galoisien, via la correspondance de Langlands locale, la repré-
sentation Speh,(7) correspond & la somme directe o(452) ® -+ ® o(*5%) ot o correspond a
7. Plus généralement pour m une représentation irréductible quelconque de GL,(K) asso-
ciée a o par la correspondance de Langlands locale, on notera Speh () la représentation

de GL,,(K) associe, par la correspondance de Langlands locale, & o(152) @ - - - @ o(55%).

1.1.3. Définition. — Une Q-représentation lisse de longueur finie 7 de G'Lq(K) est dite
entiére s'il existe une extension finie £/Q; contenue dans @l, d’anneau des entiers Of et
une Op-représentation L de GLy(K), qui est un Og-module libre, telle que Q Qo, L~
et tel que L est un OpGL,(K)-module de type fini. Soit kg le corps résiduel de Op, on
dit que -

Fi ®xpy kg @0, L
est la réduction modulo [ de L.

Remarque : le principe de Brauer-Nesbitt affirme que la semi-simplifiée de T, ®o, L est
une Fj-représentation de GL4(K) de longueur finie qui ne dépend pas du choix de L. Son
image dans le groupe de Grothendieck sera notée r(m) et dite la réduction modulo | de .
Ezemples : d’apres [15] V.9.2 ou [11] §2.2.3, la réduction modulo | de Speh () est irré-
ductible.

1.1.4. Définition. — Pour p une F;-représentation irréductible supercuspidale o de
GLgy_,(0(Fy), on note

e(o) = t{ofi}: i€z}
le cardinal de la droite de Zelevinsky de p, et

m(o) = { e(o) sie(o) > 1,

[ sinon.

Remarque : €(p) est un diviseur de l'ordre ¢;(¢q) de ¢ modulo I.
1.1.5. Définition. — (cf. [15] I11.5.14) Pour tout s de la forme
s = 1,m(g), m(@)la to 7m<g)lu7 T

I'induite parabolique
1—s5 s—1
— lx...%
ol—5—1 o{—5—1

admet un unique sous-quotient cuspidal que 'on note respectivement

P—1 =0, Po, P1y " s Puy "
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Remarque : toute Fi-représentation irréductible cuspidale (resp. supercuspidale) est de la
forme p,, (resp. 0_1) pour u > —1 et p une représentation irréductible supercuspidale.

1.1.6. Définition. — La réduction modulo [ d'une Q,-représentation irréductible cuspi-
dale 7, étant irréductible cuspidale et donc de la forme p,, on dira qu’elle de o-type wu.
Pour u > 0, on notera

9u(0) == g-1(0)m(0)l",

et Cusp(p,u) I'ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles cuspi-
dales de po-type u.

Remarque : lorsque g sera clairement fixé, on notera plus simplement g, pour g, (o).

1.1.7. Notations. — On note Dy 4 lalgébre a division centrale sur K d’invariant 1/d
et d’ordre mazimal Dk 4 : la norme réduite Nrd composée avec la valuation donne une

identification Dy 4/Dx.q ~ 7. Pour m une Q;-représentation irréductible supercuspidale de
GL,(K) avec d = sg,

m(slp
désignera la représentation de Dy 4 associée a St,(m") par la correspondance de Jacquet-
Langlands.

Remarque : on rappelle qu’avec ces notations, toute représentation irréductible admissible
de Dy 4 est de la forme 7[s|p pour g décrivant les diviseurs de d et 7 les représentations
irréductibles cuspidales de GL,(K).

Soit 7 une Q-représentation irréductible supercuspidale entiére de o-type u. On note
alors ¢ 'image de Speh, (o) par la correspondance de Jacquet-Langlands modulaire définie
par J.-F. Dat au §1.2.4 de [11]. Autrement dit si 7, est un relevement cuspidal de p, alors

L= (WQ[S]D).

1.1.8. Proposition. — (cf. [11] proposition 2.3.3) Avec les notations précédentes, la ré-
duction modulo | de w[s|p est de la forme
m(7) —1 T)—3 m(7) —1
) RO L B

I

—n val oNrd U

ot t{n} désigne L ® q et m(7) := m(p)l".
1.2. Géométrie des variétés de Shimura unitaires simples. — Soit ' = F'"E un
corps CM avec E/Q quadratique imaginaire, dont on fixe un plongement réel 7 : F't — R.
Pour v une place de F', on notera

— F, le complété du localisé de F' en v,

— (O, 'anneau des entiers de F},,

— w, une uniformisante et

— ¢y le cardinal du corps résiduel k(v) = O, /(w,).
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Soit B une algebre a division centrale sur F de dimension d? telle qu’en toute place
x de F, B, est soit décomposée soit une algebre a division et on suppose B munie d’une
involution de seconde espece * telle que * | est la conjugaison complexe c. Pour 8 € B*=1
on note 5 linvolution x — 2% = Ba*B~1 et G/Q le groupe de similitudes, noté G, dans
[12], défini pour toute Q-algebre R par

G(R) ~{(\, g) € R x (B? ®g R)* tel que gg* = A}
avec B? = B ®p. F. Si x est une place de Q décomposée = = yy° dans E alors

G(Q.) = (B)F)" xQp ~QF x H (BF)~ (1.2.1)

ou, en identifiant les places de F'* au dessus de x avec les places de F' au dessus de v,
x =1[]; z; dans F't.

Dans [12], les auteurs justifient I'existence d'un G' comme ci-dessus tel qu’en outre :

— si x est une place de Q qui n’est pas décomposée dans F alors G(Q,) est quasi-

déployé;

— les invariants de G(R) sont (1,d — 1) pour le plongement 7 et (0, d) pour les autres.

Rappelons, cf. [12] bas de la page 90, qu'un sous-groupe ouvert compact de G(A>) est
dit « assez petit » s'il existe une place x pour laquelle la projection de U¥ sur G(Q,) ne
contienne aucun élément d’ordre fini autre que l'identité.

1.2.2. Notation. — Soit I [’ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez petits »
de G(A>). Pour I € I, on note X, — SpecF' la variété de Shimura associée, dit de
Kottwitz- Harris- Taylor.

Remarque : pour tout v € Spl, la variété X;, admet un modele projectif X7, sur Spec O,
de fibre spéciale X, . Pour I décrivant Z, le systeéme projectif (X7 ,)rez est naturellement
muni d’'une action de G(A*) x Z telle que 'action d'un élément w, du groupe de Weil W,
de F, est donnée par celle de — deg(w,) € Z, oit deg = valo Art™' ot Art™" : W ~ FX
est I'isomorphisme d’Artin qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes.

1.2.3. Notations. — (cf. [3] §1.3) Pour I € Z, la fibre spéciale géométrique Xy s, admet
une stratification de Newton

—. y=2! 22 2>d
X1s, = L5, = Xl,gu DD Xl,gv

ou Xi?v = X%gv — ngjl est un schéma aﬁine lisse de pure dimension d — h formé
des points géométriques dont la partie connexe du groupe de Barsotti-Tate est de rang h.
Pour tout 1 < h < d, nous utiliserons les notations suivantes :

. .y 2ht >
2h+1-X ‘—>X15, ] XIs ‘—>st7

ainsi que j=" = iy, o j=h.

1. cf. par exemple [13]
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Rappelons que les strates de Newton non supersingulieres sont géométriquement induites
au sens suivant, cf. [2] : il existe un sous-schéma fermé X" 7 de X7 stable par les
19V )

correspondances de Hecke associées au parabolique P, 4(F,) et tel que si la composante en
v de I est Ker(GL4(O,) - GL4(O,/w!)) alors

=h =h
Xl,gv = H g‘XI,Ev,H’
gEGLG(Oy/w?) /P a(Oy/w?)

1.2.4. Notation. — Pour g € GL4(O,/@")/Pa(O,/w?), on notera V, C (O,/w")?,
l'image par g du sous-espace V- engendré par les h-premiers vecteurs de la base canonique.
Pour V C (O, /w))* de la forme g.Vi-, on notera

>h >h
Xisov i =9-Xrg 1
. >h Ve Ve . =
1.2.5. Notation. — On note X o l'adhérence schématique de Xlg T et pour tout
19U 19Uy
h' > h,
>h . y>h >h!
I7§’Uvﬁ T I,gv,ﬁ 1,80
T >h' | ye=h >h' o =h' . R s2h s ch L 2R >1
On utiliser it Xz,gv,ﬂ — XI,&;,E ainsi que jo =170 jo- 0l iy~ XI,gv,ﬂ — X7 -
1.2.6. Notation. — On fixe un nombre premier | non ramifié dans E et on note Spl

’ensemble des places v de F telles que p, = vig # | est décomposé dans E et B) ~
GL4(F,). Pour I € T, on notera Spl(I) le sous-ensemble de Spl des places ne divisant pas
le niveau I.

1.3. Faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — A toute représentation irréductible ad-
missible 7, de D,UX, n, Harris et Taylor associent un systeme local de Hecke F, 71 sur X;g T

au sens du §1.4.5 de [3], avec une action de G(A>P?) x Q) x P a(F,) X [Ti—o(BF)* x Z
qui d’apres [12] p.136, se factorise par G (A>) /Dy , via

k—v(det g5)

(goo,p’gpp’ C, Gu, Gu; s k) — (gppoagp,oq 7gst>gvia 5) (130)

ot GM(A®) 1= G(A>P) x QX x GLqn(F,) X [Tj—y(BF)* x D}, ,, gv = ( gd, g”; ) et
6 € D), est tel que v(rn(d)) = k 4 v(det g5). On note F;, 7 le faiscean sur X" induit
associé :

f‘rv,I = F I, XPh,d(Fv) GLd(Fv).

Ty

Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,) et t un entier strictement
positif tel que tg < d, on introduit suivant [3] la notation F(m,, )7~ (resp. F(m,,t)) pour

s . . =tg =tg ’ s , o
désigner le faisceau de Hecke sur XI,E — (resp. X7 ) précédemment noté F, o IT0 (resp.

1171tg
Frultlp )
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1.3.1. Notation. — Avec les notations précédentes, HT@“E(WU,IL) désignera le W,-

. =t 7 .
faisceau pervers de Hecke sur X gg o défini par
sSvsltg

—tg—d
HTg, 1m0y, L) v= F(mp, ) [d — tgl  E77 @ 1L,

oully (resp. =) une représentation de GLyy(F,) (resp. deZ). En ce qui concerne les actions :
— celle de G(A>") est donnée par son action naturelle sur F(my, t)7,-,

— celle de Py 4(F,), a travers son Levi GLy(F,) X GL4_p(F,), est donnée par l’action

naturelle de GLqp(F,) sur F(my,t)r; et Uaction diagonale de Z sur F(m,,t)1 et

Ey, tandis que celle de GLy(F,) est donnée par son action diagonale sur Ht®Etg;d

ou, sur le deuxiéme facteur, on utilise la valuation du déterminant.
Pour tout h < tg, on notera

HT@Z )

7 (Mo, 1) - resp. HTg (my, 11;)

pour désigner la version induite a toute la strate de Newton XI:;?”n (resp. d XZ:?:) Enfin

on otera l'indice Q;, pour désigner un Z;-réseau stable sous l’action des correspondances
de Hecke associées a P, q4(F,).

1.3.2. Définition. — Le faisceau pervers d’Harris-Taylor associé a St,(m,) est par défi-
nition I'extension intermédiaire
=t
Pg,(my,t) =75, HTg (70, Ste(my)).-

=3 . . . L 1. . =t =t
Remarque : sur Z;, on deux notions d’extensions intermédiaires ?j"Y et P*j, 9.

1.3.3. Notation. — Suivant [12], a toute C-représentation irréductible algébrique de di-
mension finie § de G, on associe un systeme local Ve sur Xz et on décore tous nos
faisceaur d’un indice £ pour désigner leur torsion par Ve : par exemple HT¢(m,, 1) =
HT(m,, 1) ® V.

2. Torsion dans la cohomologie

On fixe & présent une Fj-représentation irréductible supercuspidale o de GL, , (F)) ainsi
quune Q;-représentation irréductible cuspidale enti¢re m, 1 de g-type —1. Contrairement
au paragraphe suivant, on considere ici des niveaux [ ramifiés en v.

2.1. Rappels sur la Q;-cohomologie des systémes locaux d’Harris-Taylor. —
Pour 1 < h =tg 1 <d, on note Z,(h) 'ensemble des sous-groupes compacts ouverts de la
forme

Uy(m, h) := U, (m") x ( % Kv<0m1) > ’

olt Ky (my) = Ker(GLa-1(0y) — GLa_1(Oy/(@))).
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2.1.1. Notation. — On note [H{,(tg_1, m,_1)] l'image de

. i h - >tg—
lim  H'(X[) o jo  HTg, 1 ¢ (o1, 11) [d — )
I€Z,(h)

dans le groupe de Grothendieck Groth(v, h) des représentations admissibles de G(A™) x
GLd_h(Fv) X GLh(FU) X 7.

Remarque : 'action de o € W, est donnée par celle de —dego € Z, composée avec celle
de Art™' (o) sur le facteur Q de G(Q,).

2.1.2. Définition. — On dit d’une représentation irréductible automorphe II qu’elle est
&-cohomologique s’il existe un entier ¢ tel que

H((Lie G(R)) ®& C, U, I ® €) # (0),
ou U est un sous-groupe compact maximal modulo le centre de G(R).
2.1.3. Définition. — Pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F}),
S¢ (7)
désignera le plus grand entier s tel qu’il existe une représentation automorphe &-
cohomologique II telle que sa composante locale en v est de la forme Speh (7])x? ou 7,

est inertiellement équivalente a m, et 7 désigne une représentation de GL4_s, ,(F),) que
I’on ne cherche pas a préciser.

2.1.4. Proposition. — (cf. [4] §5 ou [9] §5.3) Pour tout 1 <t < s_; := Lﬁj, et pour
tout i tel que |i| > s¢(my 1) —t, alors [H{ (tg—1,my,—1)] est nul. Pourt < s¢(m, 1) et pour
i = 8¢(my,—1) — t), alors [H{\(tg—1,my,-1)] est non nul.

2.2. Torsion dans la cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. —
Dans cette section nous allons rappeler comment, d’apres le §4.5 de [7], on peut construire
de la torsion dans la cohomologie d'un faisceau pervers d’Harris-Taylor.

2.2.1. Notation. — On note F(—) le foncteur (—) @% F;.
2.2.2. Proposition. — (cf. [8]) Pour tout 1 <t <s_;:= Lg%J, on a
pj:tgHTZl,g(Wv,—la IT;) =~ p+j!jtgHTZ,g(7Tv,—1> IT).
On note HTF, , (7y,—1,11;), la réduction modulo [ d’un Z;-réseau stable de HT7 75(7%7_1, I1).
2.2.3. Corollaire. — Pourt < s¢(m,_1),
H'(XZ2 o Jo H, ¢ (my -1, 111))

est nul pour tout i > s¢(m,_1) —t et non nul pour i = s¢(m,_1) —t. Pour t > s¢(my_1),
tous ces groupes de cohomologie sont nuls.

Remarque : autrement dit la conclusion de la proposition est encore valable sur [F;.
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Démonstration. — Rappelons 1'égalité suivante sur Q, et dans le groupe de Grothendieck
des faisceaux pervers équivariant de Hecke, cf. [3] corollaire 5.4.1

.=t
g 1HT glh(ﬂ-v 7171_[ ) - jl t(y]*lHT@l?&ﬂ(Tv,fl?Ht)—i_
s_1—t

=(t+i)g— g
pjlh 1% 1HTQZ £, 1h(7TU,—17 Ht{l

_1}><Sti(m,_1{—t9;1})) = (2.24)

i=1
La filtration de stratification construite dans [6]
0=Fil;™* " (w1, IL,) C Fill=*(my _1, IL,) C - - - Fild (my _y, 1)

a pour gradués, d’apres [5], les
; —(t+4 g—1 g—1 —i
gy (o1, 1) == Pj (':r - HTg, £1h(7Tv,—1>Ht{ZT} X Stz‘(ﬂv,—l{—tT})) ® =2,

pour certains réseaux stables qu’il est inutile de préciser. On considere alors la
suite spectrale associée a cette filtration et calculant les groupes de cohomologie de

=tg_
gy HTg, ¢ 1 (o1, 11)

hy*

EP? = H"Y(Xz5,, 01, " (my -1, TL)) = HPY(Xgs,, oy HTy, e(mo 1, Th)). - (2.2.5)

2.2.6. Lemme. — Pour tout i < t — s¢(my—1) (resp. i = t — s¢(my,—1)) le groupe de
cohomologie H'(Xz5,,7j—%~ "HT, e 7(mo,-1,11)) est nul (resp. non nul et sans torsion).

1p,1%
Démonstration. — On raisonne par récurrence sur t de s_; a 1. Pour t = s_1, on rappelle
que
jlh 1*19 IHTZI E1n (WU —1, 1L 1) — ]1 ) o IHTZI 1 (ﬂ—v —1, 1L 1)
=s_19- o D =5-10- I
~ Jg, L HT g (e T ) 2P JT; v*l T, 3 (o1, 1)

de sorte que, considérant que X" — —est affine, les H' ‘(X7 valh,jl ) O HT (0, 1)

(resp. H'(Xz5, 1h’j1—s*1g 11’-1T7ﬂzl51h(7r1)7_1,11 _,)) son nuls pour ¢ < 0 (resp. i > 0), et
donc concentrés en degré médian. En utilisant en outre que jlihh est affine, de sorte
que jlzh, et j:h commutent avec le foncteur de réduction modulo [, on en déduit
qu’il en est de méme pour H' (XISU71h7j1 ,lg "HTg, ¢, (mo,-1,15_,) ce qui impose que
HO(XZSUM,‘]1 ,lg "HTg, c1(mo, -1, 115 ) est sans torsion, cf. la suite exacte courte

générale rappelée plus bas. Le résultat découle alors de la proposition m
Supposons alors le résultat acquis jusqu’au rang ¢ + 1 et revenons a 1'étude de la suite
spectrale ([2.2.5)).
— Considérons tout d’abord le cas ol t > s¢(m, 1) auquel cas, par récurrence tous les

EPT avec p > 0 sont nuls. Or X =19 fh étant affine, les E2+? sont nuls pour p + ¢ < 0,

ce qui impose que les HZ(XI&UE:I)J%J?* "HT7, gﬁ(m,_l, I1;)) sont nuls pour i < 0 et
sans torsion pour ¢ = 0. Or d’apreés la proposition 2.1.4] on en déduit qu'il est nul

aussi pour ¢ = 0 et par dualité, d’apres la proposition nul pour tout <.
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— Supposons a présent t < s¢(m,_1). D’apres I'hypothese de récurrence, pour p > 0
fixé, les EY"? sont nuls pour p 4+ ¢ < t + p — s¢(m,—1) et sans torsion pour p + ¢ =
t+p—se(m, —1). Par ailleurs comme XI:;Q ‘lih est affine, les E2F? sont nuls pour p+q < 0,
de sorte que les E}"? sont nuls pour ¢ < t — s¢(m, 1) et E?’tisf(ﬂ“’_l) est sans torsion,
d’ou le résultat.

]

Ainsi en utilisant que, d’apres la proposition , les gr, ?(m,, I1;) sont autoduaux en
tant que faisceaux pervers, on en déduit que, pour 1 < p < s_; — t fixé, les termes EP'? de
la suite spectrale sont nuls pour p + q > s¢(my—1) —t — p et donc EPFTY est nul pour
tout p 4+ q > s¢(my,—1) —t d’ott le résultat. O

Remarque : I'énoncé d’annulation pour ¢ > s¢(m, _1) — t est encore valable & niveau fini et
pour la non annulation pour i = s¢(m, 1) — ¢, il suffit de prendre un niveau suffisamment
petit de sorte que la non annulation soit vérifiée sur Q.

2.2.7. Corollaire. — Le nombre s¢(m,_1) ne dépend que de o, on le notera alors s¢(p).

Démonstration. — Rappelons que pour P un Zl—faisceau pervers sans torsion, on a
0 — H'(X,P) ®z, T, — H'(X, P @z F)) — H"(X, P)[l] = 0, (2.2.8)

de sorte que s¢(m,, 1) est le plus grand entier i tel que H* (X7 5 1, IFjlihg’!‘IHTZ@E(m,_l, I1y))

est non nul, ce qui, comme Fj; ?~" = j?'F, ne dépend donc que de la réduction modulo
[ de Ty, —1- ]

2.2.9. Proposition. — Pour 1 <t < Lg%] et h =tg_1, la torsion de

—t(y2tg-1 o >tg-
Hee) (Xmmf—h,jﬁ’! 'HT, ¢ 5(m0,-1,11))

est non nulle st et seulement si celle de

>(se(0)-1g-1 >(se(0)—1)g-
Hl(XI,Ej% ’ 1"73,!5 o IHTZ,éﬂ(%:*hHss(e)—l))

est non nulle, quelle que soit la représentation s ()1 de Ph7(sg(g)_1)g_1(Fv) considérée.
Remarque : 'énoncé précédent est indépendant de la représentation infinitésimale II;, on

pourrait faire une formulation plus légere avec les F(m, _1,t) mais comme la démonstration
fait intervenir naturellement ces parties infinitésimales, on a préféré les laisser apparaitre.

Démonstration. — Notons tout d’abord que d’apres ce qui précede pour t > s¢(o)
(resp. t = s¢(p)) tous les groupes de cohomologie de j%f’lHTzléﬂ(ﬁv,,l,Ht) et de
p;2tg—1

T H 17, ¢ 7.(mp,—1, 1) sont nuls (resp. sauf pour ¢ = 0 auquel cas il est sans torsion).

I1 découle de la suite spectrale (2.2.5) et du lemme [2.2.6] que
Hsﬁ(Q)—t(XZtg_l .Ztg_lHTZ (7_%7_17 Ht)) ~ Hsg(Q)—t(thg—i ijtg_lHTZl,g,ﬂ(ﬂ-vv_l’ Ht))

T,5,15 15, LER T,50,15° J1,,,%
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Ainsi par dualité et d’apres la proposition on est amené a étudier la torsion de
Hi=selo+1( Xi?)}h,pj%tf;HTzl’fﬂ(m’,l,Ht)). Le résultat découle alors trivialement du
lemme suivant. [

2.2.10. Lemme. — Pour tout t > s¢(0) — 1, on a l’équivalence

0 >(se(0)=1)g-1 p.>(se(0)—1)
Htor(XLgvaf ! 1>p]g,gi - 1HTZlflh(ﬂw—l?HSg(é’)*l)) # (0)
~
t—se(0)+ >tg— >tg
Htor e (XI,Ez,ﬁ’ p]ﬁﬁ* IHTZZ,&E(WU,—D Ht)) 7é (0)
Démonstration. — Supposons dans un premier temps que le membre de gauche de 1'équi-

valence précédente soit vérifié. Considérons alors la suite exacte courte

0— Fﬂ!ﬂ(ﬂv,fla HSg(Q)—l) — thsg ele)=ba- IHTZZ ¢, 1h<77v771’ HSg(@)—l)
— Fil?(ﬂ'l)’_l, Hs§(g)—1)/Fﬂ!_2(7Tv,—17 Hsdg)—l) — 0,
de sorte que pour tout 7, on a

H (XZES.»:E)*UQA jE(

1,5,,1p P

1)g—1
ele)=ta- HTZlglh(Wv —1, Hse(o)-1 ) =~
H(X U709 o0, T 1)/ Fil 2 (1, T (g)-1))-

I Svylh

De la suite exacte courte

0— Jl_si(g)g HT3, ¢ 17

Fﬂ?(ﬂvﬁhHSg( )— 1)/F1172(70,*17H55(@) )

=(s¢(0)—1)
— p]ﬁ,!f e 1HTZZ £1h(77v7717H85(9>—1) —0

—1
(7Tv,—17 Hs§(g)) Q=2 —

ou

. Ph,55(9)971(FU) g — 1
HSE(Q) T lndPh,sg(9)71)9_1,55(9)9_1(Fv)( se(0)— 1{ } ® 71{(1 - 86( ))T})

En utilisant
— d’une part que les groupes de cohomologie de pjl ('*)g 'H 17, Elh(m,,l,ﬂsg(g)) sont
tous nuls sauf en degré 0 auquel cas la torsion est nulle

X= =(se(0)—1)g-1

— et que d’autre part, est affine de sorte que la cohomologie de

z valh

—1 . .

GO T, (1, Tag(g)-1) et done de Fild (m, _y, Tag(g)-1)/ Fil 2 (m 1, (1)
est nul en degré < 0 et sans torsion en degré 0,

on en déduit que le morphisme

HOXZL PP BT (1 ) — HO(XZE, FilY (1, g gm1)/ Fil7 (7021, T 1)

1 Jx
n’est pas strict, i.e. la torsion du conoyau est non nulle.
Remarque : Notons que pour h = (s¢(0) — 1)g-1, la représentation Il est irréductible
pourvu que Il (,) 1 le soit elle méme. Pour h < (s¢(0) — 1)g-1, la suite exacte courte
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(se(0)—1)g-1

précédente est une somme directe indexée e par les composantes XI: 5 contenue

dans XI> h i de sorte que pour tout (0) # HS5 < Il (p), le morphisme composé

.s¢(0)g—
HO(XZs, " HTg, o 1(m,-1, T ()

T

HOXZY, P9 BTy (1 Mg ) —= HO(XZE Fild (71 M)/ il (m 21, T 1))

n’est pas strict.

Considérons a présent le groupe de cohomologie d'indice t—s¢(p)+1 de P o =19 . HIz, 7 (mp -1, 11).
On part des suites exactes courtes

P T HT, 3 (o, 1) — P HT (o, 1)

AR Mg A P, N P,

P2 — jlh T,

.=(s —1)g—1 .=(s —1)g—1,*
Piot = jﬂ(’!s(@) )9 1‘717( ¢(0)—1)g-1 Potyot1 Proit.

Rappelons que ces suites sont construites sur Q; dans [3] et que leur version entiére est le

résultat principal de [5]. Comme en outre les XI ' 11h sont affines, on en déduit que

Htfsg 0)+1 (XZ > p ;t‘?* 1HTZZ T (7'(1) -1, Ht)) ~
HSOR( P) se HO(XE P )

On peut en outre continuer le processus précédent de sorte que Py, ()¢ s'inscrit dans une
suite exacte courte

—_—

0 — Q — PSg(g) t — pjlh, ( )g IHTZZ €, 1h<7T'U7*17H35(Q)> — 07

ol on a posé

—~—

g—1 g—1
e = Me{(s¢(0) — 1) =5} @ Spehy (g —o(To, 1 {~175—1)

et ott les constituants irréductibles de Q®z Q; sont de la forme it (, <(e)+0)g- "HTy, ¢ (m, 1, 115)
et n’ont donc pas de cohomologie. On obtient ainsi la suite exacte longue de cohomologie

0— H™ (XIs aPs§(g)—t—1) —
=(s —1)g—1 .=(s —1)g—1,*
HO(XIS 7Ps§(g)—t) . HO(XIZ,;?JT;,!S(Q) )g 1317( ¢(0)—1)g—1 Psg(g)—t—1)

— H0<XIS 7P55(g)—t—1) — 0,

—_——

avec HO(XZ%;, Pig(g)-t) H'(XZ; 507 pjl_si‘fg)g 1HTZl &1 (o1, 1)) Posons

=(s¢(0)—1)g—1,*
Uy T P = ~ HTy, ¢ 5 (mo, -1, g (g)-1-1)
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avec
g—1 g—1
s (g)—t—1 = I {(se(0) — t — 1)7} ® Spehs§(g)—t—1(Wv,—l{—tT})-

On a alors

1)g—1 .= —1)g—1,* 1 —1)g—1,*
0—>A—>]1 (s¢(e)—1)g 11717(85(@) )g—1 PSE(Q) o — jlh(fi(@) )g— jlh(Sg(@) )91 Ps§(g)7t71 0
avec
Pie(o)—© j
se(0)g- T \¢ =s¢(0)g-
1h:- IHTZZ £, 1h (7Tv,—17 H85(9)> jlh e IHTZZ €, lh (7-[-”’_17 HS{(Q))

avec

s (o) ~ Ht{(sé(g)_t)g;l}®<Speh35(g)t1(7Tv,—1{_;})><7%,—1{8£<g) gt - 2}){—tg ; 1}7

et ou l'inclusion de la ligne du bas est donnée par

1 se(0) —t—2
by, 1) = Speh, (-1 {—3 1) x mf EELE),
Rappelons par ailleurs que la cohomologie de Py (,)—; (resp. de A) est isomorphe a celle de
pjljlss(g)g HTg, o3 (mo,-1, s () (vesp. a celle de PIt 1 e "HTy, ¢ 7 (m0, -1, 115 (p))). D’apres
la remarque précédente, on en déduit alors que la ﬂeche

(s¢(@)—1)g—1 .=(s¢(@)—1)g—1.*
H(XZ5,, Pag(o)1) — HO(XZ5,, 00,5 i Py i)
n’est pas stricte et que donc la torsion de
s =t
HO(XI 50 Psc(o)-t-1) = ' g(Q)H(XINU g 1h?*1HTZl§1h(7Tv,—1aHt))
n’est pas nulle.
O

Supposons a présent qu’il existe une représentation irréductible cuspidale 7, ¢ de o-type
0 telle que

0 < s¢(mop) — 1 < s¢(0) — m(o).

2.2.11. Proposition. — Sous les hypotheses précédentes et pour un niveau I assez pro-
fond, la torsion de

Hm@=setm)=t (o v @I g (o 1))
est non nulle.
Démonstration. — Par dualité, on est ramené a prouver que la torsion de
Heelm—)=m@)(x, Pjn P HT (00, 111)) (2.2.12)

est non nulle, ot on a posé gy = m(p)g_1 de sorte que m,o est une représentation de
GLy (Fy). Comme par hypothese s¢(m,0) —1 < s¢(my—1) —m(p) il résulte de la proposition
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que la partie libre de (2.2.12)) est nulle et on est donc ramené & montrer que (2.2.12)

est non nul.

2.2.13. Lemme. — Soient v > 0 et m,, une représentation irréductible cuspidale de
o-type w. Pour tout 1 <t < s, := LQ%J et pour tout i > s¢(0) — tgu,

HY(Xp5,, 75 " HTg (7y,4, 111))
est nul.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur t de s, a 1. Pour t = s,, on a
Pi I H Ty (Tpu, ) = gy "9 HTg (74, 115,) avec, d’apres la proposition dans le
groupe de Grothendieck des FF;-faisceaux pervers

F(§i HTy, (o, 11,) ) = guF (™" Ty, (7, 21, 11,,)).

Le résultat découle du corollaire en utilisant la suite exacte courte .
Supposons a présent le résultat acquis jusqu’au rang t + 1 > 2. Le méme raisonnement
que dans le cas t = s,, donne la nullité des Hi<X[,§U’j!:tguHTzl (7o, 1)) pour tout i >
S¢(my,—1) —tgy. On utilise alors la suite spectrale (2.2.5)) avec 7, = m,, : d’apres 'hypothese
de récurrence, tous les E"? sont nuls pour p > 0 et p+ ¢ > s¢(0) — tgu, ainsi donc que les
EPT1 de sorte qu’il en est de méme des Eg’q pour ¢ > s¢(0) — tgy, d’ou le résultat. ]

Reprenons la preuve du lemme ci-dessus pour u =0 et ¢ =1 : on a encore la nullité¢ des
H'((Xrs,, 73" HT, (7,0, 111)) pour tout i > s¢(0) — m(o) en revanche pour i = s¢(0) —
m(g), comme d’apres la proposition la partie libre de

@O (X ™ O H Ty (701, Tugg))
est non nulle, on en déduit que, pour un niveau I assez profond,
HSS (Q)_m(Q) (XI7§'U7 ]Fj!:m(g)971 HTZl (7_‘_”7_1’ Hm(g)))
et donc
Hs¢(@)—m(e) (X1s,, Fj!:gOHTZ (7w, Hm(g)))
est aussi non nul. Or comme par hypothese s¢(m,0) — 1 < s¢(0) — m(o), il découle de la
proposition 2.1.4] que la partie libre de
Hs&(@)—m(g)(XLgv , j!:go HTZ (71_%0’ Hm(g)))
est nulle, le résultat découle alors de (2.2.8)). O
Remarque : on notera que la preuve précédente montre linégalité s¢(m,o) — 1 <
se(0) — m(p) ainsi que le fait que s¢(m,0) ne dépend que de p. En ce qui concerne
le niveau fini I, il suffit qu’il soit suffisamment profond de sorte que la partie libre
de Hsﬁ(g)_m(@)(XI,gv,j!:m(g)g’lHTZ(m,,l,Hm(g))) soit non nulle, i.e. telle qu’il existe II
automorphe &-cohomologique avec
— 11, de la forme Speh, 5(g)(m,_l)x? pour 7, _; de réduction modulo [ isomorphe a p,

et
— ayant des vecteurs invariants non nuls sous /.
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2.3. Rappels sur les filtrations de stratification de V7. — Afin de filtrer efficace-
ment Wz, il est plus commode de commencer par découper Wz selon ses p-facteurs directs,
cf. [8] proposition 2.2.1 :

Uy o~ @ @ Yz,

1<g<d g€Scuspp, (9)

ol pour tout ¢ € Scuspp, (g), le facteur direct Wz , est libre et regroupe, apres tensorisation
par Q,, tous les faisceaux pervers d’Harris-Taylor associés a une représentation irréductible
cuspidale 7, de g-type u pour u > —1, au sens de la définition [I.1.6]

Rappelons alors la construction de la filtration de stratification de ¥z, introduite dans
[6]. Pour 1 < h < d, on note X%%f = XIZ%U - XIZ’;L:FI et

A<h . y1<h >1
7 : XI,EU — XI,EU‘

On définit alors
Fill (U7,) := Imy (P*j}ng’“*\DLQ — \Ifz,g),

ou l'image est prise dans la catégorie des faisceaux pervers libres
f — pC(XI,gu ) Zl) N p+C(XI,§U)Zl))

définie comme l'intersection des faisceaux qui sont pervers pour les deux t-structures p et
p+. Dans [5], on montre
— d’une part que les Filj(Vz,) sont en fait I'image dans la catégorie des p-faisceaux
pervers et
— chacun des gradués grj(¥z,) admet une filtration construite comme suit : on filtre
le faisceau localement constant j="*gr{(¥z,) de facon a ce que les gradués soient
des systemes locaux d’Harris-Taylor, puis on applique a cette filtration le foncteur
Jr " et on prend les images successives dans la catégorie des faisceaux p-pervers. Le
résultat principal de [5] est alors que les gradués obtenus sont sans torsion et sont
des p-faisceaux pervers d’Harris-Taylor.
Dualement, cf. [6] 2.2.6, on peut définir

Fil " (Uz,,) = Kery (Wg, — 71575170y ).
On obtient ainsi une filtration
0 = Fil;4(Vz,) C Fill"4(¥z,) C --- C Fil%(Vz,) = ¥z,

telle que, d’apres [5] par application de la dualité de Grothendieck-Verdier,
— les Fil_"(¥z,) sont obtenus comme les noyaux dans la catégorie des p+-faisceaux
pervers et
— chacun des gradués gr,"(Wz,,) est libre et muni d’une filtration dont les gradués sont
des p+-faisceaux pervers d’Harris-Taylor.
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2.4. Torsion dans la cohomologie de ¥;,. — Dans la suite on fixe

— o tel que m(p) =2 et

— une représentation irréductible cuspidale m, de o-type —1 avec s¢(0) > 4 maximal
ie. égal a [ﬁj.

— Pour II une représentation automorphe irréductible £-cohomologique dont la compo-
sante locale en v est de la forme Speh, (,(7,)x?, on fixe un niveau fini I tel que II
possede des vecteurs invariants sous I.

Remarque : comme s¢(0) > 3 est maximal, la propositions’applique. On notera aussi
que pour g le caractere trivial et & la représentation triviale, les hypotheses précédentes
sont vérifiées.

Comme précédemment on note ¥z ,¢ 1= ¥z, ® VZ,&'

2.4.1. Théoréme. — Sous les hypothéses précédentes et pour un niveau I assez profond,
pour un au moins des indices i € {2 — s¢(0),3 — s¢(0)}, la torsion de H'(X15,,Vi,e) est
non nulle.

Remarque : en ce qui concerne le niveau fini I de I’énoncé, il faut qu’il soit tel qu’il existe
IT automorphe &-cohomologique avec
— 11, de la forme Speh, <(0) (7rv,_1)><? pour 7, _; de réduction modulo / isomorphe a p,
et
— ayant des vecteurs invariants non nuls sous /.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps qu’il existe une représentation irré-
ductible cuspidale 7, 1 de o-type —1 telle que la torsion de

>(se(0)—1) ->(s¢(0)
HO(XI Svflh ” l’p Tn, ': o IHTZZ &, 1h(7Tv’_1’ HSE(@)—l))

est non nulle. Rappelons que

Fil} (V7,¢ ®7 Q) ~ @ Fil . (V7 @7, Q)

Ty,—1€Cusp(o,—1)

avec j' =9- 1]?TVS Q, (7Tv7_1, 7TU7_1) —» Fﬂ!l,m,_l(\pl,g,f ®Zl @l)
Reprenons alors, ligne a ligne, la preuve du lemme[2.2.10{en remplacant ?j It 1 2191y 17, ¢ 17 (o1, 11;)

par Filj (Uz,,¢). D’apreés [5], on a encore une série de suites exactes courtes
P = gy Fily (Pr ) —  Filj (¥7,¢)
P, = I e - h
P SN =(s¢(0)—1)g-1 ':(SE(Q)—I)g_l,*P s P
se(0)—1 J J se(0)—2 s¢(0)—2

tg—1

Les strates X7 ~" étant affines, on a toujours

HPeO(XT Fily (Ug,.)) = HY 7O (XL P oo HY(XES Pagg)-2)-
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De la suite exacte courte

—_—

0= Q®z Q — Pip-1 ®z7, Q — b pjfg(g)g*lHT@l,g(%,—l, I, (p) — 0,

Ty, —1€Cusp(o,—1)

avec Il (o) 1= Spehy, (,)(m,—1) et olt les constituants irréductibles de Q @z, Q, n’ont comme
précédemment pas de cohomologie, on en déduit la suite exacte longue de cohomologie

0—H" (Xzs s, Peg(o)—2) —
HO(XI L j:‘?g( )gfljfsg(g)gfl,*Psg(g)_l — HO(XI%U,jf(sé(g)_l)g’lj:(sﬁ(@)‘1)9*17*&5(@)_2)
— HY(XZ4, Ps(g)—2) = 0,
ou

<j:(S§(Q)—1)9717*PsE(g)_2) ®z, Q ~ @ HT@@(M,—M Spehsg(g)_l(ﬂu_l)).
Ty,—1€Cusp(o,—1)
On a alors

00— A — j!:(ss(Q)_l)g—lj:(s§(g)fl)g_l,*Psg(Q)_ pj!j(ss(.@) 1)971j:(s§(g)71)g_1,*Psé(g)_2 0

avec
A
B———=(C
et ou o
Bog, @~ @ i HTg (m 1, Tg)
Ty,—1€Cusp(o,—1)
et
C ®Z Q ~ @ pj;sg(g)g_lHTZ,g(Wvﬁb HSg(Q))a
Tru,71€CUSP(Qv—1)
avec

1 se(0) =t —2
Hs§(@) = Spehs§(g)—t—1(ﬂv,—1{—§}) X m,_l{#}.
On se retrouve alors dans la méme configuration de la fin de la preuve du lemme [2.2.10] ot
la fleche

HO(XI iy Pj —55(9)9 IHTZ{(WU,flstf(g))) N HO(X z g =(s¢ (9)—1)9—1j=(s§(9)71)971,*Psg(g)_2)

*

n’est pas stricte et ou donc la torsion de
H?7 (XL Fill, | (V1,)) ~ HY(XZ;,, Pa(o)-2)

est non nulle. Par ailleurs sur @, les constituants irréductibles de Wz, ¢/ Fil} (V7 ,¢) sont
des faisceaux pervers d’Harris-Taylor de la forme P(¢, 7)) (n) avec

— soit 7, est de p-type > 0,

— et sinon ¢ > 1.
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I1 résulte alors du corollaire et du fait que pour toute représentation 7, de p-type 0,
on ait s¢(my0) < se(0) — 1 que les Hi(Xzzév, Vz,/Fill (¥z,)) sont nuls pour i < 2 — s¢(p)
et sans torsion pour i = 2 — s¢(0), de sorte que la torsion de H? () (XIZ;-W, Uz,), est non
nulle.

On suppose a présent que pour tout 7, 1 € Cusp(g, —1), la torsion de

>(s¢(0)—1)g- >(s¢(0)—1)
HO(XI,g,fT: ! l’pjlh 'i - 1HTZZ§1h<7TvaS§(@)—1))

est nulle de sorte que d’apres la proposition [2.2.9, il en est de méme pour tous les

HO(X>tg LRt HTz, o (m, 1)),
2.4.2. Lemme. — La torsion de H(~ 1(XIS JFil} (U7 ,¢)) est nulle.

Démonstration. — On reprend les suites exactes courtes de la preuve du théoreme
que l'on écrit sous la forme de triangles distingués comme suit

T R (g ,pe) — Fill (z,,6) — Pi[1] ~

gy 97T Pyl — Pi[1] — Py[2) ~

=S, —1)g— — — *
o OO P o[se(0) =2 — Pucgo-alse(0) =2 — Pucoa[se(o)—1] ~
On obtient alors une suite spectrale

EY = HPM(XZ;, Fil (W1,,¢))

ot en posant Py = i Y'j79-1*Fil/(Uz,¢) et en notant que la cohomologie de

Puo)1[s¢(0) — 1] est, d'aprés[2.2.3] égale & celle de j; 6@ j=sel@o-12P,_,\ [s¢(0) — 1],
les E5? sont nuls sauf si 0 < ¢ < s¢(p) — 1 auquel cas on a

EB Hp+2q(X Sv’jr(qﬂ)g 1]7(q+1)9 14 P,).
Par hypothése et en utilisant le lemme [2.2.10] la torsion de
H2—85(@)(Xl>gv ' Pj,zg 1HTZl 5(m, Ty))

est nulle alors par dualité la torsion de H* 9)_1(X1>9v VPP HT, (my, ) est nulle
de sorte, qu’en utilisant le début de la preuve de la proposmon la torsion de
Hselo)— 1(X>gv e "HTz, (7, m,)) est nulle, et donc puisque

<j:971,*P0 = j:9717* Fﬂll(\l/I’g’g)) ®Zl @l ~ @ HT@Z’g(ﬂ-v,—hﬂ-v,—l)a

Ty,—1€Cusp(o,—1)

E;E(Q)fl’o est libre. On conclut en notant que, d’apres le corollaire , les E5? pour ¢ > 1
et p+ ¢ = s¢(p) — 2 sont nuls.
0
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2.4.3. Lemme. — Pour tout sous-GLy(F,)-module T1, de H*( (XIS CFill (W7 ,6)), le
support supercuspidal de sa réduction modulo [ ne contient aucun segment de Zelevinsky
de longueur s¢(p) relativement a o.

Démonstration. — Rappelons que sur Q, on a une surjection

Fil!l(\I’LQ,g) ®7z, Q — @ i 1HT (7Tv,—1> Ty, 1)

Ty,—1€Cusp(o,—1)
ou tous les constituants du noyau sont des faisceaux pervers d’Harris-Taylor de la
forme HTg (7rv7,1,Stt(7TU7,1)) ® =5 avec t > 1. Ainsi d’apres le lemme [2.2.6,
Hee)- Q(XIS ,Fil/ (U7,¢)) admet une filtration dont les gradués sont de la forme
Mo~ Q(XISU Py o "HTz, (Ty,-1,T,-1)). En particulier, il découle de I'hypothese faite
plus haut, que la torsion de H Sf(g)”(X%;y,Fill(\Ifzgg)) est nulle de sorte que la pro-
priété se lit sur Q;. Or sur Q,, Hsé(ﬁ’)_z(XIZév,p 0 "HTg, (-1, my,-1)) est de la forme
fait que le support cuspidal de Speh, 0)—1(0) est disjoint de celui de Spehsg(g)(g). ]

(my,—1)x7). Le résultat découle alors de la maximalité de s¢(p) et du

Rappelons que W7,/ Fil{ (U7, ¢) est & support dans X = g ' et que puisque m(p) = 2,

(572017 Wg o/ Fill (W7 6) ) @7, Q; ~ D HT(my -1, Sta(m0,-1)) © E71/7

Wv,flecusp(ga_l)

s> @ HT(7TU70,7TU70).

T0,0€Cusp(0,0)
On considere alors une filtration entiere
Ag = 729501, ¢/ Filf (Wr ) — Ay
avec Ay et A_; libres et tels que

Ap ®Zl @z = @ HT(%,O, Wv,o),

Ty,0€Cusp(,0)
et on note Py I'image de
Jr - "Ag — i 9 1]_29 v L@,S/ Fﬂll(qu,gyé) — qu,g,é/ Fﬂll(\pl,@,f)-
D’apres [5],
0— Py — Uz,e/Fil} (V7¢) — P —0

est une suite exacte courte de faisceaux pervers libres. D’apres la proposition [2.2.11] la
torsion de H* (9)*2(XIZ’§U, Py) est non nulle et sa réduction modulo [ est de la forme gy X
Spehs5 (0)—2(0)x7 et contient donc un segment de Zelevinsky de longueur s¢(g) relativement
a o. Il résulte alors des deux lemmes précédents que cette torsion est encore un sous-module
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de torsion de H*¢ (9)_2()(1S ,Q) ou @ est défini comme le produit fibré suivant :

1
o |
[
Y

i i

P P

En ce qui concerne P, il admet une filtration de stratification dont les constituants
irréductibles, sur @, sont ceux de Wz, auxquels on enléve en particulier ceux de
la forme 75! HT(m,,m,)) pour m, € Cusp(o,—1) U Cusp(p,0). On s’intéresse alors &
Heelo)- 3(X17§U, P). Commengons par son quotient libre que 'on peut écrire sous la forme

Hselo)— 3 @ H

ou II décrit les classes d’équivalences des représentations automorphes cohomologiques pour
¢ et ou HI[IT] désigne la composante isotypique correspondante. La composante locale en v
d’une telle représentation automorphe est de la forme Speh,(m,) avec m, une représentation
tempérée, i.e. de la forme Sty, (7, 1) % - - - x Sty (m,,) avec pour ¢ =1, --- | r, m,; irréductible
cuspidale et ot on rappelle que Speh,(m,) correspond, via la correspondance de Langlands
locale & la somme directe o(15%) @ -+ @ o(251) out o correspond a 7,. Pour que H|[II] soit
non nulle il faut, d’apres [4], que s > s¢(0) — 2. Par ailleurs comme rappelé au lemme [2.2.6
ne contribuent a H|[II] que la cohomologie de

(i) HT (my 1, St3(my —1)) pour I tel que 11, ~ Spehsg(g) (my) et m, > T, 1 X7 avec m, 1 €

Cusp(g, —1);

(ii) HT (my —1,Sta(my,—1)) pour s = s¢(p) — 1.

Or pour les contributions de (i) disparaissent dans H[I1] alors que celles de (ii) ont, apres
réduction modulo [, un support supercuspidal disjoint de celui de Spehsg( Q)(Q> et ne nous
intéressent pas.

Enfin en ce qui concerne la torsion de H 35(9)_3(X127§,U,P), d’apres ce qui précede, elle
admet une filtration dont tous les gradués sont des quotients issus des contributions (i) pré-
cédentes, i.e. en tant que GLg4(F,)-module, ce sont des quotients de [s¢(0) — 3, ?]mﬁl X7
D’apres le lemme suivant, la réduction modulo [ de ces gradués ne contient jamais gy X
Speh,, (,)—2(0) x? de sorte que la torsion de Hes@-2(xzZ1 5> UZ,0) est bien non nulle.

[

e

2.4.4. Lemme. — Pour tout s > 4, la réduction modulo | de [s¢(p) — 4, 3
pas comme sous-quotient Spehsg(g),2(g) X 0g.

)
Jro_1 m'admet

Démonstration. — Rappelons que par hypohtese o % o{1} et o ~ p{2}. Notons ¢

g{%}. Comme Speh (0) X go est aussi irréductible et donc isomorphe a la méme

se(0)—2
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induite mais relativement au sous-groupe de Levi opposé, de la réciprocité de Frobenius,
on en déduit une surjection

(Fz;)(Speh%(g)—Q(Q) X 00) —» Speh55(g)_2(0) ® 00,

op
Plse(@-29_1.50(2)9 1

et donc en composant avec Jper (Fy)> il existe une représentation ir-
9-1:(s¢(@)=2)9_1,5¢ (g1 ¥

réductible 0 que 'on ne souhaite pas préciser, telle que ¢’ ® ¢ est un constituant de
Jpor (5, (Speh, ) () X 00)-

9—1,5¢(0)9—1

. . . AR
En revanche tous les constituants irréductibles de Jpor " ) ([se(0) =4, 3], _,)
9—1,85¢(0)9—1 ’

sont de la forme 7rv7,1{&2)71 — 3} et donc, par compatibilité de la réduction modulo [ avec
les foncteurs de Jacquet, et comme o' % o'{1} = 7’1(71'1,7,1{%—3}), on en déduit bien que

<—
Spehsg(g),Q(g) X 0o 1'est pas un sous-quotient de la réduction modulo [ de [s¢(p) — 4, 3 ]M_IE.]

3. Congruences automorphes

Dans ce paragraphe, le niveau fini I considéré sera supposé maximal a la place v.

3.1. Algebres de Hecke. —
3.1. Notation. — Pour I € T un niveau fini, soit
T, ::Z{Twﬂ- cweSpl(d) eti=1,--- ,d},

Ualgébre de Hecke associée a Spl(I), ou T, ; est la fonction caractéristique de
d—i

GLd(Ow) diag(ww, s, Wy, 1, SR 1)GLd(Ow) C GLd(Fw)

Pour tout w € Spl(I), on note

d iz S
Prw(X) =3 (-1)iqu? T, X" € FX]

1=0

le polynéme de Hecke associé a m et
Sm(w) = {>\ € Tr/m =~ T, tel que Pp(N) = ()}7

le multi-ensemble des parametres de Satake modulo [ en w associés a m. Avec les notations
précédentes, I'image T, ; de T,,; dans T;/m s’écrit
i(1—1)

T’w,’i = quw 2 O-Z'<)\17”' 7)\d)

ot Sp(w) = {1, , \q} et o; désigne la i-eme fonction symétrique élémentaire.

3.2. Notation. — On notera alors m" 1’idéal mazimal de T défini par

i(1—4) _
Twﬂ' €Ty — Gw 2 O'i()\l_l, s ,)\Jl) e .
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On reprend a présent les arguments de [9)].

3.3. Définition. — On dira d'un T;-module M qu’il vérifie la propriété (P), s’il admet
une filtration finie

(0) = Fil°(M) c Fil'(M) --- C Fil"(M) = M

telle que pour tout k =1,--- ,r, il existe
— une représentation automorphe IIj, irréductible et entiere de G(A), apparaissant dans
la cohomologie de X735 a coefficients dans Vi,@z’ et telle que la composante locale
Iy, de I est ramifiée, i.e. (HM)GLd(O”) = (0);
— une représentation irréductible entiére et non ramifiée ﬁkw de méme support cuspidal
que IIj ,
— et un Tj-réseau stable T' de (II;7")"" ® ﬁkGﬁd(O”) tel que
— soit gr¥(M) est libre et isomorphe a T',
— soit gr*(M) est de torsion et un sous-quotient de I'/T” pour IV C T' un deuxiéme
T-réseau stable.
Le gradué gr®(M) sera dit de type i si en outre II;, est de la forme

Sti(x) X x1 X -+ X Xd—i

ol X, X1, ", Xd—i sont des caractéres non ramifiés.

Remarque : La propriété (P) est clairement stable par extensions, par sous-quotients et,
en remplacant la condition £-cohomologique par £Y-cohomologique, par dualité.

3.4. Lemme. — Soient h > 1 et M un sous-quotient irréductible de Hg‘h(ng”v,V&@)
(resp. de Hd_h(X%gv,Vé’@l)). Alors

— soit M vérifie la propriété (P) et est alors de type h ou h+ 1 (resp. de type h)

— soit M n’est pas un sous-quotient de Hd_h_l(ngjl, V&@l).
Démonstration. — Le résultat découle des calculs explicites de ces Q;-groupes de cohomo-
logie en niveau infini donnés dans [4] et on renvoie le lecteur a la présentation qui en est
faite au §3.3 (resp. au §3.2) de [7]. Précisément d’apres loc. cit., pour II* une représentation
irréductible de G(A™), la composante isotypique H™"(XZ2 | Ve @7 Q){I1>"} est nulle si
I1°° n’est pas la composante hors de oo d’une représentation automorphe &-cohomologique
I1. Sinon, on distingue trois situations pour la composante locale en v de II :

(i) soit IT, ~ St,(x,) x 7w avec h < r < d,

(ii) soit I1, ~ Speh,(x,) x 7, avec h <r < d,

(iii) soit IT, n’est pas d’'une des deux formes précédentes,
ou dans ce qui précede, x, est un caractéere non ramifié de F,* et 7/ une représentation
irréductible admissible de GL4_,(F,). Alors cette composante isotypique, en tant que re-
présentation de GLy4(F,) X Z, est de la forme

— dans le cas (i), a (Spehh(X{ horh) x Str,h(x{%})) X m ® =" (resp. nulle si r # h
et isomorphe a Sty () sinon);
— nulle dans le cas (ii) si 7 # h et sinon isomorphe a Spehy, (x.,) X 7.
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— Enfin, dans le cas (iii), la représentation de GL4(F,) obtenue n’aura pas d’invariants
sous GL4(O,).

Ainsi en prenant les invariants sous /, dans le cas (i) on obtient un T;-module vérifiant la

propriété (P) et qui est de type h ou h+ 1. Dans le cas (ii), le T;-module obtenu n’est pas

un sous-quotient de H4 "~ 1(X1>h+1 Ve,) et le cas (iii) ne fournit rien.
UJ

3.2. Torsion dans la cohomologie et congruences automorphes. — Supposons
a présent qu'il existe ¢ tel que la torsion de H*(X;gz,,Ve) est non nulle. Soit alors 1 <
h < d maximal tel qu’il existe ¢ pour lequel le sous-espace de torsion H i(X s, Ve)ior de
H"(ngl, Ve) est non nul. Notons que

— comme ngdv est de dimension nulle, alors h < d;

— d’apres le changement de base lisse, H (X[, V¢) ~ Hi(XI%;v, Ve) de sorte que h > 1.

3.1. Lemme. — Avec les notations ci-dessus, le plus petit indice i tel que la tor-
sion de Hi(XIS ,Ve) est non nulle est i = 0 et alors tout sous-module irréductible de

HO(XIZ’L?U, Ve)tor vérifie la propriété (P) en étant de type h + 1.

Remarque : le lemme et le suivant découlent du lemme [2.2.10]; nous allons cependant en
donner une preuve directe dans le cas de bonne réduction.

Démonstration. — Considérons la suite exacte courte de faisceaux pervers
0 = ins14Vez, pznnld — h = 1] — 57 =MV, Z, gz ld=h — Vez jon [d = h] = 0.
(3.2)

Les strates XE?U étant lisses et 72" étant affine, les trois termes de la suite exacte sont per-

vers et sont libres au sens de la théorie de torsion naturelle issue de la structure Z;-linéaire,
cf. [6] §1.1-1.3. Par ailleurs il résulte du théoréme d’Artin, cf. par exemple le théoréme 4.1.1
de [1] et, donc, de laffinité des strates X2, que les Hi(ngv,j! zhxy/ >n [d — h))

&2, X7,
sont nuls pour 7 < 0 et sans torsion pour ¢ = 0, de sorte que pour ¢ > 0, on a
0— H "NXFL, Veg ld—h]) — HH(XFEH Vg [d—h—1]) = 0, (3.3)
et pour ¢ = 0,
0— H X7y, Vezld—h) — HUXFL Vg [d—h—1]) —
HO(X75, g0 7" Vez,ld — b)) — H(X73, Vezld—h]) = - (3.4)

Ainsi si la torsion de HY(X7! s, Ve) est non nulle alors i > 0 et, en utilisant la dualité
de Grothendieck-Verdier, le plus petit tel indice est nécessairement ¢+ = 0. Par ailleurs la
torsion de HO(XT2,Ve) se releve a la fois dans HO (X7, Vi) et HO(X72H, Ve), lesquels

sont libres. Ainsi d’apres le lemme précédent, la torsion de H O(Xi?v, Ve) vérifie la propriété
(P) en étant de type h + 1. O
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3.5. Lemme. — Avec les notations précédentes, pour tout 1 < h' < h, l'indice h — h' est

le plus grand i tel que la torsion de H‘i(XEg, Ve)ior €st non nulle. En outre celle-ci vérifie

la propriété (P) en étant de type h + 1.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur h' de h a 1. Le cas h' = h est traité
dans le lemme précédant, supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang b’ + 1 et traitons
le cas de A/. On reprend alors les suites exactes avec h'. Le résultat découle alors de
et de 'hypothese de récurrence. ]

Le cas h' = 1 du lemme précédent, en utilisant le théoréme de changement de base lisse,
fournit alors 1’énoncé suivant.

3.6. Proposition. — Soit i mazimal, s’il existe, tel que la torsion de H (X5, Ve) est
non nul. Il vérifie alors la propriété (P) en étant de type i + 2.

3.7. Corollaire. — Soit m un idéal maximal de T; et i maximal s’il existe, tel que la
torsion de H (X1, Ve)m est non nulle. I existe alors une collection Il(w) indexée par
les places w de F divisant une place firée v de E au dessus d’un premier p € Spl(I), de
représentations irréductibles automorphes &-cohomologiques telles que :
— pour tout q € Spl(1) distinct de p (resp. ¢ = p), la composante locale en q de II(w) est
non ramifiée, ses paramétres de Satake auz places v au dessus de q (resp et distinctes
de w) étant donnés par Sy(v) ;

— la représentation 1l(w), est de la forme Stiio(Xwo) X Xwi X -+ X Xwd—i-2, OU
Xw,0, " s Xwd—i—2 Sont des caractéres non ramifiés de F,,.
Démonstration. — Considérons un sous-T-module irréductible M de H (X 1 Ve )m,tor-

Pour toute place w € Spl(I), d’apres le changement de base lisse, on a H (X7, Ve)m ~
H ”(X%;U, Ve)m. D’apres la proposition précédente ce module M vérifie la propriété (P)
en étant de type ¢ + 2 de sorte qu’il existe une représentation automorphe irréductible
&-cohomologique TI(w) telle que :
— sa composante locale en w est de la forme St;io(Xwo0) X Xw1 X -+ X Xwd—i—2, OU
Xw,0," " s Xw,d—i—2 sont des caracteres non ramifiés de F,;
— M est un sous-quotient de la réduction modulo I de II(w) et donc en particulier pour
toute place v différente de w, au dessus d'un p € Spl(]), sa composante locale en v

est non ramifiée avec pour parametres de Satake les éléments de Sy (v).
O

3.3. Synthéese. — Fixons
— une représentation irréductible algébrique ¢ de G de dimension finie,
— une place v € Spl et une Fj-représentation supercuspidale ¢ de GL, ,(F,) pour
1 < g4 <dtelle que

—sglo) = ;5] = 4et

— m(o) =2.
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— On choisit alors un niveau fini I tel qu’il existe une représentation automorphe irré-
ductible £&-cohomologique II ayant des vecteurs non nuls invariants sous [ et dont la
composante locale en v est de la forme Spehsg( g)(m)x? ou 7, est de p-type —1.

Soit alors m I'idéal maximal de T; défini par II de sorte que, d’apres le théoreme [2.4.1), il
existe un indice 7 pour lequel la torsion de H(X};, Vi)m est non nulle. Il découle alors du
corollaire qu’il existe une collection II(w) indexée par les places w de F' divisant une
place fixée au dessus d’un premier p € Spl([), de représentations irréductibles automorphes
&-cohomologiques deux a deux non isomorphes entre elles et telles que :

— pour tout ¢ € Spl(I) distinct de p (resp. ¢ = p), la composante locale en ¢ de II(w)

est non ramifiée, ses parametres de Satake aux places v' au dessus de ¢ (resp. et
distinctes de w) étant donnés par Sy (v');

— la représentation II(w), est de la forme St;io(Xwo0) X Xwi X *** X Xwd—i—2, OU
Xw0s " > Xwd—i—2 sont des caracteres non ramifiés de F,,.
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