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LA CONJECTURE DU FACTEUR DIRECT

YVES ANDRE

RESUME. M. Hochster a conjecturé que pour toute extension finie S d’un anneau com-
mutatif régulier R, la suite exacte de R-modules 0 — R — S — S/R — 0 est scindée.
En nous appuyant sur sa réduction au cas d’un anneau local régulier R complet non rami-
fié d’inégale caractéristique, nous proposons une démonstration de cette conjecture dans le
contexte de la théorie perfectoide de P. Scholze. Les deux ingrédients-clé sont le « lemme
d’ Abhyankar » perfectoide de [I] et I’analyse des extensions kummériennes de R par une
technique d’épaississement sur des voisinages tubulaires.

ABSTRACT. M. Hochster conjectured that any finite extension of a regular commutative
ring splits as a module. Building on his reduction to the case of an unramified complete
regular local ring R of mixed characteristic, we propose a proof in the framework of P.
Scholze’s perfectoid theory. The main ingredients are the perfectoid “Abhyankar lemma"
from [T]] and an analysis of Kummer extensions of R by a thickening technique.
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INTRODUCTION.

0.1. La conjecture du facteur direct, publiée par M. Hochster en 1973 [12], est I’énoncé
suivant, d’apparence élémentaire :

0.1.1. Conjecture. Soit R un anneau commutatif noethérien régulier. Alors pour toute R-
algebre commutative fidéle et finie S, 'inclusion R — S admet une rétraction R-linéaire,
i.e. R est facteur direct de S en tant que R-module.

Il revient au méme de dire que toute extension finie R < S est pure, i.e. universellement
injective, ou encore que .S est un générateur de la catégorie des R-modules.

Cette conjecture occupe une place centrale dans 1’écheveau des « conjectures homolo-
giques », issues des travaux de C. Peskine et L. Szpiro [22]], et qui structurent la vision
sous-jacente a bien des travaux d’algebre commutative depuis une quarantaine d’années
[13]. Le résultat suivant, qui synthétise les travaux de plusieurs auteurs, donne un apergu
de son caractere protéiforme.

Les énoncés suivants sont équivalentsﬂ :
(1) La conjecture du facteur direct vaut pour tout anneau régulier.

(2) Pour tout idéal I d’un anneau régulier R et toute extension finie S, = RN IS.

(3) Pour tout anneau local (noethérien) R, toute suite sécante maximale (x1,...,2q)
et tout couple (m,n) € N2, le monome (x1 -+ - x4)™ est dans I’idéal engendré par
. ..., xy sietseulement si m > n.

(4) Pour tout anneau local R d’idéal maximal wm, et tout complexe de modules libres de
type fini 0 — Fy — -+« — Fy — 0 tel que H;(F,) soit de longueur finie pour i > 0
et que Ho(Fs) \ mH(F,) ait de la torsion m-primaire, on a dim R < d.

Ils impliquent la conjecture des syzygies :

(5) Tout k-ieme module de syzygies M (d’un module de type fini sur un anneau local),
qui est de dimension projective finie mais non libre, est de rang > k.

0.2. La conjecture du facteur direct est un probléme local sur I? mais pas sur I’extension
S (probleme de recollement des rétractions). Si le degré de I’extension est inversible, il est
facile de construire une rétraction a 1’aide d’une trace divisée, ce qui établit la conjecture
lorsque R contient Q. C’est encore facile si I’extension finie est plate (donc fidélement
plate, de sorte que la suite exacte 0 — R — S — S/R — 0 se scinde), ce qui établit la
conjecture en dimension < 2, puisque toute extension finie normale de R est alors plate.
Le cas beaucoup plus ardu de la dimension 3 a été résolu par R. Heitman [[11].

Par ailleurs, sans I’hypothese de régularité, il est aisé de trouver des contre-exemples :
I'idéal (z +y) de R = K|z, y]/(xy) n’est le contracté d’aucun idéal du normalisé K [x] x
K|y]; la normalité ne suffirait pas, d’ailleurs ex. 1].

Hochster a démontré la conjecture en caractéristique p > 0 (voir 3.4 ci-dessous), et a
ramené le cas général au cas d’un anneau local complet non ramifié d’inégale caracté-
ristique (0,p) de corps résiduel k parfait, ¢’ est-a-dire, en vertu du théoréme de structure
de Cohen, au cas d’un anneau de séries formelles W (k)[[T1, . .., Ty]] a coefficients dans
I’anneau de Witt de k th. 6.1].

1. Une suite sécante maximale est un systeme de (dim R) générateurs d’un idéal dont le radical est Iidéal
maximal (“system of parameters" en anglais). Le rang d’un module de dimension projective finie (sur un anneau
local) est la somme alternée des rangs dans une résolution libre.

Pour I’équivalence (1) < (3), voir th. 6.1]. L'implication (1) = (2) est élémentaire : la pureté de
I’extension S entraine que R/I — S/IS est injectif ; pour la réciproque, voir [8]]. Pour (3) = (4), voir [13], et
pour la réciproque. L’implication (4) = (5), implicite dans [10], est explicitée dans [13].
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L’ objectif de cet article est de la démontrer en général, via cette réduction :

0.2.1. Théoreme. La conjecture du facteur direct est vraie pour W (k)[[T1, . .., T,]] (donc
aussi pour tout anneau régulier R).

Nous ferons usage de techniques « transcendantes » issues de la théorie de Hodge p-
adique, quittant délibérément le monde noethérien ou 1’algebre commutative est diserte,
pour le non-noethérien ot elle anndne.

0.3. Expliquons la stratégie de la preuve dans le cas analogue, mais beaucoup plus
simple, ot R = k[[Ty,...,T,]] et ot I'extension finie S de R est intégre et munie
d’un groupe fini G d’automorphismes tel que S¢ = R.

Latrace tr : S — R donnée par la somme des conjugués est non nulle, car I’extension
des corps de fractions est galoisienne ; néanmoins tr n’est pas surjective en général, donc
est impropre a fournir une rétractionde R <— S si p divise I'ordre de G.

La situation s’améliore en passant aux clotures parfaites : I’extension des corps de
fractions demeure galoisienne de groupe G, mais Iidéal non nul tr(S*/?™) de R'/P™
devient radiciel : tr(SY/P™) = (tr(S'/?7))/P™ . En particulier, tr(S'/?™) n’est pas
contenu dans I'idéal (Ty,Ty,...,T,)RYP”. Comme RY/P” est libre sur R de base
(I - ~T,T")m€(z[%]m[071[)n,+1, on en déduit I’existence d’un élément s € SV/P” et
d’un indice m tels que la projection de tr(s) sur le facteur R indexé par m soit égal a
oo S'Hgssl)

oo prnL

1. En composant les applications R-linéaires S — S'/P RYP™ "3 R, on

obtient la rétraction cherchée.

0.4. En inégale caractéristique, ott W (k) se substitue a k[[Tp]], la théorie de Hodge p-
adique suggere une approche analogue, en remplagant clotures radicielles par extensions
profondément ramifiées. Dans le cas de A := W (k)[[T4,...,Ty]], on peut par exemple

1

considérer A9, := W (k[T , ... ,TF]])@W(;C)IA(&, ot K9, est le complété de la Z,-
extension cyclotomique K3 = W (k)[(pe| de W (k).

Cette idée a déja été explorée par plusieurs auteurs, dont P. Roberts, puis K. Shimomoto,
B. Bhatt, O. Gabber et L. Ramero; elle a notamment permis a Bhatt [4] de prouver la
conjecture du facteur direct dans le cas ou B [%] est étale sur A[%] : dans ce cas, le théoreme
de « presque-pureté » de Faltings implique en effet que I’anneau des entiers (B ® 4 floo)"
est presque pur sur Ago , et un argument noethérien permet de passer de 1a a la pureté sur A.
L’argument s’étend d’ailleurs au cas ou B[%] n’est ramifié qu’au-dessus de 7 - - - T3, = 0.
0.5. Pourle cas général, le théoreme de Faltings s’avere insuffisant. Nous le remplacerons
par le « lemme d’ Abhyankar » perfectoide de [[1]], qui permet de traiter le cas ol B[%] est
ramifié sur A[%] le long d’un discriminant g € A quelconque.

Ce résultat affirme entre autre que quitte a adjoindre les racines p™-iémes de g et
prendre une fermeture [complétement] intégrale, [’ extension des anneaux d’entiers devient

« presque » presque étale finie modulo toute puissance de p - « presque » étant entendu au
sens olt I’on « néglige » tout ce qui est annulé par (¢,; — 1)g»’ pour tout j. Plus précisé-
ment, la fermeture intégrale 3° de g~ 7 Ao (gz%"’ )0 dans B®4 Ao <gr+°° ) [%] est presque
étale finie et pure sur A <gz%°° Y modulo toute puissance de p (th.32.T).

La presque-algebre intervient ici dans un cadre inédit ou 1’idéal idempotent n’est pas un
idéal de valuation. On a par ailleurs remplacé Ago par Ao (gz%"’ ) et, pour conclure, on a
besoin de propriétés de pureté ou de platitude de Ago — Ay (gp%" )e.

0.6. L’étude des extensions kummériennes A[(:, g# , %]" de A est notoirement difficile :
on sait que I’anneau des entiers de A[g%] (resp. A[g#]) est pur sur A mais, aprés adjonc-
tion d’une racine p-ieéme de I’unité, pas nécessairement plat sur A (resp. [23])). Notre
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approche consistera a travailler avec A (gz%'o )¢ directement, en I’ « épaississant », ¢’est-
a-dire en la voyant comme colimite complétée-séparée d’algebres de fonctions bornées
sur des voisinages tubulaires de 7' = ¢ dans le spectre analytique de AOO<TP;°°>, et en
exploitant le caractere perfectoide de telles algebres. En résumé, Ase (gr%"’y’ est presque
fidelement plate sur une certaine décomplétion A2 de AO , « presque » étant entendu ici
au sens ol I’on néglige ce qui est annulé par 1’idéal de valuation de K2, (th.Z53). On en

déduit assez facilement la pureté de A — A[(,i, g#, %]" (cor.226.T).

0.7. Comme 1’ont montré les travaux de Heitman et surtout Hochster, la conjecture du
facteur direct est proche de (et impliquée par) I’existence d’algebres de Cohen-Macaulay
(non nécessairement noethériennes) pour les anneaux locaux (cf. e.g. [15][16]). On peut
combiner les résultats esquissés ci-dessus aux techniques de pour établir cette exis-
tence.

0.7.1. Théoreme. Pour tout anneau local noethérien complet integre B d’inégale carac-
téristique (0, p), il existe une B-algébre C' de Cohen-Macaulay, i.e. telle que toute suite
sécante maximale de B devient une suite réguliére dans C.

Remerciements. Ma vive reconnaissance va a Luisa Fiorot, qui m’a fait connaitre la conjecture du
facteur direct fin 2012, et m’a expliqué son importance dans la problématique de la descente.

1. PRELIMINAIRES.
1.1. Commencons par deux lemmes aux confins de I’algebre noethérienne.

1.1.1. Lemme. Soient R un anneau noethérien, J un idéal et S une R-algébre plate (non
nécessairement noethérienne). Alors le complété-séparé J-adique S de S est plat sur R,
et pour tout module M de type fini sur R, le complété de Mg s’identifie a Mg. Si J est
contenu dans le radical de Jacobson de R (ce qui est le cas si R est J-adiquement complet)
et si S est fidelement plat sur R, alors S est fidelement plat sur R.

Démonstration. [1 Considérons une suite exacte courte 0 — My — My — M3z — 0
de R-modules de type fini. D’apres Artin-Rees, il existe m tel que pour tout n > m, en
posant Ny = My N3 My, la suite 0 — M7 /TNy — My /T My — M3 /T M3 — 0
soit exacte. On obtient encore une suite exacte en tensorisant avec la R-algebre plate .S,
puis, d’apres Mittag-Leffler, en passant a la limite sur n. Pu1sque Jn- mN 1 est coincé entre
J" My et 3"~ ™ M7, on obtient une suite exacte courte 0 — M1s — MQS — Mgs — 0.

Pour tout R-module de type fini M, le morphisme Mg — Ms s est surjectif, et on déduit
de ce qui précede, en prenant une présentation de M, qu’il est en fait bijectif. On déduit de
1a et de la suite exacte précédente que S est plat sur R.

Supposons ensuite qu’on ait Mg = 0. Alors (M/IM) ®r S = M ®r (§/38) = 0.
Si S est fidelement plat, on a M = JM. Si J est contenu dans le radical, ona M = 0
d’apreés Nakayama, et on conclut que S est fidelement plat sur I?, ce qui achéve la preuve
du lemme. ]

2. ce lemme apparait sous diverses formes et avec diverses preuves dans la littérature, par exemple th.
0.1]; la preuve qui suit est plus élémentaire que celle de loc. cit. . L’énoncé est a premiere vue surprenant dans le
cas ot S n’est pas séparé ; il ne dit rien d’ailleurs sur le séparé de .S.
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1.1.2. Lemme. Soient R est un anneau noethérien, J un idéal, S une R-algébre fidelement
plate (ou pure), et R un idéal idempotent de S contenu dans JS. Alors pour tout s € RN K,
il existe r € J tel que (1 — r)s = 0. En particulier, si R est local et RN & # 0, alors
J=R

Démonstration. Pour tout n > 1, 8 = K" est contenu dans (JS)" = J"S. Par platitude
fidele (ou pureté),ona RN (JS)" = RN (J" ® S) = 3™ [BL 1, §2, n. 6, prop. 7]. Donc
R N 8 est contenu dans N J™. On conclut par le lemme de Krull. O

1.2. Voici quelques rappels et compléments sur la localisation de Weierstrass des al-
gebres de Banach uniformes (i.e. dont la norme est équivalente & la norme spectrale asso-
ciée [} 2.2]).

Soient K un corps complet pour une valuation non-triviale, A un élément non nul de
I’anneau de valuation K°. Soient B une K-algeébre de Banach uniforme, et f un élément
de la boule unité B<q. Alors B {{} est définie comme le quotient de B(U) par 1’adhérence
de I’'idéal engendré par A\U — f ; c’est une algebre de Banach pour la norme quotient (non
nécessairement uniforme). En fait, cet idéal est fermé [19, prop. 2.3], de sorte que

(L.1) 8Ly = B0 - 1),
Si f est non-diviseur de zéro dans B, \U — f I’est aussi dans B(U).

1.2.1.  Supposons que |K] soit dense dans |B| (ce qui est le cas si la valuation est non
discrete). Pour tout élément w € K°°, la topologie de B<; est la topologie w-adique [}
sor. 2.3.1].

Supposons que la multiplication par f soit isométrique dans B (ce qui est en particulier
le cas si la norme de B est multiplicative et | f| = 1). Alors le quotient B<1(U) /(AU — f)
est sans wo-torsion : en effet, il suffit de voir que tout élément annulé par A est nul ; or si
> b U™ releve un tel élément, I'équation (Y- by, U™) = (AU — f) >0 amU™, am €
B<1, implique que A divise tous les a,,, puisque la multiplication par f est injective modulo
. Onadonc (AU — f)B<1 = (AU — f)B)<1, etil en découle que

(1.2) B{§}§1 =B<1(U)/(\U - f)

si la valuation de /C et discrete, et

(13) BiL)e = Bawi/ov -

sinon, en utilisant la notation ()¢ de la presque-algebre dans le cadre (K°, K°°), qui se
traduit ici par B¢ := ﬂ n 1B sor. 2.3.1].
nekeo
La formule (LI) montre par ailleurs que B<1(U) /(AU — f) est w-adiquement séparé,
i.e. (AU — f) est fermé dans B<1(U). On en déduit I’égalité

-

(14 Bay(U))/(00 - f) = Bail),

avec le complété w-adique de Bgl[§] C B. En effet, le méme argument que ci-dessus
montre que B<1[U]/(AU — f) est sans w-torsion, de sorte que la suite

(1.5) 0~ WU f)BalU] = Bi[U] > Baa[2] 0

est exacte. Elle induit comme d’habitude par complétion une suite

-
—

(1.6) 0= (AU = f)B<1[U] = B<1(U) %Bgl[g] -0
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exacte a droite et olt I'image de (AU — f)B<1(U) est dense dans le noyau de B<{(U) —

B<1 [{] ;orona (AU —/f)\Bgl [U] = (AU— f)B<1(U) etlasuite (L6) est exacte a gauche ;
et puisque (AU — f)B<1(U) est fermé dans B<1(U), on conclut que la suite (L6} est exacte.

< [f] ne change pas, & isomorphisme pres, si I’on
|A | ( esp Aen X tel que [A| = |N|), 'isomorphisme
= AN f' = f) € B«

L algebre B<1(U)/(A\U — f)

change f en f' tel que |f — f/| <
étant induit par U — (U + h) ot h

2. EXTENSIONS « KUMMERIENNES » DE W (k)[[T1, . .., Ty]]-

2.1.  Pour tout corps p-adique K, on note K° I’anneau de valuation et K°° I'idéal de
valuation.

Soient k un corps parfait de caractéristique p, K le corps des fractions de I’anneau
des vecteurs de Witt W (k). Considérons la tour cyclotomique Ko, = UK avec K; =
Ko[Cps]. Le complété p-adique K est alors un corps perfectoide : I’endomorphisme de
Frobenius de K o /p est surjectif (voir §3.1, 3.2] pour les définitions et résultats de
base concernant les corps et algebres perfectoides).

2.2.  Comme dans I’introduction, posons
2.1) A:=W(k)[[Ty,...,T,])
et fixons un element nonnul g € A.

Posons K"[[T“]][ o] = K7 [[ij : Trf%]][ /(17" — g) et

1

22) Ay = K92 i)

Lorsque (7, k) varie dans N2, on obtient un double systéme inductif de K-algebres, dont
les morphismes de transition sont les inclusions naturelles. On permet la valeur co pour
I’un des indices (ou les deux), en prenant la réunion indexée par les valeurs finies de cet
indice.

23. On note Aj; la fermeture intégrale de A dans Ajj,. Cette Kj-algebre contient

1
KJO[[TSP;]][ ] et vérifie Aj, = A;’k[ ]. Elle est noethérienne et p-adiquement compléte
si (j,k) € N2, Si j = oo, elle est réunion croissante d’algebres A;?, & qui sont noethé-
riennes, intégralement fermées dans Aj/ ., et finies les unes sur les autres, donc elle est
complétement intégralement fermée dans A..x (i.e. tout élément de A.ox dont les puis-
sances sont contenues dans un sous-AY_, -module de type fini appartient a A2_, ). On note
Aook le complété p-adique de A2 ,
Pourj' < j, k' <k,ona Af = A N Ajiy, et Ay = A.

Pour j € N,ona A5, = K?[[TZ2 v wJ]- Le systeme (A%, ); est a fleches de transition finies
et plates, de sorte que A9, est fidelement plate (en fait libre) sur chaque Afy. D apres le

lemme LTIl A2, est ﬁdelement plate sur chaque A%;, donc aussi sur AOO

Ona A%, = W(k[[TZ’ ]])®W(k)Koo [T ex. 3.2.3 (2)] (nous n’en ferons pas usage).
2.4. Puisque A7, est completement intégralement fermée dans Ao, et que |Koo| est
dense dans R, il existe une unique norme de K. -algébre sur A dont A7 , est la
boule unité, et cette norme est spectrale (i.e. multiplicative pour les puissances) [1, sorite
2.3.1 (4)]. Si I’'on munit les A;;, de la norme (spectrale) induite, la boule unité est A?k, et
lorsque (j, k) varie, les fleches de transition du systeme (A$; ) (les inclusions naturelles)
sont isométriques [[I} sorite 2.3.1 (2¢)].
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Les Ao sont multiplicativement normées, mais ce n’est pas nécessairement le cas de
Aji sik # 0. Lidéal A%, de A? , formé des éléments topologiquement nilpotents est
un idéal premier idempotent égal a KOO A2 4 [l 2.2.1,2.2.2].

oo “tool

2.5. Nous renvoyons 2 [I, §1] pour un résumé des notions de presque-algebre utilisées
dans la suite (notamment §1.5 pour les changements de cadre).

2.5.1. Théoreme. Dans le cadre (K2, K°), A9, est presque fidelement plate sur A%,

Démonstration. Comme Ko, est un corps perfectoide, il existe w € K o tel que |p| <

|zw| < 1 et admettant des racines w7 e K2 on le fixe, ainsi qu'un élément =’ € K2,
tel que || < |@’| < 1. Si B est une K,-algébre de Banach, on note B° I’anneau de ses
éléments de puissance bornée ; on a donc B<; C B?, avec égalité si BB est spectrale.

Commencons par établir quelques formules, exprimant Agm en termes d’une triple
colimite complétée. D’apres [} cor. 2.9.2], on a un isomorphisme canonique

T—g}O

p—;
olt Aoy (TP%c ) le complété p-adique de Ao [Tz%”] (c’est aussi le complété pour la norme

(2.3) A9, 5 colimy Ao (T7){

[e.e]e o}

multiplicative de Gauss), et colim le complété p-adique de la colimite [[1, §2.6.3]; on a
(2.4) Ao (T7)° = A9 (T77) = Ao (T7 )<1.
etT — g estde norme 1.

Nous allons tirer parti de ce que Aooo est une Km—algébre perfectoide (c’est celle
notée A dans [ ex. 3.2.3 (2)]), donc Aoo()(Tp%") aussi [} ex. 3.2.3 (1)], et du fait
qu’on dispose d’apres Scholze d’une description en presque-algebre des boules unité des
localisations d’algébres perfectoides. En effet, selon [20, cor. 6.7 i], il existe 11m élé-

ment f; e Ao, o(T» ), congru & T'— ¢g modulo @’ et admettant des racines fiﬁ dans
A (Tp ), tel que

A T— g 7\ fz
25 Ao (T7= ~ A o
@5 Tt SEEY W S TE L
En outre, selon [20, lemma 6.4], le morphisme canonique /1000<TP%°°>0[(£—1)P%°] —
Aooo(T z%'o>{ 7’: £ 19 est un presque-isomorphisme :
@6) Ao (TP [ L1 yor = (Ao o) (L) 7))

w' o0 w'

ol Agoo<T"%°>[(£_l)”%] .= colimy, A% (T7 >[(£)ﬁ] C AOO()(TP;“) Par ailleurs, le
morphisme canonique

T o fl Lk Ao s fl o
colimy, Ao (T () ] — colimy, (Ao (T7)[(=5)7])

wl
est un isomorphisme, comme on le vérifie immédiatement par réduction modulo " pour
tout . En combinant ceci aux formules (2.3) (2.6) et (T.4), on obtient

Tw 9yoa = colimy, (Ao (T'7 >[(w1

. a1
2.7 Acco (T7){ ) )e

> colimy, (A% (T# U>/<w#U — f))e.
Fixons (7, k). Comme flgOO(TP;“ U)/(w U fz ") ne change pas si I’on remplace
1

oF A 1 Lo
fi”k par tout élément de A2 ((7'»= ) qui lui est congru modulo w »*, on peut le remplacer
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L . . = <14
parun fi € A?()(T »7) pour j assez grand. On peut aussi remplacer w»* par un élément
w;, € Kjo de méme norme, de sorte que

Q28)  AS(TF U (@i U — f;7F) = A2 (T7°,U) /(wixU — fir).

Par ailleurs, comme AOO()(TP%ﬂ est perfectoide (spectrale), pour j assez grand, il existe

1
gk € A5y(T»") tel que gik = g modulo w. On peut aussi supposer qu’une uniformisante
w; de K7, vérifie
1
2.9) ;| = &' > |win].
Le morphisme canonique
— 1 ~ 1
(2.10) colim,; A?O (T, UY/(wirU — fir) = A% (T?=,U)/(wiU — fir)
est un isomorphisme, comme on le voit aisément par réduction modulo ]}, pour tout n.
L L
Enfin, rappelons qu’en vertu de (L2) et de ce que A% (T'»" ,U) = A;o(T* ,U)<1,0na

fik

Wik

2.11) A (T, U) [ (@irU — fir) = Ajo(T» ){—}<1.
Ceci établi, venons-en a la platitude.
1
Commengons par I’anneau noethérien A% (T »* ,U)/(wiU — fix). D apres le critere
de platitude par fibres sur A%, il s’agit de vérifier que

1
a) Ajo(T# >{j;+’;} est plate sur A ; or, le spectre analytique de Ao est réunion crois-
sante des polydisques affinoides de rayons r € |K2°|, et pour une telle algebre de Tate B,
B (T% ){ L=} est méme plate sur B,.(T#7 ) [3l prop. 2.2.4]; et

Wik

b) A?O(TE,UW(WZ-;CU — fik @) = A?O(TF,U>/(fik,wj) est plate sur A%, /w;

4 k 1
or dans A% (T'»7), on a les congruences f; = fi = T —g = (T — gr)?" mo-
dulo @', d’ou fi, = T — gr modulo w; ; ceci donne A;?O(Tﬁ,Uﬂ(fik,wj) =

(Ajo/wj)[Tﬁ , U]/(TPL’c — gk), qui est libre sur A%, /oo ;.

L.t .
Ainsi Ajo(T# ){ é“jc }<1 estplate sur Af,. Comme Af, est locale, le quotient par m 45,

de A§O<Tﬁ,U>/(wikU — fir) est k[Tj,U]/f_}k ol f;), est 'image de fix dans k[Tﬁ],
et comme f;;, n’est pas inversible dans k[TP%] puisque fﬁ: = T — g, ce quotient est non
nul. Donc A (Tp% " ZJ;%Z’L }<1 est fidelement plate sur A%,.

Dés lors, il en est de méme de colim; Ao <Tp%>{£; }<1 sur colimj A%y = A g, c’est-
a-dire sur chaque A%,. D’apres le lemme[I.1.] la colimite complétée est encore fidelement
plate sur A2 ,, donc Ago()(T%w , U>/(w#’c U- flz%’“) est fidelement plate sur A%, d’apres

00
Q.8) et @10
De méme, la colimite (en k) complétée est fidelement plate sur A9 ;. Compte tenu

de (@), on obtient que Ao (T #Hu}oa est fidelement plate sur A%, dans le cadre

(K2, K2%), ou ce qui revient au méme, dans le cadre (A2, A%, = K22 A%,,) [} §1.5].

Dans ce dernier cadre, I’adjoint & gauche ( )i du foncteur de localisation () pour les AZ_,-
algebres respecte la platitude fidele [[7, 3.1.3], donc AOO0<T1%'°>{T79 19 est fidelement

ot
plate sur AZ_,. Ces algebres forment un systéme inductif (en 7). Appliquant derechef le
lemme [Tl on obtient que la colimite complétée est fidelement plate sur A% ;. En vertu

de @3), on conclut que A% __ est fidelement plate sur A%%,. O
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2.6. Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la suite, expliquons comment en déduire
de la pureté :

2.6.1. Corollaire. Pour tout (i, j, k), A5, — Ay est pur.

Démonstration. 11 suffit de montrer que AZ___ est pur sur A2
sur chaque A%,.

Comme les AJQO sont finis plats les uns sur les autres, A9 _, est cohérent [3L 1, §2, ex. 12].
Soient alors M un AZ_,-module de présentation finie, et N un quelconque sous-module de
type fini de ker (M — M ® a9 Ao ). Comme A2 est cohérent, N est de présentation

finie. Comme Agm est presque fidelement plat sur A2, (th. 23.0), donc presque pur,
A?_ . est aussi presque pur sur A2, donc IV est presque nul : son annulateur J contient
K gg . Or J est un idéal de présentation finie, donc provient d’un idéal J; de I’'un des A%, :
J =75 ®ac,  Aly- Comme AZ , est fidelement plat sur I’anneau local A%, on conclut
par le lemme - (avec £ = A%, et J = J;) que J; = Af, et que N = 0. Donc

M — M ®as_, A%, estinjectif. O

2.0 puisque ce dernier est pur

2.6.1. Remarque. Si g est sans facteur carré (dans 1I’anneau factoriel A[%]) et non divisible
parles 1}, les Ajj et A?k sont des anneaux normaux.

Si +g n’est pas produit d’'un mondme en les 7}, et d’une puissance p-ieéme dans A, on
peut montrer, en utilisant le lemme de Capelli-Vahlen, que A;;, est intégre. Si ¢ mod.
p n’est pas produit d’un mondme en les T}, et d’une puissance p-ieme dans A/p, on peut
montrer que la norme de A, est multiplicative.

En général, méme sous les hypotheses de (1) et (2), il est trés difficile de déterminer les

anneaux AJ &> €t plus encore leurs propriétés relativesﬁ; voir pourle cas 5,k < 1et
23] pourlecasj < 1,k > 1.

2.6.2. Remarque. Dans la suite, nous n’aurons besoin de ce théoréme que modulo les
puissance de p, ce qui permet de se dispenser des subtilités sur les complétions.

3. APPLICATION DU LEMME D’ ABHYANKAR PERFECTOIDE.

3.1.  Soit B une extension finie de A, et prenons g € A\ pA de sorte que B[ ] soit étale
sur A[ ] Pour prouver la pureté de A < B, on peut supposer B integre [IJ__2|, lemma 3],
et méme que B[ ;| soit une extension galoisienne de A[ 5] Comme A est intégralement
fermé dans A[ l, A/p — B/p™ est injectif pour tout m € N.

La K, oo-algebre AOOOO est perfectoide [I, §3.6.2]. Notons AOOOO,, la A2 -algebre dé-

duite de Agooo par application de la localisation dans le cadre (A2, K2 A2, ) suivie de
son adjoint a gauche, comme ci-dessus. Comme cette opération respecte la platitude fi-
dele, il découle du th. 251 que A%, est fidelement plate sur A, donc aussi sur A
(eten particulier sans A-torsion). D aprés la formule (2.2.26) de [7]], ¢’est la sous-algebre
Ao+ K 00 fo_ de A° en particulier, elle est stable par multiplication par tout élé-

(oo} OOOO [ee]e ) ’

ment de (wyg) e

3.2. Considérons la fermeture intégrale 3° de gfp;“’ 1210 o dans la AOOOO[ |-algebre étale
finie B ® 4 Aoooo[ ] (galoisienne si 1’on veut). Le morphisme canonique B ® 4 AOOOO,, —

B®y Aoooo [E] se factorise a travers un morphisme B ® 4 AOOOO!! — B? (qui devient un
isomorphisme apres inversion de pg).

3. il n’est déja pas facile de déterminer Q(A;1)° a cause de la ramification féroce éventuelle ; cf. [24] pour
une approche algorithmique - ¢’est dans cet article oublié qu’est introduite la terminologie « féroce » (fierce).
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Voyons Agm et B° comme des K3 [Tvgé-algébres via T»" + g»" . Un fragment du
lemme d’ Abhyankar perfectoide [[I} th. 0.3.1] s’énonce :

3.2.1. Théoréme. Dans le cadre (K2, [TP%],TP%" Kgg[TP%]), et pour tout m € N, le
morphisme A% [/p™ — B°/p™ est presque fidélement plat, donc presque pur. O
3.2.2. Corollaire. Dans le cadre (K2, + Kgg[Tp1 1, T KOO[TP 1), et pour tout m €
N, le morphisme A%, __,,/p™ — (B ®a A% ..1)/D™ est presque pur.

En effet, ’énoncé du théoréme, qui porte sur les Agm /p"™-modules, équivaut a
I’énoncé analogue dans le cadre (K% + K2° [Tz%'“] T7= K"O[Tz%"‘]) puisque la presque-

nullité y a le méme sens ; et dans ce cadre-ci, A2___,, est presque isomorphe a A - Donc
CXmo,,/p — B"/p y est presque pur, de méme que Aoooo,,/p — B®a Aoooo,,/p
a travers lequel A%, __,,/p™ — B°/p™ se factorise. O

3.3. Fixons provisoirement m > 2, notons avec une barre la réduction modulo p™ pour
alléger, et démontrons que la classe e de I’extension 0 - A — B — B/A — 0 est nulle
en combinant les deux théorémes précédents, suivant une idée de B. Bhatt [4].

Comme flgooo,, est (fidelement) plat sur Aet Bde présentation finie sur A,ona
EXt (B/A A) ®A Aoooo" - Eth((B ®A oooo")/Aoooo" ’ Agooo!!)‘

Le corollaire joint au lemme [5.3.1] implique que e ® 1 est annulé par g~ K 2,
Appliquons alors le lemme[l.1.2] avec

R=A,3J=AnnjAe, S = AOOOO,,, = prggAgm,,
Notons que JS = Ann - floooo,,(e ® 1) puisque Agooo,, est plat sur A, de sorte que

JS contient K. Puisque R N R # 0 (il contient la classe de pg), on conclut que J = R,
c’est-a-dire e = 0.

3.4. On a donc obtenu I’existence d’une rétraction de A/p™ — B/p™ pour tout m. Il
en est donc de méme pour A/(p™, Tg:) — B/(p™, Tﬁ:). Un argument de type Mittag-
Leffler dd a Hochster [12, p. 30], basé sur le fait que ces rétractions forment un torseur
sous un A/p™-module artinien, permet de conclure que A — B admet une rétraction.

4. ALGEBRES DE COHEN-MACAULAY.

4.1. Soient B un anneau local noethérien de caractéristique résiduelle p, mp son idéal
maximal, et z = (x1,...,24) une suite sécante maximale (d = dim B). Soit C' une
extension non nécessairement noethérienne de B.

4.1.1. Definition. (1) On dit que C' est de Cohen-Macaulay pour (B, x) si C' # mpC
et si z devient une suite réguliere dans C.

(2) Onditque C estune B-algebre de Cohen-Macaulayﬁ si elle est de Cohen-Macaulay
pour (B, x) pour toute suite sécante maximale .

(3) Supposons que C' contienne une suite compatible de racines p""-iemes d’un élé-
ment 7 non diviseur de zéro dans C. Suivant P. Roberts, on dit que C' est presque
de Cohen-Macaulay pour (B,Lm%'“) si dans le cadre (C, ﬂP%C), C n’est pas
presque égale a mpC' (i.e. mpC ne contient pas W#) et si x devient presque
une suite réguliere dans C' (i.e. pour tout i@ = 0,...,d — 1, ((x1,...,2;)C :
2;i41C)/(x1, ..., 2;)C est annulé par 7).

4. le cas galoisien suffit.

5. “big Cohen-Macaulay algebra" ou “balanced big Cohen-Macaulay algebra" dans la littérature anglo-
saxonne.
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On «passe » de (1) a (2) en complétant C' mg-adiquement [2| th. 1.7], et de (3) a (1)
grice a la technique des modifications partielles de Hochster [14], qui peut se résumer
comme suit. Une modification partielle de degré n d’un B-module M relatif a (B, z) est
un homomorphisme M — M’, ou, étant donnée une relation x;  1m;11 = Zzl T;m; a
coefficients dans M, M’ := M[Ty,...,Til<n/(Mit1 — Zzl x;T;) - M[Th, ..., Til<n—1.

4.1.2. Proposition. Soit B un anneau local noethérien de caractéristique résiduelle p. Si
1
B admet une algébre presque de Cohen-Macaulay C pour (B, x, 77> ) (pour une suite

sécante maximale x de B et une suite de racines w»™ d’un non-diviseur de zéro dans C),
alors B admet une algebre de Cohen-Macaulay.

Démonstration. [[14] 11 est loisible de remplacer C' par W_P%C, qui est encore presque
de Cohen-Macaulay pour (B, z, WP%'O). Considérons une suite finie M = (M; := B —
My — -+ — M;) de modifications partielles de degré n relatives a (B, ). Le lemme
crucial [14}, 5.1] (ot I’on prend ¢ = T pour m arbitraire) permet de construire pas a pas
un diagramme commutatif de B-modules, partantde My = B — C':

My
\d
Mg\{
N
e
v/

M,.

Comme C' # mpC, ona My # mpM,. Lorsque (n, ¢, M) varie, la colimite (filtrante)
des M est alors une algeébre de Cohen-Macaulay pour (B, z). Passant au complété m -
adique, on obtient une algébre de Cohen-Macaulay pour B. O

Voici un moyen commode pour construire des algebres presque de Cohen-Macaulay.
Soient B, z, C' comme au début du §4.11 et supposons que C' contienne une suite compa-
tible de racines p"*-iemes d’un élément 7 non diviseur de zéro.

4.1.3. Lemme. Supposons que les x; soient contenus dans un sous-anneau A C B, local
de Cohen-Macaulay, tel que B soit un A-module fini. Alors C' est presque de Cohen-
Macaulay pour (B, x, WP%'O) si et seulement si elle I’est pour (A, x, T ). C’est le cas si
I’une des conditions suivantes est vérifiée :

a) (m) N A # 0 et C est presque isomorphe, dans le cadre (A[ﬁp%], WP%A[TFP%]), a
une A-algebre fidélement plate (ne contenant pas nécessairement B).

b) (m)NA ¢ x1A, C est sans x1-torsion, et C'/x1C est presque isomorphe, dans le
cadre (A[TFP%], WP%A[WP%]), a une A/xq1A-algebre fidélement plate.

Démonstration. Comme m 4B est mp-primaire, C' n’est pas presque égale a mpC' si et
seulement si elle n’est pas presque égale a m 4C, d’ou la premiere assertion. C’est le cas
si C (resp. C'/x1C) est presque isomorphe & une A-algébre (resp. A/x1 A-algebre) fide-
lement plate C” car sous les hypothéses en vigueur, I’image de 77 dans C' ne peut étre
contenu dans m 4C’ en vertu du lemme [[.1.2}

Par ailleurs, ((x1,...,2,)A : x;414)/(z1,...,2;)A = 0 puisque A est de Cohen-
Macaulay, donc ((x1,...,2;)C" : i1 C")/(x1,...,2;)C" = 0 et ((z1,...,2;)C :
2;41C)/(x1,...,2;)C = 0 est annulé par 77 . On conclut de méme dans le cas (b), rem-
plagant A par son quotient de Cohen-Macaulay A/x1 A et (x1,...,2;) par (xa,...,2;).
O
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4.2.  Venons-en au th. Supposons désormais en outre que B soit complet integre de
car. (0,p). Soient n+ 1 sa dimension, k son corps résiduel et A C W(kz%“’) son anneau de
coefficients. Le choix d’une suite sécante maximale z de B avec 21 = p? permet d’écrire
B comme extension finie de A := A[[T1,...,Ty]], ou T; s’envoie sur x;1. Il est loisible
de remplacer k par k7 et A par V[/(kzv%c ), ce qui nous place dans la situation du §3.11
Soit g € A\ pA tel que B[i] soit étale sur A[i]. Avec les notations de[3.2] prenons
1

4.1) C .= B°, T = (wg)?™.

Alors (1)NA = pgA ¢ p?A,la Agooo” -algebre C est sans p-torsion, et C'/p?C est presque

isomorphe, dans le cadre (A%, ., (wg)v%c 19 1), a (C/p*C)§ qui est fidelement plate

ocooo!!

sur A/p?A par les th. 231l et 3211 On conclut du lemme 1.3 que C' est presque de

Cohen-Macaulay pour (B, z, WP%). Par la prop. il existe donc une B-algebre de
Cohen-Macaulay. O

4.2.1. Remarque. Le th.[07.1] implique directement la conjecture monomiale (point (3)
du §0.1)), qui est équivalente a la conjecture du facteur direct. Cela en fournit une seconde
preuve, ot le lemme d’ Abhyankar perfectoide n’intervient que modulo p?.

La conjecture qui contréle tout I’écheveau des conjectures homologiques prédit la fonc-
torialité faible des algébres de Cohen-Macaulay. Les techniques précédentes devraient per-
mettre de traiter le cas d’un homomorphisme local injectif d’anneaux locaux noethériens
complets integres d’inégale caractéristique (0, p), mais le cas général semble requérir une
nouvelle idée.

5. APPENDICE : PURETE.

Comme la conjecture du facteur direct est un énoncé de pureté (au sens d’injectivité
universelle), nous rassemblons ici quelques résultats concernant cette notion.

5.1. Sous-modules purs et modules générateurs. Soient R un anneau commutatif uni-
taire, /N un R-module. On dit qu’un sous-module M C N est pur si pour tout [2-module
P, P — P ®p S est injectif. Comme tout module est colimite filtrante de modules de
présentation finie, on peut se borner aux modules P de présentation finie.

5.1.1. Lemme. [18 I1.2]

(1) M C N est pur si et seulement si pour tout module de présentation finie P,
Homp(P,N) — Homp(P, N/M) est surjectif.

(2) En particulier, si N/M est de présentation finie, M C N est pur si et seulement si
M est facteur direct de N.

(3) Si N est plat, alors M est un sous-module pur si et seulement si N/M est plat. O
Un R-module M est générateur si tout R-module NV est engendré par les images des
applications RR-linéaires de M dans V.

5.1.2. Lemme. [6 §5, n.2, Th. 1] M est générateur si et seulement si R est facteur direct
d’une puissance M™ (en particulier M est fidéle). O
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5.2. Extensions pures d’anneaux. On dit qu’un monomorphisme d’anneaux R — S est
pur (ou encore que la R-algebre fidele S est pure) si R est un sous- R-module pur de S :
autrement dit, pour tout R-module (de présentation finie) P, P — P ®p S est injectif.
En passant par I’algébre symétrique sur P, on voit R < S est pur si et seulement si il
est universellement injectif, i.e. R' — S @ R’ est injectif pour toute R-algébre R’ (et on
peut se limiter aux R’ de présentation finie puisque toute R-algebre est colimite filtrante
de telles algebres).

5.2.1. Proposition. (1) Les monomorphismes purs sont stables par composition, pro-
duit, changement de base, et colimite filtrante. En outre, si un composé R — S — T
est pur, il en est de méme de R — S.

(2) Si R — S est fidelement plat, il est pur.

(3) Supposons que S soit de présentation finie en tant que R-module. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) R — S est pur,

(b) R — S admet une rétraction R-linéaire, i.e. le sous-R-module R C S est
facteur direct.

(c) S est un R-module générateur,

Le point (1) est formel, ¢f: [21], prop 1.2]. Le point (2) découle du point (3) du lemme
5111 compte tenu de ce que R < S est fidelement plat si et seulement si S/ R est plat.
Les implications (a) = (b) = (c) de (3) découlent en effet directement des lemmes
précédents, et (b) = (a) est banale. Pour (¢) = (b), noter que pour tout couple (s, §) €
S x Homg(S, R) tel que $(s) = 1g, la composition de la multiplication par s dans S et
de s est une rétraction de R — S. |

5.3. Remarque. Notons f : Spec.S — Spec R le morphisme associé a R — S et f* :
Modr — Modg le foncteur de changement de base. Alors f est plat si et seulement si
[ est exact, tandis que f est pur si et seulement si f* est fidele (ce qui équivaut ici a
conservatif, i.e. reflétant les isomorphismes), cf. [21]].

5.4. Un critere de pureté de Hochster. Voici une variante de 6.3et6.1 (2=195)].

5.4.1. Proposition. Soient R un anneau local (non nécessairement noethérien) d’idéal
maximal w, et r un élément de wm tel que R soit r-adiquement séparé.

Soit o un endomorphisme local de R tel que R soit libre sur o(R) et que ﬂ (c™(m).R)

soit contenu dans r R. Soit enfin S une extension de R telle que o se prolonge en un endo-
morphisme injectif de S.

Considérons les conditions

(a) R < S est pur,

(b) R — S admet une rétraction R-linéaire,

(c) Le dual SV := Homp(S, R) est non nul.

On a les implications
(¢) & (b) = (a).
En outre (a) = () si R est (noethérien) régulier et S entier sur R.

Démonstration. L'implication (b) = (a) + (c) est triviale.

Prouvons (¢) = (b). Soit A € SV \ {0}. Comme R est r-adiquement séparé, on peut,
en divisant A\ par une puissance convenable de r, supposer qu’il existe s € S tel que
A(s) ¢ rR; quitte a précomposer A avec la multiplication par s, on peut méme supposer
A(1) ¢ rR. Nl existe alors m tel que A\(1) ¢ " (m)R. Comme R est libre sur ™ R (qui est
un anneau local d’idéal maximal o™ (m)), il existe un facteur direct (libre) de type fini M
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tel que A(1) € M\ 0™ (m)M, et on peut donc trouver d’aprés Nakayama une forme o™ R-
linéaire p sur N qui envoie A(1) sur 1, qu’on prolonge & R par 0 sur un supplémentaire de
M. La restriction a ™S de u est alors une rétraction o R-linéaire de ¢S sur ¢ R.
Par transport de structure via ¢”, on obtient une rétraction R-linéaire de S sur R.
Prouvons ensuite (a) = (c) si R est régulier et S entier sur R. S est alors colimite
filtrante de sous-R-algebres finies S, qui sont pures. Si d est la dimension de Krull de
R, le groupe de cohomologie locale H¢ (R) est non nul, et s’injecte dans H¢ (S,,) puisque
R — S, est scindé. Par passage 2 la colimite, HZ (.S) est non nul. Soit alors £ 1’enveloppe
injective du corps résiduel de R. Par dualité locale, HZ (S) s’identifie 8 Homg(SV, E),
donc SV est non nul. O

L’implication (¢) = (b) fournit une preuve trés courte de la conjecture du facteur direct
en caractéristique p > 0 6.2], en prenant r = 0 et o égal a ’endomorphisme de
Frobenius, qui est plat si R est régulier et fini si R est local complet de corps résiduel
parfait.

5.5. Presque-pureté. Soit (U, m = m?) un cadre tel que m := m ®g m soit plat sur
0. Soient R une Y-algebre, et N un R-module. L’adjoint & gauche ( )y = m & (). de la
localisation () est exact et commute a ® [[7, 2.2.24, 2.4.35].

On dit qu’un homomorphisme presque injectif A/ — N de R-modules est presque pur
si pour tout R-module P, P — P ®p S est presque injectif (ici encore, il suffit de tester
sur les modules P de présentation finie). Cela équivaut a dire que M C N\ est pur. Si
M’ est un module intermédiaire (avec M’ — M presque injectif), M — M’ est encore
presque pur.

5.5.1. Lemme. Si M C N est presque pur, alors pour tout R-module de présentation finie
P, Hompr(P,N) — Homp(P, N/M) est presque surjectif. En particulier, si N/M est
de présentation finie sur I’anneau R (au sens usuel), M est alors presque facteur direct de
N, et donc la classe de N dans le R-module Ext'(N/M, M) est presque nulle.

Démonstration. D’aprés le lemme[5.10l M C N est presque pur si et seulement si pour
tout R-module de présentation finie P, Hom g (P, N{*) — Hompg(P, N{* /M) est surjec-
tif, donc Homp(P, N) — Hompg(P, N/M) est presque surjectif. Si N/M est de présen-
tation finie, on peut prendre P = N/M, d’ol I’existence, pour tout € m, d’un élément
f € Homp(N/M, N) dont la projection dans Endg(N/M) est 7 - id. a

Un homomorphisme de *J-algebres R — S est presque pur s’il I’est en tant qu”homor-
morphisme de R-modules. Si un composé R — S — T est presque pur, il en est de méme
de R — S.
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