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LE « LEMME D’ABHYANKAR » PERFECTOIDE
YVES ANDRE

RESUME. Nous étendons le théoreme de « presque-pureté » de Faltings-Scholze-Kedlaya-
Liu sur les extensions étales finies d’algebres perfectoides au cas des extensions ramifiées,
sans restriction sur le discriminant. Le point clé est une version perfectoide du théoreme
d’extension de Riemann. Au préalable, nous revenons sur les aspects catégoriques des
algebres de Banach uniformes et des algebres perfectoides.

ABSTRACT. We extend Faltings’s “almost purity theorem" on finite etale extensions of per-
fectoid algebras (as generalized by Scholze and Kedlaya-Liu) to the ramified case, without
restriction on the discriminant. The key point is a perfectoid version of Riemann’s exten-
sion theorem. Categorical aspects of uniform Banach algebras and perfectoid algebras are
revisited beforehand.
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2 YVES ANDRE

INTRODUCTION.

0.1. La théorie des extensions presque étales de G. Faltings trouve sa source dans les tra-
vaux de J. Tate sur les extensions profondément ramifiées de corps locaux, et son aboutisse-
ment dans I’étude de la cohomologie étale p-adique des variétés algébriques ou analytiques
sur un corps p-adique (cf. e.g. [8]][24]]). Elle utilise le langage de la « presque-algebre » in-
troduit par Faltings & ce propos, dont le principe consiste, dans le cadre (0, m) constitué
d’un anneau et d’un idéal idempotent, a « négliger » les U-modules annulés par m [13].

Cette théorie a été renouvelée par 1’approche perfectoide de P. Scholze. Un corps K
complet pour une valuation p-adique non discrete, d’anneau de valuation K° et d’idéal de
valuation K°°, est dit perfectoide si I’élévation a la puissance p est surjective sur K°/pk°.
Une K-algebre de Banach A est dite perfectoide si elle est uniforme (i.e. si la sous-X°-
algebre A° des éléments dont les puissances sont bornées est bornée), et si 1I’élévation a la
puissance p est surjective sur A°/p.A°.

0.2. Le théoréme de « presque-pureté » de Faltings, sous la forme générale que lui ont
donnée Scholze d’une part [29], et K. Kedlaya et R. Liu d’autre part [19], affirme que si
A est une KC-algeébre perfectoide et B une A-algébre étale finie, alors B est perfectoide et
B est presque étale finie sur A° dans le cadre (K°,K°°), de sorte que tr;/ 4 envoie B°
presque surjectivement dans A si B est un .A°-module fidele.

0.3. L’objectif de I’article est de généraliser ce théoreme au cas ramifié, en s’inspirant du
lemme d’ Abhyankar. Rappelons que dans la situation d’un anneau local régulier d’inégale
caractéristique (0, p) et d’une extension finie plate, ramifiée le long d’un diviseur a croise-
ments normaux défini par une équation pg = 0, d’indices de ramification premiers a p, ce
lemme assure qu’on peut « rendre 1’extension étale » sans inverser pg, par 1’adjonction de
racines de pg d’ordre divisible par tous les indices de ramification, suivie du passage a la
fermeture intégrale.

Notre résultat principal peut étre vu comme un analogue perfectoide du lemme
d’ Abhyankar, sans hypothese de croisements normaux ni condition sur les indices de ra-
mification, au prix de remplacer « étale » par « presque étale » (dans un cadre qui, contrai-
rement a 1’'usage, n’est pas celui d’un anneau de valuation et de son idéal maximal).

0.3.1. Théoreme. Soit A une algébre perfectoide sur un corps perfectoide IC de caracté-
ristique résiduelle p. On suppose que A contient une suite de racines p™ -émes compatibles
d’un élément g € A° non diviseur de zéro, ce qui permet de voir A° comme ICO[TP;“]-
algebre en envoyantTﬁ sur gz% On se place dans le cadre (K° [TP;“’], T Ko [TP;“’])

Soit B' une A[é]-algébre étale finie.

(1) Il existe une plus grande algébre perfectoide B comprise entre A et B, telle que
Pinclusion A — B soit continue. On a B[%] = B, et B° est contenue dans la
fermeture intégrale de gfp%"Ao dans B’ et lui est presque isomorphe,

(2) Pourtoutm € N, B°/p™ est presque étale finie sur A°/p™ (et B"[%] est presque
étale finie sur Ao[é] dans le cadre (K°,K°°)).

(3) Si B’ est un A[%]-moduleﬁdéle, le morphisme trace trB//A[%} envoie B° presque

1
surjectivement dans g~ »>= A°.

Ce résultat présente un double aspect heuristique : pour toute extension finie d’une
algebre perfectoide, i) la ramification géométrique est presque supprimée par adjonction
des racines p*°-iemes du discriminant, complétion et passage a une fermeture intégrale
(en analogie avec le lemme d’ Abhyankar), et i1) il en est alors essentiellement de méme de
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la ramification arithmétique (ce qui étend le théoreme de presque-pureté de Faltings et al.
qui traite du cas géométriquement non ramifié).
En ce qui concerne le point (2), on peut naturellement se demander si B° est presque

étale finie sur A°. C’est plausible, mais nous ne I’avons pas démontré, le probleme étant
celui de la presque finitude de B sur A°, cf. rem.5.2.11

0.4. Nous démontrerons ce théoréme a partir du cas étale, appliqué aux « localisations
affinoides » A{?}, A € K9\ 0 (c’est-a-dire, en termes géométriques, aux complémen-
taires de voisinages tubulaires du lieu des zéros de g dans le spectre analytique de A). Le
passage crucial a la limite A — 0 repose sur des résultats du type « théoréme d’extension de

j
Riemann » : pour (A, g) comme ci-dessus, lim A{p—}o est la fermeture complétement
J— 0 g

intégrale de A° dans .A[%], qui n’est autre que g_p%c A° (th.[4.2.2).
Inversement, étant donné un systéme projectif d’algebres perfectoides (A7) qui se dé-

.l .
duisent les unes des autres par localisation (Az{p—} = A’) et contiennent les racines

-
gz%’", I’algebre de Banach uniforme A = (lim A7°)[=] est presque perfectoide (i.e.
j—o0 p
I’élévation a la puissance p est presque surjective sur .A°/p.A°) (th.[E.4.2).

0.5. Tl nous a paru nécessaire de faire précéder la preuve de ces résultats d’un examen
approfondi, assorti de maint exemple, des techniques de construction et des aspects catégo-
riques des algebres de Banach uniformes et des algebres perfectoides. Ces deux catégories
admettent limites et colimites, et le plongement de celle-ci dans celle-1a admet un adjoint
a droite. Les colimites s’y calculent donc de méme maniére, mais pas les limites (cf. §3.9).
C’est le nceud du probleme dans les passages a la limite ci-dessus.

Nous ferons grand usage de techniques galoisiennes (cf. 3.4 3.2), qui permettent
entre autre de simplifier la preuve du théoreme de « presque-pureté ».

0.6. Le théoreme [0.3.1] fournit un moyen aussi économique que général pour associer a
toute K-algébre affine ou affinoide réduite une algébre (presque) perfectoide a I’aide d’une
normalisation de Noether, en adjoignant les racines p>-iemes des coordonnées et d’un
discriminant, complétant et prenant une fermeture intégrale. Dans une certaine mesure,
ce moyen libere la construction d’algebres perfectoides du « carcan torique » habituel (cf.
54).

Dans un article suivant, nous appliquerons le lemme d’ Abhyankar perfectoide a 1’étude
de la conjecture du facteur direct de M. Hochster en algebre commutative.

Remerciements. Je suis trés reconnaissant a O. Gabber de m’avoir envoyé toute une liste d’erreurs,
corrections, simplifications et suggestions (les éventuelles erreurs restantes sont évidemment de ma
seule responsabilité). Je remercie aussi B. Bhatt et P. Scholze de leur intérét pour ce travail.

Je remercie le Laboratoire Fibonacci et la Scuola Normale Superiore de Pise ou j’ai effectué une
partie de ce travail dans les meilleures conditions.
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1. PRELIMINAIRES DE PRESQUE-ALGEBRE.

Nous ferons appel a quelques résultats de cette théorie initiée par G. Faltings et déve-
loppée dans I’ouvrage fondamental de O. Gabber et L. Ramero [13].

1.1. Cadre. Un cadrell pour la presque-algebre consiste en la donnée d’un anneau com-
mutatif unitaire U et d’un idéal idempotent m = m?,

Comme dans [13]], nous supposerons que m := m Qg m est plat sur 0. Cette hypothese
est stable par changement de base [13} rem. 2.1.4], et plus faible que la platitude de m (qui

~ . . . 1 N L
entraine m = m). La platitude de m est acquise si m est de la forme 77 0, ol (77" ) est
une suite compatible de racines p’-iemes d’un élément 7 non-diviseur de zéro de 1I’anneau
0 (cas qui suffirait dans la suite de 1’article).

1.2. U°%-modules. La catégorie des U*-modules (ou (¥, m)%-modules, s’il y a lieu de
préciser) est la catégorie des U-modules localisée par la sous-catégorie de Serre des mo-
dules de m-torsion : un U-module est presque nul s’il est annulé par m.

On a Homga (M, N) = Homg(m @y M, N), cf. [13] §2.2.2].

On dit qu’un morphisme de U-modules est presque injectif (resp. presque surjectif) si
son noyau (resp. conoyau) est annulé par m; cela revient a dire qu’il est un monomor-
phisme (resp. épimorphisme) de 2J*-modules.

La catégorie des U®-modules est abélienne. En particulier, un morphisme de U-
modules est a la fois presque injectif et presque surjectif si et seulement s’il est un presque-
isomorphisme. Le foncteur de localisation M +— M?, qui est I’identité sur les objets,
admet

— un adjoint & droite : N — N, := Homgya (0%, N) (module des presque-éléments),

— un adjoint a gauche V) := m ®sg N,.

En particulier, il commute aux limites et aux colimites. On a en outre (N,)* = N et
(M%), = Homgs(m, M) (qu’on écrira parfois abusivement M, pour alléger). Le foncteur
()« n’est pas exact a droite, mais N — N’ est un épimorphisme si et seulement si NV, —
N est presque surjectif.,

1.3. Lemmes de Mittag-Leffler et de Nakayama. Le lemme de Mittag-Leffler vaut dans
ce contexte : si (N™) un systéme projectif de UB*-modules dont les morphismes de transi-
tion sont des épimorphismes, alors lim N™ — N est un épimorphisme. Cela se déduit du
cas des U-modules en appliquant successivement les foncteurs exacts a droite ( )y et ()*
(dont le composé est I’identité de 2U*-Mod).

Au demeurant, la catégorie abélienne 20“-Mod est bicomplete (i.e. admet limites et
colimites) et admet 0 comme générateur, les produits d’épimorphismes y sont des épi-
morphismes, donc les lim’ se comportent comme dans la catégorie des groupes abéliens
; en particulier, elles s’annulent pour ¢ > 1 dans le cas d’un systéme indexé par un en-
semble ordonné dénombrable. La localisation commute aux lim* , qui se calculent comme
conoyau du télescope habituel.

La version du lemme de Nakayama pour les modules complets vaut aussi dans ce
contexte ([13] lem. 5.3.3]) : soir J un idéal de U et soit f : M — N un morphisme
entre U*-modules J-adiquement complets ; alors f est un épimorphisme s’il I’est mod. J.

En effet, on a un diagramme commutatif a fleches horizontales épimorphiques

9730 @3 M/IM —— grsM

1®fl lgTﬁf

9730 @5 N/IN ——— grsN,

1. “Basic setting" dans loc. cit.
2. I'existence et les propriétés de ()« font partie de la théorie générale de la localisation ; en revanche,
I’existence de ()i est spécifique a la presque-algebre.
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donc I’hypothese entraine que gry f est un épimorphisme. Ceci implique que M /J" M I
N/3™N est un épimorphisme, de méme que ker f,, 11 — ker f,, par le lemme du serpent.
Passant a la limite, f est donc un épimorphisme d’apres Mittag-Leffler.

1.4. 0“-algebres. Les U*-algebres sont les monoides dans U*-Mod. Le foncteur ( )*
envoie U-Alg vers U%-Alg et admet (la restriction de) ( ). comme adjoint a droite. Il
admet aussi un adjoint & gauche noté ( )y §2.2.25].
La catégorie U%-Alg admet des sommes amalgamées, et (B Qg €)* =2 B Qg €7,
Si 2 est une Y*-algebre, on définit des catégories A-Mod et A-Alg 2.2.12]. Le
foncteur ( )® envoie 2(,.-Alg vers A-Alg et admet ( ), comme adjoint a droite.

Rappelons que la catégorie des K-algebres (associatives commutatives uniferes) admet
des (petites) limites et colimites, et que le foncteur module sous-jacent préserve les limites,
ainsi que les colimites filtrantes. Via ( )%, il en est de méme pour les presque algebres. Une
décomposition en produit fini B = [] B; correspond a un systéme complet d’idempotents
orthogonaux e; € B,.

La catégorie A-Mod admet un produit tensoriel ®g, qui induit le coproduit de 2A-Alg.

Soit ¢ : A—B un morphisme dans U*-Alg. C’est un monomorphisme si et seulement
si ¢, est presque injectif ; on dit alors que B est une extension de 2.

1.4.1. Exemple. La presque-algebre s’introduit naturellement dans le contexte suivant.
Soient K un corps complet pour une valuation non discréte, 20 = K son anneau de valua-
tion, m = KC°° son idéal de valuation, zo un élément non nul de m, et 2 une U-algebre sans
w-torsion ni élément infiniment cw-divisible. On peut alors munir la C-algebre 2[[%] d’une
norme canonique, dont la boule unité, en général distincte de 2( mais presque isomorphe a
2, est (A)2, cf. sorite 23T (2b).

1.5. Recadrage. Au rebours de la pratique en presque-algebre, dans le présent travail,
le cadre ne sera pas fixé une fois pour toutes ; au contraire, nous utiliserons de maniere
essentielle des changements de cadre (U, m) — (', m’) (homomorphismes d’anneaux
envoyant m dans m’). Le foncteur exact de restriction des scalaires U’-Mod — U-Mod
induit un foncteur exact
(', m")*-Mod — (U, m)*-Mod;

siY =Y =w’, c’est le foncteur ( )*. On a de méme un foncteur (Y', m’)*-Alg —
(20, m)?-Alg, qui est I'identité sur les anneaux sous-jacents. Si 2l correspond a 2l par ce
dernier foncteur, on a des foncteurs de recadrage

A'-Mod — A-Mod, A'-Alg — A-Alg

qui sont I’identité sur les objets (vus comme modules, resp. algebres, sur 1’anneau sous-
jacent a ) ; si Y = Y’ = w', il s’agit encore du foncteur ( )*. Ces foncteurs sont des
isomorphismes si m engendre m’, puisque la presque-nullité d’un module sur 1’anneau
sous-jacent a 2 n’est pas modifiée. On a une transformation naturelle de recadrage

Homgy (ﬁ’ll, N) — Homgy (Iﬁ, N)

entre foncteurs des presque-éléments et des presque-éléments du recadré, respectivement.
Heuristiquement, le sens de « presque » devient plus grossier par recadrage (passage de
m’ 2 m), mais ne change pas si I'image de m engendre m’.

1.6. Platitude. Un 2(-module M est dit plat si ’endofoncteur — ®@g M de A-Mod est
exact.

On dit que ¢ est (fideélement) plat si B ®q — : A-Mod — B-Mod est (fidele) exact;
¢ est plat (resp. fidelement plat) si et seulement si 8B est un 2(-module plat (resp. ¢ est un
monomorphisme et B /2l est un A-module plat [13] 3.1.2 (vi)]) - c’est le cas en particulier
si ¢, est plat (resp. fidelement plat). En outre, ¢ est fidelement plat si et seulement si ¢y
Iest 3.1.3 ii]. Toute colimite filtrante d’extensions (fidelement) plates est (fidelement)
plate.
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1.7. A-Modules projectifs finis. Passons a de plus subtiles propriétés qui, contrairement
aux précédentes, ne sont pas purement catégoriques.

1.7.1.  Soit 2 une *U*-algebre. Un A-module P est projectifﬁniﬁ si pour tout 7 € m, il
existe n € N et des morphismes P — 20" — P dont le composé est 171 p (cette notion ne
dépend que de la classe d’isomorphisme de P dans 2(-Mod).

Il revient au méme ([[13} 2.3.10 (i), 2.4.15]) de dire que

(a) P est presque projectif, i.e. pour tout module N, et tout i > 0, mExt! (P, N) = 0,

(b) P est presque de type fini, i.e. pour tout ) € m, il existe un morphisme A — p
de conoyau annulé par 7.

1.7.2. Remarques. (1) Tout module P presque projectif est plat 2.4.18], et fidelement
plat si P est un 2-module fidele (i.e. A — End(P)* est un monomorphisme)ﬁ.

(2) Si P est projectif fini, il en de méme de ses puissances extérieures. On dispose d’un
morphisme trace trp/4 : (End P)* — A 4.1.1].

(3) Soit 2’ une 2A-algebre fidelement plate. Alors 3 est un 2-module projectif fini si et
seulement si P ®g A’ est un 2’-module projectif fini 3.2.26ii].

1.7.1. Lemme. Soit J un idéal de 2 pour lequel 2 est J-adiquement complete. Alors tout
module projectif fini P est J-adiquement complet.

Démonstration. B 11 s’agit de voir que P — P = lim P/3™ est un isomorphisme. Pour
tout € m, il existe n € IN et un diagramme

Lo

ou les deux fleches composées horizontales sont la multiplication par 7 et la fleche verticale
du milieu est un isomorphisme. Chassant, on trouve que le noyau et le conoyaude P — P
sont annulés par 7. m|

r+1 r
1.7.3. Un A-module projectif fini P est de rang (constant) rsi [\ P = 0et /\
est un 2-module inversible 4.3.9]. D’apres 4.4.24], un tel module est localement
libre de rang 7 pour la topologie fpqc (nous n’utiliserons pas ce résultat).

1.8. 2A-algebres étales finies. Une 2(-algebre B est étale finie (resp. étale finie de rang r)
si (a) B est un A-module projectif fini (resp. projectif fini de rang r),

(b) B est non ramifiée, i.e. on a une décomposition de A-algebre B Rg B =2 B x €
dans laquelle la premicre projection (dans le membre de droite) s’identifie au morphisme
de multiplication jg5 : B @9 B — B.

Sous (a), la condition (b) équivaut a la platitude de juss 3.1.2vii, 3.1.9].

1.8.1. Remarques. (1) Toute extension étale finie 2 — B est fidélement plate.

(2) Si ‘B est étale finie sur 2, on dispose d’une trace T'rg /9 : B — A (morphisme de 2A-
modules) définie comme trace de I’endomorphisme de multiplication par b. Il commute au
changement de base, et la composition avec la multiplication de 8 induit un isomorphisme
de B sur son dual BY 4.1.14] (d’ou aussi un isomorphisme entre 5, et son 2(,-dual).
Si B est une extension €tale finie, c’est un épimorphisme 4.1.7,4.1.8,4.1.11].

3. Nous adoptons les simplifications terminologiques de Scholze 4.10,4.13] ; ce n’est d’ailleurs pas la la
définition de loc. cit. mais c’en est une caractérisation cf. [13} lemma 2.4.15].

4. Le critere équivalent donné dans 2.4.28] est que le morphisme « dual » End(P)* — 2 soit un
épimorphisme.

5. voir aussi 5.3.5].
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(3) Soient 2, B deux A-algebres. On suppose A — 2 fidelement plat. Alors B est étale
finie (resp étale finie de rang r) sur 2 si et seulement si B Qg A’ I'est sur A’ 2.4.18,
3.2.26 (i)].

1.8.2. L’ «équivalence remarquable » de Grothendieck vaut dans ce contexte, du moins si
1

m est de la forme 77> U et si 2 soit m-adiquement complete : la réduction modulo 7 induit

alors une équivalence entre A-algebres étales finies et 2/m-algebres étales finies th.

5.3.27].

1.9. Extensions galoisiennes.

1.9.1. Soient 4l <— B << € des extensions, et soit X un ensemble de %2A-
homomorphismes de B vers €. On a alors un morphisme canonique de ¢-algebres
BeaC— [[ € b@cr (x(b)e)yex -

xeX
En particulier, si G un groupe fini de 2-automorphismes de B, on a un morphisme

canonique de ‘B-algebres (pour I’action a droite de B sur le membre de gauche)
BoaB > [[ B, bl = (HOY)sec.

yeG
Si n est I'ordre de G, et si I’on numérote les éléments de G pour identifier le groupe de ses

permutations a &,,, le produit en couronnef &, 1 G agit par 2-automorphismes de [] B
via (Ua (717 cee a'yn))(blv ceey bn) = (70*1(1)(170*1(1))7 -y Yo—1(n) (bcrfl(n)))'
On note ‘B la 2A-algebre des G-invariants de B (en tant que 2-module, c’est le noyau

de s SN @),
G

1.9.2. On dit que I’extension A < B est galoisienne de groupe G si BE = A et si le

morphisme canonique B Qo B — H B est un isomorphisme (de ‘B-modules a droite).
G
Comme ( ) commute aux limites, il revient au méme de requérir que (%B,)% = 2, et que

(B R B). — H B, soit un isomorphisme. Le groupe G x G d’automorphismes de
G

B Qg B = H B s’identifie alors a un sous-groupe de &,, ! G par
G

(1]) (’Y’ 1) = (r’771’ (1’ ttt 1))) (177) = (E’Y ) (77 et 77)))
ou ¢, r désignent les translations a gauche et a droite respectivement.

1.9.1. Proposition. (1) Toute extension galoisienne de groupe G est étale finie, de rang
lordre de G. La trace est donnée par la somme des conjugués.

(2) Soit A’ une A-algébre. Si A — B est une extension galoisienne de groupe G, il en
est de méme de A" — B Qg A, et réciproquement si ' est fidélement plate.

(3) Si € est une extension intermédiaire telle que € — B est galoisienne de groupe
H < G, le morphisme canonique de *B-algebres € Qg B — H B est un isomor-
G/H
phisme, et A — € est étale finie, de rang |G /H|.

Démonstration. (1) Le point est que B est un 2A-module projectif fini, comme nous allons
le voir (il s’agit d’un décalque de I’argument classique en théorie de Galois des anneaux).
Notons topg /9 : Bx — BE = 2, la somme des conjugués. Voyons B comme B @y B-
algebre via le premier facteur de la décomposition (autrement dit, via le morphisme de
multiplication). Comme B, ®g, B. — (B g B). est un presque-isomorphisme, on

6. ie. le produit &, x G™ muni de la multiplication (o, (v1,...,7))(0’, (Y, --,7h)) =
(00l7 (70/(1)717 s 7’70"(77,)7%))-

7. cela n’entraine ni que B soit galoisienne sur 2 (car ()« ne commute pas au produit tensoriel), ni que
By, soit galoisienne sur 2y (car (); ne commute pas aux produits finis).
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obtient, pour tout 7 € m, un élément e,, € B, g, B. tel que 6727 = 7ney, qui annule
le noyau de la multiplication B, ®q, B. — ‘B, et que celle-ci envoie sur nly,. En
développant e,, = Z:Zn(:n) b; @ b}, on obtient > y(b;)b; = 0siy # 1g, et > bib, = nlw,
dounb=>" tg/m(ib:bli)bg pour tout b € B, ; en d’autres termes, le composé
b»—>(tf3£>1(bbi)) o (ai)l—>§ a;b! .

*

est nidgs, , ce qui montre que *B est projectif fini. Par descente fidelement plate de B a A,
on voit aussi que B est de rang |G|, et que T'ros /9 = %

(2) Si B est extension galoisienne de 2 de groupe G, on a vu qu’elle est (fidelement) plate,
donc B’ := B Ry A est une extension de A’. On a B’ Qg B’ = (B Ry B) Qg A’ =
[] B’ dotaussi B' = (B’ @g B )t = [ B = B'Y @ B et (B)9 = A par
G G

platitude fidele de B’ sur 2’. On obtient la réciproque par descente fidélement plate.

(3) Apres tensorisation ®¢B, ce morphisme canonique est le composé des isomorphismes
de C-algebres
BRe(CRaB) = BoaB = [[B > [] (BocB) = Bee [[ B,
G G/H G/H
donc est un isomorphisme par descente fidélement plate de 8 a € (¢f. rem.[L.81] (3)). En
outre, € est étale finie de rang |G/ H | sur 2 par descente fidelement plate de B a . O

1.9.3. Nous ferons usage de la construction suivante, standard dans le cas connexe (cf.
e.g. [32] 5.3.9]) mais valable en généralﬁ.

1.9.2. Lemme. Soit R — S une extension étale finie d’anneaux, de rang constant r. Il
existe une extension galoisienne R — T' de groupe S, se factorisant par S, telle que
S — T soit une extension galoisienne de groupe S, _;.

Posons X = Spec R, Y = Spec S, Z = complémentairedans Y xx Y Xx -+ Xx Y
(r facteurs) des diagonales partielles. Ces dernieres sont ouvertes et fermées dans le produit
fibré puisque Y est étale sur X, donc il en est de méme de Z qui est par suite étale fini
sur X (et aussi sur Y via la premiere projection). Par ailleurs, &, agit par permutation des
facteurs, et on vérifie sur les fibres que le morphisme de revétements étales &, x Z —
Z xXx Z (resp. G,._1 X Z — Z Xy Z)estun isomorphisme. O

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant

1.9.3. Lemme. Soit G un groupe fini d’automorphismes d’un anneau S, et soit R := S¢
I’anneau des invariants. Soit R C S’ C S une extension intermédiaire stable sous G, et
galoisienne sur R de groupe G. Alors S = 5.

Les idempotents e, donnant lieu a la décomposition S’ @ S" = H S’ décomposent
yeG
aussi S @p S = H ey (S ®@r S = H S” (puisque que les e, sont permutés par
yeG yeG
G). Compte tenu de ce que S’ est fidelement plat sur R (cf. prop. [[.9.1), on a 8" =
(S®@r SN =8F@RrSs =5, douS @r S =S®p S, puis S = 5. O

8. comme nous I’a signalé O. Gabber.
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2. LA CATEGORIE BICOMPLETE DES ALGEBRES DE BANACH UNIFORMES.

Dans cet article, le role principal est joué par les algebres commutatives sur un corps
complet non-archimédien, complétes pour une norme multiplicative pour les puissances.
Nous passons ici en revue leurs propriétés générales et esquissons, dans ce contexte, un
dictionnaire entre le langage de 1’analyse fonctionnelle et celui de 1’algebre commutative.

2.1. Algebres de Banach. Nous renvoyons a [5] comme référence générale.

2.1.1. Soit K un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne non triviale,
de corps résiduel k. On note K¢ son anneau (resp. K°° son idéal) de valuation, de sorte que
k=Ke°/Ke°.

Dans cet article, toutes les K-algeébres sont commutatives associatives uniferes (1’al-
gebre nulle n’est pas exclue). Si A est une KC-algebre, une semi-norme A l—L R de K-
algebre vérifie |a + b] < max(|al,|b]), |ab] < |a||b| avec égalité sia € K, et |14] =1
si A # 0. C’est une norme si elle ne s’annule pas sur A \ 0. On note A||<,, ou plus
simplement A<, le sous-groupe additif de A formé des a € A | |a] < r}; de méme
Acp:={a € A| |a| < r}.Laboule unité A<, est une sous-f°-algébre ouverte.

Toute /C-algebre A munie d’une norme multiplicative est integre.

La catégorie des KC-algebres normées a pour morphismes les homomorphismes continus

d’algebres : ce sont les homomorphismes 4 2 B bornés sur A<, i.e. ceux pour lesquels
18] = supge.a\o “i"g“l)‘ < o0. On dit que ¢ est isométrique, ou que A est une sous-
algebre normée de B, si |¢(a)| = |a| pour tout a € A.

Cette catégorie admet des sommes amalgamées : le séparé de B @ 4 C pour la semi-

norme produit tensoriel.

La catégorie K-Ban des K-algebres de Banach est la sous-catégorie pleine formée des
algebres normées completes. Une KC-algebre de Banach A étant fixée, les K-algebres de

Banach 5 munies d’un morphisme A 4 B sont appelées A-algeébres de Banach. Elles
forment de maniere évidente une catégorie A-Ban.

2.1.2. La catégorie K-Ban admet un objet initial K et un objet final 0, des sommes
amalgamées B& 4 C (produit tensoriel complété 5} 3.1.1, prop. 2]), et donc des colimites
finies. Le foncteur —®x A est adjoint & gauche du foncteur oubli A-Ban — K-Ban.
Elle admet des produits fibrés B x 4 C, et donc des limites finies.
Si I est un idéal fermé de 5 et J un idéal fermé de C, et si K est la fermeture de I’image
de I ® C + B ® J dans B& 4 C, alors le morphisme canonique

2.1) (B&AC)/K — (B/I)®4(C/J)

est une isométrie (cf. [3 2.1.8 prop. 6] et sa preuve).

Par ailleurs, si C est projectif fini sur A et si sa norme induit la topologie canonique de
A-module projectif fini, alors B ® 4 C est complet (cela suit de [19, lemma 2.2.12]). Ce
n’est plus vrai en général si C est fini non projectif.

2.1.3. Remarques. (1) Si C’ est une sous-.A-algébre normée de C, B 4 C' n’est pas né-
cessairement une sous-algebre normée de B 4 C.

(2) Supposons que C admette une base orthogonale ¢y, ..., ¢y, ... sur A. Tout élément
d € B&4C sécrit alors de maniére unique d = > b; ® ¢, et on a |d| = max |b;]|c;|.
En effet, pour toute autre expression d = > b} ® ¢}, on aura ¢; = »_ a;jc;, d’ou |¢f| =
max |a;j||c;l, et by = > a;;b;, d’olt max |bj|c;| < max|ai;l|e;||bi| < max|c}||b]|. On

P bb®1 4,2 S
en déduit que B b B® 4 C est isométrique.
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2.1.4. Si A est une K-algeébre normée, on note A° I’ensemble des éléments dont les
puissances restent bornées. C’est une sous-K°-algébre ouverte de A qui contient A<, et
qui ne dépend que de la classe d’équivalence de la norme. Sa formation est fonctorielle et
commute & la complétion. On a (A x B)° = A° x B° (le produit étant muni de la norme
supremum).

On note A°° I’ensemble des éléments topologiquement nilpotents. C’est un idéal ouvert
de A°, et A%° = /A% Si Aest compléte, A°° est contenu dans le radical de Jacobson de
A°, car pour tout (a, b) € A°°x.A°, 1—abestinversible d’inverse Y | a™b™. En particulier,
un élément de A° est inversible si et seulement si son image dans .A°/A°° est inversible.
Les idéaux maximaux de A sont fermés [J3] 1.2.4/5].

Laregle A — A°/.A°° définit un foncteur des KC-algebres normées vers les k-algebres
réduites (i.e. sans élement nilpotent non nul).

2.1.5. Pour toute K-algeébre de Banach .4, on note A(T") le complété de 1" algebre des po-
lyndmes A[T'] pour la norme supremum des coefficients (norme de Gauss, qui est multipli-
cative si celle de A ’est). Alors A(T)° est 1’algebre des séries convergentes a coefficients
dans A°. Le couple (A(T"),T) est universel parmi les couples (B,b € B°) ou B est une
A-algebre de Banach (cf. [5 1.4.3, cor. 2]).

2.1.6. Remarque. Pour traiter des questions d’isométrie, il est commode de se placer dans
la sous-catégorie non pleine de K-Ban ayant méme objets et pour morphismes ceux de
norme < 1, oll & est encore un coproduit. Dans cette catégorie, le couple (A(T),T) est
universel parmi les couples (B,b € B<1).

Si A — B est un morphisme dans cette catégorie, le morphisme canonique
B4 A(T) — B(T) est isométrique : I'inverse est donné par la propriété universelle de
B(T). En combinant ceci & (2.1)), on trouve que pour tout idéal fermé J de A(T') le mor-
phisme canonique

(2.2) B(T)/JB(T)™ — BA(A(T)/J)
est isométrique, JB(T")~ désignant la fermeture de 1’idéal JB(T').
2.2. Normes spectrales.

2.2.1. La semi-norme spectralel] associée 2 une norme | | de KC-algebre A est définie par
(2.3) lalsp = lim |a™| 7
m

(ce n’est pas nécessairement une norme : on peut avoir |a|s, = 0 pour a non nul). On a
| [sp < |- Si||sp =], c’est-a-dire si | | est multiplicative pour les puissances, on dit que
| | est une norme spectrale, ou que A est une KC-algébre normée spectrale. Dans ce cas, A°
coincide avec A<, et A°° avec A ;.

Une norme de C-algebre A est multiplicative si et seulement si elle est spectrale et
A° A% est integre [3] 1.5.3][.

2.2.2. Une K-algebre normée A est dite uniforme si A° est borné. Il revient au méme
de dire que la norme est équivalente a sa semi-norme spectrale associée. Il est clair, en
effet, que cette derniére condition entraine que A° est borné, puisque A° est contenue
dans la boule unité de la semi-norme spectrale ; pour la réciproque, on observe que |a| <
|a|sp supye 4o |b]-

Toute algebre normée uniforme A est réduite. Si || est dense dans R, on a A%° =

JCoo A0 = (AOO)Q'

9. Comme dans le cas archimédien, cette semi-norme a en effet une interprétation « spectrale », du moins
dans le cas complet : c’est le supremum des semi-normes multiplicatives bornées, qui sont les points du spectre
de Berkovich .7 (A).

10. si |[KC] # |.AJ, il existe de telles algebres qui ne sont pas des corps valués et telles que A°/.A°° soit un
corps [3 1.7.1].
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2.2.3. Exemples. (1) Toute K-algebre affinoide (classique, i.e. quotientde KC(T7, ..., T},))
qui est réduite est uniforme [3, 6.2.1]. En fait, dans ce cas, la structure algébrique détermine
la topologie et aussi la norme spectrale [5, 6.1.3, prop. 2].

(2) Si A est uniforme (resp. spectrale), il en est de méme de A(T") : A(T)° = A°(T) est
borné (resp. est la boule unité).

2.2.4. Un homomorphisme ¢ : A — B entre K-algébres normées uniformes est continu
si et seulement si ¢(A°) C B (et dans le cas ol les normes sont spectrales, si et seulement
si ||¢]] < 1). Il en découle que la norme spectrale d’une algébre normée uniforme est
I’unique norme spectrale compatible avec la topologie.

On en déduit qu’une KC-algebre .4 admet au plus une norme spectrale pour laquelle elle
est complete : en effet, si | |1, | |2 sont deux telles normes, on peut supposer, en remplagant
la premiére par le supremum des deux, que le morphisme identique (A, | |1) — (A, | |2) est
continu. Par le théoréme de I'image ouverte de Banach [6, 1.3.3, th. 1], | |; est équivalente
a | |2, donc ce morphisme est bicontinu et I’on conclut de ce qui précede que | |1 = | |2

La complétion d’une algebre normée uniforme est une algebre de Banach uniforme. Il
suit du théoreme de I’image ouverte qu’une algébre de Banach est uniforme si et seulement
si elle est complete pour la semi-norme spectrale (qui est alors une norme).

2.2.5. On note K-uBan (resp. A-uBan) la sous-catégorie pleine de C-Ban (resp.
resp. A-Ban) formée des algebres de Banach uniformes. Le plongement de -uBan
dans K-Ban admet un adjoint a gauche (uniformisation), donné par le complété séparé
relativement a la semi-norme spectrale associée ; par définition, ’uniformisée A" de A
est donc spectrale. Le morphisme A — A" (unité d’ajonction) est un isomorphisme si et
seulement si A est uniforme.

La catégorie K-uBan admet un objet initial /C et un objet final 0, des sommes amalga-
mées B®Z C (uniformisation du produit tensoriel complété), et donc des colimites finies.
En tant qu’adjoint a gauche, I’uniformisation préserve les sommes amalgamées, i.e. trans-
forme © en ®". Si A est de Banach uniforme, le foncteur —® A est adjoint a gauche du
foncteur oubli A-uBan — K-uBan[].

Si. A — B estun morphisme dans K-uBan et J un idéal fermé de A(T"), le morphisme
canonique

(2.4) (B(T)/JB(T))" — B&4(A(T)/J)

est isométrique (on peut munir A et B de leur norme spectrale, ainsi que les deux membres
de la formule (2.2))).

2.2.6. Tout produit fibré (fini) d’algebres de Banach uniformes, muni de la norme su-
premum, est uniforme ; donc la catégorie des K-algebres de Banach uniformes admet des
limites finies.

Tout facteur d’une algebre de Banach uniforme est uniforme (en fait, dans une algebre
normée A, tout idempotent non nul e est de norme > 1, et de norme 1 si A est spectrale) ;
plus précisément, toute décomposition de 4 = B x C en tant qu’algebre provient d’une
décomposition dans la catégorie des algebres normées uniformes.

2.2.7. Remarque. Si C admet une base orthogonale sur A, et si B est spectrale, alors
B "5 B&", C est isométrique. En effet, [b® 1|y, = lim,, [p™ @ 1|# = lim,, |b™
|b] d’apres la rem. [2.1.3]2).

a1
R p—

11. Signalons que B& 4 C peut ne pas étre réduite méme si A, B, C sont des corps de car. 0, cf. [T1].
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2.2.8. Exemple. Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe G, munie de
I’unique valeur absolue qui prolonge celle de KC (en particulier, G agit isométriquement).
Alors £ ®x £ munie de la (semi-)norme produit tensoriel est une K-algebre de Banach
uniforme de dimension finie. L’homomorphisme canonique £ @ £ — H L est continu
yeG
et bijectif, donc un isomorphisme d’algebres de Banach, de sorte que E®1,LC£ = H L.Lal-
yeG
gebre de Banach £ @ L est spectrale si et seulement si £ ®@x L — H L est isométrique,
yeG
ce qui équivaut a dire que I’extension £°* de K°* est galoisienne dans le cadre (K%, K°°) ;
dans le cas de valuation discrete, ceci a lieu si et seulement si I’extension de corps valués
L/K est non ramifiée.
Le cas d’une extension infinie, beaucoup plus délicat, est étudié en détail dans [11].

Dans toute la suite, on suppose que le corps résiduel k est de caractéristique p > 0.

2.3. Dictionnaire.

2.3.1. Commencgons par rappeler quelques opérateurs de fermeture. Soit R — S une
extension d’anneaux commutatifs unitaires.

Un élément s € S est dit entier (resp. presque entierm) sur I? si ses puissances en-
gendrent (resp. sont contenues dans) un sous-R-module de type fini de S. On note Rg“
(resp. R%) leur ensemble. C’est un sous-anneau de S, la fermeture intégrale (resp. com-
plement intégrale) de R dans S. On dit que R est intégralement fermé (resp. completement
intégralement fermé) dans S si R = RY (resp. R = R%) (cf e.g. [15]) . Alors que RS
est intégralement fermé dans .S, R n’est pas nécessairement complétement intégralement
fermé dans S (cf. rem.233](2) ci-dessous). On a bien stir RJSr C R (avec égalité si R est
noethérien).

Soit p un nombre premier. Un élément s € S est p-radiciel sur R s’il existe n € N tel
que s”" € R. On dit que R est p-radiciellement fermé dans S si tout élément p-radiciel est
dans R ; autrement dit, si (s € S, s? € R) = s € R. La fermeture p-radicielle de R dans
S, notée RL, est le plus petit anneau intermédiaire p-radiciellement fermé dans .S. C’est la
réunion croissante des sous-anneaux I?; définis inductivement par Ry = R, R;1 = sous-
anneau de S engendré par les éléments p-radiciels de R; (cf: [1]]). On a bien siir RTS C RY,
et R est p-radiciellement fermé dans S si et seulement si R = RTS.

Lorsque R est de car. p, ou bien lorsque S = R[}—lj], I’ensemble des éléments p-radiciels
de S sur R est un sous-anneau de S [27]], qui coincide donc avec RTS.

Etant donné un carré commutatif

RS

b

RI(9 SI

on a des homomorphismes naturels RTS — Rg,, RJSr — R’SJC , RY — R4, (pour le premier,
on construit pas a pas R; — R}).

La fermeture intégrale de R dans S commute a la localisation [7, V, §1, n. 5, prop. 16],
et il en est de méme de la fermeture p-radicielle comme on le vérifie immédiatement. Ce
n’est pas vrai en revanche pour la fermeture complétement intégrale [[7, V, §1, ex. 12].

12. on verra dans le sorite[2.3.3]que cette terminologie, loin d’entrer en conflit avec celle de la presque-algebre,
consonne.
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2.3.2.  Voici un fragment de dictionnaire entre le langage de I’analyse fonctionnelle et
celui de I’algebre commutative.

Fixons @ € K°° \ 0, et notons I' C R le groupe de valuation correspondant : |z|" =
|IL*|. Pour tout s € T, soit ws un élément de £* de norme |w|® (les considérations
qui suivent ne dépendent pas de tels choix). Un complété-séparé (zw-adique ou selon une
semi-norme) sera affublé d’un chapeau.

2.3.1.Sorite. (1) Soit A une K-algébre normée telle que |K| soit dense dans |A|. Pour
touta € A, ona
(2.5) la| = |w|", avec r:=sup{s el | w_sa € A<1}.
En particulier; la topologie de A< est la topologie w-adique, et A est de Banach
si et seulement si A<y est w-adiquement complete.
(2) Réciproquement, soit A une K°-algebre plate (i.e. sans w-torsion), et posons
1
A= A[—].
w
Pour tout a € A, posons
(2.6) m|a| = |w|", avec r:=sup{s el |w_sa €A} € RU{+o0}.
(a) Cela définit une semi-norme sur A, qui est une norme si et seulement si aucun
élément de A\ O n’est infiniment w-divisible ; |KC| est dense dans ™ | Al.
En outre U est aussi une K°-algebre plate, A= Ql[%], et A§1 = .E;l
(b) Ao =K%,
A<y =2 siT est discret,
Aci =2, en ge’néral, avec A, := Homyco (K2, 2A) = ﬂ w_ 2.
sel'so
(¢) Un homomorphisme ¢ : A =A[L] — A" = W[L] est continu si p(A) C A/, et
est isométrique si en outre A" = U. Plus précisément, un homomorphisme
continu ¢ est isométrique si et seulement si p(A<1) C AL, et ’homomor-
phisme induit A< /w — A, /w est injectif.
(d) Si A C A est une sous-algebre telle que le quotient ' /2 soit sans w-torsion,
aAest | |.

Si J est un idéal de 2 tel que /T soit sans w-torsion,
A |

.. 2’
la restriction de |

AT .
| | est la semi-norme

quotient de | |. Réciproquement, pour tout idéal T de A, alors (A/T)<1 =
(A<1/Z<1)w
(e) Soient B, & deux C-algebres sans w-torsion. Alors la semi-norme associée a
(B @g €)/(w™-torsion) est la semi-norme produit tensoriel (ot w>-torsion
désigne la torsion w-primaire). Réciproquement, si I3,C sont deux A-algébres
normées, on a
(B@a C)ey = (B<1 ®a., C<1)/(w™-tors) si T est discret,
(B@a C)y = ((B<1 @a., C<1)/(w™-tors)). sinon.
De méme pour les produits tensoriels complétés.

(3) Le passage au quotient modulo A°° (resp. a la complétion) induit une bijection entre
les sous-KC°-algebres B ouvertes [complétement] intégralement fermées dans A° et
les sous-k-algébres [complétement] intégralement fermées de la k-algebre réduite
A°/ A% (resp. les sous-K°-algébres ouvertes intégralement fermées dans A°).

13. Notation empruntée a la presque-algebre lorsque I' est dense dans R, auquel cas K est un idéal idem-
potent de K°, ¢f {I; sinon, A, = 2A.
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Supposons |K| dense dans | A| (ce qui est le cas si T est dense dans R).
(4) Pour 2 comme ci-dessus et A = U[L], et avec les notations de[2.31) :
QllL4 ={acA|In, " €A}, AL, Ay :={acA|ImVYn, @™a" €A},
ona

2.7) A, cAf cAy = (A)G = A

et (Qll;)* = (A°). est la boule unité de la semi-norme spectrale associée a | |.

En particulier; si A< est noethérienne, sa fermeture intégrale dans A est égale

a A°.
(5) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) | | est spectrale,

(b) A<y = A°,

(c) A<t = (A<1) (A< est complétement intégralement fermé dans A),

(d) A<i = (Ag)j (A< est intégralement fermé dans A),

(e) A< = (Aﬁl)it (A< est p-radiciellement fermé dans A),

() (si|w| > |p| et% € I') ’homomorphisme Agl/W% =g A<y /w est injectif.
(6) Si A est uniforme, on a

(2.8) A? = (A%, = (A<1)y-

et

(2.9) Ao = (A)e.
Démonstration. (1) L’égalité |a| = |w|" est claire si |a| € |K*[; elle vaut donc pour tout
a € A compte tenu de la densité de |K| dans |.A|.
(2) (a) Que " | | soit une semi-norme non-archimédienne découle directement de ce que 2
est une ?-algebre. C’est une norme si 2{ est ww-adiquement séparée.

Par platitude de 2, A /™~ 5 2 /@™ est injectif pour tout n, d’oli, en passant i la
limite, le fait que 2 soit sans zo-torsion.

Les égalités A = Ql[%], Ay = .Z;l de méme que les points (a) (b) et la premiere
assertion de (c¢) résultent de la définition de la semi-norme (en notant que sup{s € I'so} >

0'si I est discret, = 0 sinon). Ona || = e [

Complétons la preuve de (c). Puisque |KC| est dense dans A, ¢ est isométrique si et

seulement si A< 2 A’ Np(A) estun isomorphisme. Comme I’injectivité de A< /o —
A’_, /w implique aussi celle de ¢, on peut supposer ¢ injectif (et le noter comme une
inclusion pour alléger). Il suffit donc de s assurer que A niAq = A = AN
A = A< (la réciproque étant banale). Or pour tout niz 1L, AN %A = ASI =

@" AL N £ A< = w" Ay N A<y, d ot aussi par récurrence AL N =27 A = A<
La premiere assertion de (d) résulte de (c) puisqu’on a A’ NA[L] = 2A. Pour la seconde,
en notant @ I’image d’un élément a € A modulo 3[%], on observe que 2 N 3%] = Jde
sorte que sup{s € I' | w_sa € A/T} = sup;cyi1ysup{s € I' | w_sa +i € A}. Pour
I’assertion réciproque, on note que A<y /Zz est sans co-torsion et on applique le point (b).
Pour (e), considérons une somme »_ b, ® ¢, avec |b,||c,| < 1. Dans le cas discret
(resp. non discret), on la réécrit comme . @, b, ® wr_nl ¢, avec 1y, égal a (resp. inférieur

a, mais arbitrairement proche de) la valuation de y,,.

(3) Le cas de la complétion se déduit du cas de la réduction modulo .A*°. Celle-ci induit une
bijection entre sous K°-algebres ouvertes B de A° et sous-k-algeébres B de A°/A°°. Le
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point est de montrer que B et B sont simultanément intégralement fermées. Cela découle
immédiatement de I’observation suivante :

soient S un anneau, I un idéal, R un sous-anneau de S contenant I, s un élément de S
et 3 son image dans S/ 1. Alors s est entier sur R si et seulement si 5 est entier sur R/T .

En effet, la réduction modulo I induit une bijection entre sous-R-modules M de type
fini de S contenant R et sous-R/I-modules M de type fini de S/I contenant R/I. Que s
soit entier sur R signifie que ses puissances engendrent un tel module M, et de méme mo-
dulo I (Ie méme argument vaut en remplacant « intégralement fermé » par « completement
intégralement fermé »).

(4) Rappelons que 2 est I’ensemble des éléments de .4 dont les puissances sont contenues
dans un sous-2(-module de type fini. Puisque étre contenu dans un sous-2(-module de type
fini de A, c’est étre borné, on a A% = A°.

La semi-norme | |! associée a QllL4 est donnée par |a|l = |w|TT avec 1 := sup{s €
T'|3n, w_gna?" € Aci}. Dot |aff = inf |aP” |77, et par le lemme de Fekete, |a|f =
lim |a?" |7 = |a]sp.

La formule |a|f = inf |a?" | 7 montre aussi que (Ql;)* contient la boule unité de A
pour la semi-norme spectrale | |. Par définition de .A°, et compte tenu de (2b), on a donc
A° C (Qlil)*, et en derniere instance A9 = (Qlil)*

(5) Les équivalences (a) < (b) < (¢) & (d) < (e) résultent de (2b) et (4), et si
[@w| > |p|et 5 €T, ona(e) & (f)

(6) On peut supposer | | spectrale. Alors (2b) et (5b) entrainent que (A°), = A°. L’autre
égalité suit de 2.77)), de méme que Ao = (A)° via le point (2a) (avec | |5p). a

2.3.3. Remarques. (1) A°/w1 vy A°/w est toujours injectif méme si A n’est pas
uniforme. ’

(2) Au point (3), il se peut que les inclusions 27, C 2% = A° C A||,, <1 soient strictes,
comme le montre 'exemple 2 = K°[wwT, ..., @ 1TP  ...] € K°[T]:ona|T™| =
||~ lee A = K[T), A2 = 2% = KO + K°TK°[T] et A% = 275 = K°[T],
tandis que Aff = A°. On voit 12 un exemple de fermeture complétement intégrale 2%
qui n’est pas complétement intégralement fermée, et un exemple out A° n’est pas la boule
unité de la norme spectrale.

2.3.4. Tirons-en les premiers fruits, en supposant |K| dense dans R ;..

2.3.2. Corollaire. Le foncteur B +— B° induit une équivalence de la catégorie des K-
algebres de Banach uniformes vers celle des K°-algébres B vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(1) ‘B est plate sur K°,
(2) B est w-adiquement compleéte,
(3) ‘B est [p-radiciellement/intégralement/complétement intégralement] fermée dans
B[],
(4) B = Hompo (K°°,B).
ol

Un quasi-inverse est donné par B + (B[X] ) (a valeurs dans les algébres spec-

trales). Idem pour les A-algébres de Banach uniformes (resp. A°-algébres vérifiant (1) a

(4)). O

Sous (4), les trois interprétations de (3) équivalent & : | | est spectrale (points (2)(b)
et (5) du sorite).
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2.3.3. Corollaire. Soit B une K-algébre de Banach uniforme. Il y a bijection entre les
idempotents de B, ceux de 13°, ceux de B° /w, et ceux de 3°/3°°.

On peut supposer B spectrale. Pour la premiére bijection, voir[2.2.6] Pour la seconde, le
point est que B° est w-adiquement compléte ; pour la troisieme, que le noyau de 5°/ww —
BB°/B°° est un nil-idéal. O

2.3.4. Lemme. Soient A une K-algebre de Banach uniforme et m un idéal idempotent
de A° tel que K°°m = m. Considérons I’endofoncteur des A°-algébres donné par les
presque-éléments du localisé, dans le cadre (A°, m)[ :

(2.10) B 5 (B*), = Hom gos (A°*, B%) = Hom 4o (1, B).

Ce foncteur respecte chacune des conditions (1) a (4) du corollaire précédent. En par-
ticulier, le foncteur des presque-éléments est adjoint a droite de ()* sur la catégorie des
AC-algeébres vérifiant (1) a (4), donc commute aux limites.

Démonstration. (1) : si B est sans w-torsion, il en est de méme de Hom 40 (m, B).
(2) est plus délicat car le foncteur B — (B%),, qui commute aux limites, ne com-
mute pas au quotient par w” en général. On a toutefois un morphisme canonique u :

(%/“\)* — (B%), obtenu en prenant la limite des morphismes Hom 4o (1, B) /@™ —
Hom 4o (m,B/w™). Ces derniers sont injectifs (le noyau de Homgo(m,B) —
Hom 40 (M, B/w™) est I'image de Hom 40 (M, @™ A° ® 40 B) = w"Hom 4o (M, B) —
Hom 40 (m, B)), donc u est injectif. Du triangle commutatif

Hom 40 (M, B) —— lim Hom 40 (m, B) /"

| b

Hom go (M, limB/w™) =  lim Hom 4o (M, B /™)

on déduit que si B est w-adiquement complete, u est inverse a gauche du morphisme de

complétion (B*). — (%/“\)* C’est donc un isomorphisme.

(3) : soit f € Hom 4o (m, B)[ 2] tel que @ f, f* € Hom 4 (1, B). Alors pour tout 1) € m,
ona wf(n), f(n)P € B. Par hypothese ceci implique f(n) € B. On conclut que f €
HOon (Iﬁ, %)

(4) : Homyo (K%, Hom 4o (m,B)) = Homo(K ®io A% Homgo(m,B)) =
Hom 40 (K°° ®@xco m, B) = Hom 4o (M, B). o

2.3.5. Remarques. (1) En revanche, I’adjoint & gauche ( )i de () ne respecte pas les

conditions (2) a (4). Mais on peut le modifier en un adjoint a gauche ( ); de ( )* sur la
catégorie des A°-algebres B vérifiant (1) a (4). Il suffit de

a) quotienter By par la torsion co-primaire (pour assurer (1)),

b) compléter pour assurer (2),

c) passer a la fermeture [p-radicielle/intégrale] dans le %-localisé (ce qui assure (3)),

d) prendre les presque-éléments dans le cadre (K°, K°°) (ce qui assure (4)),
compte tenu de ce que chacune de ces opérations est un réflecteur (d’apres le sorite 2.3.1]
(4), elles ne se détruisent pas I’'une I’autre - les deux derniéres reviennent a passer a 1’an-
neau des éléments de puissances bornées dans le %—localisé).

(2) De méme, le coproduit de la catégorie des A°-algebres vérifiant (1) a (4) n’est pas ®
(qui ne respecte pas (2) ni (3) ni (4)) mais le bifoncteur donné par le complété By € de
la fermeture completement intégrale de (B ®g €)/(w™-tors) dans (B @y €)[L].

14. On passe du cadre initial (K%, K°°) a (A°, m) via (A°, K%° A° = A°°), le sens de « presque » étant le
méme dans (K°, K°°) et dans (A°, K°°A°) (cf. §L3.
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2.3.6. Lextension de la presque-algebre au contexte topologique pose probléme : la ca-
tégorie des modules topologiques et homomorphismes continus n’est pas abélienne. Pour
les algebres de Banach uniformes, on peut néanmoins en esquisser un avatar a partir des
résultats précédents : la catégorie A%-uBan des .A%-algebres de Banach uniformes a pour
objets les K-algebres de Banach uniformes, notées B%, et les morphismes B¢ — C% sont
les morphismes B°* — C°® (dans le cadre (A%, m)).

Si le cadre est (K°, K°°), cette catégorie est bien entendu isomorphe a celle des K-
algebres de Banach uniformes.

On a un foncteur évident ( )@ : A-uBan — A%uBan qui est I'identité sur les objets.
D’apres le lemme précédent, ( )@ admet un adjoint a droite ( ); dont I'unité d’adjonction
est

N 1 - 1 , -
Q.11) B — (B%); = (B°*).[—] = Hom 4. (m, B°)[—] = Hom%{" (m @ A, B).
w w
Ce morphisme est injectif si m agit fidelement sur B. On a ((B%);)° = Hom 4. (m, B°).
D’autre part, ( )* admet un adoint & gauche encore noté ( ).
Comme on le verra ci-dessous (§2.3.4), I’inclusion dans I’algebre des presque-éléments
(BY); C (B"), := Hom 4o (@, B) = Hom4(m ® A, B)

n’est pas une égalité en général. On a toutefois :

2.3.5. Lemme. Soit B % C un morphisme de A-algebres de Banach uniformes, et soit

B° % C° sa restriction. Alors, dans le cadre (A°, m), ¢ est un presque-isomorphisme si et
seulement si @° I’est (c’est-a-dire si ¢° est un isomorphisme).

Démonstration. Tl est clair que si (¢°) est un isomorphisme, il en est de méme de ¢%,
et que si ¢% est un monomorphisme, il en est de méme de (¢°)®. Prouvons que si ¢% =
(¢°)*[] est un isomorphisme, (¢°) est presque surjectif.

Si ¢% = ¢°® est un isomorphisme, il en est de méme de (¢%); = (¢°*);[L] (¢f: rem.
233). On a donc un diagramme commutatif

(Boa)!! s (Boa)ﬂ . BO
| ! o
(Coa)” . (Coa)ﬂ . Co

dans lequel la fleche verticale du milieu est un isomorphisme, et le composé des fleches du
bas est un presque-isomorphisme. Cela implique que ¢° est presque surjectif. O

2.4. Extensions entiéres d’algebres normées uniformes.

2.4.1. Soit A une K-algebre normée uniforme. Soit B une extension de .4, munie d’une
norme prolongeant celle de A. Ona AN B° = A°.

2.4.1. Lemme. (1) La fermeture completement intégrale de A° dans B est contenue
dans B°. En particulier, A° est complétement intégralement fermé dans A.

Supposons qu’un groupe fini G agisse sur B et que BE = A.

(2) Supposons que G préserve la norme (ce qui est le cas en particulier si celle-ci est
spectrale complete). Alors BY = A°, B est entier sur A, B° est entier sur A°, et la
fermeture intégrale de A° dans B est 3°.

(3) Supposons en outre B soit uniforme. Alors | |sp est 'unique norme spectrale G-
invariante sur BB étendant la norme spectrale de A.

(4) Supposons de surcroit que la norme de B soit spectrale, et soit g un élement de A.
Si la multiplication par g dans A est injective (resp. isométrique), il en est de méme
de la multiplication par g dans B.
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Démonstration. (1) Soit b € B tel qu’il existe un sous-.A°-module de type fini de B qui
contient toutes les puissances de b. Comme 4° est borné et A — B est continu, ce sous-
module est borné, donc b € B°.

(2) Par hypothése, G préserve B°. On a BY = AN B° = A°. Par ailleurs, tout anneau
muni d’une action d’un groupe fini est entier sur I’anneau des invariants [[7, V, §1, n. 9,
prop. 22]. En particulier, B est entier sur A et 3° est entier sur .4°. Compte tenu du point
(1), cela entraine que BB est la fermeture intégrale de A dans B.

Notons par ailleurs que si la norme est spectrale complete, elle est unique avec cette
propriété (cf. [2.2.2), donc préservée par G.
(3) | |sp est une norme spectrale G-invariante étendant la norme spectrale de A. Soit | |’
une autre telle norme. Soit b € B et considérons le polyndme

i=d
H (T — (b)) = T+ Z a; T4 € A[T). Dapres [5} 3.1.2, prop.1], on a

yeG =1

(2.12) max |y(b)|" = max
B!

3

d’ott max,, |y(b)|" = max, |y(b)|sp, et on conclut que | |" = | |, par G-invariance.
(4) découle de la méme formule : si b € B est remplacé par ab (a € A), les a; le sont par

a‘a;, de sorte que |ab| = max |a‘a;| . 0

2.4.2. Remarque. Sans1’hypothese d’invariance de la norme dans (2), B° peut ne pas étre
entier sur A°. Sous I’hypothese (2), B n’est pas nécessairement fini sur A, et méme s’il
I’est, 3° n’est pas nécessairement fini sur A°, comme le montrent les exemples ci-dessous.

2.4.3. Exemples prophylactiques. (1) Soit V un anneau de valuation discréte complet de
car. # 2, d’uniformisante . Soient A = V[T]] et B la fermeture intégrale de A dans
une extension finie galoisienne de groupe G du corps de fractions Q(A) de A ; B est alors
une extension finie de A. Munissons A = A[L], resp. B = B[L], de la norme A| |
(norme multiplicative w-adique), resp. B| |. Ce sont des algébres de Banach uniformes,
onaA° = A, B° = B, et GG agit par isométries.

Soit par exemple B = A[U]/(U? — TU + @), de sorte que B = A[\/ —4w]. Le
polynéme U? — TU + w est 1rreduct1ble sur Q(A), mais se factorise dans Q( ), et méme
(1-3-5---(2n —1))2"w"H!

(n+ T30+l
B admet deux normes multiplicatives 1ndu1sant celle de A, pour lesquelles U, resp. T'— U,
est une unité. L’algébre B’ := B[X] munie de cette derniére norme (non G-invariante ni
compleéte) contient % = ﬁ qui est de norme 1 mais n’est pas entier sur A. La topologie
de (B’)° est la topologie w-adique, tandis que celle induite sur B n’est pas to-adique, mais
U-adique (moins fine).

et T'—wu. Ainsi

dans A[# AL ] : les racines sont © = — —|—Z

(2) Supposons K parfait de caractéristique 2. Soit A = K°[[T 7=]] @k K, et soit B la
cloture radicielle de I’extension quadratique A[U]/(U? — TU — 1). Entiére sur A, elle est
contenue dans + (A + AU). On calcule

Ut =T 3(U—1), ... , U =T 3 1"72(U — ), o €A,
1_1.._1 U
d’olt B/A= U T27177 A= — T T7= A, qui n’est pas de type fini sur A. Donc B

1
ne ’est pas non plus. Par ailleurs, une rétraction .A-linéaire de A — B enverrait U 27 sur
1 1 1
14a; € Aaveca; = T2 (14a;_1).Orag = T2 (14a1) = T2 +- - +T 771 4T (1+a;)
et pour i — o0, la série ne converge pas dans .A. Une telle rétraction n’existe donc pas.
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(3) Méme si B est finie sur A et si A — B est scindée, B° n’est pas nécessairement finie
sur A°, et I’application A°-linéaire A° — 3° n’est pas nécessairement scindée, comme
I’illustre un autre avatar du paradoxe de Zénon : prenons pour A le corps K précédent lui-
méme, et pour B I’extension quadratique K[U]/(U? — wU — 1), ot w € K \ 0. Alors
B° est la fermeture intégrale de ° dans B, et c’est aussi la cloture radicielle de C°[U],

U
mais le K°-module B°/K° = — w7 KO nest pas de type fini, etil n’y a pas de rétraction

w
KCO-linéaire de KC° — B°. Pour un exemple diadique de méme farine, voir [3] 6.4.1].
2.4.4. Passons aux extensions étales finies d’algebres de Banach uniformes.

2.4.2. Lemme. Soit A une K-algébre de Banach uniforme. L’oubli de la norme induit un
foncteur pleinement fidele

{A-algébres de Banach uniformes étales finies} — { A-algébres étales finies}.

Démonstration. La fidélité est claire. Pour la plénitude, observant qu’un quotient 3’ d’une
A-algebre étale finie B est facteur direct (Spec B’ est ouvert et fermé dans Spec B), on se
ramene au cas des isomorphismes, qui sont isométriques en vertu de 1’unicité de la norme
spectrale complete. O

2.4.5. Remarque. C’est en fait une équivalence de catégories, voir prop. 2.8.16 (b)]
(compte tenu de ce que B est une .A-algebre finie projective en tant que module, elle est
munie d’une classe d’équivalence canonique de normes complétes ; le point délicat est de
vérifier qu’elles sont uniformes). Nous n’aurons pas besoin de ce fait.

2.5. Monomorphismes (et recadrage).

2.5.1.  Les monomorphismes de K-uBan sont les homomorphismes continus injectifs.
Il est clair que tout morphisme injectif ¢ : A — B est un monomorphisme. Pour la réci-
proque, on peut supposer .4 non nulle ; alors dker ¢ C A est une sous-algebre de Banach
de A. On conclut en considérant les deux morphismes /C & ker ¢ — A qui envoient ker ¢
sur lui-méme et sur O respectivement.

Cela découle aussi formellement du fait que X-uBan admet des objets libres : S +—
K(Ts)ses est adjoint a gauche du foncteur oubli -uBan — Ens.

2.5.2. Supposons |K| dense dans R.. Les recadrages du type considéré au
donnent parfois naissance a des monomorphismes d’algebres de Banach uniformes, cf.
(@I1). Examinons en détail le cas, fondamental dans la suite, du passage du cadre
(K°, K°°) au cadre

(T = KT7) = Ko[T77], m=T7Q0% = (T)7< K2°T).
Ona IC(TI%”)O = IC°<T1%'°>, et m est plat donc m = m.
Si B est une K-algebre de Banach uniforme, la donnée d’un morphisme IC(TP%O ) — B
équivaut a celle d’une suite (gz%m) compatible de racines p"*-iemes d’un élément g € B°
(gz%m sera I’'image de Tﬁ).

2.5.1. Lemme. Soient B une IC(TP;Oo Y-algébre de Banach uniforme, et g I'image de T.

(1) L’homomorphisme canonique (B°%), — B°[1] est injectif, et son image est w-

adiquement complete et égale a !
(2.13) g P B =g 7 B
(2) L’homomorphisme B° — (BB°"), est injectif si et seulement si g n’est pas diviseur
de zéro dans B.
(3) L’homomorphisme (B2)/w — (B°/w). est injectif.
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Démonstration. (1) Onam = lim %, d’ou
.Tmefpmﬁ
(2.14) (B°*). = Homg(m, B°) = li Be.
T T

En particulier, (3°%), est réduite tout comme B°. Ceci entraine que la multiplication par
g dans (B°%), est presque injective : si gb = 0, alors (gz%" b)P" = 0, donc gz%"b = 0.
Enfin, comme (B°%),. est sans m-torsion, on conclut que (5°%). — B"[é] est injectif, et la
formule (Z.14) montre que

1

(2.15) (B, = g~ »= B°
qui est ww-adiquement compléte d’apres le lemme[2.3.4 (2) en découle.

(3) Comme B° est sans co-torsion, on a une suite exacte

0—lim 1 _ B° Zlim 1 B° —lim 1 _ B°/w). O
fm e fm e e e (B%/)

pmFl pmFl pmFl
1 . —-1 . . . . /12
Pour comparer (¢~ 7~ B°)[X] a g~ 7= B (qui la contient), définissons, pour tout élément
1
b € g~ »> B, la quantité

(2.16) bl 1= sup lg7 bl € R U {+o0}.
g P m

Elle vérifie les propriétés d’une norme excepté qu’elle peut prendre la valeur +oo. L’en-
1
semble des b € ¢~ »= BB pour lesquels |b] e < oo forme une algebre de Banach
g P
uniforme (spectrale si B I’est). L’algebre spectrale associée n’est autre que B¢ (cf.[2.3.6) :

R , P . ~ 2 N
le sous-anneau (g~ 7= BB)° formé des éléments dont les puissances sont bornées eu égard a

|| _ 1 vérifie
g PTB

(2.17) (g7 B)’ = g~ 7 B°,

car be (g_v;“B)" & Supy |(gﬁb)e| <oo&beg TP

_1_

2.5.2. Lemme. Si g est inversible dans B, alors B® = g~ »> B°.

Démonstration. Par uniformité, il existe alors une suite \,,, € K°, de norme tendant vers
1

1, telle que )\mgfp%" € B°. Tout b € g~ »> B° vérifie alors \,,,b € B°,d’oub € B°. O

2.5.3. Remarques. (1) Si la multiplication par g est isométrique, Bo[é] NB = B2 les

idéaux gﬁBo de B¢ sont fermés, B° — g_f%“BO est isométrique, et | | S est une
g P

1

norme qui fait de g~ »= B une algeébre de Banach uniforme. On a alors

(2.18) g‘p%oB:g‘pToBO[]—)] = B.

dans le cadre (K°[T#»>], (T)»= K°°K°[T»>]). En revanche, si la multiplication par g
n’est pas isométrique et méme si g est non-diviseur de zéro, non seulement 1’inclusion
1 . . . L. . __1 A .
B° < g~ »= B° n’est pas nécessairement isométrique, mais g~ »> BO[%] peut étre dis-
1
tincte de g~ »>~ 3 comme le montre 1’exemple ci-dessous.
. . L . . R . T
(2) L’inclusion B° C g~ »= B° est en général stricte, méme si la multiplication par g est
_1_ _1_ _L_

isométrique, comme le montre I’exemple du complété de IC + T~ K(T" , Ty~ ) dans

K<T1p_xaT2p_x>7 g = 1.
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2.5.4. Exemple prophylactzque Supposons K parfait de car. p. La ICO -algebre parfaite
IC"(T”oo (w mT”m Ty) ™= >m€N est de la forme B° pour une IC(T" > algebre de Ba-
nach uniforme B. Ona B = T} e B°[L], distinct de T} T IC(T’)Oc : T’)Oc ).

2.5.5. Supposons g non-diviseur de zéro Rappelons que la fermeture complétement in-

tégrale de B° dans BO[ | (resp. B[ ] =B+ ]) est
1
(2.19) B%f[l] ={be BO[E] | 3mVn, ¢"b" € B°}
1
(2.20) (resp. B%E‘l] ={be B[—] | ImVn, (wg)™b"™ € B°}),

et remarquons en passant que si G est un groupe d’automorphismes de B qui fixe g, on a
(2.21) (Bga))© B"G .
!]

1
2.5.3. Sorite. Soient B une IC(T'*= )-algeébre de Banach uniforme (voire une algébre nor-
mée uniforme), et g l’image de T. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) g_P%BO = (g G BO) 1] (9~ 7= B est p-radiciellement fermé dans Bo[g])
(2) g 7B = (977 B

(

(g~ | (97 7% B° est p-radiciellement fermé dans B[]),
(3) g~ 7B = (B,

(

9

(4) g 7= B° = B%) 51

(5) g_v;“B" est completement intégralement fermé dans B"[é]
(6) gfp%"l’)’o est complétement intégralement fermé dans B [é]
Démonstration. On a g~ 7= B° C B"Z[é] - B?S[*é} C (g_P;“B )B[ﬁ] et (6) implique
toutes les autres conditions. Il reste a prouver (1) = (2) = (6).

(1) = (2) : on peut supposer B spectrale. Soit b € B[l] tel que bP € g_f%"’B" Soit m tel
que g"™b € B.On a (g"b)P € B°, d’ou gmb € B°.Donc b € B"[ ] compte tenu du point
(5) du sorite 2311 et (1) implique b € g~ 7= B°.

(2) = (6) : Soitb € (g~ 7 B° )% 1, ¢ il existe m tel que pour tout n, (wg)™bP" €

B[3]
g_z%"‘BO, donc @ m. grbe g e = B d’apres (1). Ceci valant pour tout 7, on conclut que

be gfp;“’ B° compte tenu du point (6) du sorite 2.3.1] O

2.5.6. Remarque. Ce dernier argument montre plus généralement que pour anneau R
contenant un suite compatible ¢»™ de racines d’un non-diviseur de zéro ¢, R;{H =
t
1
tTe R
" Rag)
2.6. Epimorphismes (et localisation).

2.6.1. Dans K-uBan, tout morphisme d’image dense est un épimorphisme. Un épimor-
phisme ¢ est dit extrémal si dans toute factorisation ¢ = o\ ol i est un monomorphisme,

1 est un isomorphisme. Dans C-uBan, tout morphisme .4 % 1B admet une factorisation

canonique A A (A/ker ¢)" X B et 1 est épimorphisme extrémal (il n’est toutefois pas
clair que y soit un monomorphisme, ni donc que tout épimorphisme extrémal soit de la
forme ). Tout morphisme ¢ surjectif est un épimorphisme extrémal, car la norme de B
est alors équivalente a la semi-norme quotient de la norme de A en vertu du théoreme de
I’image ouverte de Banach.
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2.6.2. Passons a un autre cas, la localisation uniforme utilisée en géométrie analytique
sur K. Si f1,..., fu, f € A engendrent I'idéal unité, on note (fU — f;); "adhérence de
I’idéal engendré par les fU — f; et on pose

f R fn _
%} =AUy, ..., Un)/(fU; = fi); -
C’est la A-algebre de Banach universelle B pour laquelle I’image de f est inversible et
les f;/f sont contenus dans B°, ¢f. [5 6.1.4][3. Le morphisme A — A{L=2ln} est

Bj
un épimorphisme de K-algebres de Banach car A[%] — A{%} est d’image dense

(2.22) Al

(noter que A—A[Uy, ..., U,]/(fU;— fi)i se factorise & travers un isomorphisme A[%] =

A[Ulv AR Un]/(fU’L - fz)’b Pmsque fla ceey fna f engendrent A)
Détaillons le cas fondamental pour la suite o = let f; = 1:

1 _
(2.23) A{?}:: AU/ (fU - 1)".
C’est donc la A-algebre de Banach universelle 5 pour laquelle I’image de f est inversible
d’inverse contenu dans 5°. On a A{%} =0si f € A% (fU — 1 est alors inversible).
2.6.1. Lemme. [21] prop. 2.3] Si A est uniforme, l'idéal (fU — 1) de A(U) est fermé.

L’argument, qui utilise la transformée de Gelfand, est réécrit de maniere peut-&tre plus
transparente dans 2.8.8]. m]

Fixons A € K° tel que g := Af soit dans .A°. Voyons
A 1
(2.24) A{—} = A{=
{ g} { f}

comme K(T')-algebre de Banach (T +— g), et notons ¢/, = A — A{%} le morphisme
canonique. On a une isométrie (cf. formule (2.2))

A A A
(2.25) A{;} = Ar ) KT 1 1
et A{%} = 0si g € AA°°. Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier :
- si |A| < |u|, on a un morphisme canonique A{%) — A{L}, et le morphisme cano-
nique A{£} — A{?}{g} est un isomorphisme.
-sifg —hl < |A

, on a un isomorphisme canonique A{%} =~ A{2} (considérer le

[ A
développement P Z AT g = h)™ (=)™,
g n 9

-Va € A, |L)\/g(a)| = lrIrlzf |(§)ma|_,4.

2.6.3. Exemples. (1) Pour I'algebre spectrale A = K(T), ona K(T,2) := A{2} =
A{ %}“ : c’est ’algebre spectrale des fonctions analytiques sur la « couronne fermée » de
rayons (\, 1), et K(T', 2)° = K°(T, ) est la sous-algebre des fonctions bornées par 1.
La norme n’est multiplicative que si A = 0 ou |A\| = 1 (notons qu’en général, si A est une
KC-algebre de Banach multiplicativement normée, A{é} = A{é}“ est une sous-algebre

—

de Banach du complété Q(A) du corps de fractions de A).
(2) Les algebres de Banach KC(T', 21) et K(T, %—z> sont isomorphes mais non isométriques :
la premiére est spectrale, mais pas la seconde (la norme de % est |A|7t > 1).

Il peut arriver que A{%} ne soit pas uniforme, cf. [21, §3] (ceci n’arrive pas si A est
affinoide réduite munie de sa norme spectrale, [} 7.2.3, prop. 4]).

15. Cette référence se place dans le contexte o A est affinoide, de sorte que I'idéal (fU — f;); est fermé.
Quitte a substituer (fU — f;); . les arguments de loc. cit. valent pour une K-algebre de Banach quelconque.



LEMME D’ABHYANKAR PERFECTOIDE 23

Quoi qu’il en soit, 4 — A{%}“ est un épimorphisme dans K-uBan, car I’image
de A[é] est dense dans A{%}“. Le foncteur A — A{F5}" est adjoint de Uinclusion
dans K(T')-uBan de la sous-catégorie pleine formée dans algebres B telles que T'.1 soit
inversible et contenu dans 3°.

Si |K| est dense dans | A, on a, avec le sorite Z3.11(2)(4)

>\ u >\ u\o __ >\ o __ o >‘ * _ O/)\T
(2.26) (A{E} )<1 = (A{E} )’ = A{;}* =A <;>Ao<§>[é] =A [E]A[%],
ainsi que
A o _ fo A +
(2-27) A{E} =A [;]A[%]

(cf. [19, 2.5.9 (d)]; c’est cet anneau qui intervient dans la théorie des espaces de Huber).

2.6.2. Lemme. On suppose g € A non diviseur de zéro. Soit . : A — A’ un monomor-
phisme d’algebres de Banach tel que A’ soit contenue dans A[%] (en tant que A-algebre).
Alors le morphisme induit A{ %} — A’{g} est un isomorphisme d’algébres de Banach.

Démonstration. (d’apres O. Gabber). Pour tout n € N, soit V,, le sous-espace fermé de
A’ x A formé des couples (a’,a = g™a’). Via la projection selon la premiére composante,
I’espace de Banach &V}, se surjecte sur A’. D’apres le théoreme de 1’image ouverte et le
théoreme de Baire, il existe n tel que le sous-espace fermé @,,<,V;, se surjecte ouverte-
ment sur A’. Donc la multiplication par g™ induit une application continue A" — A, d’olt
aussi une application continue A’{% = A{ 3 }. Composant avec la multiplication par g~

dans A{ % }, on obtient un inverse continu du morphisme canonique A{ %} — A{ 3} O

2.6.3. Lemme. On suppose A uniforme, et g non-diviseur de zéro. Alors A° —
A
li —}9 est injectif.
lim A{g} est injectif.
Démonstration. En effet, on peut supposer | | spectrale. Pour tout a € A° \ 0 et tout
A€ Ko\0,onalal 4y =inf|(£)™a|. Si |A| < |gal, inf |(£)™a| > 1, donc I'image de
(S S m A

a dans A{%}O n’est pas nulle. |

2.6.4. Remarques. (1) vy, est injectif si et seulement si inf |(%)ma|,4 =0=a=0.

C’est le cas en particulier si la multiplication par g dans A est isométrique. En revanche,
la multiplication par g dans A{%}O n’est pas isométrique si || < 1, mais les morphismes

A{ 3}“ — A{L}" sont tous injectifs (comme on le voit en prenant 1 = 1 et en utilisant
la densité de A[=]).

1

g
(2) Le complété de K°[T1, T5, T;—Till]izl est la boule unité .A4° d’une K-algebre de Banach
uniforme A sans T -torsion, mais on a ¢y 7, (T2) = 0 si [A| > ||, puisque 75 est alors
infiniment divisible par w dans C°[T7, Ts, %, T%]

2.7. Produits (et transformée de Gelfand).

2.7.1. Les produits infinis d’algebres de Banach n’existent pas en général : si A n’est pas

uniforme et si a,, est une suite non bornée d’éléments de .A°, la donnée des morphismes

K28 Ane peut équivaloir a celle d’un morphisme de K vers une algebre de Banach.
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En revanche, du fait que les morphismes d’algebres munis d’une norme spectrale vé-
rifient ||¢|| < 1, la catégorie des K-algebres de Banach uniformes a des produits quel-
conques (le produit vide étant 1’algebre nulle) :

(2.28) [T4% = {(a™) e [T A% 1(@)] :=sup|a®|s, < o0},
On a

(2.29) (JJ A% =T A

2.7.2. Exemple prophylactique. On peut se demander si toute C-algebre de Banach spec-
trale A se décompose en produit uniforme A = [["* .A* de K-algebres de Banach spec-
trales « connexes »[.

Il n’en est rien. Soit en effet B(A) I’algébre de Boole des idempotents de A (ou de A°,
c’est la méme chose). Une telle décomposition, qui équivaut a A° = [ A*°, a lieu si et
seulement si B(.A) est complet (toute famille a un supremum) et atomique (tout élément
non nul est le supremum d’une famille d’éléments minimaux non nuls).

Inversement, partons d’une algebre de Boole B et construisons la C-algebre de Banach
uniforme A := (K(Tp)pe/(ToTy — Tonr, Tp+T-p —1))* topologiquement engendrée
par les idempotents T3,. On a B(A) = B. Si B est par exemple une algébre de Boole
libre infinie - jamais compléte ni atomique -, A n’admet pas de décomposition en produit
uniforme de facteurs connexes. En s’appuyant sur [4} cor. 9.2.7] (voir aussi [22])), on peut
d’ailleurs montrer que le spectre de Berkovich .# (A) s’identifie au spectre maximal de B
(qui lui-méme s’identifie a 1’espace profini des composantes connexes de Spec A), et A a
I’algebre des fonctions continues bornées a valeurs dans /C sur cet espace.

2.7.3. La transformée de Gelfand d’une K-algebre de Banach uniforme A # 0 est

(2.30) TA= [] #(),

zeM(A)
le produit étant pris sur les points du spectre de Berkovich, c’est-a-dire les semi-normes
multiplicatives bornées, et 7 (x) désignant le complété du corps résiduel de z, cf: [4] cor.
1.3.2]. On a un monomorphisme canonique 4 — I'A4, qui est isométrique si et seulement si
A est spectrale [4] 1.3.2]. Le spectre .# (I'A) est le compactifié de Stone-Cech de . (.A)
discrétisé [4] 1.2.3], et I'application .# (I'"'A) — .# (A) est la surjection canonique.

Cette construction définit un endofoncteur I' de JC-uBan : tout morphisme A 5B

induit un homomorphisme « diagonal » continu .7 (z) — H A (y) et on obtient
fe(y)==

T'(f) en prenant le produit uniforme lorsque = parcourt .# (A). C’est un foncteur fidele

(puisque B — I'B est un monomorphisme), non plein.

On déduit de 1a qu”un homomorphisme continu A — B d’algebres de Banach spectrales
est isométrique si le morphisme associé .Z (B) — .# (A) est surjectif (la réciproque n’est
pas vraie comme le montre I’exemple du plongement de K(T") dans le complété de son
corps de fractions).

16. Une algebre de Banach uniforme est connexe (i.e. n’a d’autre idempotent que O et 1) si et seulement si son
spectre de Berkovich .2 (A) est connexe, ¢f. [l cor. 7.4.2].
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2.8. Limites.

2.8.1. La catégorie des K-algebres de Banach uniformes a des égalisateurs : les sous-
algebres représentant ces égalisateurs au sens usuel sont fermées. Comme elle a des pro-
duits, elle est complete, i.e. admet toutes les (petites) limites [20, V.2 cor. 2].

Dans le cas d’un systeme projectif (A%) de K-algébres de Banach uniformes indexé
par un ensemble ordonné ({a}, <) (non nécessairement filtrant), la limite s’obtient comme
limite uniforme définie par

(2.31) ulim A% := {a = (a%) € lim A®, |a| :=sup |a®|s, < oo}

C’est bien une algebre de Banach uniforme (et méme spectrale), et on a (compte tenu de
ce que ()° est la boule unité pour la norme spectrale)

(2.32) (ulim A%)° = lim A“°.
En particulier, les conditions (1) & (4) du cor.[Z3.2]sont préservées par passage 2 la limite.

2.8.2. Exemples. (1) Soit (r;) une suite de réels positifs tendant vers 1 en croissant. Alors
les algebres de fonctions analytiques en la variable 7' sur les « disques fermés » de rayon
r* forment un systéme projectif de KC-algebres de Banach uniformes, de limite uniforme
Ke[[T]] ®xo K, I'algebre des fonctions analytiques bornées sur le « disque unité ouvert ».
(2) Pour |w| < 1, les algebres K(T, %J) de fonctions analytiques sur les « couronnes
fermées » de rayons (J|/, 1) forment un systeme projectif de KC-algebres de Banach uni-
formes, de limite uniforme /C(T") : c’est le cas le plus simple du théoréme d’extension de
Riemann non archimédien (cf. §4).

2.8.1. Lemme. Soit (A%) un systéme projectif de K-algeébres de Banach uniformes, de
limite uniforme A. Alors I’homomorphisme canonique A° /w — im(A*° /w) est injectif.

Démonstration. En effet, comme A*° est sans wo-torsion, on a une suite exacte 0 —
lim A%° % lim A% — lim(A*°/w). m

2.8.2. Lemme. Soit (A®) un systéme projectif de K(TP%'O )-algébres de Banach uniformes.

La limite uniforme est canoniquement une IC(TP;Oc )-algébre de Banach uniforme. Notons
1 . 1 . . .

gm l'image de T'™ dans chaque A“. On a un isomorphisme canonique

1

1
g 7* lim A% = lim g~ 7= A*°.
1 1 1
Démonstration. Cela découle, dans le cadre (K°[T#»>],T»>K°°[T+»<]), de ce que
()* et ()« préservent les limites; alternativement, de [Iinterversion de limites

1
lim,, lim, g~ »™ A%° = lim,, lim,,, g~ »™ A*°. O

Ce lemme s’applique notamment au cas du systeéme de localisations (A{%]}“) (qui

contiennent é) et montre, compte tenu du lemme [2.5.2] que la limite uniforme A véri-
1

fie A° = gpr"flo.
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2.9. Colimites.

2.9.1. Soit (B,) un systetme inductif de K-algébres de Banach uniformes indexé par
un ensemble ({a}, <) filtrant. On munit colim B, de la semi-norme (spectrale) limite
|(ba)| = limg |ba|sp (bien définie en vertu de la monotonie), et on définit la colimite uni-
forme comme étant le complété séparé ucolim B, de cette colimite semi-normée. Munie
de la norme induite, c’est une algebre de Banach uniforme (et méme spectrale).

On vérifie immédiatement que la colimite filtrante uniforme est une colimite filtrante

dans C-uBan, et on a (ucolim B,)° = cmg (avec la notation du sorite 23] on a
colim B, |b| = lim, |ba|5p)-

Si les normes sont spectrales et les morphismes B, — Bg isométriques, il en est de
méme de B, — ucolim B3.

2.9.2. Comme K-uBan admet des colimites filtrantes et des sommes amalgamées &"
(donc tous les coégalisateurs puisqu’il y a un objet initial), elle est cocompleéte, i.e. admet
toutes les (petites) colimites (cf. [20, IX th. 1, V th. 2]).

Les ucolim commutent aux ® ", donc a la localisation uniforme ( ){%}“ en vertu de la

formule (2.23).

2.9.3. Exemples. (1) Si K est de caractéristique p > 0, le complété de sa cloture radicielle
est ucolim K7

(2) Soient A une K-algebre de Banach spectrale, et g un élément de .A°. Voyons .4
comme K(T')-algébre via T +— g. Notons que IC(T#> admet la base orthogonale
1, Tﬁ, e ,Tri';*ll sur IC(T#) On pose

1

(233) A(gr') i= A® oy K(T7), Alg7™) := ucolim A(g") = Ay K(T7).

1 1
Alors d’apres la rem. 227 A(g»") — A(gr"*') est isométrique, et il en est donc de
1
méme de A — A(g?> ). En outre, on a
1

(234) Algr) = (A7) /(T — g))"
(¢f- formule 2.4)).

(3) Toute K-algebre de Banach uniforme B est colimite (uniforme) filtrante de KC-algebres
affinoides réduites B, en telle maniére que colim B, — B est bijectif [19, 2.6.2]. Tl suffit,
pour tout sous-ensemble fini « C B°, de prendre pour B, I’algebre affinoide réduite image
dans B de ’objet libre K(Ts)scq sur a. L’homomorphisme colim B3 —B° est clairement
surjectif, et il est injectif puisque chaque BS — B¢ I’est. D’ou le résultat en complétant
puis inversant .

Notons toutefois que les K-algebres affinoides réduites sont par définition topologique-
ment de présentation finie. Mais elles ne sont pas de présentation finie dans -uBan au
sens catégorique, i.e. ne commutent pas aux colimites filtrantes, comme on le voit déja avec
K(T) :ona colimHom(K(T), B,) = colim BS, Hom(}C(T"), ucolim B, ) = cmg.
(4) Les algebres k(L) de fonctions analytiques sur les « disques fermés » de rayon ||’
forment un systeme inductif de K-algebres de Banach uniformes. La colimite au sens usuel
est 'algebre des germes de fonctions analytiques en 1’origine. La semi-norme limite est
donnée par | Y a; 77| := lim; max;j|a;w"| = |ag| (compte tenu de ce que pour i >> 0,
max; est atteint pour le premier j tel que a; # 0). La colimite uniforme est donc K, les
applications K (-L;) — IC étant données par I’évaluation en 0.

ot

Ce dernier exemple est un cas particulier du résultat suivant (non utilisé dans la suite de
I’article, mais qu’on pourra mettre en regard du th. - colimite vs. limite, voisinages
tubulaires de f = 0 vs. complémentaires de voisinages tubulaires de g = 0).
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2.9.1. Proposition. Soient B une K-algébre de Banach uniforme, et f € B°. On a un
isomorphisme canonique

(2.35) ucolim B{%}“ = (B/fB)"

(oir () désigne le complété-séparé pour la semi-norme spectrale associée).

Démonstration. Comme la norme de I’'image f dans B{U_f } est < |w|?, I'image de f

dans ucolimB{éi }* est nulle. Par ailleurs, B{u_f Yf=BU)/(f,@U-f)=DB/f.On

en déduit un diagramme

B

| ™~

ucolimB{%}“ —= (B/fB)"

ol les deux triangles commutent. Pour conclure, il suffit de voir que les fleches partant de
B sont des épimorphismes. Or ¢’est clair pour B — (B/ fB)* (épimorphisme extrémal non
nécessairement surjectif) et B — B{ f }, et les colimites préservent les épimorphismes. O

wt

2.9.2. Corollaire. Soient A une K-algébre de Banach uniforme, et g € A°. On un isomor-
phisme canonique

T—yg
J;

A ~ L N

Démonstration. D’apres (2.34) et 233), on a ucolim; A(T'»’ >{%}“ — A(g»’), d’ot

le résultat en passant a la colimite uniforme sur j et intervertissant avec la colimite uni-

forme sur . o

(2.36) ucolim A(T'#){ 15 Algee).
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3. LA CATEGORIE BICOMPLETE DES ALGEBRES PERFECTOIDES.

Il s’agit d’algebres de Banach uniformes .A dont I’endomorphisme de Frobenius sur la
réduction modulo p de A° est surjectif. Nous passons en revue les propriétés générales de
ces algebres, notamment le basculement et la préservation par extension finie étale. Nous
verrons aussi que les limites et colimites sont représentables, et que le plongement de la
catégorie des algebres perfectoides dans celles des algebres de Banach uniformes possede
un adjoint a droite. Les colimites sont donc les colimites uniformes, mais les limites ne
sont pas les limites uniformes en général.

On note F' I’endomorphisme de Frobenius x — xP de tout anneau commutatif de ca-
ractéristique p > 0.

3.1. Corps perfectoides.

3.1.1.  Soit K un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne non discrete,
de corps résiduel k de caractéristique p > 0 . Suivant [29] §3], on dira que K est un corps
perfectoide s’il vérifie I’'une des conditions équivalentes suivantes :

i) K°/p £ KC°/p est surjectif,
1) K°/w =N K° [z est surjectif (pour tout w € K \ 0 tel que pK° C wk?)

i) o K°/ws vyt K°/w est bijectif (pour tout w1 de norme |w|%).

La topologie de K° est alors la topologie w-adique, le groupe de valuation I relatif a w
est p-divisible (donc dense dans R), et k est parfait. Si /C est perfectoide de caractéristique
p, il est parfait.

N. B. Si I’écriture abrégée K°/w semble sans ambiguité, il convient en revanche de ne pas
confondre le K°/w-module plat K% /wk = K°° ®jo K°/w avec son quotient non
plat K°°/wk?®, qui est Iidéal maximal de K°/w.

3.1.2. Exemples. (1) Le corps perfectoide cyclotomique K+ Soit de nouveau K, o le corps
de fractions de 1’anneau de Witt W (k) d’un corps parfait k. On fixe une fois pour toutes
un systéme compatible ({,i )ien de racines primitives pi-iémes de 1 dans une cloture algé-
brique (d’ ol un isomorphisme Z;, = lim y,,: ). Considérons la tour cyclotomique

K = Ko(Gp) = Ko @q, Qp(Gpi)-
Ona Ky = W (k)[(pi], d’uniformisante (i —1,et K = (K7, )’ mod p.Le complété

K de K := UK est donc un corps perfectoide. Son groupe de valuation est p—hZ[%].

N N N
(2) Soit 7 une uniformisante de K. On a Ko(w»")° = W(k)[r?"], et Ko(mr')? =
1
(Ko(m»™*1)°)P  mod p. Le complété de Ko(m%”) est donc un corps perfectoide.
Cet argument élémentaire est de portée limitée : le cas du compositum de ces deux

exemples lui échappe. On a toutefois le résultat suivant (que nous n’utiliserons que margi-
nalement).

3.1.1. Proposition. [13] prop. 6.6.6@] Soient K un corps complet pour une valeur ab-
solue non archimédienne non discrete et K*® une cloture séparable. Alors IC est un corps
perfectoide si et seulement s’il est profondément ramifié, i.e. Q) cs)o /xco est annulé par K°°.

3.1.2. Corollaire. La complétion L de toute extension algébrique d’un corps perfectoide
K est un corps perfectoide.

Démonstration. Remarquons que KC est parfait. Pour les extensions finies £, le résultat suit
immédiatement de la proposition. On obtient le cas général par passage a la colimite des
sous-extensions finies. O

17. Voir aussi I"article précurseur .
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3.2. Algebres perfectoides.

3.2.1. Suivant [29] §5], on dira qu’une algébre de Banach uniforme A sur le corps per-
fectoide IC est une KC-algebre perfectoide si elle vérifie 'une des conditions équivalentes
suivantes :

i) A°/p £ A° [p est surjectif,

i) A°/p £ A° /p est presque surjectif dans le cadre (K°, K£°°),

i) A°/w £ A° [ est surjectif,

i) A° /w1 g A° /w est bijectif (avec |w1|P = |@|, ¢f: rem.233),

v) Frobenius induit un isomorphisme (resp. presque-isomorphisme) de X°-algebres

A (@1 ko oy 0 KO [T = A° @ Qoo p K J0 = A 50

Les morphismes d’algebres perfectoides sont les homomorphismes continus d’algebres,
de sorte que la catégorie C-Perf des K-algebres perfectoides est une sous-catégorie pleine
de IC-uBan. Elle admet un objet initial C et un objet final 0.

Si A est une K-algebre de Banach fixée, les KC-algebres perfectoides 3 munies d’un

morphisme A 2 BB sont appelées A-algébres perfectoides. Elles forment de maniére évi-
dente une catégorie A-Perf.

3.2.2. Remarques. (1) Si A est une C-algebre perfectoide multiplicativement normée
(donc integre), le complété de son corps de fractions est un corps perfectoide.

(2) Sicar K = p > 0, une K-algebre de Banach uniforme A est perfectoide si et seulement
si elle est parfaite (i.e. I est bijectif).

Par ailleurs, une C-algebre de Banach A est uniforme si et seulement si elle est réduite
et AP est fermé [16] lem. 3.5]['Y, autrement dit si 1’endomorphisme de Frobenius est injec-
tif et d’image fermée. On en déduit qu’une C-algébre de Banach A est perfectoide si et
seulement si elle est parfaite (I’uniformité est automatique).

11 résulte alors du cor. 232 que le foncteur A +— A° induit une équivalence de la caté-
gorie des KC-algebres perfectoides vers celle des C?-algebres 2 parfaites, plates, complétes,
et telles que A = 2.

En toute caractéristique, on a (¢f. [29, 5.6]) :
3.2.1. Lemme. Le foncteur A — A° induit une équivalence de la catégorie des K-
algebres perfectoides vers celle des K°-algebres 2 plates, completes, telles que A = 2, et

P
que A/w: "= A/w soit bijectif.
P

Démonstration. Compte tenu du cor.[2.3.2] il reste a vérifier que si 2 vérifie ces conditions,
Ialgebre de Banach A[-L] est uniforme. Mais cela suit du sorite 2311 (5 f). a

On a aussi équivalence avec la catégorie analogue de K?“-algebres.

3.2.3. Exemples. (1) L'exemple standard est IC(TI%"W, le complété de UIC[Tﬁ]. On
a IC(TI%“‘> = ucolimIC[T#] et IC(TI%“’V’ = ICO<TP;°°>, le complété w-adique de
UA° [TPL] Plus généralement, si A est perfectoide, A(Tz%“ﬁ I’est aussi. Le couple
(A(Tf%“ ) (Tz%'“ )) est universel parmi les couples (B, (gz%"’ )) ot B est une .A-algebre per-
fectoide et (gz%”) une suite compatible dans B de racines p™-iemes d’un élément g € B°.
(2) la IA{OO-algébrle perfectoide A, Reprenons les notations de I'ex. 312 (1). Soit 4; :=

Kf[[Tlﬁ, LT @Ko K; la Kj-algebre de Banach formée des séries a coefficients

18. L’hypothese « réduite », nécessaire, est oubliée dans I’énoncé de loc. cit. , mais utilisée dans la preuve sous

1
mo ———
la forme que a +— |aP  |P™ est une norme.
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bornés dans K;, munie de la norme supremum des coefficients (qui est multiplicative et
induit la topologie ww-adique). Pour lorsque ¢ € N varie, elles forment un syséme inductif
de K-algebres de Banach uniformes dont les morphismes de transition sont isométriques.
L L

Ona Aj = A :=W(k)[[T1,...,T,]] et pour tout i, A = K?[[T}"",...,T,""]] estun
anneau noethérien régulier local complet de dimension n + 1. L’unique idéal premier de
A¢ au-dessus de p est engendré par ,; — 1. En outre, A = (A7, ;)7 mod p.

Le complété A, := ucolim A; de A, := UA; est donc une K -algebre perfectoide,

7 5 e 5o .
dont ’anneau des éléments bornés est contenu dans A2, = K9 [[T}" ,..., T |] (mais
non égale : Y w1 T™ n’est pas dans A%.); on a en fait un isomorphisme canonique
p’ﬂ

3.1) A = WR(TY™ .. T )OKS,.

1 I A N
En effet, on a un morphisme canonique W (K[[TF" ,..., T |)@ K% — A2 entre
W (k)-modules p-adiquement complets sans torsion, qui est un isomorphisme modulo p.

(3) Pour tout corps perfectoide /C, KCo[[T,"™ , ..., T:"" ] [%] est perfectoide : la surjectivité
de F' modulo p se vérifie immédiatement.

3.2.2. Proposition. Supposons K de caractéristique p > 0. L’inclusion des K-algébres
perfectoides dans les K-algébres de Banach uniformes admet un adjoint a gauche :

1
A — ucolim A»* = ucolimg A, la complétion de la cloture radicielle. Elle admet aussi
un adjoint a droite : A — ulimp A.

Démonstration. (1) cf. [29, prop. 5.9]. (2) en découle (cf. [14, §6.3]). ]

3.3. Basculement.

3.3.1. On suppose car IC = 0. L’application multiplicative lim K° — 1i;n K°/w étant
r—xP
bijective, on obtient a la limite une application multiplicative continue # : 11}1;11 K°/w —
K°. Tl existe w” € limp K°/w tel que |#(”)| = |w].
On vérifie [29, lem. 3.4] que Ko = ligl K°/wo est 'anneau de valuation du corps

perfectoide de caractéristique p
1
b (15 o bl . b
(3.2) K= (m Ko /w)[ ], [a’] = |#(a”)],
et que # induit un isomorphisme K*°/w” = K°/w.

3.3.2. Remarque. Dans I’autre sens, il n’y a pas de choix canonique d’un corps perfectoide
K de car. 0 tel que K” soit un corps perfectoide de car. p donné (a « isomorphisme de
Frobenius » pres, ces corps K correspondent aux points de degré 1 de la courbe de Fargues-
Fontaine [9]]).

3.3.3. Soit A une [-algébre de Banach uniforme. L’application multiplicative

lim A° — 11;11 A°/w est un homéomorphisme [[14] th. 6.3.92], ce qui fournit une ap-
r—xP

plication multiplicative continue

(3.3) #:lim A /@ — A°.

En outre, 1i}n A° /o est canoniquement une ICb"—algébre parfaite o’ -adiquement compléte.

La norme associée n’est autre que autre que

(3.4) a"| = [#(a’).
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On obtient ainsi une K’-algebre de Banach perfectoide (la basculée de A)
1
(3.5) A= (lim A°/w)[— ]
F w
qui vérifie Ao = H}n A°/w, et # s’étend en une application multiplicative A> — A. Ces

constructions sont fonctorielles en A ; on obtient ainsi un foncteur
(3.6) b: K-uBan — K’-Perf.

S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera aussi b sa restriction a C-Perf.

Par ailleurs, puisque A est uniforme, le noyau de F™ sur A°/w est @ (A°/w) (par
le point (5f) du sorite Z3.1] appliqué a la norme spectrale). Donc le noyau de 1’homo-
morphisme ligl(Ao/w) — A°/w induit par # est 11}1?11 " (A°/w) = @’ ligl(.Ao/w)

(noter que o a,, ne détermine pas a,,, mais que F' leve 1’ambigiiité). On conclut :
3.3.1. Proposition. A’ est perfectoide, et # induit un homomorphisme injectif
(3.7) A o — A°/w.

C’est un isomorphisme si et seulement si A est perfectoide. O

3.3.4. Exemples. (1) IC(TP;”")b est canoniquement isomorphe a ICb<Tp%°> (les éléments
notés 1" se correspondant par #).

(2) La K’ -algebre perfectoide A’_. Reprenons I'ex. B23 (2). Posons w’ :=
(¢pi) — 1. Alors K’ s’identifie au complété w’-adique de la cloture radicielle de k[[z”]],
et A% au complété w’-adique de la cloture radicielle de k[[c”, T}, . . ., T},]] (comme on le
voit en réduisant mod. @”). Les éléments de AE}O et de Ao notés T; se correspondent par

#.
(3) Le basculé de /Co[[Tf]][ ] est ICbO[[Tf]][ﬁl-

1

P
3.3.5. Remarques. (1) Si A est perfectoide, #(A*°) engendre un sous-K°-module (al-
geébre) dense de A°. En effet, soit 2 1’adhérence de ce sous-module. L’image de 2 —
A°/w =2 A /o’ est A°/w, donc A = A° d’aprés le lemme de Nakayama pour les
modules complets.
(2) Si A est integre, il en est de méme de A”. En effet, si a’,” € A" vérifient b’ = 0,
ona #(a”)#(b°) = #(a’p’) = 0 dans A, d’olt #(a”) = 0 ou #(b") = 0, et finalement
a”>=0oub” =0.
(3) Si la norme de A est multiplicative, il en est de méme de celle de .A”. Et réciproquement
si A est perfectoide, comme il suit du point (1) (ou de I'intégrité de A° /A% = A"/ A>°°).
(4) Les éléments idempotents de A sont en bijection avec ceux de A°/w et aussi avec
ceuxde A” (viae =e? € A% € A%)w s € = (...,8,8) € A > #e” = e).
(5) Un morphisme A % B d’algebres perfectoide est isométrique si et seulement si ¢’
I’est. En effet, la condition se traduit par I’injectivité de ¢° mod. w, qui s’identifie a ¢*°
mod. w”.

3.3.6. Placons-nous dans le cadre (K°, K°?). Voici le premier théoréeme fondamental de
la théorie perfectoide (cf: th. 5.2, rem. 5.18, th. 3.7]).

3.3.2. Théoreme. (1) Le basculement A — A’ induit une équivalence de catégories

entre K-algébres perfectoides et K’-algeébres perfectoides (indépendante du choix
de (w, @")).



32 YVES ANDRE

(2) Le passage a ( )° suivi de la réduction mod. w (resp. wb) induit une équivalence
entre chacune d’elles et la catégorie des K° “/w-algébres!)lates 2 dont le Frobe-
nius induit un isomorphisme /w1 Qo e, o K°/w — A O

P »

Dans [[10, th. 1.2, th. 3.2], J.-M. Fontaine esquisse une démonstration par extension
directe de ses constructions bien connues en théorie de Hodge p-adique : KC° est quotient
de W(ICbO), et si I’on pose

1
@

(3.8) (A”)20 1= W(A) @y (ievoy K2, (A")F = (A7)F[=],

on obtient un foncteur 4 : K’-Perf — K-Perf quasi-inverse de b. En outre
(3.9) 2+ (lim )%, (resp. A lim 20)

est quasi-inverse de la réduction mod. w (resp. @”). Voir [[14} §6.3] pour les détails (ainsi
que [91, [T9D).

Pour A perfectoide fixée, on déduit de (1) que le basculement induit une équivalence
de catégories entre A-algebres perfectoides et .A’-algebres perfectoides (nous I’ utiliserons
dans le cas A = IC(TI%“’».

3.3.7. Plus haut, on a associé fonctoriellement a toute KC-algébre de Banach uniforme .4
une K°-algebre perfectoide .A” et un monomorphisme A°° /@ < A° /. Posons

(3.10) f:=fob: K-uBan — K-Perf.

3.3.3. Proposition. (1) Le foncteur Y est adjoint a droite de [’inclusion 1 des K-
algebres perfectoides dans les K-algebres de Banach uniformes. En outre, pour
les normes spectrales, la coiinité d’adjonction AP = A est isométrique ; c’est un
isomorphisme si et seulement si A est perfectoide.

(2) Le foncteur b est adjoint & droite de 1 o 4.

Démonstration. (1) L’adjonction vient de ce que ft 2 idjc-pers, €t I'isométrie de la coii-
nité d’adjonction de ce que A% /ww — A°/w est injectif (prop.3.3.1)).

(2) s’en déduit par composition d’adjonctions, puisque b = b|x-pers © § €t qUE D|jc-pers
admet comme adjoint a gauche son quasi-inverse f. O

En langage catégorique, IC-Perf est une sous-catégorie coréflexive (pleine) de
KC-uBan [[17].

3.3.8. Une importante application du basculement concerne les produits tensoriels (cf.
[29, prop. 6.18]) :

3.3.4. Proposition. Soient IC un corps perfectoide et A une K-algébre perfectoide. Si B, C
sont deux A-algebres perfectoides, leur somme amalgamée en tant qu’algébre perfectoide
existe et coincide avec la somme amalgamée B®Z C en tant qu’algebre de Banach uni-
forme. L’homomorphisme canonique

(3.11) (B°& 40 C%) s — (B&AC)?

est un isomorphisme. En particulier, si A, B,C sont munies de leur norme spectrale, on a

B& 4 C = B®Z‘ C, de boule unité (B°% 40 C°)..

Démonstration. 11 est clair que Frobenius induit une bijection (B°® 40 C%)/ww1 —
P

(B°& 40 C°) /0. D’apres le lemme 32.1] il suffit alors de montrer que B°® 40 C° est
presque sans to-torsion.
Si car K = p, cela découle du fait que B°& 40 C° est parfaite (cf. rem.[3.2.2] (2)).
Sicar K = 0, il suffit d’aprés I’équivalence (2) du th.3:3.2de voir que B°* /w0 ® oa /o
C°%/w est plate sur K¢ /wo, ce qui s’obtient par basculement : B /@ @ goa /o C°* /w0 =
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B [ ® gooa /b C"**/w”. Cela montre aussi que les sommes amalgamées com-
mutent au basculement. La troisieme assertion résulte de la seconde en vertu du sorite

Z3I(2¢) (5). O

Il s’ensuit que la catégorie des algebres perfectoides admet des colimites finies, qui
se calculent comme dans la catégorie des algebres de Banach uniformes (ce résultat sera
renforcé au §3.9). Elles commutent a I’équivalence de basculement.

On déduit aussi de la proposition que le foncteur —®x.A est adjoint & gauche du fonc-
teur oubli A-Perf — K-Perf.

3.4. Extensions étales finies d’algebres perfectoides.

3.4.1. Soit K un corps perfectoide, et plagons-nous de nouveau dans le cadre (K°, K°°).
Voici le second théoréeme fondamental de la théorie perfectoide (cf. [29} th. 7.9][19]), qui
généralise le « théoréme de pureté » de Faltings.

3.4.1. Théoreme. Soient KC un corps perfectoide et A une K-algébre perfectoide.
(1) On a des équivalences de catégories
{A°%-algebres étales finies} —
{ A-algebres perfectoides étales finies} —
{ A-algebres étales finies}
induites par inversion de w et oubli de la norme respectivement.
(2) Ces équivalences sont compatibles au basculement.

En particulier, toute extension étale finie B de A est perfectoide (la norme spectrale de 3
étant I’unique norme spectrale complete, et aussi I’unique norme spectrale compatible avec
la topologie canonique du .A-module projectif fini B, ¢f. 2.2.2)), et tout X-automorphisme
de la KC-algebre B qui fixe A est continu, donc isométrique eu égard aux normes spectrales.

3.4.2. Exemple prophylactique. On ne peut s’ affranchir de I’hypothese « étale » dans le
point (1) du théoréme, comme le montre 1’exemple suivant, ot 1’on reprend les notations
deB23(2) avecp=n = 2.

Posons g := T} + T et considérons la K ~o-algebre de Banach (multiplicativement nor-
mée) Am[\/ﬁ]. Elle n’est pas perfectoide. En effet, tout élément a; + az,/g de Ao [\V9]°
vérifie 2a1,2as,a? — a3g € Ago comme on le voit en calculant traces et norme ; en par-
ticulier a1 (0) € K°. L’élément f; := %(m — /T — /T3) est dans Ay [\/9]°
comme on le voit en calculant son carré. Montrons que f; n’a pas de racine carrée mo-
dulo 2 :sib = a1 + az2\/g € Ax[/g]° vérifie b? — fi € 24.[\/g]° C A%L[/7)
alors 2a1a; — £ € Ao . d’ou |a1(0)az(0)] = 272, ce qui contredit le fait que
ay (0), 2ao (0) e Ke.

L’exemple[2.43]en car. 2 est du méme type.

3.4.3. Notons que les foncteurs en jeu sont pleinement fideles. Commengons par établir
la premiere équivalence du théoreme, c’est-a-dire :

3.4.2. Proposition. (1) Si A est une K-algébre perfectoide, toute A°*-algébre étale finie
B fournit, aprés inversion de w, une A-algébre perfectoide B (de maniére fonctorielle si
on munit B de la norme spectrale), telle que B°* = ‘B.

(2) Réciproquement, si B est une A-algebre perfectoide étale finie (resp. galoisienne de
groupe G), alors B°® est une A°*-algébre étale finie (resp. galoisienne de groupe G).
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Démonstration. (1) B est w-adiquement compléte (lemme[[7.) et plate sur K. D autre
part, d’apres [13] th. 3.5.13ii], on a (B /w) @ (4ea /) F* (A" /w) = F* (B /w). Ainsi F

induit un isomorphisme B /w1 @y ), o L°/w 5 B /w puisqu’il le fait pour A% /.
Donc B := B[2] est perfectoide et B°* = 9B (lemme [3.2.T)).

1
(2) a) Commengons par le cas ol I’extension A — B est galoisienne de groupe G.
D’apres le lemme [L7 1l et la prop. B34l on a B! ® 40a B = (B®4 B)?® = H B,

Ainsi B°® est galoisienne sur .4°%, donc étale finie (prop.[.91](1)).

b) En général, le rang de B sur A étant fini continu et borné, on peut supposer, en
décomposant .A en un nombre fini de facteurs, que ce rang est constant, égal a . D’apres
le lemme [T.9.2] on a une extension galoisienne A — C de groupe &, se factorisant par
B et telle que B = C® 1. D’apres le pas (a), C°® est une A°%-algebre galoisienne de
groupe &,.. On a aussi B°% = (C°%)S -1 (lemme [Z.4.1] (2)), qui est donc étale finie de
rang constant sur A°%, égal au rang de B sur A (prop.[L.9.1](3)). O

3.4.4. Compte tenu de cette proposition, établir la seconde équivalence du théoréeme re-
vient a prouver que (x) 4 : foute A-algébre B étale finie est perfectoide.

En voici une esquisse de démonstration, suivant 1’approche de [[19, th. 3.6.21], qui ne
fait plus intervenir la presque-algebre (le lecteur vérifiera que le recours a quelques énoncés
ultérieurs ne crée pas de cercle vicieux). En car. p, () 4 suit de ce qu’une algebre étale finie
sur un anneau parfait est parfaite. Supposons alors car K = 0.

(a) On prouve d’abord (). pour toute extension finie £ de K, ¢f. cor.[3.1.2]

(b) On montre que la transformée de Gelfand I'(A) est perfectoide : ¢’est un produit uni-
forme de corps perfectoides 7 (), cf. prop.BZ1} On déduit de 1 et du pas précédent que
pour toute A-algebre étale finie 3, B ® 4 I'(A) est perfectoide et spectrale.

(c) On aT'(A") = T'(A), of rem. BT Les corps perfectoides .7 (z)” sont colimites
uniformes de localisations rationnelles A% de A, et 57 () est colimite uniforme des bas-

culés A, qui sont des localisations rationnelles de A°, ¢f. rem.[3.6.4l On a alors un carré
essentiellement commutatif d’équivalences

2—C01im(AZ‘—Alget'ﬂn) SN jiﬂ(w)b_Alget.fin

| l

2-colim (A,-Alg™ /™) —— (x)-Alg® /™

ol les équivalences verticales sont données par f (compte tenu de () 4> et (x) 45 ), et out les
équivalences horizontales sont données par I’approximation « a la Elkik » p;op. 5.4.53]
et [SGA 4, exp. 7 lemme 5.6] (voir aussi [29, 7.5]) (notant que colim A?, est hensélien, de
complété A%)| .

(d) Par compacité de .# (.A), on obtient un recouvrement fini de .# (.A) par des localisa-
tions rationnelles .7 (A, ) tel que B ® 4 A, soit perfectoide. Pour passer des A, a A, on
utilise les bonnes propriétés faisceautiques des algebres perfectoides, cf. [29] th. 7.9][19,
th. 3.6.21].

Le point (2) du théoréme suit du point (1), des équivalences du th.B.32et de I’équivalence
remarquable de Grothendieck (cf. [1.8.2) :

Aca-AlgetS =~ Aoa/w—Alget'f o~ Aboa/wb—Alget'f >~ proa_Algets ]

19. On utilise ici le fait que pour les algebres étales finies, objets et morphismes sont de présentation finie. I
n’est pas facile de trouver un exposé sur les 2-limites et 2-colimites de catégories orienté vers les applications
plutot que vers les généralisations. Nous renvoyons a 1’appendice A de [33]], qui fait exception.
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3.4.5. Remarques. (1) [19]] établit la prop. par voie analytique en introduisant des
anneaux de Robba;[29] I’établit en méme temps que (%) 4 en élaborant les points (c) et
(d).

(2) Comme suggéré dans [[10] et développé dans [19} 3.6], on peut définir une notion
d’algebre perfectoide sur un corps p-adique K non nécessairement perfectoide : ¢’est une
KC-algebre de Banach uniforme A telle que F' soit surjectif sur .A°/p et qu’il existe w1
P —
s € Z[%], avec w_s = w, 1, d’olt A°° = (A°°)%. On a des analogues du th. B.3.2] et de
la prop.B34I[19] 3.6.5, 3.6.111PY, ainsi que la généralisation correspondante du 321 [19]
3.6.21,5.5.9] (presque étale s’entend ici dans le cadre (A, .A°?)). De nouveau, I’argument

galoisien de la prop.[3.4.2l permet de se dispenser des anneaux de Robba de [[19].

avec w p mod p?A°. Cela implique I’existence de w, € A de norme |p|® pour tout

(3) Tout anneau local complet régulier ramifié de caractéristique mixte (0, p) estisomorphe
a un anneau de la forme W (k)[[T<,]]/(p — f) ol f est dans le carré de I'idéal maximal et
non divisible par p. Le méme argument que pour le cas non ramifié (ex.[3.2.3](2)) montre

i
que W(k)[[TZ,1]/(p — [) est perfectoide au sens généralisé ci-dessus, cf. [311 4.9].
(4) Le théoreme de presque-pureté fournit des exemples de modules auto-duaux (via la

trace, cf. rem.[L.81] (2)), et par suite réflexifs, qui ne sont pas de type fini, méme sur un
anneau de valuation ; ¢’est le cas du K°-module B° dans I’exemple[2.4.3

3.4.6. Voici une premiere conséquence du théoreme.

3.4.3. Corollaire. Soit B une extension étale finie d’une K-algébre perfectoide A. Alors
B? est entier sur A°; c’est en fait la fermeture (completement) intégrale de A° dans B.

Démonstration. Comme la fonction rang de B sur Spec A est continue et bornée, on peut
la supposer constante égale a r en décomposant .4 en produit fini. Soit b € B° et soit
T

xo(T) = Z (—1) TT(/\iB)/A('b)TT_i son polyndme caractéristique. On a x4 (b) = 0. Par
0

ailleurs, comme B° est presque projectif fini sur A°* d’aprésB.4.1l ona T'r(nigy/a(-b) =

Tr(pigoay)aea (D) € AZ* = A°. Donc b est entier sur .A°. La seconde assertion suit de la

et du lemme 2411 (1). O

3.4.7. Remarque. Si A n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, on peut aussi
raisonner comme suit : en décomposant A et B, on se rameéne aussitot au cas ou A et B
sont connexes. 1l existe alors une cloture galoisienne C ([32 prop. 5.3.9], de groupe noté
G. Comme G agit par isométries eu égard aux normes spectrales, le lemme 2.4.1] (2) dit
que C° est entier sur A°, donc B¢ aussi.

3.4.8. Le théoreme[3.4.Iladmet une réciproque partielle, que nous n’utiliserons pas@ :

3.4.4. Proposition. Soit B une K-algebre perfectoide, extension étale finie d’une sous-K-
algébre A. Alors A est perfectoide.

Démonstration. En raisonnant comme au pas b) de la prop.[3.4.2], on se rameéne au cas
galoisien de groupe G. Alors A = C% est perfectoide d’apres la prop. 3.8 1l ci-dessous. O

3.5. Monomorphismes (et recadrage).

3.5.1. Dans K-Perf, les homomorphismes continus injectifs sont des monomorphismes.

La réciproque est vraie en car. p, car le plongement -Perf — K-uBan admet un

adjoint a gauche (cela découle aussi formellement du fait que -Perf admet des objets
1

libres : S+ K(T&™ )ses est adjoint a gauche du foncteur oubli K-Perf — Ens).

20. on prendra garde que les “uniform algebras" de [19] sont nos algebres spectrales.
21. voir aussi prop. 3.6.22].
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En car. 0, les monomorphismes sont les morphismes ¢ dont le basculé ¢ est injectif.
Un tel morphisme n’est pas nécessairement injectif, comme le montre I’exemple suivant.
Ainsi, si ¢ est injectif il en est de méme de ¢”, mais la réciproque n’est pas vraie.

3.5.2. Exemple prophylactique. Soit Ko le corps perfectoide cyclotomique, et considé-
rons la tour d’extensions perfectoides Koo [p#] etle complété £ de leur réunion, qui est en-
core perfectoide. Soit Koo (Tp%ﬂ 2% Lle morphisme d’évaluation en p (i.e. T# — pﬁ ),
qui n’est ni injectif ni surjectif.

Basculons : ¢” est donné par I’évaluation en un élément p® = (- ,p% ,p) de L7 (L est

la complétion de la tour d’extensions séparables Koo [p#]b, et p’ n’est dans aucune d’entre
elles). Le noyau de ¢” est un idéal fermé premier radiciel, et ’algébre de Banach intégre
B:=K &(TP%") /ker ¢ est perfectoide spectrale [19, 3.1.6 d]. Ce ne peut étre un corps
car la norme serait multiplicative [18], et le plongement dans £ serait alors isométrique ;
basculant dans 1’autre sens, on aurait une factorisation de ¢ en un morphisme surjectif

KOO<TT%°°> — B* (¢f rem.[3.6.2 ci-dessous) suivi d’un plongement isométrique dans £,
ce qui contredirait le fait que ¢ est d’image dense mais non surjectif.

Le morphisme K’ (T) — K. <Tz%°°> induit un homéomorphisme D, :=
MK (T7)) = D = M(K?(T)), les corps résiduels #(z) de Do, étant les per-
fections complétées de ceux de D. Le spectre M (3) est un sous-espace connexe (cf. [4]
7.4.2])de D non réduit a un point d’apres ce qui précede, donc il contient un point z., de
«dimension» d(x) > 1 (cf. [4 9.2.3]); le point x € D correspondant est alors de type 2 ou
3 [ 9.1]. D’apres [25] 4.4], il existe f € K"(T) et r €]0, 1] tels que le domaine affinoide
de D défini par | f| < r ait un bord de Shilov réduit au point z ; si A est 1’algebre affinoide
(non nécessairement stricte) associée, le morphisme A — H(z) est donc isométrique. Il

T i . 1 T
en est alors de méme de A7~ — H(2)7~ = H(2o0). Par ailleurs K2 (T7=) — A7~
est injectif (apres extension des scalaires, c’est une localisation « de Weierstrass »), donc

A 1
le composé K (T7=) — H(x) aussi. Comme il se factorise a travers 3, on en déduit
que ker ¢* = 0.
1
3.5.3. Reprenons I’exemple du monomorphisme 5 — g_PT"B"[%] de[2.5.2 (g non di-
viseur de z€ro). Supposons B perfectoide. Nous verrons plus tard (lemme [£2.3) que les
1
conditions équivalentes du sorite [2.5.3| sont satisfaites (de sorte que g_v_“B"[%] est la
fermeture intégrale complete de B° dans B [é]); elle n’est pas nécessairement égale a 3
1 a1

comme le montre I'exemple (K + T~ K(T}™ , T ), g = T1). La question suivante est
ouverte :

1
. -1 1 .
3.5.1. Question. g~ 7~ B°[=] est-elle perfectoide ?
C’est clair en car. p puisque cette derniere est parfaite. En car. 0, en revanche, méme si la
multiplication par g est isométrique, une approche directe a partir des isomorphismes
1 =P 1
g plwrlBO/,wl = g pkBO/w
P
_ L L
se heurte a 1’éventualité que lim (¢ »* B°/w) — lim (g »* B°/w1) ne soit pas surjec-
p
tiff1. De méme, une approche a partir de I’isomorphisme
1
B° =W (B°) ® KT
W(KPo(T P> )

bute sur le probleme de la compatibilité de g_z%"’ (—) au produit tensoriel (un quotient,

dans ce cas).

22. Jignore si cette éventualité se produit.
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3.5.4. Pour clarifier la situation, nous introduisons la notion de IC(TP;“’ )-algébre presque

perfectoide. Plagons-nous dans le cadre (KC° <Tz%°° ) T Ko°K° <Tz%°° )., et reprenons les
notations de[2.3.6

3.5.2. Definition. Soit /5 une IC(TI%” )-algebre de Banach uniforme. On dit que B (ou %)
est presque perfectoide si B% est isomorphe a une IC(TP%c )-algebre perfectoide.

Notons K(T#7)a-Perf (resp. K(T7=)i-pPerf) la sous-catégorie pleine de
IC(TT%“ y-uBan dont les objets sont perfectoides (resp. presque perfectoides).

3.5.3. Lemme. L’adjoint a droite ( )* du plongementh(Tp%"}Perf — IC(TP;“}uBan
induit un adjoint a droite du plongement IC(TP%"V’-Perf — IC(TP%"Y}-UBan, encore
noté .

Le plongement de IC(TP%"Y}-Perf — IC(TP%V’-pPerf est une équivalence, de
quasi-inverse induit par .
Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

K(T#)-Perf —'— K(T7)-Alg

l()‘"‘ ()&l
(K(T7 Yo-Perf —— K(T7)i-Alg.
Alors ()% 040 () est adjointa droite de ()00 ()g = j.et ()0 = () oho ():)o ()%
La seconde assertion en découle. O

3.5.4. Sorite. Soit B une IC(TP%O )-algébre de Banach uniforme. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) B est presque perfectoide,

(2) F est presque surjectif sur 3° /o,

(3) B < B est un presque-isomorphisme,

(4) B — B est un presque-isomorphisme,

(5) il existe une IC(TP%"}algébre perfectoide B' et un morphisme B’ — B de

IC(TP%" )-algébres de Banach qui est un presque-isomorphisme,

(6) (B%);, est perfectoide.
Démonstration. Les implications (1) = (2), (3) = (4) = (5) et (6) = (1) sont claires.
(2) = (3) : il suffit de prouver que B% — B est presque surjectif sous (2) (cf. prop.3.3.3).
D’aprés le lemme de Nakayama (cf. §L.3), il suffit de montrer que B /w = B /w” —
B/ est presque surjectif. Posons £ := B°/w, de sorte que B = lilgl £. 11 suffit de mon-

trer que ligl £ — Lest presque surjectif. Or (2) se réécrit comme la presque surjectivité du

morphisme £ ® Ke <Tz%°° )/w % £ induit par Frobenius. Cette derniére en-

1
ATTF ) [, F
traine la surjectivité de F' : KCooT 7 & — Ko°T#= £. Par le lemme de Mittag-Leffler pour
les F,-espaces vectoriels , on en déduit la surjectivité de ICOOTP%" lim £ — ICOOTP%o £,
d’oti la presque surjectivité de ligl £— L
(5) = (1) : d’apres le lemme 2.3.3] (6) implique que (B')° — B° est un presque-
isomorphisme, d’ou (1).

(3) = (6) : quitte a remplacer B par 3%, (4) permet de supposer B perfectoide pour prouver
(6). D apres le lemme précédent, on a [((B%);,)%] = [((B%);)%]* = (B)%, et le composé
(

[((BY)) %) — ((B*)g)* — (BY);
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est I’identité. Donc le morphisme injectif ((B%);)% — (B%);, est un isomorphisme. a

3‘5'5l Remarques. (1) Supposons g non-diviseur d? zéro. Dans la classe d’isomorphisme
de B%, il y a une algebre perfectoide initiale (B%); et une algebre perfectoide finale
(g_r%“BO[%])h (qui serait (B%); si la question ci-dessus avait une réponse positive).

(2) Perfectoide implique presque perfectoide mais pas vice-versa, méme si g est non-
diviseur de zéro : la sous—lC(Tlp%o)—algébre B = K + (Tlp%oIQTf%O,T;%o))* +
(T IC(TIP%O,TQP%O))_ de IC(Tlp%o,Tf%o) est presque perfectoide mais pas perfectoide,
puisque son image modulo (Tlp%o) n’est pas parfaite.

(3) En dépit du point (5) du lemme (et du lemme qui tralite des morphismes et
non des « presque-morphismes »), il n’est pas clair qu’une (7' 7= )-algebre de Banach
uniforme presque isomorphe a une IC(TI%“’ )-algebre perfectoide soit presque perfectoide.

3.5.5. Lemme. Le foncteur A +— A° induit une équivalence de la catégorie des
1 ~ 1
K(T#= )*-algebres presque perfectoides vers celle des IC(T' 7= )°%-algébres A® plates sur

r—z?

KC°, completes et telles que A% /w1 ~—=  A*/w soit bijectif.
P

La preuve est analogue a celle du lemme[3.2.1) O

3.5.6. Proposition. Si A est presque perfectoide, on a une équivalence de catégories
{ A%-algebres presque perfectoides presque étales finies} — { A°*-algébres étales finies}
donnée par ()°°.

La preuve est analogue a celle de la prop.3.4.2 O

3.6. Epimorphismes (et localisation).

3.6.1. Comme le plongement C-Perf — K-uBan est fidele et admet un adjoint a droite,
il préserve et reflete les épimorphismes.

Soit B une K-algebre perfectoide et ¢ : B — C un épimorphisme extrémal de -
algebres de Banach uniformes (¢f. 2.6.T). Puisque C-Perf est une sous-catégorie coré-
flexive de KC-uBan dont les cotinités d’adjonction sont des monomorphismes, elle est
stable par quotient extrémal (cf. prop. 4]), donc B est perfectoide (mais vu comme
épimorphisme de K-algebres affinoides, ¢ n’est peut-étre pas extrémal).

Par exemple, considérons une K-algebre perfectoide spectrale A et un élément g € A°,
et formons I’ algebre spectrale A(gz%"’ ), dont A est une sous-algebre normée (ex.[2.9.31(2)).
Alors A% KIC(TI%"W est une K-algebre perfectoide spectrale (prop.[3.3.4) et le morphisme
canonique ¢ : A®;CIC<TT+°°> — A(gv%ﬂ est un épimorphisme extrémal (cf. formules
233) et 2.4)), donc A(gp%ﬂ est perfectoide. Notant ¢” € A(gz%'o)b le systeme inverse

k

des g»* modulo p, ona g = #¢”.

3.6.2. Remarque. Signalons quelques résultats relatifs aux épimorphismes que nous n’uti-
liserons pas dans la suite. Si ¢ : B — C un morphisme de K-algebres de Banach uniformes
d’image dense, et si B est perfectoide, il en est de méme de C (c¢f. [19, th. 3.6.17 (b)]). De
surcroit, si ¢ est surjectif et B spectrale, la norme spectrale de C est la norme quotient et
I’homomorphisme induit sur les boules unité est presque surjectif [19] prop. 3.6.9 (¢)].

On en déduit que ¢ est surjectif si et seulement si ¢* I’est; en effet, la condition se
traduit par la presque surjectivité de ¢° mod. w, qui s’identifie & #”° mod. w”.
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Par ailleurs, noter que ker ¢” est un idéal fermé radiciel, donc le quotient A” /ker ¢” est
perfectoide [19] 3.1.6 d], et on a une factorisation canonique de ¢ dans KC-Perf en

2 (A fker ) B3 (Afker )" &3
ol ¢ est surjectif, ¢o est a la fois un épimorphisme extrémal et un monomorphisme, et
¢3 o P9 est un monomorphisme.
3.6.3. Passons aux localisations affinoides (c¢f. §2.6.2), et commengons par examiner
I’exemple standard de 1’algebre perfectoide spectrale IC(TI%“’) Si car L = 0, on prend
w de la forme # ("), et on pose o = #((wb)ﬁ) ; notons que le basculé de IC(TP;“>
est K (Tzo%o ).

Pour tout j et tout m, K(T L"’){l? }° est le complété IC"(Tﬁ, (%)PL"W
de /CO[T%m (=)o) = KT Upm]/(T# UF - wf)mm tandis que
K7™ ) {5 "} <1 est le complété KO(T7 >deIC°[Tp , 2 =] .= Ko[T# ,U]/(TU —

wd). Passant a la colimite complétée (pour m — 00), on obtient

(3.12)
1 ) 1wl 1 T g
KT ) {07 = KT7 (F)7) = Ko7 U 7= /(T UTF — i)y,
alors que la boule unité est
= wj o %.o wj _ o % 5 o wj
(3.13) K(T> HT}Q*’C (7%, =) = KAXT7 ) @0y KT, 7).

Ainsi

o @ 1 s IETINA @’
Gu1d) KT )=} = KT @y AT, =) = KT )@y KT 7}
est perfectoide d’apres (3.12), en particulier uniforme, mais non spectrale en général

d’apres (3.13). Pour toute IC(TP%o )-algebre de Banach uniforme .4, on a alors, en notant g
I’image de T et en combinant les formules (2.23) et (3.14) :

wl . o w!
(3.15) Al = A8 KT ) {7

1
K(TP™)
3.6.1. Proposition. Soient A une KC(T' 7 )-algebre perfectoide munie de sa norme spec-
trale, et ¢ = T - 1. Alors pour tout j € N, A{%ﬂ} est perfectoide et le morphisme
canonique

. N w’
(3.16) (AO(X)’C a1 KT ()77 ))s — A{;}O
est un isomorphisme. En particulier, A% K K(T 7 >{W_]}“ est spectrale.

)
En outre, si car K = 0, A{w }b s’identifie a Ab{( } oit ¢ est 'image de T dans

A (de sorte que #¢° = g).

Démonstration. Compte tenu des formules (B.12)(3.13), c’est un corollaire de la prop.
334 o

3.6.4. Remarque. Le méme argument montre que A{{l==ln fronfn } est perfectoide si
f1,- .., fn, g admettent des suites compatibles de racines p" —1emes C’est encore vrai sans
supposer cette condition : Scholze le déduit du résultat précédent - qu’il prouve a nouveaux
frais [29] def. 2.13, th. 6.3 (ii), lem. 6.4 (iii)]) plutdt que de le déduire du résultat sur les ®
-, grice a un lemme d’approximation de f;, g € A° par des éléments du type # f’f #HG
[29, cor. 6.7 (1)].
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3.7. Produits (et transformée de Gelfand).

3.7.1. Les produits uniformes d’algebres perfectoides sont perfectoides, du fait que
(ITA%) /@ = T](A% /).

3.7.1. Proposition. Si A # 0 est perfectoide, il en est de méme de sa transformée de
Gelfand T'(A).

Démonstration. Comme I'(A) est produit uniforme de corps 7 (x), il suffit de voir que
ceux-ci sont perfectoides. Or 77 (x) est colimite uniforme de localisations rationnelles de
A, qui sont perfectoides, ¢f. rem. 3.6.4 et [19] 2.4.17]; donc 7 (x) est perfectoide (cf.

. O

3.7.2. Remarque. On peut montrer que si A est perfectoide, I'(A°) = I'(4)°, comme
conséquence de la commutation des localisations rationnelles au basculement et de ce que
M(A) = 2 (A) 19 th. 3.3.7]. Fignore si I'(A”) = T'(.A)” vaut encore sans supposer A
perfectoide.

3.8. Limites.

3.8.1. La catégorie des K-algebres perfectoides est complete, i.e. admet toutes les (pe-
tites) limites. Cela découle de ce que K-uBan est complete et IC-Perf en est une sous-
catégorie coréflexive, i.e. le plongement C-Perf — K-uBan admet un adjoint a droite
(cf. prop.B2Z21 B3.3).

Si car K = p, ce plongement admet aussi un adjoint & gauche (cf. prop.[3.3.1)), donc
reflete les limites : les limites perfectoides sont les ulim. Comme b : K-uBan — K°-Perf
admet un adjoint & gauche (prop.[3.3.3), il commute donc aux ulim.

Si car £ = 0, on les obtient par basculement a partir du cas de caractéristique p : les
limites perfectoides sont les ulim?.

3.8.2. En caractéristique 0, limite perfectoide et limite uniforme ne coincident pas.
Ce phénomene se présente déja dans le cas des limites finies : [’intersection de deux
sous-algebres perfectoides d’une algébre perfectoide n’est pas nécessairement perfec-

toide, comme on le voit dans 1'ex. BZ2 ol Ao V9] = QT/E)(\/@ N Ay (g7=) C

—

Q(Aoc(g=)) (¢f B6dl rem. 322 (1) et ex. EZ3).

Dans la direction positive, on a :

3.8.1. Proposition. L’anneau des invariants BS d’une K-algébre perfectoide B sous un
groupe fini d’isométries est une K-algebre perfectoide, et identifiant G a un groupe d’iso-
métries de 13° par basculement, on a BYG = RGP,

Démonstration. D’apres la  discussion qui précede, il suffit de montrer
la premiere assertion. Notons (B°%)! la K-algebre perfectoide associée
a B°C par basculement. On a B = W(Bb")[%] Dy oy K, dol
BY 2 (W(B)[5] @w oy K)F = (W (B) ) @w ooy K

= (W(B)9[]) @ rooyi2) K = W(B) 1] @w (icopa) K = (B9),
la premiere égalité s’obtenant en identifiant G-invariants et image du projecteur de
Reynolds b — &7 > 7(b). i

yeG

3.8.3. Remarque. Ceci ne s’étend pas aux groupes infinis. Reprenons I’exemple 3.2.3] (2)
1

avec n = 1 : action galoisienne de Z,, sur 7"~ C A s’étend par continuité a I’algebre

perfectoide A, mais 1’algebre Ay de ses invariants n’est pas perfectoide.
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3.8.4. Supposons car K = 0, notons encore K’ son basculé, et prenons w de la forme
#(w”). On a vu que la limite perfectoide d’un systeme projectif (A*”) de K-algebres
perfectoides coincide avec A” := ulim A*.

Dans le cas d’un systéme projectif (A®) de K-algebres perfectoides, de limite uniforme
A, la limite perfectoide n’est autre, on I’a vu, que 1’algébre A", dont le basculé est déter-
miné par

(3.17) (AR)Po = AP0 = lim A” = lim A** = lim Ao — lim(A*°/c).
L’ exemple suivant montre que A — A n’est pas un isomorphisme en général.

3.8.5. Exemple prophylactique. Reprenons Iex. Nous verrons au th. que la
limite uniforme des Ao <g2%°°><%]> est g~ 2 Ao (g7 ) qui n’est autre que la fermeture

completement intégrale de A, (g= ) dans Aoo<gz;°°>[§] Passant aux 2Zs-invariants, la
limite uniforme B des Ao (gz%”)(w?])2Z2 n’est autre que la fermeture complétement in-
tégrale de Aw[\/g] = Aoo(g==))?22 dans /100[\/5, é] (cf. ex. EZ3). Or A, est com-
pletement intégralement clos (ibid.), et comme la fermeture intégrale d’un anneau com-
pletement intégralement clos dans toute extension algébrique de son corps de fractions est
complétement intégralement close ([, ch. V, §1, ex. 14]),ona B = A [,/g]. qui n’est pas
perfectoide.

3.9. Colimites.

3.9.1. Lacatégorie des K-algebres perfectoides admet des colimites filtrantes : ce sont les
colimites uniformes. En effet, si I’endomorphisme de Frobenius est surjectif sur les B2 /<o,
il ’est sur

(3.18) colim (BS /@) 2 (colim BY) /wo = (ucolim B,)° /w
Comme elle admet aussi des sommes amalgamées &" = ®, elle est cocomplete, les

colimites se calculant comme dans la catégorie des KC-algebres de Banach uniformes. Les
colimites d’algebres perfectoides commutent a I’équivalence de basculement.

3.9.2. Exemples. (1) Le complété d’une extension algébrique de K (qui est parfait) s’ écrit
I@OO = ucolim; IC; ou /C; parcourt les extensions finies séparables de /C, qui sont des corps
perfectoides d’apres le cor. ou le th.BZ1]; donc Ko est un corps perfectoide.
De méme, I@oo@);éo Koo = ucolim; (K; ®x, K;) est une K-algebre perfectoide.

(2) Le coproduit d’une famille (B, ) de K-algebres perfectoides est représenté par un pro-
duit tensoriel complété infini @xBy = @4 Ba. Toute colimite des (B?) est quotient de
©aBa. Pour toute K-algebre perfectoide, le morphisme @, cpgoo K(T4™) — B, T, +—
#, a une image dense (¢f: rem.[3.3.3(1)).
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4. ANALYSE PERFECTOIDE AUTOUR DU « THEOREME D’EXTENSION DE RIEMANN ».

D’apres le théoréme d’extension de Riemann, les fonctions analytiques bornées sur un
polydisque complexe privé d’un sous-espace analytique - une hypersurface d’équation g =
0 pour fixer les idées - se prolongent en des fonctions analytiques sur tout le polydisque.
L’ analogue p-adique de ce résultat est connu [3]] ; avec les notations de I’ex.32.3(2), on a

4.1) A = lim AO{%}O.

Ce sont des versions perfectoides de cet énoncé que nous visons dans ce paragraphe.
4.1. Entrée en matiere. Donnons une courte preuve de 1I’énoncé plus faible

4.2) A = lim AO{%j}Sl

(A = K§[[T<n]], Ao := A[}—lj]). Quitte a faire un changement de variables 77, ...,7,,
on peut supposer que g est sous forme de Weierstrass en la variable T;,, i.e. que g €
A\ (p, Ty, Th—1)A ([ VII, §3,n. 7, lemme 3]). Le théoréme de préparation de Weiers-
trass [, VII, §3, n. 8, prop. 5] énonce que A/gA =2 @ ="' Kg[[T<,]] T3 (ou 7 est la
valuation T),-adique de g modulo (p, T<,,)), d’olt I’on déduit, d’aprés Nakayama, que

A= Kl[T<n, )| T

Appliquant ®yc (g, K{g, %)31 et quotientant par la torsion p-primaire éventuelle, on en
déduit (en vertu de la formule (2.23) et du point 2¢) du sorite 2.3.1) une décomposition

J J
4B = @ KglTan ) (2} T,
g p g
compatible avec les fleches de transition quand 7 augmente. On est donc ramené a démon-
trer 1’énoncé initial dans le cas particulier g = 7;,, qui se traite directement en observant
que Ao{%}gl = A(%) et en considérant le développement en puissances de T, & coef-
ficients dans K§[[T<p]]. |

On peut ensuite remplacer Ay par A; ; mais passer a la colimite uniforme pour en dé-
duire I’énoncé analogue pour 1’algebre perfectoide A, ne va pas de soi; nous y revien-
drons dans I’ex. d.2.3] ot nous montrerons aussi 1’égalité (plus forte) A = lim Ao{%}o.

4.2. Limite uniforme de localisées d’une algébre perfectoide. On compare ici une al-
gebre perfectoide A a la limite uniforme de ses localisées A( %}

4.2.1. Soient K un corps perfectoide de caractéristique résiduelle p, et o un élément de
K22\ 0 tel que pKC® C wk®. Sicar K = 0, on prend w de la forme # ("), et on spécifie
pour chaque 7 une racine p’-&éme de = en posant o = #((wb)# ).

Etant donné r € N[%] etune (K°/w") [Tz%”]—algébre R, considérons les (ICO/wT)[TP%"]—
algebres

(4.3) RUl .= LN KT, (=)77], (1 €N).

Elles forment un systeme projectif, I'élément uf; ;) =1 (wgl )* de RUH1 s’ envoyant

sur wsusj € RUl.Ona Tsusj = w@’® - 1. La proposition suivante est une version
simplifiée d’un résultat remarquable de P. Scholze [30] prop. I1.3.1].

4.2.1. Proposition. Le morphisme canonique R® — lim(Rm)“ est un presque-
J

1 1 1
isomorphisme dans le cadre (K°[T+»= |, (wT) 7= K°[T?=]).
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Nous utiliserons librement le fait qu’une lim ou lim! indexée par un ensemble ordonné
peut se calculer sur un sous-ensemble cofinal.

Démonstration. Introduisons les sous-2-modules

]k .— 5 (4]
(4.4) RUIF .= > Ry € RV,

sEN[Z]N[0, ¢
qui forment un double systéme projectif de R-modules.
Comme u,, s’envoie sur 0 dans RO si s(j/ — ) > r, RU'T — RU! se factorise 2
travers RUI* des que j > j + rp*. On en déduit
(4.5) limRY! 2 limRU* = 1im RVIF,
J J Jk

»

Comme Tz%’euj] €57 :=Im(R — RU]) sis < pik, on aTz%’“ RUIF < §7 et le quotient
. On en déduit (c¢f. [L3)

(4.6) (87)e = 1i}£n(R[j]k)".

?r|"‘

est annulé par 7'»

1
Par ailleurs, le noyau de R —» S7 = Im(R — R[Um ]/(TP U[ ) —wrt JkeN) est
annulé par T3 pour tout j de la forme p’ : en effet, si a est dans ce noyau, et si on le

voit comme élément de R[U[ ] ], il s”écrit (Tp’“ U[j —wF ) > asU, ] pour k convenable

(qu’on peut supposer > £ puisque Tp’“ U[p] — wp divise TP‘ U[p] — wp si k > 4).

i(n+1)
En comparant les coefficients, on obtient alors Tra=—w o

a-s pour tout n € N,

d’ot le résultat en prenant n. = 7p*—¢. Compte tenu de @3)@.E), on conclut que R* =

lim(S87) = 11_%1(1?,[]1’“)& =~ Jim(RV))?, d’ou I"assertion. m
J j J

4.2.2.  Voici une variante perfectoide du théoreme d’extension de Riemann.

4.2.2. Théoreme. Soient A une KC-algébre (presque) perfectoide et g un élément de A° non
diviseur de zéro. On suppose que A contient une suite compatible de racines p™-iemes de
g. Alors

wj 1
(47) hmA{?}o = g_P_“AO,
qui est la fermeture compléetement intégrale de A° dans A[%].

Démonstration. Le cas presque perfectoide se ramene au cas perfectoide en rem-
1

placant A par A" (qui contient encore ¢7). Supposons donc A perfectoide.

D’aprés la prop. m, A perfectoide implique A{ wj} perfectoide, et en outre

A((%- )Péo >%A{w 10 est un presque isomorphisme dans le cadre (K°,K°°), donc
aussi dans (KelT P°°] (wT)P°c (Ke[T»= 7= D-
Appliquant la prop. EZT]avec R := A° /" et (RV))* = (A {w] }°/%")®, on obtient
o \a ~ 13 w o \ya
En passant a la limite sur » — oo, puis en intervertissant les limites, cela donne
o\a ~v 13 wj o\ya

Appliquant le foncteur ( ). des presque-éléments, qui commute aux limites, et compte tenu
de la formule (ZI3) et du lemme[Z82] on trouve g~ 7~ A° 2 lim A{%j}o.
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Montrons ensuite que g~ 7>~ 7= A C A", estune égalité, c’est-a-dire la condition (4) du

Al¢]
sorite [2.5.3:
4.2.3. Lemme. Pour toute K({T'» > algebre perfectoide, les conditions équivalentes du

sorite[2.3. 3] sont satisfaites.

On va établir la condition (1) de ce sorite : (a € B"[é],ap € gfz%”B") = a €
g~ 7= B°. Notons a; 1'image de a dans B{wj }“.Onaa € Bo[l] = dm € N\Vj €
N, g™a; € B{Z- }" (etmuluphantpar(w )™), @ ma; € B{<- ‘1o, Sia} € B{=- }" on
conclut du sorltelm (5e) que a; € B{%]} .D’ou, ala llmlte, a€g 7B, O

Cela termine la preuve du théoreéme. O

4.2.3. Remarque. Si la multiplication par g est isométrique, le théoreme donne :
ulim A{w } =g Fad A, qui est la fermeture complétement intégrale de A dans A[ ]

En outre la preuve se simplifie un peu par rapport a celle de (£7) : on n’a alors a mvoquer
la prop. @2 Ilque dans le cas oit R — Rl est injectif, i.e. R = S7.

4.2.4. Corollaire. (1) Munissons A de sa norme spectrale. Alors (Lq_l’%").»élo[%])h est
la plus grande A-algebre perfectoide spectrale contenue dans A[l].

(2) Ona(g™ < A°) & g7 A, donc aussi (977 A’ L))" & (g7 A L)

Démonstration. (1) Soit A’ une A-algebre perfectoide spectrale (A — A’ est donc sup-
posée continue) contenue dans A[é] (en tant que A-algebre « abstraite », non topologisée).
D’apres le lemme[2.6.2] les morphismes A{ %]} — A %]} sont des isomorphismes d’al-
gebres de Banach. D apres le point (2) du théoréme précédent, on a donc, en passant a la
limite uniforme, g~ 7= A°[L] = g~ 7= A'°[L]. Ainsi (¢~ 7= A°[L])% contient A% = A'.

(2) On a (g*p%vo)b = (lirnA{w?j}o)b = hmAb{wg—ij}o = gbff%“Abo en vertu du th.
E22et de la prop.B.6.11 O

4.2.4. Remarque. On peut se demander si, sans supposer que A contienne gz%“’, il
demeure vrai que lim A{%j}o est la fermeture complétement intégrale de A° dans
A[é]. Supposons car ' = 0 comme il est loisible, et posons K’ := K((p~), A" =
IC’®1,LCA<91%'° ). Le groupe des K-automorphismes continus de X’ est un sous-groupe fermé
I de Z;. En utilisant par exemple la remarque 2277 on voit que A se plonge isométri-

quement dans A’. Or K’ est un corps perfectoide (prop. B.I.T) et A’ est une K’-algebre
perfectoide (cf. B.6.1). Compte tenu de la formule (Z.21), on a alors

: wj o . wj o R o O*
lim A==} € (tim A=}  = (77 A = (A ) = (A e

Dans 1’autre sens, si a € A"[é] est presque entier sur A°, ses images dans chaque
A{%ﬂ}o[é] C A{%]} le sont sur A{%]}O donc sont dans A{%]}" (point 5) du sorite

237), et on a donc a € lim A{%j}o. Si A'¢ = A, on conclut que lim A{%j}o 'Ait*[ 1)

Notons que A’ est le complété d’une sous-algebre stable sous G dont les G-invariants se
réduisent a A, mais il n’est pas clair que 1’égalité A’“ = A (du type Ax-Sen-Tate) vaille
en général.
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4.2.5. Exemple : A,,. Comme les anneaux noethériens A? sont intégralement clos et en-
tiers les uns sur les autres, il est facile de voir que Ao, = UAY est completement intégra-
lement clos. Le passage au complété A, ne va pas de soi; on le contourne en utilisant la
technique de [[7, V, n. 4 prop. 15] (voir aussi [2, lemma A6]).
1

Ona A9 = UA? et A%, s'identifie 3 W (k[[TZ,, |])@w ) KS, ; ainsi, tout élément

a € A?  s’écrit de maniere unique sous la forme

4.9) S wlad), as € TS,

et ol s décrit une suite discréte finie ou tendant vers I'infini dans 23 N[7]. De maniére

— 0

analogue, tout élément b € Q(/ioo) s’écrit de maniere unique sous la forme
1
(4.10) > @[ba, bs € K((TE))).

Par approximation successive, on montre alors que si les puissances de b € Q(/lgo) sont
contenues dans un A% -module de type fini, alors chaque coefficient [b,] est le relevé d’un
1

el 1
élément by, € k((T'2))) dont toutes les puissances sont contenues dans un k[[T2]]-
< ) <

module de type fini. On est donc ramené & la compléte intégralité de k[[T'2) ], qui découle
; <

de I'intégralité des k[[T'2,]] puisque ces anneaux noethériens sont entiers (et méme finis)
les uns sur les autres.

Soient Q(A) une cldture algébrique du corps des fractions Q(A) de A, et F' le sous-
corps engendré par UA; et les racines p-primaires d’un élément g € A ; ¢’est une extension
galoisienne infinie de Q(A) de groupe Gy := Zg*l x Z, (le dernier facteur Z,, agissant

sur gp%" selon I’action kummerienne usuelle). Soit A la fermeture intégrale de A dans I, et
A v
normée et A = A. L'action de Gy se prolonge 2 R et A’. Un théoreme de type Ax-
Sen-Tate dii a J.-P. Wintenberger montre, compte tenu de ce que A est régulier, que
A’°Go = A (et plus précisément que H' (G, R) est anuulé par p si p est impair et par 4 si
p = 2, ce qui implique le résultat compte tenu de la suite exacte prop. 1])

0— (R/p™R)% — (R/p™R)%° — H'(Go, R)(p™) — 0.

A son complété p-adique et A’ := A[1]; c’est une algébre de Banach multiplicativement

Par ailleurs, on a un épimorphisme extrémal A <gz%’°> — A’, donc A’ est perfectoide (cf-

N - s <
B.6.1]; c’est méme un isomorphisme si A, (g7=) est multiplicativement normée), et on
peut lui appliquer le th. 2221 On conclut comme ci-dessus que

pj
@.11) A = lim Ag{=}°.
g

Si G; C Gy désigne le sous-groupe ouvert correspondant a I’extension galoisienne Q) (A4;),
on a encore que H'(G;, R) est annulé par p si p est impair et par 4 si p = 2; pour
G = limG;, HY(G,R) = colim H!(G;, R) I'est de méme, et on conclut par le méme

L—

argument que A% = colim A9 = A2 et

pj
(4.12) A% =lim A, {—}°.
g

4.3. Limite uniforme vs. limite perfectoide. La proposition suivante analyse la situation
abordée en B.8.4 et prépare le terrain pour le th. De nouveau, K désigne un corps

perfectoide de caractéristique 0, co un élément de K£°° \ 0 tel que pK° C wk?, et w1 un
P

élément de norme || v
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4.3.1. Proposition. Soient (A®) un systéme projectif de K-algébres perfectoides, et A* —
A le morphisme canonique entre limite perfectoide et limite uniforme.
Considérons les conditions suivantes :

(1) A est perfectoide,

(2) A" — A est un isomorphisme ;

(3) le morphisme composé A% |w — A°/w — lim (A%°/w) (induit par les mor-
phismes A% [t = A J@” — A%° /w® 2 A%° /w) est presque surjectif,

(4) Le morphisme lim (A’ /@) ko), p K° /@ 2 lim (A*° /@) induit par Frobenius
est presque surjectif,

(5) lim (A*°/w) — lim (A“° /w1) est presque surjectif.

Ona He(2) < B)e e (5).

Démonstration. Posons £ := lim (A*°/w) et £1 := lim (A*°/w.) pour abréger.
D’apres la formule (3.17), on a

(4.13) (ARyoo = AP0 = lim £.

(1) & (2) est clair (¢f: B8.T).

(3) = (4) : (3) signifie que 1ilgn£ — £ est presque surjectif, donc la derniere fleche de

transition aussi, ce qui donne (4).

(4) < (5) : notons o I’isomorphisme K° /w1 g K° /@, et p le morphisme canonique

£/wi — £1. Puisque les A® sont perfectoides, on a un systéme compatible d’isomor-
P P

phismes de Frobenius (A®°/w1)®co/w, o K°/w = A*°/w, et par passage a la limite

un isomorphisme ¢ : £1 Qo) o K/ 5 €. On a d’autre part un isomorphisme
P »
v £ Qxo)m,r KOJw = 2/@% Rko /w0 K@,
P
et ¢ est le composé ¥ o (p ® 1) o «. Donc ¢ est presque surjectif si et seulement si p I’est.

(4) = (3) : (4) équivaut a la presque surjectivité de £Rxo /o p K/ 31 ¢ Cette der-
niére entraine la surjectivité de F' : K°°L£—K° L. Par le lemme de Mittag-Leffler pour les
F-espaces vectoriels, on en déduit la surjectivité de 1ilgn KL — K°°L, d’ou la presque

surjectivité de 11}1;11 £— L.

(3) + (4) = (1) : d’apres le lemme 28] A°/ww — £ est injectif. Sous (3), il est
presque surjectif, donc est en fait un presque-isomorphisme, et (4) entraine alors que le
morphisme (A°/w@) ko, r K /@ 4 A° /= induit par Frobenius est presque surjectif.
g

4.3.1. Remarque. On peut appliquer le méme argument dans le cadre
(ICO[TP%LT#ICOO_ICO[TP%]), Soit (A%) un systeme projectif de IC(TP%")—algébres
perfectoides, de limite uniforme A. Si lim (A*°/w) — lim (A“° /w%) est presque
surjectif, alors A" — A est un presque-isomorphisme dans ce cadre, i.e. A est
presque perfectoide (cf. sorite B.3.4) ; en outre, A°/w — lim (A“°/w) est un presque-
isomorphisme.

4.4. Limite uniforme d’algebres perfectoides « en gigogne ». On étudie ici dans quelle
mesure la limite uniforme d’un systeme projectif d’algebres perfectoides 7 est (presque)
perfectoide, dans la situation ou les B’ se déduisent les unes des autres par localisation

(B{=Z} = BI).
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4.4.1. Reprenons la situation et les notations de 2.1l et placons-nous dans le cadre
(K[T7=], (@) 7= KO [T7<]).

4.4.1. Proposition. Soit (R');en un systeme projectif de (K°/w" )[TP%]-algébres dont
les morphismes de transition R' — R7 se factorisent par RVl de maniére compatible en
(i,7), ces factorisations induisant des isomorphismes (R = (R7),

Alors lim* (R7)* = 0.
J

_ il _ pi | poiTRe (2
Démonstration. Posons uj, := 1 ® (% ) e R R ®’CO[TW] KT, (%=)7=].

Pour toute sous-(K° /c") [T 7= |-algébre R’ de R, introduisons les sous-R/*-modules

i\[7lk .__ 1 ,,S (7
(4.14) (ROVF = N Riauy, c RV
seN[%]n[O,ka]

Pour R’* = R, on obtient ainsi un triple systéme projectif (Ril/1¥) de (K°/w")[T7< -
modules indexé par (i, j, k). Notons R*' !l I'image de R [l dans R?, et as, I'image de uf,;
(elle ne dépend pas de 7).

Comme uj;, s’envoie sur 0 dans R si s(j' — j) > r, RN — R se factorise 2
travers R'UIF des que j/ > j + rp”, d’on
(4.15) lim' (R7)® = lim* (R*V)? 2 lim! (R7k)a,

J ij ijk

1 . o R
Comme w #* uj, est I'image dans Rl de o oF éujUH] pour s < pik, le conoyau de
Rk Ril1lk est annulé par _—

Comme T'#" uj;) est dans I'image de R’ pour s < -, le conoyau de ROULAHL

RUIF est annulé par T,
Enfin, (R?11)lU1F+1 est le sous- RY -module de (R[] engendré par les produits des

images de ﬁ[S] et des ut[ ) pour t < pk—lﬂ, c’est-a-dire par les w(i*j)su?ﬁt. Supposons

>i> 5+ ”’ . Alors la double 1negahte (s+t> =, t< k+1 ) 1mphque s(i—j) >,
de sorte que, sous la condition ¢ < pkﬂ, wli=Dsy S[Jr]t estnul si s+t > k , et appartient

a RUI¥ sinon ; d’oi I'inclusion (R [Z])m k1 < RUUIF Compte tenu de ce que R [ —
R’ est un presque-isomorphisme, on en déduit que 1'image de R+ dans R?UI* est
presque contenue dans celle de R Uik,

Prenons alors j = k, choisissons une suite croissante i, > k + ”” , et considérons le
diagramme commutatif

Rik+lk+1Lk+1 @ o picpn[klb e+l o piks[k]LE+1

| a L

Rie+1:[k+1]E s RitnlRLE € o Rik[kLE

D’apres ce qui précede, Coker a (resp. Coker b) est annulé par wﬁ (resp. Tz%’“) Imd
est presque contenu dans Im ¢, donc Coker c est presque quotient de Coker d, donc presque
annulé par (wT) . On trouve que le composé cba est annulé par (coT') » o . Puisque Z
converge, on obtient lim" (R* [K.¥)@ = ( (¢f. [13, lemme 2.4.2 4ii)]).

Compte tenu de (13, on conclut que 11}111 (R7)* = 111;?1 (RUIFYe =, O
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442, Si B est une_lC(Tp%”)—algébre presque perfectoide, et g 1’'image de 7" dans B,
posons BUl := B{ %ﬂ} C’est une IC(TI%”%algébre perfectoide : en effet, il découle du
lemme 2,62 que BU! = Bl qui est perfectoide d’apres la prop.3.6.1)

Soit A est une IC(TI%“’ )-algebre presque perfectoide. Rappelons que la catégorie
A%-uBan des A%-algebres de Banach uniformes a pour objets les A-algébres de Banach
uniformes et pour morphismes ceux obtenus aprés application du foncteur ( )°¢ (¢f. 2.3.6).
Les A%-algebres presque perfectoides forment une sous-catégorie pleine A%-pPerf (cf.
§3.5.4). D’apres la formule (2.23), on a un isomorphisme canonique

(4.16) BUl =~ B& 4. AV

Notons 2-lim Al/l-Perf 1a catégorie des systemes projectifs de .Al7]-algebres perfec-
toides B’ dont les morphismes de transition B* — 37 se factorisent a travers des isomor-
phismes

4.17) Bi{%]} ~ 37,

La localisation induit un foncteur
A%-pPerf > 2-lim AUl-Perf.

4.4.2. Théoreme. Le foncteur ¢ admet ulim comme quasi-inverse a gauche et adjoint a
droite. En particulier, il induit une equivalence de A*-pPerf avec une sous-catégorie
(pleine) coréflexive de 2-lim AUl-Perf.

Démonstration. Commencons par prouver que pour tout objet (37) de 2-lim AUl-Perf,
la limite uniforme B est presque perfectoide (c’est clair si car L = p puisque la per-
fection est préservée a la limite des .A171°). Plagons-nous de nouveau dans le cadre
(Ke[T7], (@T) 7 Ko[T7)). - |
En appliquant la prop. E4.1] avec R/ := B7°/w”, on obtient lim" (57° /") = 0.
J

Comme B7° est plate sur K°, on a une suite exacte
. 1 . . 1
0— B?/w'™% = B/ — B°/wy —0

et par presque-nullité de la 1im1, on obtient encore une suite exacte a la limite :
J

0 — lim(B7 /@' ~7)® — lim (B /w)® — lim(B? /w?)* — 0.

J j j
La variante de prop. .3.1] signalée dans la rem. [£3.]] entraine alors que B est presque
perfectoide.

Que ulim, ou de maniere équivalente ulim?, soit quasi-inverse a gauche de ¢ découle
du th. Enfin, soient C un objet de A%-pPerf et (37); un objet de 2-lim All-Perf.
L application Hom(c(C), (B7);) — Hom(C,ulim B7) induite par ulim admet comme in-
verse (fonctoriellement en (C, (37);)) I’application induite par ( )l! suivi du morphisme
canonique (BV)); — (B7);. Pour la seconde assertion, voir [21L IV 4 ex. 4]. a

4.4.3. Remarques. (1) On ne peut remplacer les IC(TP%c )-algebres par des K(T)-
algeébres, comme on le voit sur I’ex.

(2) En vertu du lemme[3.5.3] on pourrait remplacer .A%-pPerf par sa sous-catégorie pleine
équivalente A%-Perf, et ulim par ulim®. Si la question [3.3.1]a une réponse positive, il est
méme inutile de substituer ulim? a ulim.

4.4.3. Question. ¢ est-il essentiellement surjectif (et par suite une équivalence) ?

Il revient au méme de demander si 1’on retrouve les 7 par localisation affinoide de
ulim B7. Voici un cas particulier important ou ¢’est bien le cas :
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4.4.4. Proposition. Soit B' une A[1]-algebre étale finie.

(1) Les B .= B’ @ A[L] AUl forment un objet de 2-lim AUl-Perf. On note B la limite

g9
uniforme.

(2) Les coiinités d’adjonction Bl 8 B3 sont des isomorphismes.

(3) Elles proviennent en fait d’un isomorphisme B[é] 5B
Démonstration. (1) Les B/ forment un systeme projectif de .All-algebres étales finies,
donc perfectoides (th.[3.Z41). On a donc B* @ 4 Al = B’ ® A2 Al @ 41 AVl = B et

9 .

comme B est projectif fini sur All, B* @ 4y AVl = B'& 4 AV = Bl{%}

o+

(2) La fermeture intégrale A} s’envoie naturellement vers la fermeture intégrale Ag}”

qui n’est autre que B7° d’aprés le cor. 343l ce qui fournit & la limite un morphisme

canonique A% — B°, d’ol aussi A%T[wig] =B % B[é]. Le morphisme composé
(Sj : Bj =B ®A[l] A[J] 5§>1 B[%] ®_A[L] A[J] =B XA .A[J] — B@A.A[J] = B[]] est un

inverse a droite de 7;. Or par adjonction, tout morphisme de la forme ¢(C) — (B7); se
factorise de maniére unique en un morphisme ¢(C) — <(B). Appliquant ceci a C = B et
au morphisme de composantes 7;(,7;) = n;, on en déduit §;77; = idg;1. Donc 7; est un
isomorphisme d’inverse d; A.

(3) Par ailleurs, ¢ est injectif. En effet, le noyau J de B/ — B[é] est un idéal de trace nulle
sur A[é] - en effet, tr(J) est d’image nulle dans chaque A7/, donc est nul puisque A[é]
s’envoie injectivement dans ulim AV! (lemme[2Z.63). Donc J est lui-méme nul puisque B’

est étale sur A[].
. o _ .
1l reste a voir que § est surjectif. On peut remplacer A° par g~ »*= A°, ce qui permet de

supposer A (completement) intégralement fermé dans A[é].
a) Supposons pour commencer 3’ galoisien sur A[é] de groupe G. On a alors
1 . 1 a1 1
B[=]¢ = (ulim (B’ ® 411 AV)9)[=] = (ulim AV))[=] = A[=].
g g g g g
On conclut par le lemme [[L9.3](avec R = A[é], S'=8B,85= B[é]).
b) En général, le rang de B’ sur A[é] étant fini continu et borné, et A étant A inté-
gralement fermé dans A[é], on peut supposer, en décomposant A en un nombre fini de
facteurs, que ce rang est constant, égal a r. D’apres le lemme on a une extension

galoisienne A[é] < C' de groupe &, se factorisant par B’ et telle que B’ = C'S~1;
d’ott B/ = €IS 1 et ala limite B = CS~—. D’apres le pas a), on a C' = C[é], donc
B =(C'%r1 = C[é]e“1 = B[é]. o

4.4.4. Remarque. Le fait que 6 et §; soient des isomorphismes implique que Bo4 AVl —
B& 4. Al en est un.

23. cet argument d’adjonction montre plus généralement que toute sous-catégorie épi-coréflexive est mono-
coréflexive prop. 1].
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5. LE « LEMME D’ ABHYANKAR » PERFECTOIDE.

5.1. On fixe un corps perfectoide C et un élément cw € K°° admettant une suite compa-
tible de racines p"*-iemes, tel que |p| < |z@|. On prend pour cadre

(V= K°[T7], m = (@T)7= V).

Soit A est une K(Tp%”)—algébre presque perfectoide. Rappelons encore que la caté-
gorie A%-pPerf a pour objets les A-algebres de Banach uniformes B qui sont presque
isomorphes a 3%, et pour morphismes ceux obtenus aprés application du foncteur ( )°® (cf.

§2.3.6).

On dira qu’un objet B¢ de A%-uBan est presque étale fini sur A% si B® est étale fini
sur A%. Rappelons que d’apres la prop.[3.3.6 si A est presque perfectoide, I’inversion de
w induit une équivalence

5.1 _Aoa_Alge’f'fi" £> A&—pPerfp'et'fi",

de quasi-inverse ( )°%, entre A°?-algébres étales finies et .A%-algebres presque perfectoides
presque étales finies.

5.2. Le théoréme principal de cet article est une extension du th. 3.4l au cas ramifié (on
1
retrouve[3.4.1ldans le cas ou 77" .1 = 1).

5.2.1. Théoreme. Soient K un corps perfectoide et A une K(TP%'O )-algébre presque per-
fectoide. On note g I’élément T'.1 de A°. On a alors des équivalences de catégories

{A°%-algeébres completes, étales finies modulo toute puissance de p
et étales finies apres inversion de g } —

{ A%-algébres presque perfectoides, étales finies aprés inversion de g} —
{A[é]-algébres étales finies}
induites par inversion de w et de g respectivement.
5.2.2. Question. Ces catégories sont-elles aussi équivalentes a celles de (3.1) ?

of. rem.3.2.11

Démonstration. 11 est loisible de remplacer .4 par toute algébre isomorphe dans

IC(TP;“Yi-pPerf, notamment par A2 = g_P%"’AO[%]. Cela permet de supposer d’em-
blée que g est non-diviseur de zéro et, en vertu du th. que

(5.2) A = ulim AU

o 1 :
Notons Aoa-Alg(/p ety premiere catégorie du théoréme, et par
Aa-pPerféet'ﬁ" la seconde, et

o 1 . ’ . i . , 1 )
Aoa_Alg(/P -,g)et.fzn f—)Aa—pPerfEet'fzn £> A[_]_Alget.fzn
g

les foncteurs en jeu, dont il s’agit de montrer que ce sont des équivalences.
Commengons par prouver que o’ est une équivalence.

Notons 2-lim .Al7]- Alg la catégorie des systemes projectifs de Al -algebres 37 dont les
morphismes de transition B* — B’ se factorisent a travers des isomorphismes

(5.3) Bi{%]} ~ I,
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Observons que (AU); est un systéme projectif de A[%]-algébres, et considérons le dia-
gramme de foncteurs

AtpPerf —2— A[%]-Alg
(5.4) l
2-lim AUl-Perf —%— 2-lim AUl-Alg

ol p est le foncteur oubli de la norme et inversion de g, v est le foncteur oubli de la norme,
et ¢ est le foncteur considéré au th. qui est pleinement fidele, de quasi-inverse a
gauche A\ donné par la limite uniforme.

Apres restriction aux algebres étales finies, ce diagramme se complete d’apres la prop.
E44(1), (2) en un diagramme essentiellement commutatif

Aa_pPerféet.fin e A[é]_Algetfzn

(5.5) lg, T'l

/

2-lim AUl-Perfet-/" Y 9.lim AU)-Alget-Sin

ol 7 est donné par les produits tensoriels (— ® 41, ALy, Dapres le th. 4] v est une

équivalence : on obtient un quasi-inverse canonique v’ ~! en munissant chaque B? de sa
norme spectrale canonique. Posons

1 ; . .
o= "1 A[=]-Alg ™ 5 A%pPerf, B — B := ulim B’ ® A[L] AUl
g g

Onaop =X/ = "1 =X’ =id -
P p =X ApPertdetIin
D’autre part, d’aprés la prop. £4.4] (3), on a un isomorphisme canonique B’ = B [é] =
N 1 :
p'o(B'), ce qui montre que o est A valeurs dans la o-préimage A%-pPerfs /™ de
A[é]—Alget'fm dans A%-pPerf, puis que p'c = id q1)-1ger sin-
g9
En définitive, (3.3) est un diagramme d’équivalences de catégories.
Prouvons ensuite que &’ est une équivalence. Comme il est clair que £’ est pleinement

fidele, et compte tenu de ce que p’ est essentiellement surjectif, il suffit de montrer la

5.2.3. Proposition. Soit B une A-algebre perfectoide dans laquelle g n’est pas diviseur de
Zéro, et telle que B[é] soit étale finie sur A[é]. Alors pour tout m € N, B°%/p™ est étale
finie sur A°® /p™ dans le cadre (K° [TP%O], (wT) 7 Ko [TP%"]) et Bo[é] est presque étale
Sfinie sur Ao[é] dans le cadre (K°, K°°).

Si car KL = p, cela est prouvé dans 3.5.28] (en prenant V = A° et ¢ = w1 dans
loc. cit. ). Supposons donc car K = 0.

a) Plagons-nous encore pour commencer dans la situation ot B [é] est extension galoi-
sienne de galoisienne de A[é] de groupe G. Posons pour alléger

(5.6) By = B@, B, BY := Bl @ 4, B,

D’apres la prop. B.3.4] les complétés I/S'; = BB et ng] sont des algebres perfec-
toides et Bgoa = B°%® 40aB°% (c’est vrai dans le cadre (K°,K°°) et a fortiori dans
(U = ICO[TP;“], m = (wT)z%"‘Q])). En outre, I/S';m = ng] car BU! est étale fini sur
AUl D apres le th. 222 on a

o

(5.7) lim Al = 42, limBU = B2, 1mBY° = (By), =g 7 Bs .
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Comme B [é] est galoisien de groupe G sur A[é], BUloa est galoisien de groupe G sur
Alilee q>apres 1a prop. On en tire que G agit par automorphismes de B2 et G x G
par automorphismes de (620)* ,etque

(5.8) BoY = (lim BY1°)Y = lim AVl = 4°

(5.9) (B> ))9%C = (lim BY*)9* ¢ = im AUle = A°.
En particulier B¢ et (Bg )« sont entiers sur A2. Les isomorphismes

(5.10) J]°—>HB”°, b b — (Y(b)V)eq

induisent a la limite un 1somorphlsme

(5.11) (B."). 3] B2
G

Modulo p™ cela donne aussi

(5.12) (B /p™) @ aou sy (B /™) = [ [ (B /™)
G

ie. B°*/p™ est galoisienne de groupe G sur A°*/p™ dans le cadre
P & ko
(o [T7), (=) 7= Ko[T7]).

En particulier, (B°/ p)[é] est presque plate sur (A°/ p)[é] dans le cadre
(ICO[TP;“], (wT) 7 Ko [TP;“]), donc aussi dans le cadre (K°, °°) puisqu’on a inversé
g. Comme B[é] est étale, donc plate, sur A[é] et que Bo[é] est sans to-torsion, on conclut
d’apres 5.2.1] que B"[é] est presque plate sur A"[é] dans le cadre (K°, KC°°), cadre
dans lequel on se place dans les lignes qui suivent. Donc Bg[é] (B39) [ ] est presque

plate sur Bo[é], en particulier presque sans co-torsion, de sorte que la torsmn to-primaire
de B3 (resp. de (B9). = gfz%”Bg) est presque égale a la torsion g-primaire.

La prop. £4.4 (jointe a (3.7)) montre que (B9). — (Z?;O)* induit un isomorphisme
apres inversion de pg. D’apres ce qui précede, le morphisme composé Ba; := (B9). [%] —
Ba: — (1/3;)* = (Z/S’;O)*[%] est donc injectif, de sorte que Bo; est séparé.

D’autre part, Boz — (B2); est isométrique : en effet, on déduit du point (3) du lemme
23 dlque (Eg: )/p— (I/S’EO) /p estinjectif. Donc la norme de By; est spectrale tout comme
celle de (62) Il suit que B;:” = Baz<y est presque égal a (B5)./(w™-tors). On en
conclut que 32[ ] = (B9). [ ] est presque égal a 82[ 1N (I/S';O)* [l] et que les idempotents

e~ définissant la décomposition (3.11)) sont dans w —5 Bg[ ], i.e. que BO[ ] est presque
galoisienne de groupe G sur AO[ ] dans le cadre (KC°, K°°).

b) La réduction au cas ga101s1en se fait comme dans la prop.3.4.2] (20).

Ceci termine la preuve de la prop.[3.2.3] ainsi que celle du th. 5211 O

5.2.1. Remarque. 1l ne semble pas qu’on puisse tirer de 1a que B°® est étale finie sur A4°%
(comme A" est p-adiquement hensehen de méme que son extension entiere B, il suffirait
de voir que B . contient les 67 6 ( 9)+). On ne peut invoquer I« équivalence remarquable
de Grothendleck » comme en[[.8 2 car le résultat de [13} 5.3.27] ne s’applique plus : I’idéal
engendré par w n’est pas « tight »E En fait, I’information qui manque ici est la presque
finitude de B° sur A° : si I’on en disposait, on conclurait par [13} 5.3.20] que B°® e
projectif fini sur 4°?, et il serait facile de passer de la a « étale fini ».

24. comme m’en a averti O. Gabber.
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Par ailleurs, tenter de déduire de la prop. 2.6.1]1a presque-pureté (au sens de presque-
injectivité universelle) de B° sur A° se heurte au fait qu’il existe des modules de pré-
sentation finie non séparés sur A° pour certaines algebres perfectoides A, et méme des
idéaux principaux non fermés : en car p, un exemple est donné par 1’idéal (U) dans

PSR big 1
/CbO(Ti” ,Upco,(wUTl)pcoheN.

5.3. Preuve du théoréeme[0.3.1l Soit .A une IC(TP%" )-algebre perfectoide, et posons g :=
T.1 € A°. Soit B’ une A[é]-algébre étale finie. Notons B7 := B’ @ 41 Al Bla A-
algébre presque perfectoide ulim B7, et B (resp. B) la fermeture intégrale de gfz%”A"
1

(resp. g~ 7= A°[L]) dans B’. Comme la fermeture intégrale commute a la localisation,
ona B[%] = A[%]} = B/, qui n’est autre que B[é] d’apres la prop. 4.4l On a B° =
gfz%”l’a"’ = (wg)fp;”l’)"’, et B° est w-adiquement compléte.

Le th.[0.3. Il résulte alors de la proposition suivante (I’algebre notée B dans loc. cit. est
ici BY).
5.3.1. Proposition. (1) Ona B =B, et B° = (gfz%”.Ao)g, = (wg)fp%"éo = B°.

(2) B estla plus grande A-algebre perfectoide contenue dans B'.

(3) Si B' est un A[é]-module fidéle, TrB,/A[%](BO) < g7 A° est un presque-

isomorphisme.

Démonstration. (1) On peut remplacer A° par gfp;“’AO. Comme (A°)f, @40 AV est
contenu dans la fermeture intégrale de Alile dans B7, elle-méme contenue dans B7°
(lemme Z41] (1)), on a un morphisme canonique (A°)f — B7°. Il est compatible
avec les fleches de transition en 7, d’ou, en passant a la limite, un morphisme canonique
(AO)E/HBO, et il suffit de montrer que c’est un isomorphisme. Comme il s’agit de sous-

anneaux de /3’, il est injectif, ce qui ramene & montrer qu’il est surjectif, ou encore, que B°
est entier sur A°, ce qui découle de (3.8).

(2) suit de (1) et du cor.d.2.4

(3) Si B’ est un A[%]—module fidele, B est un .A°-module fidele, et comme le plon-
gement A — B est isométrique, 5°/p est un .A°/p-module fidele. Alors B°®/p est une
extension étale finie de A°%/p (prop. B23), et la trace fournit un homomorphisme de
(BO“)* sur (A°%), = g_z%"‘AO qui est presque surjectif modulo p, donc presque surjectif
d’apres la version[[.3] du lemme de Nakayama. O

5.4. Normalisation de Noether et « enveloppes » presque perfectoides d’algebres af-
finoides. Les constructions d’algebres perfectoides se bornent habituellement a des situa-
tions « toriques » ol ’on met a profit la version logarithmique du théoréme de « presque-
pureté » de Faltings.

Grace au lemme d’ Abhyankar perfectoide, on peut en fait attacher des algebres perfec-
toides a toute algebre affinoide réduite Z sur K de dimension n, en considérant %8 comme
une extension finie de o7 := K(T'<,,) par le lemme de normalisation de Noether [3] cor.
6.1.2/2]. Soit g € 27° tel que %’[é] soit étale sur Q{[é] Soient A I’algebre presque per-

1
fectoide g_z%"’IqTf g7 ), et B la fermeture intégrale de B R oy A dans B @ o A[é].
Alors B est presque perfectoide (prop.[3.3.1), et B°% est étale fini sur .A°* modulo toute
puissance de p dans le cadre (K° [Tr%"‘], (wT)T%“ICO[Tr%“]), (via T s gr%’@).

Si la question[3.3.1]a une réponse positive, A et B sont perfectoides.
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