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Sur la variation quadratique totale de la suite des parties
fractionnaires des quotients d'un nombre réel positif par les
nombres entiers naturels consécutifs

Michel Balazard

ABSTRACT

We give an asymptotic formula for the quadratic total variation of the sequence of fractional parts
of the quotients of a positive real number by the consecutive natural numbers :

3 (/o + 1) = (o/m))* = 820172 4 oo

n>1
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1 Enoncé du résultat

Posons

Q@)= ({z/(n+1)} — {z/n})* (z>0),

n=>1

ou {t} =t — |t] désigne la partie fractionnaire du nombre réel ¢, et |t]| sa partie entiére. Le
présent document est annexe a article [1] et a pour objet la démonstration du résultat suivant,
mentionné dans [1].

Théoréme On a

Q(x) = @xw + 0% (x> 0).

La démonstration est similaire a celle du théoréme de [1]. Nous reprenons l’ensemble des
notations de cet article.



2 Démonstration du théoréme

Posons donc, pour d € N,
Qa(x) =Y [lw/n) — [z/(n+1)] = d| - ({a/n} — {z/(n+1)})*,
n=>1

ol nous avons utilisé la notation d’Iverson : [P] = 1 si la proposition P est vraie, 0 sinon.
Nous allons évaluer la quantité Qg(z) pour tout d.

2.1 Contribution des grandes valeurs de d

On a d’abord, comme dans le cas de la fonction W de [1] :
> Qalx) < Va/(D - 1)
d>D

pour D > 1et x> 0.

2.2 Estimation de Qy(z)
On a

Qo(z) = Z Z z?/n*(n + 1)

0<k<z z/(k+1)<n<z/k—1
= Ai(x) = Ag(x),

ou
Ay(z)=2" ) > 1/n?(n+1)?
0<k<K z/(k+1)<n<z/k
No(z) =a® Y 1/|/k*(la/k] +1),
0<k<K
et

K=K(@) =|Vz+1/4-1/2|.

Six>2,ona K >1et

Ai(z) = 2 Z (n74 +0(n™"))
n>z/(K+1)

5 K3+ O(K?)

- (2
= g +0(1),

+ O(K" [2%))



et
Ag(x) =2 Y (k*/2" + O(K° /2"))
0<k<K
_ KP+O(K")
N 52
Nz

= 5 + O(1).

+ O(K®/z?)

Par conséquent,

Qo) = 2 1 0(1)

2.3 Calcul de Q () pour d positif

Avec des notations correspondant a celles de [1], nous évaluons maintenant

Quile)= 3 ¥ ()

Kg_1<k<Kgq—1 z/(k—d+1)—1<n<z/k
1 1

= X (dQ(L’U/kJ—Lw/(k—d+1)J+1)—2dx(

Kq_1<k<Kg—1
+2*(F(z/(k—d+1) — F(z/k + 1))> ,

ou 1
F0= X i
n>t—1 " (TL + 1)
On se rameéne ensuite & des sommes (d — 1)-télescopiques en utilisant la fonction
1 1
H=—— :
ANTRGES

et en notant que
F(t+1)=F(t) — ()2
Ainsi,

Qu@)=d Y ekl - Y [efk) Py~ Ka - 1)

Ky—d<k<K4—1 Ky 1—d+1<k<K4_ 1

+ 2dx Z ﬁ — 2dx Z ﬁ — 2dx Z o(x/k)

Kg—d<k<Kgz—1 Kg_1—d+1<k<Kgi_, Kg 1<k<Kgz—1

z/(k—d+1)] |z/k] +

i)

— > F(x/k) + 2° > Flz/k)+a> > o/k)

Kg—d<k<Kgz—1 Ky 1—d+1<k<Kg_, Kg 1<k<K4z—1



De méme,

Qaz(x) = —d° Z @ /k| + d° Z l@/k] — d*(Kap1 — Kq— 1)

Kd+1—d—1<k?<Kd+1 Kg—d<k<Kg+1

— 2dz Z ﬁ + 2dx Z ﬁ + 2dz Z o(z/k)

Kd+1—d—1<k‘<Kd+1 Kg—d<k<Kg+1 Kd+1<k?<Kd+1

+ 2 Z F(z/k) — * Z F(z/k) — * Z o(x/k)?.

Kd+1—d—1<k‘<Kd+1 Kg—d<k<Kgq+1 Kd+1<k‘<Kd+1
Enfin,
T 2
Q)= 3 (1 m5)
K1 <hSxg
1 1
=d*(|z/Ky| — |z/(Kg+1)]) —2d —
(lof o) = /B 0) = 2o ey ~ Gy +1)

+ 2 (F(m/(Kd +1)+1) — Fz/Kq + 1)).
L’addition des formules obtenues pour @41, Qg2 et Qg3 donne

Qa(r) =
(2 - 3 - 3 )(d?@//gJJrzdm/Lx/kJ—m2F(x/k))

Kg—d<k<Ky Kd+1—d—1<k‘<Kd+1 Ky 1—d+1<k<Kg4_1

_( DY )(d_w(x/k))? (3)

Kg<k<Kgy1 Kg-1<k<Ky

2.4 Estimation de Q,(z) pour d positif
2.4.1 Estimations complémentaires concernant K

Les propositions suivantes n’étaient pas utiles pour démontrer le résultat de [1], mais nous
en aurons 1'usage pour l'estimation de Qq(z).

Proposition 1 Pour 0 <d <z, on a
d
Kq(x) = Vdz + 5 + O(d*?2=1%) + 0(1).

Démonstration



On a

Ka(z) = [(d+ /& + 4dx ) /2|
= Vda (1 + d/42)"? + d/2 + O(1)

= Vdz + g +O(d*227Y2) £ 0(1). O
Proposition 2 Pour 0 <d <z, on a

> k=dVdz+ Oz ') + 0(d).

Ka—d<k<Kq
Démonstration
On a
1
Yo k= §(K§+Kd—(Kd—d)2—Kd+d)
Kg—d<k<Ky
2 d
=dK;— — + =
=5 Ty
= dVdz + O(d*?21/?) + O(d) ,
d’aprés la proposition 1. O

Proposition 3 Pour 0 <d <z, on a

Y B =a(dVde+0(d?z7?) + 0(d?)).

Kg—d<k<Ky
Démonstration
On a
1 1 1
> K= Z(Kfz — (Kq—d)*) + §(K3 — (Kq—d)*) + Z(Kfl — (Kq—d)?)

Kg—d<k<Ky
= dK3 — ;d(d —1)K? + O(d®Ky) (puisque d < Kg)
= d(d*23? + ;d% +0(d*2?) 4+ O(da)) — gd(d —1)(da + O(d*?2'/%)) + O(d"?2'/?)

(d’apres la proposition 1)
= z(d®Vdz + O(d"*2=1/?) + 0(d?)). O



Proposition 4 Pour 0 <d <z, on a

Y k= (d+1)*Vd+ —dQ\/Ews/z
5

K <k<Kgi1

+0((d +1)%2%).

Démonstration
Soit P le polynoéme tel que

Y k'=P(K) (KeN).
k<K

Le terme de plus haut degré de P(K) est K°/5. Par conséquent, si d est fixé, on a

Z k4N(d+1)2vd+ —d2\/8x5/2
5

Ka<k<Kgii

Maintenant, soit
P(X) - P(Y)

X-Y
Cette fraction rationnelle est en fait un polynéme de degré 4. Notons Q4(X,Y") sa partie homo-
géne de degré 4, et R = @ — @4, de sorte que R est de degré 3.

La contribution de chaque monéme de Q4 & la quantité Q4(Kqy1, Kg) est de la forme c(d)x? +
O((d+ 1)5/2563/2) ot la fonction ¢(d) dépend du mondéme considéré, mais est toujours O ((d+1)?).
D’autre part, R(Kgi1,Kq) = O((d + 1)3/22%/2). On en déduit que

QX,Y) =

P(Kgp1) — P(Kq) = (Kap1 — Ka)(C(d)z® + O((d + 1)*/%2%/%)) ,

ou C(d) est la somme des c(d). En particulier, C'(d) = O((d + 1)?). En utilisant maintenant la
proposition 2 de [1], on obtient

P(Kg11) — P(Kg) = Co(d)a™? + O((d + 1)%?).
pour une certaine constante C1(d), qui vaut nécessairement

(d+1*Vd+1-d*Vd
5

2.4.2 Estimation de la fonction F

Nous utiliserons ’estimation suivante.



Proposition 5 Pourt>1 on a

Démonstration

On a l'identité
3 1 1 1

n2n+1)2 nd (n+13 ndn+1)3

donc

1
F(ty= > T

n>t—1
1 1 _
:§ Z (ﬁ n+1 > Z O 6
n>t—1 n>t—1
=3P +O(1/t).

2.4.3 Estimation préliminaire concernant les sommants de (3)

La quantité
d?|xz/k| + 2dx/|x/k| — 2*F(x/k)

apparait dans (3). Nous en donnons maintenant une estimation.

Proposition 6 Pour 0 < d < z/2, on a

3
Plx/k] + 2dz/|x/k| — 22 F(x/k) = 2dVdz + kd — ;f— +O(d?27V?) (Ky—d <k < Ky).
X

Démonstration
Supposons donc 0 < d < z/2 et Kg—d < k < Ky. On a d’abord, d’apreés la proposition 5,

22F(x/k) = 223z /k)® + O(k° J2®) ,

et le terme d’erreur est bien O(d®/%z~1/2) puisque k < Ky < Vdz.
Ensuite, la proposition 4 de [1] nous donne

d*|x/k| + dz/|z/k| = 2dVdx + O(d*?2~1/?).
On a donc

P a/k| + 2/ |x/k] — 2 F(x/k) = 24V + dz/|x/k] — 2 /3[x/K]* + O(d/%x1/2).



Maintenant

3 _ d §

de/Le/k) =2 [3la/k) = s~ SR R

= kd(1 + k{z/k}/z + O(k*/2?)) — g (1 + 3k{z/k}/z + O(K*/2*))

= kd — 5—2 — (K*/2® — K2d/x){x/k} + O(d>/ 22 1/?).
Enfin
kY )x? — k2d)x = k2 (k + Vdz)(k — Vdz) /2*
< d5/2:6_1/2
puisque k — vdx < d (cf. [1], (17)). O

2.4.4 Estimation des trois premiéres sommes de (3)
Proposition 7 Pour 0 < d < z/2, on a
8
> (dPla/k] + 2dx/|x/k] — 2P F(x/k)) = §d2\/dm +0d?z7 Y2+ 0(d?).  (4)
Kq—d<k<Kg,

Démonstration
La proposition 6 nous donne :

ST (dPla/k)+2da/ |x/k)—2? F(a/k)) = 2d*Vdz+ > (kd—k [32)+0(d"2a71?)

Kg—d<k<Ky Kg—d<k<Ky

La proposition découle de cette expression et des propositions 2 et 3.. O

Proposition 8 Pour 0 <d+1<z/2, on a

> (@ /k| + 2dx/|x/k) — 2*F(x/k)) =

Kay1—d—1<k<Kgsq

24 4d—1
%«/(d Dz 4+ O(d2212) + O(d2). (5

Démonstration



On a

S (@la/k] + 2du/|2/k) - 2 F(a/k)) =

Kay1—d—1<k<Kgsq

> ((d+1)2|z/k) +2(d + V)z/|2/k] — 2*F(z/k))—

Kd+1—d—1<k‘<Kd+1

> ((2d + 1) |z /k] + 22/|z/k]). (6)

Kd+1—d—1<k?<Kd+1

La premiére somme du second membre de (6) vaut

§<d +1°V(d+ Da+0(d"?277) + 0(d?)

d’apreés la proposition 7.
En utilisant I'estimation

X
== Vo/[d+ ) +0(1) (Kgn —d—1<k< Kap),

on voit que la seconde somme du second membre de (6) vaut

> ((2d + V)| /k] + 22/ 2 /k]|) = (4d + 3)\/(d + 1)z + O(d?).

Kd+1—d—1<k‘<Kd+1

La proposition s’en déduit. O

Proposition 9 Pour 0 <d—1<z/2, on a

T (&2 k |2/ |2/ k|- Fa/k) = S =21 Tt 0221240 ().

Kg 1—d+1<k<Kg_1 3
(7)

Démonstration
Sid =1 le résultat est trivial. Sid > 1, on a

S (la/k) +2de/[0/k] - P F(e/k) =

Ky 1—d+1<k<Kg_1

> ((d—1)?|a/k] +2(d — V)a/|z/k] — 2*F(x/k))

Kg_1—d+1<k<Kg_,

+ 3 ((2d = 1)[2/k] + 22/|z/k]). (8)

Ky 1—d+1<k<Kg_1



La premiére somme du second membre de (8) vaut

8

5= 1D*V(@ =Dz + 0@ a7 + 0(d)

d’apreés la proposition 7.
En utilisant I’estimation

%:\/erou) (Kgo1 —d+1<k < Kq1),

on voit que la seconde somme du second membre de (8) vaut

> ((2d — 1) |w/k] + 22/ |x/k]) = (4d — 3)\/(d — 1)z + O(d?).

Kg_1—d+1<k<Kg_1

La proposition s’en déduit. O

2.4.5 Estimation des deux derniéres sommes de (3)

En utilisant la proposition 2 de [1], on obtient
—d* Ky —2K44 Kq1) = —d*>(Vd+1+Vd —1—2Vd)vz + O(d?) (9)

En utilisant la relation asymptotique
1
plt) =5+ o)) (t=1)

et la proposition 3 de [1], on obtient

de( Z — Z >Lp(m/l<:) =

Kg<k<Kgy1 Kgq1<k<Kq

2d
3((61 FOVA+ 1+ (d—1)Vd—1—-2dVd)z + 0(d*). (10)
Enfin, en utilisant la relation asymptotique
1
(1)’ = at o) (t=1)

et la proposition 4, on obtient

20X - Y ek =

Kg<k<Kgy1 Kg1<k<Kyg

—%((d+1)2\/d+1+(d—1)2\/d— —2d?Vd) T + O(d%). (11)

10



2.4.6 Estimation de Qg(x)
En insérant (4), (5), (7), (9), (10) et (11) dans (3), on obtient la proposition suivante.

Proposition 10 Pourd € N* et x >0, on a

Qa(z) = V(d)Va + O(d?).

ol
32d? 48d* + 16d — 2 48d?* — 16d — 2
I(d) = Vid - T Vd+1- " 2Vd—1.
5 15 15
Démonstration
Il s’agit de voir que l'on peut omettre le terme d’erreur O(d7/23:_1/2) et la contrainte d+ 1 <
x/2.

Si d < x'/3, ce terme d’erreur est absorbé par le O(d?). D’autre part, en utilisant ’approxi-
mation

Vd+1=Vd(1+1/2d —1/8d* £ 1/16d° + O(d™*)),
on voit que 9(d) = O(d~3/?). La majoration uniforme Q4(z) < +/z/d montre alors que
Qa(z) —0(d)vz <d (d>z'?),
ce qui permet encore d’omettre le terme d’erreur O(d7/ 2=V 2). Enfin, I’énoncé de la proposition
est trivial si d > x/2 — 1. ]
2.5 Sommation de la série des ¥(d)

Puisque 9(d) = O(d—%/?), la série 3 4>19(d) converge; nous allons calculer sa somme.
En écrivant

16
5)

?((d _ 1)5/2 _ d5/2)

+ ?((d F12 — (d— 1)3/2) —o(d+ 1) — 2(d — 1)/2.

O(d) = — (2 — (d+1)°?) -

et et en supposant D entier positif, on obtient comme dans [1], §2.5,

dgzDﬂ(d) =1 E((D +1)52 - D5/2) 12)
D
+ 1—36((D + 1)3/2 + D3/2) _ 2((D + 1)1/2 _ D1/2) _ 42 N
d=1
= _12_5 + C(?;T/Q) n O(D_l/Q). (13

11



2.6 Conclusion

Pour x >0et D >2,0na

Q(z) = Qo(x) + Y Qalx)+ Y Qalx)

1<d<D d>D

= 135\/5 +0(1) + Z (ﬂ(d)\/E + O(dQ)) + O(\/z/D) (daprés (2), la proposition 10, et (1))

1<d<D

- (2/15 + Z 79(d))\/5 +0(D%) + O(\/x/—D) (car 9(d) = O(d~*/?))
d=1

_ C<3/2)\/E—|—O($3/7),

d’aprés (13), et en choisissant D = /7.
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