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Abstract. In 1919 S. Ramanujan proved [Ram] the Bertrand postulate elegantly with
approximations based on the Stirling formula. P. Erdös proved also [Erd] the same result
in 1931 by a carefull study of the binomial coeficient

(
2n
n

)
. The Bertrand postulate was first

proved by P. Tchebichef in 1850. Without the use of the PNT and returning to the inequali-
ties of Tchebichef, we have a fast proof for existence of primes in the interval [kn, (k + 1)n]
for k ∈ {1, 2, 3, 4}. Using the improvements of J.J. Sylvester (1892) [Syl] the result is given
for 1 6 k 6 10.

Soit θ(x) la somme des logarithmes de tous les nombres premiers ne dépassant
pas x et soit

Ψ(x) = θ(x) + θ(x
1
2 ) + θ(x

1
3 ) + · · · ,

On a :
Ψ(x)− 2Ψ(

√
x) 6 θ(x) 6 Ψ(x)

Tchebichef a montré que :
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où A = log 2
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≈ 0.9212920221

On a donc :

Ax− o(x) < Ψ(x) <
6

5
Ax+ o(x)



Soit l et k deux entiers naturels tels que l > k :

{π(l x)− π(k x)} log(l x) > θ(l x)− θ(k x) > Ψ(l x)− 2Ψ(
√
l x)−Ψ(k x)

donc

{π(l x)− π(k x)} log(l x) > A l x− 2
6

5
A
√
l x− 6

5
Ak x + o(x)

> Ax (l − 6

5
k) + o(x)

d’où :
π(l x)− π(k x) > x

log (l x) A
(
(l − 6

5
k) + o(1)

)
.

Dans le cas où l = k + 1, la condition l − 6

5
k > 0 est équivalente à k < 5.

ce qui prouve que quand k ∈ {1, 2, 3, 4}, l’expression π((k+1) x)−π(k x) tend vers +∞
quand x devient grand.

Par des techniques proches de celles qu’a utlisé Tchebichef, en 1892 J.J. Sylvester a donné
la formule suivante :

0, 95695.. < π(x)
/ x

log x
< 1, 04423..

On a donc
a < π(x)

/ x

log x
< b

où a = 0, 95695 et b = 1, 04424.
d’où :

π((k + 1)x)− π(k x) > a
(k + 1) x

log ((k + 1) x)
− b

k x

log (k x) .

donc

π((k + 1)x)− π(k x) > x
log kx

{
a(k + 1) log kx − bk log (k + 1)x

log (k + 1)x

}

> x
log kx

{
1

log (k + 1)x

(
a(k + 1)− bk) log kx + o(log x)

)}
La condition a(k + 1)− bk > 0 est équivalente à k <

a

b− a
= 10, 741...
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Donc si 1 6 k 6 10 la différence π((k + 1) x)− π(k x) devient indéfiniment grande quand x
tends vers l’infini.
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