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ESPACES DE BERKOVICH SUR Z : ETUDE LOCALE
par

Jérome Poineau

Résumé. —  Nous étudions les propriétés locales des espaces de Berkovich
sur Z. A l'aide de théorémes de Weierstraff, nous montrons que les anneaux
locaux de ces espaces sont noethériens, réguliers dans le cas des espaces affines
et excellents. Nous prouvons également que le faisceau structural est cohérent.
Nos méthodes s’adaptent & d’autres anneaux de base (corps valués, anneaux de
valuation discréte, anneaux d’entiers de corps de nombres, etc.) et traitent de
fagon unifiée espaces complexes et p-adiques.

Abstract (Berkovich spaces over Z: local study). — We investigate the
local properties of Berkovich spaces over Z. Using Weierstrak theorems, we prove
that the local rings of those spaces are noetherian, regular in the case of affine
spaces and excellent. We also show that the structure sheaf is coherent. Our
methods apply over other base rings (valued fields, discrete valuation rings, rings
of integers of number fields, etc.) and provide a unified treatment of complex
and p-adic spaces.

Introduction

Les fondations de la géométrie analytique complexe étaient établies depuis
longtemps lorsque John Tate a proposé, en 1961, la définition d’une géométrie
analytique p-adique possédant des propriétés analogues (cf. [Tat71]). Ce sujet
a, par la suite, suscité un vif intérét et plusieurs géométries p-adiques (ou sur
d’autres corps valués complets) ont vu le jour, chacune possédant ses spécificités.
Mentionnons les théories de Michel Raynaud, ot les espaces sont vus comme des
fibres génériques de schémas formels (cf. [Ray74]), et de Roland Huber, qui

permet de retrouver les points du topos (c¢f. [Hub93| et [Hub94]).

Classification mathématique par sujets (2010). — 14G22, 14G25, 32B05, 32P05,

13E05, 13HO5.
Mots clefs. — espaces de Berkovich, géométrie analytique globale, théorémes de Weierstraf,
noethérianité, régularité, excellence, prolongement analytique, cohérence.

L’auteur est membre du projet jeunes chercheurs « Berko » de I’Agence Nationale de la Re-
cherche.
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Dans ce texte, nous nous intéresserons a une autre de ces géométries : celle
développée par Vladimir G. Berkovich (¢f. [Ber90] et [Ber93]). Outre ses nom-
breux succés dans des domaines variés (programme de Langlands, intégration
motivique, dynamique, théorie de Hodge p-adique, etc.), elle posséde la parti-
cularité intéressante de permettre de définir des espaces analytiques sur tout
anneau de Banach. En particulier, les espaces de Berkovich sur le corps des
nombres complexes C (muni de la valeur absolue usuelle |.|o) existent et ne
sont autres que les espaces analytiques complexes usuels. Mieux encore, on peut
définir des espaces de Berkovich sur I'anneau des entiers Z (également muni de la
valeur absolue usuelle |.|,) et 'on obtient alors des espaces naturellement fibrés
en espaces analytiques complexes et p-adiques. Pourtant, en dehors du cas des
espaces définis sur un corps valué complet, bien peu de résultats sont connus.
Signalons tout de méme louvrage [Poil0] ou le cas de la droite de Berkovich
sur Z est traité de fagon approfondie.

Dans cet article, nous nous proposons de contribuer & I’étude locale des es-
paces de Berkovich de dimension supérieure sur Z (ou, plus généralement, sur un
anneau d’entiers de corps de nombres), espaces que nous imaginons comme des
fibrations en espaces affines au-dessus du spectre analytique M(Z). En géométrie
analytique complexe, cette étude repose de fagon cruciale sur le théoréme de di-
vision de Weierstrafs, un théoréme qui permet de diviser une fonction analytique
par une autre, au voisinage d’un point, de facon & obtenir un reste polynomial.
Si, dans ce dernier cadre, tous les points sont définis sur le corps de base C, il en
va tout autrement dans notre situation, ou le corps résiduel . (z) d'un point x
peut étre une extension non triviale du corps J(b) sur lequel sa fibre est défi-
nie. Dans ce texte, nous démontrons un théoréme de division de Weierstrafs pour
les points dits rigides des fibres (ceux en lesquels I'extension . (x)/7(b) est
algébrique).

Le théoréme de division de Weierstrafs est I'ingrédient essentiel permettant
d’accéder & la structure des anneaux locaux. Nous poursuivons notre travail en
démontrant que ceux de l'espace A" sont noethériens et réguliers, puis que
le faisceau structural est cohérent, généralisant ainsi en toute dimension les ré-
sultats de [Poil0]. Nous les complétons encore en démontrant que les anneaux
locaux sont excellents. Pour des espaces analytiques généraux sur Z, ou un an-
neau d’entiers de corps de nombres, ces résultats entrainent immédiatement que
les anneaux locaux sont excellents et que le faisceau structural est cohérent. Ces
anneaux locaux étant également henséliens (c¢f. [Poil0]), ils vérifient approxi-
mation d’Artin. Nous donnons un exemple concret d’application de ce résultat.

Signalons pour finir que, bien que notre intérét résidat principalement dans
I’étude des espaces analytiques sur un anneau d’entiers de corps de nombres, nous

nous sommes efforcés, lorsque cela ne compliquait pas outre mesure les preuves,
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d’énoncer les résultats dans une généralité maximale en tadchant en particulier
de limiter les conditions imposées a I’anneau de Banach o7 sur lequel les espaces
sont définis. Ainsi le théoréme de division de Weierstraft vaut-il sur un anneau
de Banach quelconque (avec cependant une condition technique lorsque la fibre
contenant le point = est définie sur un corps #(b) imparfait et trivialement va-
lué). Quant aux résultats de noethérianité, régularité et cohérence pour I'espace
affine analytique AZ{’an, nous les démontrons lorsque ’anneau de Banach & ap-
partient a une classe qui contient non seulement les anneaux d’entiers de corps
de nombres mais aussi les corps valués et les anneaux de valuation discréte.
Précisons qu’a 'exception de celles utilisées pour démontrer ’excellence, nos
méthodes, inspirées de celles de la géométrie analytique complexe, ne nécessitent
aucune connaissance a prior: de la géométrie des espaces de Berkovich sur un
corps dépassant celle des résultats classiques en dimension 1. En particulier, nous
obtenons de nouvelles preuves des résultats de noethérianité et régularité pour
les anneaux locaux des espaces AZ’an, ou k est un corps valué complet, ainsi que
de la cohérence du faisceau structural, par des méthodes qui traitent de fagon

unifiée corps archimédiens et corps ultramétriques.

Ajoutons quelques mots concernant la structure du texte. Dans la premiére
section, nous rappelons quelques notations et définitions, ainsi que des résultats
élémentaires, ayant trait aux espaces de Berkovich sur un anneau de Banach, tirés
de [Ber90] et [Poil0]. Ainsi que nous I’avons expliqué plus haut, nous souhaitons
étudier les points rigides des fibres. Pour ce faire, un moyen naturel consiste a
les envoyer, par un morphisme fini, sur des points rationnels. C’est pourquoi
nous consacrons les sections 2 et 3 a établir quelques propriétés d’algébres et
de morphismes finis, moyennant deux conditions techniques (D) et (N), par des
arguments adaptés de [Poil0Q]. Dans les deux sections suivantes, nous étudions
les conditions introduites : nous montrons que la condition (D) est toujours
vérifiée et donnons des critéres pratiques pour que la condition (N) le soit.
Nous établissons en passant le fait que les corps résiduels x(x) des points des
espaces de Berkovich sont des corps henséliens. A la section 6, nous regroupons
les résultats obtenus pour relier I’anneau local en un point rigide & ’anneau local
en un point rationnel, puis, a la section 7, démontrons le théoréme de division
de Weierstrafs annoncé. Enfin, dans les trois derniéres sections, nous utilisons
ce résultat pour étudier de fagon précise le faisceau structural de I'espace affine
sur certains anneaux de Banach (corps valués, anneaux de valuation discréte,
anneaux d’entiers de corps de nombres, notamment). Nous démontrons que les
germes de ce faisceau sont des anneaux locaux noethériens et réguliers, excellents
si Panneau de base est de caractéristique nulle, puis que le faisceau lui-méme est

cohérent et noethérien au sens de M. Kashiwara.
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1. Rappels

Fixons un anneau de Banach (&7, ||.||) et un entier n € N. Au chapitre 1
de [Ber90], V. Berkovich explique comment définir un espace localement an-
nelé A (noté également .# (<) si n = 0), qu'il appelle espace affine analy-
tique de dimension n sur /. Ensemblistement, ses points sont les semi-normes
multiplicatives sur ’anneau de polynémes &7 [T| = </ [T}, ..., T,] dont la restric-
tion & o7 est bornée par la norme donnée ||.||. Pour tout point  de cet espace,
associé & une semi-norme multiplicative |.|,, on définit un corps résiduel J#(x)
de la fagon suivante. L’ensemble p, = {f € &[T ||f|» = 0} est un idéal premier
de &/[T] et |.|; induit une valeur absolue sur le corps Frac(</[T]/p,). Son com-
plété 7 (x) sera le corps résiduel voulu. Remarquons que nous disposons d’une
« application d’évaluation » naturelle f € & [T] — f(x) € H(x).

V. Berkovich munit alors I’ensemble A:;an ainsi construit de la topologie la
— |fle € R, pour

plus faible qui rende continues les applications |.|, € Z;an

f € [T]. Le fait que les corps résiduels () soient munis d’une valeur ab-
solue permet de définir une notion de convergence uniforme, puis de fonction
analytique. Précisément, les fonctions analytiques sur un ouvert U de A;}’an sont
les applications
f:U— |_| H ()

xelU
telles que, pour tout € U, on ait f(z) € () et qui sont localement li-
mites uniformes de fractions rationnelles (c’est-a-dire d’éléments de ’anneau to-
tal des fractions de o/ [T]) sans poles. Ces constructions définissent un faisceau,
noté 0 AZJm

Signalons que nous nous permettrons encore d’écrire & AZ;“(V) lorsque V
n’est pas ouvert. En général, il faudrait le définir comme I"anneau des sections
continues de I'espace étalé correspondant au-dessus de V. Si V' est une partie
compacte de AZ{’an, cela revient & poser
Oprpn(V) = lim Gprm(U),
Uov

ou U décrit I'ensemble des voisinages ouverts de V.

(M Des le chapitre 2 de [Ber90], V. Berkovich se restreint au cas ol 'anneau de Banach (7, ||.|))
appartient a une certaine classe : celle des algébres affinoides sur un corps valué k. Les défini-
tions de I'ensemble A”,*" et de sa topologie sont inchangées. En revanche, le faisceau structural
ne coincide avec celui que nous venons de décrire que lorsque 'algébre affinoide est réduite.
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Soit & un point de AZ;an, Nous dirons qu’'un élément f de & N est défini
sur une partie U de Azf’an contenant x s’il posséde un antécédent par le mor-
phisme ﬁAZj‘“(U) — Oprom .

Signalons qu’a la fin du premier chapitre de [Ber90]|, V. Berkovich propose
une définition générale d’espace analytique sur 7 [\*] Un espace localement an-
nelé (V, Oy ) est appelé modeéle local d'un espace analytique sur < s’il existe un
entier n, un ouvert U de A:;an et un faisceau .# d’idéaux de type fini de Oy
tels que (V, Oy ) soit isomorphe au support du faisceau Oy /.#, muni du fais-
ceau Oy /.#. Un espace analytique sur &/ est un espace localement annelé
qui posséde un recouvrement par des ouverts isomorphes & un modéle local.

Nous allons maintenant rappeler divers notions et résultats tirés de [Poil0].
Nous y renvoyons le lecteur intéressé par des précisions supplémentaires.

Soit n € N. Soit V une partie compacte de A”*. On note % (V') 'anneau
des fractions rationnelles sans poles sur V et Z (V') son complété pour la norme
uniforme |.||y sur V. Posons Z(V)! = lim, HB(W), ou W décrit I'ensemble
des voisinages compacts de V dans Azl;an. Remarquons que, pour tout point x
de A”™ nous avons

B} = lig BOV) = Oprn .
Waz

Soit x un point de AZ{’an. Nous dirons qu’'un élément f de ﬁAZéanvf est
HB-défini (resp. At-défini) sur un voisinage compact V de z s’il posséde un
(resp. B1(V) — Opnan ).
Rappelons quelques définitions tirées de [Poil0Q], §1.2. On dit qu'une partie

antécédent par le morphisme A(V) — & AT

compacte V de A:;an est rationnelle s’il existe un entier p, des polynoémes

P,...,P,,Q de «[T1,...,T,] ne s’annulant pas simultanément sur V et des
nombres réels ri,...,r, > 0 tels que
V= ﬂ {m e AT™ | |Pi(z)| <r ]Q(m)\} .
1<i<p

On dit qu’une partie compacte V' de A;an est spectralement convexe si le
morphisme naturel

P M(BV)) = A"

induit un homéomorphisme entre M(Z(V)) et V et si le morphisme induit

o

go_l (V) SV

est un isomorphisme d’espace annelés.

@) Dans le cas ot & = C, cette définition redonne les espaces analytiques complexes usuels.
Dans le cas ou k est un corps ultramétrique complet, en revanche, elle est plus restrictive que
celle que V. Berkovich propose par la suite. Toutefois, elle permet de retrouver les analytifiées
de variétés algébriques et, plus généralement, les bons espaces sans bord.
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Proposition 1.1. — Soit V' un compact rationnel de AZ{’an, Alors V' est spec-

tralement convexe et, pour toute partie compacte U de V', le morphisme naturel
BU) (dans A" — BU)  (dans B(V))
est un isomorphisme.

Exposons maintenant quelques résultats du paragraphe § 2.1 de [Poil0] (en
nous contentant de la dimension 1). Soit ¢ > 0. Définissons 1'algebre o (|T| < t)
comme l'algébre constituée des séries de la forme ) _nanT™, ot (an)n>0 est
une suite d’éléments de o7 telle que la série ) - [|an|[t" converge. Cette algebre

est compléte pour la norme définie par

> an | =Y ]t

n>0 " n>0

Soient s,t € R vérifiant 0 < s < t. Définissons l'algebre o7 (s < |T'| < t)
comme l'algébre constituée des séries de la forme ) . a,T™, ot (ay)n>0 est une
suite d’éléments de o7 telle que la famille (||ay| max(s™,t"))nez est sommable.
Cette algébre est compléte pour la norme définie par

Z ap,T™

nez

= Z lan|| max(s™, t").

5.t nez
Nous prolongeons cette définition en posant o7(0 < |T'| < t) = Z(|T| < t) et

[-lo.e = 1[-[fe-
Posons X = A;’fan (avec variable T'), B = M(</) et notons 7 : X — B le

morphisme de projection. Pour toute partie V' de B et tous s,t € R, définissons

Dy(t) = {z € X | n(z) € V,|T(x)| < t},

Dy(t) = {z € X |n(z) € V,|T(x)] <1,
Cv(s,t) = {z € X |n(z) € V,s < |T(z)| < t},
Cy(s,t) ={z € X|n(x) € V,s <|T(x)| < t}.

Lorsque V' = B, nous supprimerons l'indice dans la notation. Si V' est un single-
ton {b}, nous omettrons les accolades.

Comme on s’y attend, les spectres des algeébres &7 (|T| < t), pour ¢t > 0, et
(s <|T| <t),pourt >s>0out>s=0,sont canoniquement isomorphes a
D(t) et C(s,t) respectivement.

Indiquons maintenant une relation entre norme en tant que série et norme uni-
forme. Pour éviter de distinguer les cas entre disques et couronnes, introduisons
la relation suivante sur R4 : nous posons s <t si s <tous=0.

Rappelons également que 'anneau de Banach (<7, ||.||) est dit uniforme si

sa norme est « power-multiplicative », c¢’est-a-dire qu’elle commute & 'opération
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d’élévation & une puissance entiére ou, de maniére équivalente, qu’elle coincide
avec la norme uniforme sur M(27). Il est souvent commode de supposer que
I’anneau de Banach (<7, ||.||) est uniforme et c’est une hypothése sous laquelle
nous nous sommes constamment placés dans [Poil0]. Remarquons qu’elle impose
al'anneau o/ d’étre réduit et permet d’identifier canoniquement 7 [T'] & un sous-
anneau de ﬁAZéan(AZ{’an) (cf. [Poil0], lemme 1.1.25). Cette hypothése montre

son utilité lorsque ’on cherche & décrire explicitement des anneaux de fonctions.

Proposition 1.2. — Supposons que l’anneau de Banach (<, ||.||) est uniforme.
Soient s,u € Ry et t,v € R tels que s < u < v <t. Pour tout élément f de
(s < |T| <t), nous avons

s t
1 < (55 + 725 ) ey

avec la convention que s/(u—s) =0 si s = 0.

Démonstration. — 11 s’agit de majorer la norme en tant que série par la norme
uniforme, autrement dit, de majorer les coefficients d’une série en fonction de sa
norme uniforme sur un disque ou une couronne. On se raméne au cas ol &7 est un
corps valué en considérant une fibre sur laquelle le maximum de la fonction est
atteint. On utilise ensuite soit la description explicite de la norme sur les disques
ou les couronnes, si le corps est ultramétrique, soit la formule de Cauchy, s’il est
archimédien. Nous renvoyons a la proposition 2.1.3 de [Poil0] pour les détails

(et la généralisation en dimension supérieure). O

Nous pouvons déduire de ce résultat une description de 'anneau % d’une

couronne comp acte.

Proposition 1.3. — Supposons que l'anneau de Banach (<, ||.||) est uniforme.
Sotent s,t € R tels que 0 < s < t. Alors le morphisme naturel
(s < |T] < t) = BO(s,0)
s/ <s<t<t!

est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que ce morphisme est surjectif. Soit f
un élément de B(C(s,t))t. 11 existe s',¢' € R vérifiant s’ < s < t < t tels
que f € #B(C(s',t')). Par définition, nous pouvons écrire la fonction f comme
limite uniforme de fractions P,,/Q,, avec P,,Q, € </[T], les polynémes @,, ne
s’annulant pas sur C(s,t').

Comme indiqué précedemment, cette couronne n’est autre que le spectre de
lalgebre o/ (s' < |T| < t/). D’aprés le corollaire 1.2.4 de [Ber90], les poly-
nomes @), sont inversibles dans cette algébre. Par conséquent, (P,/Qn)n>0 est

une suite d’éléments de o/ (s’ < |T| < t') qui converge vers f pour la norme
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uniforme sur C(s’,¢'). La proposition précédente assure qu’elle converge dans
o (s" < |T| < ¢") pour la norme ||.||s7 4, quels que soient s”,t” € R vérifiant
s <" <sett<t’"<t. Onen déduit le résultat voulu. O

Si W est une partie compacte et spectralement convexe de Azl;an, nous avons

muni anneau B(W) de la norme uniforme sur W = M(Z(W)). Par conséquent,

dans ce cas, 'anneau de Banach Z (W) est toujours uniforme.

Corollaire 1.4. — Soit V une partie compacte de B qui posséde un systéme
fondamental de wvoisinages spectralement convexes. Soient s,t € R tels que
0 < s <t. Alors le morphisme naturel
lim  BW)(s' <|T| <t') — B(Cv(s, 1),
WDV, <s<t<t/
ou W décrit I’ensemble des voisinages compacts de V dans B, est un isomor-
phisme.

Remarquons que le résultat vaut, en particulier, lorsque la partie V' est un

compact rationnel ou un point.

Corollaire 1.5. — Soit b un point de B. Notons Oy le point 0 de la fibre Xp.
Alors le morphisme naturel

limy (V)(T] < 1) > Oxo,
V2b,t>0

ou V' décrit l’ensemble des voisinages compacts de b dans B, est un isomor-
phisme.

Corollaire 1.6. — Soit b un point de B. Soitr > 0. Alors le morphisme naturel
lig  Z(V)(|T| < t) = Ox(Dy(r)),
Vabit>r
ou V décrit l’ensemble des wvoisinages compacts de b dans B, est un isomor-

phisme.

Démonstration. — Seule la surjectivité pose probléme. Soit f € Ox(Dy(r)). Il
existe un voisinage V' de b et un nombre réel t > r tel que f € Ox(Dy(t)). On
utilise le corollaire précédent pour trouver un élément g de B(W)(|T'| < ty), avec
W CV et tyg >0, dont le germe en 0y est f. En utilisant la description explicite
des sections sur D,(t), pour tout ¢ € W, on montre que g € #(c)(|T| < t). On
en déduit que g € Z(W)(|T| < t). O

En appliquant ce corollaire fibre & fibre et en identifiant les coefficients des dé-
veloppements, nous obtenons le résultat suivant. Pour toute partie compacte W
de B et tout nombre réel ¢ > 0, nous noterons &(W)(|T'| < t) 'algébre constituée
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des séries de la forme ) nanT", ol (an)n>0 est une suite d’éléments de (W)

telle que la série ) |lan|[wt"™ converge.

Corollaire 1.7. — Soit V une partie de B. Soit r > 0. Alors le morphisme
naturel
lip  O(W)(|T| < t) = Ox(Dy(r)),
WoOVit>r
ou W décrit 'ensemble des voisinages compacts de V' dans B, est un isomor-

phisme.

Dans ’étude qui suit, il est superflu d’exiger que ’anneau de Banach (<7, ||.||)
soit uniforme. En cas de besoin, nous pourrions de toute fagon nous y ramener

par le lemme suivant, dont la démonstration ne présente aucune difficulté.

Lemme 1.8. — Notons o le séparé complété de 'anneau <7 pour la semi-

norme spectrale ||.||oo sur (/). Alors le morphisme naturel
M| llo) = M(,||.])

est un isomorphisme d’espaces annelés.

Pour toute la suite du texte, nous fixons un anneau de Banach (<7, ||.||). Nous
notons B = M(«), X = A}Z’;m et m: X — B le morphisme de projection. Pour

tout n € N, nous notons X,, = Aér;an.

2. Théoréme de Weierstrafl global

Dans cette section, nous reprenons, en les précisant, les résultats de [Poil0],
§5.2. Les preuves ne demandant que des modifications mineures, nous ne nous
y attarderons pas. Insistons sur le fait que nous ne requérons aucune hypothése

d’uniformité sur 'anneau de Banach (<7, |.||).

Soient d € N et G € &/[T] un polyndéme unitaire de degré d.

Théoréeme 2.1 (Théoréme de division de Weierstrafi global)
1l existe un nombre réel v > 0 vérifiant la propriété suivante : pour toute < -
algébre de Banach <" telle que le morphisme structural o/ — <" diminue les
normes, pour tout nombre réel w > v et tout élément F de o' (|T| < w), il existe
un unique couple (Q, R) € &' (|T| < w)? tel que

i) F=QG+R;

i1) R soit un polynome de degré strictement inférieur a d.
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En outre, il existe une constante C > 0 indépendante de w, </’ et F, telle que
l’on ait les inégalités
{ 1Qlw < ClIFl ;
[Rlw < ClF]w.

Pour la suite de cette section, fixons une «7-algébre de Banach &’ telle que
le morphisme structural &/ — &/’ diminue les normes. Nous munissons l’al-
gebre quotient «7’'[T'|/(G(T')) de la semi-norme résiduelle ||| 4 res induite par
la norme ||| sur @'[T]. Par définition, quel que soit F' dans «'[T|/(G(T)),

nous avons

&
| F|| o7 w res = inf { max ||a;||w’, E a;T"=F mod G,ec€ N} .
0<i<e “—o

Si & est une o7-algébre de la forme AB(U), on U est une partie compacte
de M(«/), munie de la norme spectrale ||.||;7, nous noterons ||.||7u res la norme

Corollaire 2.2. — Pour tout nombre réel w > v, les propriétés suivantes sont

BU),w,rés-

satisfaites :

i) la semi-norme ||.||o wres définie sur le quotient <'[T)/(G(T)) est une
norme ;

ii) Uanneau o' |T)/(G(T')) est complet pour la norme ||.|| o . rés-

Puisque le polynéme G est unitaire et de degré d, 'application

Pyl (elly)

" d—1
. (a(]a"',ad—l) = ZCMTZ
=0

est bijective. Nous noterons ||.||,+ la norme définie sur .27’% en prenant le maxi-

mum des normes des coordonnées. Nous pouvons alors définir une norme ||. || o7 div
sur «7'[T]/(G(T)) par la formule

Il aiv = ™ ()l

Si &’ est une o7-algébre de la forme B(U), on U est une partie compacte
de M(<7), munie de la norme spectrale ||.||;7, nous noterons ||.||¢div la norme

Corollaire 2.3. — Pour tout nombre réel w>v les normes |.| o div

ABU),div-

et ||| w,res définies sur «/'[T|/(G(T)) sont équivalentes. Plus précisément,
pour tout élément F de /'[T]/(G(T)), nous avons

||F||J<{’,w,rés < ||F||J<{’,div < C ||F||J<{’,w,rés-
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3. Morphismes finis

Soit G € &/[T] un polynéme unitaire non constant. Considérons le morphisme
d’anneaux de Banach &/ — &/[T]/(G(T")) et le morphisme d’espaces annelés
v Zg — B, ou Zg désigne le fermé de Zariski de X défini par G = 0, qu’il
induit. C’est un morphisme fini dont nous allons établir quelques propriétés.
Nous suivons ici [Poil0], § 5.3.

Dans [Poil0|, définition 5.2.5, nous avons introduit une condition appe-
lée (Rq). Nous la remplacons ici par la condition suivante.

Définition 3.1. — Soit U une partie compacte de B. On dit que U satisfait
la condition (Ng) si elle est spectralement convexe et s'il existe un nombre

réel v > 0 tel que, pour tout w > v, la semi-norme ||.||yw s SOit équivalente &
la norme spectrale sur Z(U)[T]/(G(T)).

Dans [Poil0], § 5.3, nous ne nous sommes en réalité servi de (Rg) que pour
démontrer (Ng) (cf. proposition 5.2.7) et cette derniére condition suffit dans

tous les raisonnements.

Remarque 3.2. — La condition (Ng) énonce une équivalence entre deux
normes sur un module de type fini sur 'anneau de Banach Z(U). L’on peut y
penser comme une généralisation du résultat classique d’équivalence des normes
pour les espaces vectoriels de dimension finie sur un corps valué complet K de
valuation non triviale (que I'on ne peut appliquer que si la norme spectrale est
bien une norme sur K[T|/(G(T)), autrement dit, lorsque le polynome G est
sans facteurs multiples).

L’on peut également considérer le cas ou l'algébre Z(U) est une algebre affi-
noide. Une algébre finie sur une algébre affinoide étant elle-méme affinoide, on
retrouve alors un résultat connu, dans le cas des algébres réduites (cf. [Ber90],

proposition 2.1.4 (ii) et [BGR84], théoréme 6.2.4/1).

Remarque 3.3. — Remarquons, dés a présent, que la condition (N¢) est sa-
tisfaite si le polynome G est de degré 1, puisque 1'on dispose alors d’un isomor-
phisme admissible B(U) ~ Z(U)[T]/(G(T')). Nous donnerons a la section [l des

critéres plus généraux.
Nous reprenons ici la proposition 5.3.3 de [Poil0].

Proposition 3.4. — Soit U une partie compacte de B qui satisfait la condi-
tion (Ng). Les normes ||.||u,div;, ||-||U.w,rés, pour w > v, et la norme spectrale sur
PBU)[T)/(G(T)) sont alors équivalentes. De plus, nous avons un isomorphisme

admissible naturel
BU)|T)/(G(T)) = B~ (U)),
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ot B(o~1(U)) est calculé en considérant o~ (U) comme partie de X.

Remarque 3.5. — Dans la preuve de la proposition 5.3.3 de [Poil0], on consi-
dére en réalité 1 (U) comme partie de Zg ~ M(</[T]/(G(T))). Cela ne change

rien & la preuve.

Dans [Poil0|, définition 5.3.5, nous avons introduit une condition appe-
lée (I). Nous la modifions ici de la fagon suivante.

Définition 3.6. — Notons G(b)(T) = [[;_, hi(T)™ la décomposition en pro-
duit de polynémes irréductibles et unitaires de G(b)(7') dans 7 (b)[T]. On dit
que le point b de B satisfait la condition (Dg) s’il existe des polynémes uni-
taires Hy,..., H, a coefficients dans Opg, tels que

i) G=1I._, H; dans Op,[T];

ii) quel que soit ¢ € [1,7], H;(b) = h".

Comme précédemment, signalons que nous n’avons utilisé la condition (1)
dans [Poil0], § 5.3 que pour démontrer (D¢) (cf. la discussion qui suit la défi-
nition 5.3.5) et que cette derniére condition suffit dans tous les raisonnements.

Remarque 3.7. — Géométriquement, la condition (D¢ ) signifie que tous les
points du fermé de Zariski Zg défini par G = 0 au-dessus de b sont définis au
voisinage de b.

Nous montrerons a la section Ml que la condition (Dg) est toujours vérifiée.

Enoncons maintenant 1’analogue du théoréme 5.3.8 de [Poil0]. La démons-

tration étant en tout point identique, nous ne la reprendrons pas.

Théoréme 3.8. — Soit b un point de B. Supposons que le point b vérifie la
condition (Dg) et posséde un systéme fondamental de voisinages compacts qui

satisfont la condition (Ng). Alors le morphisme

ﬁ%,b = (@025

p
Qy ;
b (ao,...,ap,l) — E CLZ'TZ
1=0

est un isomorphisme de Op p-modules.

4. Hensélianité et condition (D)

Nous nous intéressons ici & des propriétés d’hensélianité dans les espaces analy-
tiques sur 7. Commengons par rappeler un résultat (cf. [Poil0], corollaire 2.5.2;
I’hypothése d’uniformité sur ’anneau de Banach &/ qui y figure est superflue, ce

dont on se convainc a l'aide du lemme [LF)).
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Théoréme 4.1. — Soient (Z,0z) un espace analytique sur </ et z un point

de Z. L’anneau local Oz, est hensélien.
Une légére modification de la preuve conduit au résultat suivant.

Théoréme 4.2. — Soit b un point de B = M(</). Le corps résiduel k(b) est
un corps hensélien.

Démonstration. — Si le point b est archimédien, le corps k(b) est égal A R ou C;
il est donc hensélien.

Supposons maintenant que le point b est ultramétrique. Il suffit de montrer
que Panneau de valuation r(b)° est hensélien. Soient P un polynoéme unitaire
a coefficients dans x(b)° et f un élément de k(b)° tel que |P(f)(b)] < 1 et
P(FB)] = 1.

Considérons un voisinage compact V' de b dans B sur lequel le polynéme P
se reléve en un polynéme a coefficients dans Z (V) unitaire et 1’élément f se
reléve en un élément de A(V). Nous choisissons de tels relevés et les notons
identiquement.

Notons M = ||f|lv et N = ||P(f)|lv. Quitte a restreindre V', nous pouvons
supposer que N < 1 et que P’'(f) est inversible sur V. Notons m = ||P'(f)~!||v.

I1 existe un polynoéme Q[T7, T3] a coefficients dans Z(V) tel que, pour tous u
et v dans ZA(V), on ait

P(u+v) = P(u) + P'(u)v +v2Q(u,v).
Notons C' le maximum des normes des coefficients du polynéme Q.
Il existe un élément A de Dintervalle [0,1] tel que ||2]]y < 2*. D’aprés le

théoréme d’Ostrowski, pour tout entier n, nous avons alors |[n|ly < n?. Le
lemme 1.3.2 de [Poil0] permet d’en déduire que

Yu,v € B(V),Ve eV, |(u+v)(c)| <2*max(|u(c)],|v(c)]).

Notons 7 le nombre de coefficients du polynéme @) et d son degré total. L’inégalité

précédente entraine
Yu,v € B(V),Ve €V, |Q(u+v)(c)| <22 Cmax(1, [u(c)|?, [u(e)|?).

Pour tout € > 0, quitte a rétrécir le voisinage V', nous pouvons rendre les
quantités M, m, C et 2" inférieures a 1 4+ . Au cours de cette opération, le
nombre réel N ne peut que diminuer. Fixons un nombre réel K dans l'intervalle
]N,1[. Nous pouvons choisir le voisinage V' de fagon que l'on ait Nm < 1 et
Nm?2 2> Cmax(1, M%) < K.

Soit g un élément de Z(V'). Nous avons

P(f + P(f)g) = PF)P'() (

4 e 2O

1
o B QP!
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Posons

_ 2 P(f)
R(g)=g° P

Si |lg|]lv < m, nous avons, pour tout point ¢ de V'

QS P(f)9)-

[R(9)(©)] < lg(c))? Nm 2V Cmax(1, |f(c)|, [P(f)(c)|lg(c)|)
< |g(e)| Nm? 2\ C max(1, M¢, N%m9)
< Klg(c)]

et, en particulier,
IR(9)llv < Kllgllv-

En utilisant cette derniére inégalité et le fait que Z (V') est complet, on montre
que la série >, oo R°"(—P'(f)~!) (o R°" désigne la puissance n®™® pour la
composition) con:/erge vers un élément s de AB(V). Cet élément satisfait I’égalité
s — R(s) = —P'(f)~! et donc P(f + P(f)s) = 0.

Calculons maintenant au point b qui, rappelons-le, est supposé ultramétrique.
D’aprés les inégalités qui précédent, nous avons |s(b)| = |P'(f)~1(b)| = 1, d’ot
IP(f)s(b)| < 1 et |(f + P(f)s)(b)] < 1. L’élément h = f + P(f)s de B(V)
défini donc un élément de k(b)° qui coincide avec f modulo k(b)° et annule le

polynoéme P. O

Corollaire 4.3. — Soient (Z,07) un espace analytique sur </ et z un point
de Z. Le corps résiduel k(z) est un corps hensélien.

Corollaire 4.4. — Soient b un point de B = M(</) et G(T) un polynome
unitaire non constant a coefficients dans Op . Alors le point b satisfait la condi-
tion (Dg).

Démonstration. — Notons e 'exposant caractéristique du corps x(b). Ecrivons
la décomposition de G(T') en produit de facteurs irréductibles dans x(b)[T] sous

la forme
G(T) =] Gi(1)™,
=1

ou les G; sont des polyndmes unitaires et irréductibles deux a deux distincts et
les n; des entiers.
Puisque 'anneau Opg, est hensélien, il existe des polynéomes Hy,..., H, uni-

taires a coeflicients dans O tels que
i) G(T) = HHZ(T) dans Op [T ;
i=1

ii) pour tout_i, H;(T) = G;(T)™ dans x(b)[T].
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Soit ¢ € [1,r]. Il existe un polynéme irréductible et séparable g; a coefficients
dans k(b) et un entier a; tel que Gy(T) = g;(T*"). Puisque le corps x(b) est
hensélien, le polyndome ¢;(T) est encore irréductible dans 57 (b)[T] (cf. [Bou64],
VI, § 8, exercices 14a et 12b ou [Ber93|, proposition 2.4.1). Par conséquent,
il existe un polynome h; a coefficients dans 7 (b) et un entier m; > 1 tels que
gi(T¢"") = h;(T)™ dans 22 (b)[T).

Finalement, I’écriture
T
G(T) = ha(T)™™
=1

est la décomposition en produit de facteurs irréductibles du polynéme G(T')
dans JZ(b)[T]. On en déduit le résultat voulu. O

5. Condition (V)

Soient d € N* et G € &7[T] un polynéme unitaire de degré d. Nous noterons

d d—1
G=> gT =T"+> gT"
k=0 k=0

Dans cette section, nous présentons différents résultats permettant d’assurer

que la condition (Ng) est satisfaite.

5.1. Condition de finitude du bord analytique. — Nous commencons par
énoncer un critére particuliérement adapté aux espaces ultramétriques. On y
retrouve I’hypothése sur le polynéome G mentionnée a la remarque B.2)

Définition 5.1. — Soit n € IN. Soit V' une partie compacte et spectralement
convexe de A", On dit qu’une partie fermée I de V est un bord analytique
de V si elle vérifie la condition suivante :

vieBV), Iflv=Iflr

On appelle bord de Shilov de V' le plus petit bord analytique, pour la relation
d’inclusion, de V, s’il existe.

Proposition 5.2. — Soit U une partie compacte et spectralement conveze de B.

Supposons qu’il existe des parties Vi, ...,V, de U telles que

i) pour tout i € [1,7], Vi est compacte et satisfait la condition (Ng) ;
i1) la réunion 'y = U Vi est un bord analytique de U.
1<i<r
Alors U satisfait également la condition (Ng).
Notons ¢ : M(BU)[T)/(G(T))) — U le morphisme de projection. Alors la
partie 'y = o Y(Ty) est un bord analytique de M(B(U)[T]/(G(T))).
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Démonstration. — Le corollaire assure qu’il existe un nombre réel v tel que,
pour tout w > v, la semi-norme ||.|[gw res S0it une norme sur Z(U)[T]/(G(T))
et qu’elle soit équivalente & la norme ||.||7giv. Notons ||.|[7 o la norme spectrale

associée. C’est la norme uniforme sur

{m e AL n(2) € U, G(z) = o} .

Pour montrer que les deux normes sont équivalentes, et donc montrer que la
condition (Rq) est satisfaite, il suffit de montrer qu’il existe une constante D € R
telle que, pour tout élément F' de A(U)[T]/(G(T)), nous avons

[Elodiv < D[ F,00-

Soit ¢ € [1,r]. Les normes ||.||; div et ||.|[i,co sur B(V;)[T]/(G(T)) sont équi-
valentes : il existe un nombre réel D; > 0 tel que, pour tout élément f de
Z(Vi)[T]/(G(T)), on ait

1 lli,aiv < Di [ f i 00-

Soit F' un élément de Z(U)[T]/(G(T)). Puisque le polynéme G est unitaire

et de degré p, 'élément F' posséde un unique représentant dans Z(U)[T] de la

forme
p—1
Fo(T) - Z Qg Tk,
k=0
avec ag, . .., ap—1 € A(U). Par définition, nous avons
I1Fllvaie = ) max (ak]v),

ot ||.|| désigne la norme spectrale sur A(U).
Il existe j € [0,p — 1] et i € [1,7] tels que || F||y.aiv = |laj|lv;, ot ||.||v; désigne
la norme spectrale sur Z(V;). Nous avons alors

1 llv.aiv < Di [ Fllico < poax (Di) [|Fllu,co-
Ceci démontre la premiére partie du résultat.
Remarquons maintenant que
1Fllgoe < 1Pl = mas (1F i) < max (D:) mase (I1F icc).
d’ott 'on tire

< i .
1Fllvco < mex (D) max ([F()])

En écrivant la méme inégalité pour F", avec n € N*, puis en prenant la ra-

cine n°™€ et en faisant tendre n vers l'infini, on montre que
[Fllvee < max ([F(z))).
:BEFU,G

Par conséquent, la partie I'y ¢ est un bord analytique de Z(U)[T]/(G(T)). O
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Corollaire 5.3. — Soit U une partie compacte et spectralement convexe de B.
Supposons qu’elle posséde un bord analytique Uy fini tel que, pour tout point
de Ty, le polynome G(v)(T') soit sans facteurs multiples. Alors elle satisfait la
condition (Ng).

En outre, avec les notations de la proposition (2.2, la partie I'y ¢ est un bord
analytique fini de M(B(U)[T]|/(G(T))).

Introduisons maintenant des notations. Nous noterons By, la partie ultra-
métrique de B, c’est-a-dire ’ensemble des points b de B en lesquels la valeur
absolue canonique sur le corps J#(b) est ultramétrique. Soit V' une partie com-
pacte de Bym. Pour tout nombre réel r > 0, définissons l'algebre Z(V){|T'| < r}
comme ’algébre constituée des séries a coefficients dans Z (V') de la forme

Z a, T,
neN

telles que la série ) _nllan||r™ converge. Cette algébre est compléte pour la

norme définie par

Z apT"

neN

— n
= max((lanlv ).
V,r,um
Pour tous r, s € R vérifiant 0 < r < s, définissons 'algébre ZB(V){r < |T'| < s}
comme ’algébre constituée des séries a coefficients dans Z (V') de la forme
S 01
nez

telles que la famille (||ay|y max(r™,s™))nez soit sommable. Cette algébre est

compléte pour la norme définie par

Z an, T"

= max(||a,|y max(r",s")).
nez
nez

Vir,s,um
Nous prolongeons cette définition en posant Z(V){0 < |T| < s} = B(V){|T| < s}

et H-HV,O,s,um - ||-||V,s,um-

Lemme 5.4. — Soit V' une partie compacte et spectralement convexe de Byp,.
Soient r;s € R vérifiant 0 =r < s ou 0 < r < s. Le morphisme

(T] = B(Cy(r,s))
induit un isomorphisme d’algebres normées

BV ){r <|T| < s} = B(Cy(r,s)).

Démonstration. — On reprend le raisonnement de la preuve du lemme 5.6.3

de [Poilo). 0
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Dans la section [7, nous utiliserons la condition (Ng) au-dessus d’une partie
de X = A}Z’;m et pour un polynéome G de la forme P(S) — T, ou T désigne la
variable sur Aifn. Nous allons donc maintenant concentrer nos efforts sur cette
situation.

Introduisons quelques notations pour les lemniscates. Pour toute partie W
de B, tout polynéme P € #(W)[T] et tous nombres réels r et s, définissons

D (Pis) = {z € Xu | [P(T)(z)| < 5}

et
Cw(P;r,s) ={z e Xw|r <|P(T)(z)| <s}.

Proposition 5.5. — Soit U wune partiec compacte et spectralement convexe
de Bym. Supposons qu’elle posséde un bord analytique fini T'y. Soit P(S) un
polynéme wunitaire non constant a coefficients dans AB(U). Soient r,s € R
vérifiant 0 =7 <s ou 0 < r < s. Alors la couronne Cy(r,s) satisfait la
condition (Np(s)—1)-

En outre, la couronne Cy(r,s) posséde un bord analytique fini, ainsi que la
lemniscate Cy (P;r, s)

Démonstration. — Soit v € I'yy. L’algébre
B(Cy(r,9)[S)/(Q(S) = T) = A (V){s ' T,rT}[S]/(Q(S) - T)

n’est autre que 'algébre affinoide de la lemniscate U,Y(P, r,s). Clest donc une
algebre J#(y)-affinoide réduite. D’apres la proposition 2.1.4 (ii) de [Ber90], sa
norme résiduelle est équivalente & sa norme spectrale, autrement dit la couronne
C,(t, s) satisfait la condition (Np(g)_7).

D’aprés le lemme [B4] la partie | C,(r,s) est un bord analytique

_ vel'y
de Cy(r, s) et 'on conclut par la proposition
Pour 7 € I'yy, notons I, le bord de Shilov de la couronne C,(t, s). L’ensemble

fini U’YEFU Iy est alors un bord analytique de I'yy. L’assertion finale découle de

la proposition O
Corollaire 5.6. — Soit U wune partie compacte et spectralement conveze

de Bym. Supposons qu’elle posséde un bord analytique fini T'y. Soient P(S)
et Q(T) des polynomes unitaires et non constants a coefficients dans B(U).
Soient r,s € R vérifiant 0 =r < s ou 0 < r < 5. Alors la lemniscate Cyr(Q;7, s)
satisfait la condition (Np(s)—r).

Démonstration. — D’aprés la preuve de la proposition précédente, la partie
U’YGFU C+(Q;r,s) est un bord analytique de Cy(Q;7,s). Nous pouvons donc
appliquer le méme raisonnement que dans cette preuve afin de conclure. ]

Afin d’aller plus loin, démontrons un résultat sur la topologie de X.
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Proposition 5.7. — Soient © un point de X et U un voisinage de x. Alors,
il existe un voisinage V de b = mw(x) dans B, un polynéome P(T) € /[T
a coefficient dominant inversible et deux nombres réels r,s > 0 wvérifiant
r < |P(T)(x)| < s tels que

{ye Xv[r<[P(T)(yl <s}CU

et
T({y € Xv[r < [P(T)(y)| < s})=V.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que U est ouvert. Il existe un poly-
nome P(T) € 7 (b)[T] et deux nombres réels r, s > 0 tels que r < |[P(T)(x)| < s
et

{ye Xp|r <|P(T)(y)| < s} CcUNX,.
Les coefficients de P(T') sont limites de quotients d’é¢léments de o7 dont les

dénominateurs ne s’annulent pas en b. Nous pouvons donc supposer que P(T') est
a coefficients dans I'anneau total des fractions de /. Nous pouvons également
supposer que son coefficient dominant ne s’annule pas en b. Soit ¢ € & un
dénominateur commun a tous les coefficients de P(T'). Puisqu’il ne s’annule pas

en b, nous avons

{ye Xp|r < |P(T)(y)| < s} = {y € Xo[lg®)Ir < [¢P(T)(y)] < lq(b)]s}-

Par conséquent, nous pouvons supposer que P(T") est a coefficients dans <7.
D’apreés [Poil0], corollaire 1.1.12, la partie

K={yeX|[r<[P(T)(y)| <s}

est un voisinage compact du point = dans X. Par conséquent, K \ U est une
partie compacte de X. Sa projection est une partie compacte de B qui évite le
point b. On obtient le résultat annoncé en prenant pour V' un voisinage de b dans
B\ nw(K\U). O

Corollaire 5.8. — Pour tout n € N, le morphisme de projection
X, = A;an — M(«/) =B
est ouvert.

Définition 5.9. — Un point b de B est dit ultramétrique typique s’il appar-
tient & l'intérieur de By, et s’il posséde un systéme fondamental de voisinages

compacts, spectralement convexes et admettant un bord analytique fini.

Proposition 5.10. — Soit b un point ultramétrique typique de B. Soit n € N.
Tout point de (X,)p = Agf’a(r;) est ultramétrique typique.
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Démonstration. — Soit x € (X,)p. D’aprés la proposition (.7, il posséde un
systéme fondamental de voisinages de la forme Cyr(P;r, s), ott U est un voisinage
compact et spectralement convexe de b dans By, qui posséde un bord analytique
fini, P un polynoéme unitaire a coefficients dans Z(U) et r,s € R. On conclut
alors par la proposition O

Proposition 5.11. — Soit b un point ultramétrique typique de B. Soit P un
polynéme unitaire non constant a coefficients dans <7 . Tout point de (X,,)p pos-
sede un systeme fondamental de voisinages compacts et spectralement convezes

qui satisfont la condition (Npgy_r).

Démonstration. — On utilise la proposition .7 et le corollaire O
5.2. Condition de séparabilité. — Intéressons-nous maintenant & une autre

condition impliquant (Ng) : il s’agit de la condition (R¢) que nous avons intro-
duite & la définition 5.2.5 de [Poil0].

Définition 5.12. — Soit U une partie compacte de B. On dit que U satisfait
la condition (Rg) si elle est spectralement convexe et posséde un bord ana-
lytique I'y sur lequel la fonction |Rés(G,G’)| est bornée inférieurement par un

nombre réel my > 0.
Enoncons & présent un lemme classique.

Lemme 5.13. — Notons G(T) = T? + Zi;é grT*. Pour tout point b de B et
toute racine o de G(b)(T') dans une cloture algébrique de F(b), nous avons

d—1
ol < max (1,3 gk (®)])-
k=0

Proposition 5.14. — Toute partie compacte et spectralement convexe de B qui

vérifie la condition (Rq) vérifie aussi la condition (Ng).

Démonstration. — Soit U une partie compacte et spectralement convexe de B
qui vérifie la condition (Rq). Considérons le nombre réel v dont il est question
dans le théoreme 21l appliqué & B = Z(U). Posons v’ = max(v, 1, Zg;é llgkll)s
avec les notations du lemme précédent. On reprend alors la preuve de la proposi-
tion 5.2.7 de [Poil0]. (On y considérait v = max (v, maxo<g<q—1([|gx [/ @),
ce qui n’est en fait correct que lorsque la partie U est contenue dans la partie
ultramétrique de B.)

En deux mots, il faut montrer que la norme d’un polynome F' calculée en
prenant le maximum des normes des coefficients de son reste R dans la division
euclidienne par G est majorée, & une constante multiplicative prés, par sa norme

sur le fermé de Zariski Z¢g défini par I’équation G = 0. Il est possible d’exprimer
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le reste R en fonction de ses valeurs aux points de Zg, et d’en déduire la ma-
joration souhaitée, pour peu que 'on connaisse ses valeurs en suffisamment de
points. C’est ce qu’assure la condition (R¢), en demandant que les points de Zg
correspondent & des racines simples de G. ]

Comme précédemment, nous allons maintenant nous restreindre au cas ou G
est de la forme P(S) —T.
Si @ est un polyndéme a coefficients dans un anneau de Banach, nous note-

rons ||Q|lec le maximum des normes de ses coefficients.

Lemme 5.15. — Soient b un point de B. Soit Qo un polyndome séparable et
unitaire de degré d > 1 a coefficients dans € (b). Il existe r,n > 0 vérifiant la
propriété suivante : pour tout nombre réel t € |0,r], pour tout polynéome Q a
coefficients dans H(b) et de degré d tel que ||Q — Qolloe < 1, le disque Dy(t)
satisfait la condition (Ng(s)—1)-

Démonstration. — Par hypotheése, le polynome R(T') = Réss(Qo(S)—T,Q(S))
de J7(b)[T] ne s’annule pas en 0. Il existe donc un nombre réel r > 0 tel que R(T)
soit minoré par |R(0)|/2 en tout point du disque Dj(r). Par conséquent, il existe
un nombre réel n > 0 tel que, pour tout polynéme @ a coefficients dans J#(b) et
de degré d tel que [|Q—Qolloc < 7, le polynome Résg(Q(S)—T,Q’(S)) soit minoré
par |R(0)[/4 sur Dy(r). Le disque Dy(r) satisfait alors la condition (Rgg)—r),
et donc la condition (Ng(s)—7)- O

Lemme 5.16. — Soit b un point de B. Soit P(S) un polynéme unitaire de
degré d > 1 a coefficients dans </ dont l'image dans 7 (b)[S] est séparable.
Soit Q(T) un polyndme unitaire & coefficients dans Opy,.

Soient s,s' € R tels que 0 < s < s. Il existe s1,so € R vérifiant
s < s1<sy<s et un voisinage V de b dans B sur lequel les coefficients
de Q sont définis tels que, pour tout v € [s1,s2] et tout voisinage compact et
spectralement conveze U de b dans V, la lemniscate Dy (Q;v) satisfasse la
condition (Rp(sy—r) et donc (Np(s)_r).

Soient 1", s, € R tels que 0 < r < r' < s’ < s. Il existe r1,72,51,82 € R
vérifiant 1 < ro <11 <1’ et 8 < 51 < 89 < s et un voisinage V de b dans B
sur lequel les coefficients de Q sont définis tels que, pour tout u € [ro,r1], tout
v € [s1, 82] et tout voisinage compact et spectralement convexe U de b dans V,
la lemniscate Cy(Q; u,v) satisfasse la condition (Rp(gy_7) et donc (Np(g)—r).

Démonstration. — Nous ne traiterons que le premier cas, le second se démon-
trant par les mémes méthodes. Quitte a remplacer 7 par Z(W) ou W désigne
un voisinage compact et rationnel de b, nous pouvons supposer que () est a

coefficients dans .&7.
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Considérons le polynome R(T) = Résg(P(S) — T, P'(S)) € «/[T]. Par hypo-
these, le polynome R(b)(T') n’est pas nul. Il existe donc s1,s2 € R qui vérifient
les inégalités de 'énoncé et tels que R(b)(T") ne s’annule pas sur le compact
Cp(Q; 81, 82). On en déduit qu'il existe un voisinage V de b tel que R(T) ne
s’annule pas sur Cy(Q; s1,52).

Soit U un voisinage compact et spectralement convexe de b dans V. Pour
tout v € [s1, 8], la lemniscate Dyr(Q;v) posséde un bord analytique contenu
dans Cy(Q;s1,s2). Par conséquent, la lemniscate Dy (Q;v) satisfait la condi-
tion (Rp(s)—1)- O

Proposition 5.17. — Soit b un point de B. Soit P(S) un polyndéme unitaire
non constant & coefficients dans </ dont 'image dans 7 (b)[S] est séparable.
Alors, tout point de Xy posséde un systéme fondamental de voisinages compacts et
spectralement convezes qui satisfont la condition (Rp(s)—7) et donc (Np(s)—r)-

Démonstration. — Soient x un point de X, et U un voisinage ouvert de x
dans X. D’apreés la proposition 5.7 il existe un voisinage compact V' de b dans B,
un polynome unitaire Q(7") a coeflicients dans Op, et deux nombres réels et s
vérifiant 0 < r < s tels que r < |Q(z)| < s et Cy(Q;7,5) C U. Le résultat
découle alors du lemme [5.10] O

6. Endomorphismes de la droite

Soient d € N* et P un polynéme de degré d a coefficients dans &/ dont le

coefficient dominant est inversible. Le morphisme naturel
o (T] — [T, 8]/(P(S) = T) = /8],

qui envoie T sur P(S), induit un morphisme continu ¢ de la droite X dans
elle-méme.
Nous pouvons appliquer dans ce contexte certains des résultats de la partie

précédente. Expliquons comment obtenir un analogue de la proposition [3.41

Proposition 6.1. — Soit U une partie compacte de X (avec variable T') qui
satisfait la condition (Np(sy—7). Les normes ||.||v,aiv €t ||-||Uw,res, pour w > v,
sont alors équivalentes a la norme spectrale sur B(U)[S]/(P(S) —T). De plus,
nous avons un isomorphisme admissible naturel

BU)[S)/(P(S) = T) = B~ (U)).

En particulier, pour tous r,s > 0 et toute partie compacte et spectralement
conveze W de X tels que Cyy(r,s) satisfait la condition (Np(sy—r), nous avons
un isomorphisme admissible naturel

B(Cw (r,9))[S]/(P(S) = T) = B(Cw(P;r, 5)).
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Démonstration. — Considérons le plan Xo = Ai’;m avec variables S et T et
notons mp : Xo — X sa projection sur la variable T'. Notons Z le fermé de
Zariski de . (U) défini par P(S) = T. D’aprés la proposition B4l nous avons
un isomorphisme admissible Z(U)[S]/(P(S) —T) = #(Z).

Notons g : Xy = Ai;,an — Aijn le morphisme de projection sur la variable S.
Nous avons un isomorphisme admissible %(rs(Z))[T]/(T — P(S)) = AB(Z)
(ce que 'on démontre soit directement, soit en invoquant de nouveau la proposi-
tion B4l et la remarque B3]). On conclut en remarquant que l'on a également un
isomorphisme admissible Z(ns(Z)) ~ B(ns(Z))[T]/(T — P(S)) et que wg(2)
n’est autre que ¢~ (U). O

Corollaire 6.2. — Pour tout s > 0 et toute partic compacte et spectrale-
ment conveze W de B tels que Dyy(s) satisfait la condition (Np(sy—1), lan-
neau B(W)[S] est dense dans B(Dw (P;s)) pour la norme uniforme.

Pour tous r;s € R wvérifiant 0 < r < s et toute partie compacte et spec-
tralement convere W de B tels que Cyy(r,s) satisfait la condition (Np(sy-r);
Uanneau B(W)[S, P(S)~Y] est dense dans B(Cw (P;r,s)) pour la norme uni-

forme.

Nous pouvons maintenant reprendre les résultats de la fin de la section B mu-

tatis mutandis, en utilisant les résultats du corollaire £l et des propositions [5.11]

et BI71

Théoréme 6.3. — Soit V une partie de B telle qu’en tout point b qui n’est pas

ultramétrique typique, le polynome P(b)(T') soit séparable. Alors, le morphisme

d
d
(ao,...,ad,l) — ZaiTl
1=0

est un isomorphisme de Ox,, -modules.

En particulier, pour toute partie U de V', le morphisme naturel
Ox(U)[S]/(P(S) = T) = Ox (¢~ (U))
est un isomorphisme.

Démonstration. — D’aprés le corollaire [£4] et la proposition .17, tout point
de Xy satisfait la condition (Dp(s)_7) et posséde un systéme fondamental de
voisinages compacts qui satisfont la condition (Npgy_r). O

Enoncons un cas particulier dont nous nous servirons par la suite.

Corollaire 6.4. — Soit V' une partie de B telle qu’en tout point b qui n’est
pas ultramétrique typique, le polynome P(b)(T) soit séparable. Soient r,s > 0.
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Le morphisme naturel
Ox(Cy(r,s))[S]/(P(S) = T) = Ox(Cv(P;r,s))

est un isomorphisme.

7. Théoréme de Weierstrald local

Ainsi que nous 'avons expliqué dans l'introduction, I'objectif principal de ce
texte est de démontrer un théoréme de division Weierstrafs donnant accés a la
structure des anneaux locaux des espaces de Berkovich affines. En géométrie
analytique complexe, ou ce théoréme est connu depuis longtemps et joue un role
majeur, tous les points sont définis sur C et I'on se raméne par translation, a trai-
ter le cas du point 0. Dans [Poil0], nous nous sommes déja intéressé a 'analogue
de cette situation et avons démontré un théoréme de division de Weierstrals au
voisinage du point 0 d’une fibre X, avec b € B (c¢f. théoréme 2.2.3). Cependant
les fibres X; contiennent en général bien d’autres types de points pour lesquels

il serait utile de disposer d’un tel théoréme.

Définition 7.1. — Soit b un point de B. Soit n € N. Un point « de A”*" (avec
variables T, ..., T,) au-dessus de b est dit rigide si .7#’(z) est une extension finie
de #(b), autrement dit, si T1(z), ..., T, (z) sont algébriques sur 7 (b).

Un point x de A;an au-dessus de b est dit rigide épais si x(x) est une exten-
sion finie de k(b), autrement dit, si T1(x),...,T,(z) sont algébriques sur x(b).
Un point rigide qui n’est pas épais est appelé point rigide maigre.

Définition 7.2. — Soient b un point de B et x un point rigide de Xj. Il existe
un unique polynome irréductible et unitaire P(T) € 2 (b)[T] qui s’annule au
point x. Nous 'appellerons polynéme minimal du point .

Remarquons que z est un point rigide épais si, et seulement si, P(T") € x(b)[T].

Le théoréme qui suit est un théoréme de division de Weierstrafs au voisinage
d’un point rigide x quelconque d’une fibre X, avec b € B. Lorsque le point x
est épais, les coeflicients de son polynéme minimal P sont définis au voisinage
de b et I'on peut utiliser les résultats des sections précédentes pour étudier le
morphisme défini par P d’un voisinage de X; dans lui-méme. Lorsque le point x
est maigre, en revanche, son polyndéme minimal P n’est défini que sur 5 (b) et il
nous faudra utiliser des polyndémes auxiliaires proches de P mais qui s’étendent

au voisinage de b.

Théoréme 7.3 (de division de Weierstrafl). — Soit b un point de B. Soit
P(S) € (b)[S] un polynome irréductible et unitaire de degré d. Si le poly-
nome P est inséparable et si le corps résiduel () est trivialement valué, sup-

posons que le point b est ultramétrique typique.
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Notons x le point rigide de la fibre Xy défini par 'équation P = 0. Soit G un
élément de l'anneau local Ox . Supposons que son image dans Ox, , n'est pas
nulle et notons n sa valuation P-adique.

Alors, pour tout F' € Ox 4, il existe un unique couple (Q, R) € ﬁx,f tel que

i) F=QG+R;

ii) R € Op[S] est un polynome de degré strictement inférieur a nd.

Démonstration. — Si le degré d du polynéme P est nul, le résultat est évident.
Nous supposerons donc que d > 1. Il existe ag,...,aq_1 € H(b) tels que
d—1
P(S) =8+ ;5"
i=0
Soit F € 0 X,z

Dans un premier temps, nous supposerons que le corps .#(b) est parfait ou
que sa valeur absolue n’est pas triviale. Nous indiquons & la fin de la preuve les
modifications & apporter dans les cas restant.

Il existe un nombre réel r > 0 et un voisinage U de X, N {|P| < r} dans X
sur lequel F' et G soient définis. Il existe un élément inversible H de Oy, , tel
que G = P"H. Quitte a diminuer r, nous pouvons supposer que H et H~! sont
deéfinis sur X, N {|P| < r} dans Xj. Fixons un nombre réel s € |0, r[. Soit £ > 0.
Nous imposerons plus tard d’autres conditions (qui ne dépendront que de s et
de P) sur cet élément.

e Supposons que le polynome P est séparable. D’aprés le lemme .15, quitte
a diminuer 7, nous pouvons trouver un polynéme P.(S) unitaire de degré d a
coefficients dans Op vérifiant ||P-(b) — Plloc < € et tel que le disque Dy(r)
satisfasse la condition (Np,(g)—1)-

Nous pouvons en outre supposer que le polynoéme P-(b)(S) est séparable. Dans
ce cas, d’aprés la proposition 17 tout point de Dy(r) posséde un systéme
fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes qui satisfont la
condition (Np, (g)—7)-

e Supposons que la valeur absolue associée au point b est ultramétrique, mais
pas triviale. Nous pouvons trouver un polynéme P.(S) unitaire de degré d a
coefficients dans Op, tel que ||P:(b) — P|loc < €. Nous pouvons supposer que
le polynéme P.(b)(S) est séparable. Dans ce cas, d’aprés la proposition E.17]
tout point de Dy(r) posséde un systéme fondamental de voisinages compacts et
spectralement convexes qui satisfont la condition (Np,(sy_7).

Notons 7, 'unique point du bord de Shilov du disque Dy(r). Puisque T'(n,.)
est transcendant sur J#(b) et que le polynome P.(b)(S) est séparable, le poly-
nome P.(b)(S) — T(n,) € 7 (n,)[S] Vest aussi. Le disque Dy(r) satisfait donc la
condition (Np,(g)—7), en vertu du corollaire
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e Supposons finalement que le polyndéme P est inséparable et le corps J#(b)
trivialement valué. Nous pouvons alors relever P en un polynéme & co-
efficients dans Opj que nous noterons F,. Par hypothése, le point b est
ultramétrique typique. D’aprés la proposition (.5 le disque Dy(r) satisfait la
condition (Np,(g)—7). D’aprés la proposition .11} tout point de Dy(r) posséde
un systéme fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes qui

satisfont la condition (Np,(g)—7)-

Quitte & diminuer e, nous pouvons supposer que X, N {|P:| < r} est un
voisinage du point = dans X,NU et que H et H~! sont définis sur X,N{|P-| < r}
dans Xj. Un argument de compacité montre qu’il existe un voisinage compact V'
de b dans B tel que Xy N{|P:| < r} soit contenu dans U. Quitte a restreindre V,
nous pouvons supposer que P.(S) € Z(V)[S].

Considérons l'anneau de Banach A = Z(V)(|T| < r). D’aprés le théoréme 2]
et le corollaire [2.2], il existe un nombre réel v > 0 tel que, pour tout w > v et
toute A-algébre de Banach A’ telle que le morphisme structural A — A’ diminue
les normes, la semi-norme ||. ||, res définie sur le quotient A'[S]/(P-(S) — T') soit
une norme. En outre, d’aprés le corollaire 23] il existe une constante C' > 0 tel
que pour toute telle algébre A" et tout élément F' de A'[S]/(P-(S) — T'), nous
ayons

[ Fll 4 wres < [1Fllaraiv < CHF || a7 pes-

Lorsque l'algebre A’ sera de la forme A" = Z(W)(|T| < t), nous noterons
|.1lwt,wres €t ||.|[w;ediv les normes ||| a7 ves €t ||| 47 aiv Tespectivement.

Par choix de P, le disque Dy(r) satisfait la condition (Np, (g)_7). Il existe
donc un nombre réel v' > 0 et une constante D > 0 tel que, pour tout w’ > v’

et tout élement f de Z(Dy(r))[S]/(P-(S) — T), on ait

”f”w’,rés < DH.]CHXbﬂ{|PE|§r}7

ot ||.]Jur res désigne la norme résiduelle sur B(Dy(r))[S]/(P-(S) — T) induite par
la norme ||| sur B(Dy(r))[S], I'algébre B (Dy(r)) étant munie de la norme
spectrale.

Soit wy > max(v,v’). Dorénavant toutes les normes résiduelles seront calculées
avec ce rayon wy.

En utilisant la proposition pour comparer les normes sur %(Dy(r)) et
A (b)(|T| < s), on montre que, pour tout f dans 2 (b){(|T| < r)[S]/(P:(S) —T),

nous avons
r

| £1l6,5,w0,r65 < DI fll x,n{|Pe|<r}-

r—s

Le corollaire assure que la fonction H~! posséde un représentant dans
Ox,(Dy(r))[S]/(P-(S) — T). Par conséquent, elle est approchable uniformément
sur Xp N {|P.| <7} par des éléments de Opp[S]. Quitte a restreindre V, nous
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pouvons donc supposer qu’il existe K € B(V)(|T| < r)[S]/(P-(S) —T) tel que

n | 5\ n
IK®)G®) = Pl xyngricy < 567 D7 (1-2) s

D’aprés les corollaires [6.4] et [L6l quitte a restreindre V' de nouveau, nous

pouvons supposer que les germes des fonctions F' et G au voisinage de x posseédent
également des représentants dans ZB(V)(|T| < r)[S]/(P:(S) —T).

Soit W un voisinage compact de b dans V. Tout élément ¢ appartenant a
BW)(T| < s)[S]/(P-(S) — T) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

-1
o= ()T + Bi(¥))S",
0

1=

ot les a;(p) sont des éléments de B(W)(|T| < s) et les fi(p) des éléments de
PB(W)[T] de degré strictement inférieur a n. Posons

d—1 d—1
a(e) =Y ai(p)S' et Blp) = > Bi(p)S".
=0 =0

Remarquons que (¢) est un polynéome en S de degré inférieur & nd — 1. Nous

avons
p =a(p)T" + B(p)-
Remarquons que
[a(@)lw,s,daiv < s7" [[@llw,sdiv,
d’ou l'on tire
() lw,s,wo.res < C 57" [[@]lw, 5,0, rés-
Considérons, & présent, I’endomorphisme
. BWNT] < 8)[S1/(P=(5) =T) = BW)T| < 5)[S]/(F=(5) = T)
i = alp) KG + B(p)
Quel que soit ¢ € B(W)(|T| < s)[S]/(P-(S) — T), nous avons

Aw

[Aw (@) = ellwswores = lla(e) (KG = T™)[[ws o res
< [al@)llwswo,res [KG = P2 lw,s,u0,565

A

< CsT[|KG = P lw,swo,res 9]l ws,wo,r6s-
Or
r
HK(b)G(b) - Pn”b,s,wo,rés < r_ s DHK(b)G(b) - Pn”Xbm{\Pg\gs}
1
S 5 C_l Sn
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et
n—1 ‘ ‘
HPn - Ps(b)ng,s,wo,rés < HP - Pe(b)Hb,s,wo,rés Z PZPE(b)niliz
=0 b,s,wp,rés
< HP - Ps(b)Hb,s,diV : nmaX(HPHb,s,wo,rés, HPE(b)Hb,s,wo,rés)n_l
< 0[P = Pe(b)[lb,s,aiv max([|Pllo,saivs | P (0)[lp,s,ai0)" "
<

. n—1
naogr?sajc_l(]a,] +e)" .

Quitte & diminuer €, nous pouvons donc supposer que
I ()G (0) = Pe(b)" lpres < CF 5"
puis, quitte a restreindre le voisinage V' de b, que
|KG — Plwres < ctsm,

Sous ces conditions, I'endomorphisme Ay = Id + (A — Id) est inversible.
Les éléments Q = a(A,' (F))K et R = B(A(F)) vérifient QG + R = F. Ceci
prouve 'existence d’un couple (@, R) vérifiant les propriétés de I’énoncé.

Démontrons & présent l'unicité. Soit un couple (Q',R’) € & X,x2 vérifiant les
propriétés de 1’énoncé. Nous pouvons choisir le voisinage U de x au début de la
preuve de fagon que Q' et R’ soient définis sur U. D’apres les corollaires [6.4] et [LG]
les germes des fonctions @’ et R’ au voisinage de x possédent des représentants
dans Z(W)(|T| < r)[S]/(P:(S) —T), pour un certain voisinage compact W de b
dans V. L’injectivité du morphisme Ay, permet alors de conclure. ]

Remarque 7.4. — Nous avons déja énoncé, dans [Poil0], un résultat de di-
vision de Weierstrafs partiel au voisinage des points rigides épais, sous certaines
conditions (cf. théoréme 5.4.4). La démonstration en est malheureusement incor-
recte (dit & une réduction liminaire inconsidérée). Le théoréme proposé ici est,

de toute facon, plus général.
Enoncons maintenant un corollaire trés utile.

Corollaire 7.5. — Soit b un point de B. Si son corps résiduel 7€ (b) est im-
parfait et trivialement valué, supposons que le point b est ultramétrique typique.
Soit x un point de Xy qui ne soit pas un point rigide épais. Soit f un élément
de Ox 4 tel que f(x) = 0. Alors f est nul dans Ox, 4.

Démonstration. — Supposons que x soit un point de type 2, 3, 4 ou de type 1
non rigide. Dans ce cas, 'anneau local Ox, , est un corps et le résultat est
immeédiat.

Il nous reste a traiter le cas o x est un point rigide maigre. Considérons son
polynéme minimal unitaire P(S) € .7 (b)[S]. Notons d son degré. Supposons,

par I'absurde, que f n’est pas nul dans Oy, ,. Notons n sa valuation P-adique
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dans O, .. Appliquons le théoréme avec F = S" et G = f. Il assure qu'il
existe un polynéome R a coefficients dans Op, et de degré strictement inférieur
a nd tel que F' = Qf + R. En particulier, le polynéme non nul F' — R s’annule
en . On en déduit que le point x est épais, ce qui contredit 'hypotheése. ]

Une fois le théoréme de division de Weierstrafs démontré, nous pouvons en dé-
duire, par un raisonnement classique, le théoréme de préparation de Weierstraf.
Remarquons qu’il ne vaut que pour les points rigides épais.

Théoréme 7.6 (de préparation de Weierstraf?)

Soit b un point de B. Soit P(S) € k(b)[S] un polynéme unitaire de degré d
dont 'image dans 7 (b)[S] est irréductible. Si le polynéme P est inséparable et
si le corps résiduel F€(b) est trivialement valué, supposons que le point b est
ultramétrique typique.

Notons x le point rigide de la fibre Xy défini par ’équation P = 0. Soit G un
élément de lanneau local Ox ;. Supposons que son image dans Ox, , n'est pas
nulle et notons n sa valuation P-adique.

Alors il existe un unique couple (Q, E) € ﬁx,xz tel que :

i) Q2 € Opp[S] est un polynome unitaire de degré nd vérifiant Q(b)(S) = P(S)"

dans 7€ (b)[S] ;
ii) E est inversible dans Ox y ;
i) G =QF.
Démonstration. — Supposons qu’un tel couple (2, F) € ﬁx,xz existe et écrivons

Q= P"+ R, ot R(S) € Opp[S] est un polynome de degré strictement inférieur
a nd. Nous avons alors P* = E~'G — R dans Ox . et le théoreme de division de
Weierstrafl assure I'unicité des éléments F et R, et donc §2.

Pour démontrer 'existence, appliquons le théoréme de division de Weierstrafs
a P" et G. On en déduit qu'il existe des éléments @ de Ox, et R de Op[S],
R étant de degré strictement inférieur a nd, tels que P"* = QG + R. On vérifie
que @ est inversible dans Ox , et que les éléments £ = Qlet Q=P —R

conviennent. O

Une autre conséquence classique du théoréme de division de Weierstrafs a trait
aux morphismes finis. Nous pouvons, en effet, maintenant, généraliser le théo-
réme en relachant ’hypotheése sur le polynéme P. Cette partie est classique,
du moins en ce qui concerne les espaces analytiques complexes, et se trouve ré-
digée dans [GRO4], I, § 2, par exemple. Nous renvoyons le lecteur désireux de
lire les détails dans le cadre plus général ot nous nous sommes placés a [Poil0],
§ 5.5. Nous nous contenterons ici d’indiquer les énoncés des résultats.

Reprenons le cadre décrit a la section [6l Soient d € N* et P un polyndéme

de degré d a coefficients dans 7 dont le coefficient dominant est inversible.



30 JEROME POINEAU

Considérons le morphisme ¢ de la droite affine X dans elleeméme induit par le
polynoéme P.

Il peut étre décrit de la fagon suivante. Notons Xo = Ai’{an, avec variables S
et T'. Considérons le fermé de Zariski Z de X5 défini par le polynéome G(S,T) =
P(S)—T et identifions-le a la droite affine X (avec variable S). Le morphisme ¢
est alors la composée du plongement de X dans X5 et de la projection sur la

deuxiéme coordonnée T'.

Théoréme 7.7. — Soient b un point de B et x un point de Xy, (avec variable T').
Si son corps résiduel F€(x) est imparfait et trivialement valué, supposons que
le point = est ultramétrique typique. Notons o~ *(z) = {y1,...,y:} C Z. Soit
(f1,---5 ft) € H§:1 Ox,y;- Alors, il existe un unique élément (r,qi,...,q) de
Ox2[S] % 1Ly Ox,.y: vérifiant les propriétés suivantes :

i) pour tout i € [1,t], nous avons f; = ¢;G + 1 dans Ox, , ;

i1) le polynome r est de degré strictement inférieur a d.

Théoréme 7.8. — Supposons que tout point b de B dont le corps résiduel 7 (b)
est de caractéristique non nulle et trivialement valué est ultramétrique typique.

Alors, le morphisme

ﬁSI( — @*ﬁX
d
(ao, R ,ad,l) — ZaiT’
1=0

est un isomorphisme de O'x-modules.

En particulier, pour toute partie U de X, le morphisme naturel
Ox(U)[S]/(P(S) = T) = Ox (¢~ (U))
est un isomorphisme.

Corollaire 7.9. — Supposons que tout point b de B dont le corps résiduel 7 (b)
est de caractéristique non nulle et trivialement valué est ultramétrique typique.
Supposons que le faisceau Ox est cohérent. Alors, pour toute partie U de X et

tout faisceau cohérent F sur o1 (U), le faisceau (oy)«F est cohérent.
Remarquons que le résultat du théoréme [.8 s’étend en dimension supérieure.

Corollaire 7.10. — Supposons que tout point b de B dont le corps rési-
duel 7€ (b) est de caractéristique non nulle et trivialement valué est ultramétrique
typique. Soit n € N*. Pour tout m € [1,n], soit Py, € </[11,...,Ty] un poly-
nome qui, vu comme polyndme en la variable T,, n’est pas constant et posséde un
coefficient dominant inversible. Considérons l’endomorphisme de <711, ...,T),]
qui, pour tout m € [1,n], envoie Ty, sur Pn. Notons ¢ : A" — A" e

morphisme entre espaces analytiques associé.
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Alors, pour toute partie U de Aér;an, le morphisme naturel
ﬁAZ{,an(U)[Sl, e SplJ(PL(S1) =T, .o, Pu(S1, ..., Sn) —Ty) — ﬁAZéan(gpfl(U))
est un isomorphisme.

Remarque 7.11. — En nous plagant au voisinage d’un point de AZ{’an, nous

pourrions relacher les conditions sur les polynémes P,,.

8. Premiéres propriétés des anneaux locaux

Dans cette partie, nous revenons a notre objectif initial : ’étude des anneaux
locaux des espaces affines analytiques sur Z et les anneaux d’entiers de corps de
nombres. Nous démontrons ici qu’ils sont noethériens et réguliers. Les preuves
que nous proposons valent en fait pour les anneaux locaux des espaces A;an,
ou &/ appartient & une classe d’anneaux de Banach plus générale, qui contient
notamment les corps valués complets (archimédiens ou non) et les anneaux de
valuation discréte.

Bien entendu, ces résultats sont déja connus pour les espaces de Berkovich sur
un corps valué ultramétrique complet (cf. [Ber93], théorémes 2.1.4 et 2.2.1). Le
cas d’un point rationnel se démontre par des méthodes classiques de géométrie
rigide (cf. [BGRB84], proposition 7.3.2/7), qui reposent in fine sur un théoréme
de division de Weierstrals global : il vaut pour les algébres de Tate, qui sont des
algébres de fonctions sur des disques de rayon strictement positif, et se démontre
par des arguments de réduction (cf. [BGR&84], théoréme 5.2.1/2). Pour traiter
le cas d’un point x quelconque, V. Berkovich effectue le changement de base
k — (x), opération qui rend le point x rationnel. Un résultat de L. Gruson
(¢f. [Gru66]) montre que ce changement de base est fidélement plat et permet de
conclure. Il semble difficile d’adapter ces arguments pour les espaces de Berkovich
globaux (en particulier le dernier, puisque le changement de base o/ — J#(x)
n’est pas plat en général). C’est pourquoi nous avons choisi de mettre en ceuvre
une méthode purement locale, basée sur les théorémes de Weierstrall démontrés
a la section précédente. Notre méthode présente, de surcroit, 'avantage d’unifier

les approches complexe et p-adique.

Nous démontrerons les résultats de noethérianité et régularité annoncés en
supposant que les anneaux locaux de l'espace de base B sont assez simples.

Précisons.

Définition 8.1. — Soit C' une partie compacte de B. Soit % un systéme
fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes de C. On dit
qu'un idéal I de B(C)' est B-fortement de type fini relativement a % s'il

existe des éléments f1,..., f, de I qui sont A-définis sur tous les éléments de %
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et vérifient la propriété suivante : pour tout voisinage compact V' de C), il existe

une famille de nombres réels strictement positifs (K v )yes telle que, pour tout

[¢]
élément f de I ZB-défini sur V et tout élément U de % contenu dans V| il existe

des éléments ay, ..., a, de B(U) tels que

f=afi+ - +ayf, dans BU) ;
Vi € [1,p], llaillv < Kuv| fllv.

Une famille (fy,...,fp) vérifiant les propriétés précédentes est appelée
HB-systéme de générateurs fort de l'idéal [ relativement & %/. On dit
également qu’elle engendre #-fortement 1'idéal I relativement & % .

Définition 8.2. — Soit C une partie de B. Nous dirons qu’un systéme fon-
damental de voisinages % de C' est fin s’il contient un systéme fondamental de

voisinages de tous ses éléments.

Définition 8.3. — Soit b un point de B. Nous dirons qu’un anneau local
noethérien 0p; de dimension n est fortement régulier s’il existe des éléments
fi,--., fn de mp et un systéme fondamental fin % de voisinages compacts et
spectralement convexes de b dans B tels que la famille (fq,..., f,) engendre
PB-fortement 1'idéal maximal my relativement & % .

Dans ces conditions, nous dirons que I'anneau local &g est un corps fort
(resp. un anneau fortement de valuation discréte) si n =0 (resp. n = 1).

Remarque 8.4. — Un corps fort est un corps et la condition supplémentaire
que nous imposons s’apparente au principe du prolongement analytique. Re-
marquons que, si B est localement connexe et si le principe du prolongement
analytique y vaut, alors tout anneau local &g qui est un corps est un corps
fort.

Un anneau fortement de valuation discréte est un anneau de valuation dis-
créte et la condition supplémentaire est I’analogue de la condition (U) introduite
dans [Poil0], définition 2.2.9. Remarquons que si la condition est vérifiée pour
une uniformisante, alors elle I'est pour toutes. Cette condition nous semble natu-
relle & imposer dans un cadre analytique : elle permet, par exemple, de montrer
qu’une série dont tous les coefficients sont multiples d’une uniformisante 7 est
elle-méme multiple de .

Définition 8.5. — Un anneau de Banach (7, ||.||) est dit de base si, pour
tout point b de son spectre B = M(7), il existe un systéme fondamental fin
de voisinages compacts et spectralement convexes %4 vérifiant les propriétés

suivantes :
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i) 'anneau local Opj, est un anneau local noethérien, fortement régulier rela-
tivement & %4 et de dimension inférieure & 1, c’est-a-dire un corps fort ou
un anneau fortement de valuation discréte ;

ii) si A(b) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, tout élément
de %, est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini (ce qui

entraine que le point b est ultramétrique typique).

Remarque 8.6. — Dans la suite, nous allons nous intéresser aux points
de AZ{’an sur un anneau de Banach de base au sens de la définition qui précéde.
Indiquons quelques exemples importants d’anneaux de Banach (&7, ||.|) qui
vérifient cette propriété et ol nos résultats valent donc inconditionnellement :

i) un corps k£ muni d’une valeur absolue (archimédienne ou non) pour laquelle
il est complet ;

ii) un corps k muni de la norme max(|.|o,|.|), o |.| est une valeur absolue sur k
(cf. [Ber09]);

iii) un anneau de valuation discréte muni d’une norme associée a la valuation ;

iv) un anneau d’entiers de corps de nombres A muni de la norme max,(|o(.)|s0),

ou o décrit l'ensemble des plongements complexes de K = Frac(A)

(cf. [Poil0], § 3.1), par exemple 'anneau Z muni de la valeur absolue

usuelle |.|oo-

Dans un premier temps, nous allons étudier la propriété de génération forte et
montrer qu’elle passe des anneaux locaux de B = M(«7) a ceux de X = Aiﬁ,an.
Nous commencerons par quelques résultats sur les fonctions définies au voisinage

de couronnes.

Proposition 8.7. — Soient b un point de B et % un systéme fondamental fin
de voisinages compacts et spectralement convezes de b. Supposons que l’idéal my,
de Op, posséde un ZB-systéme de générateurs forts (fi,..., fp) relativement a % .

Soient r et s deur nombres réels vérifiant 0 < r < s et s > 0. Notons ¥
I’ensemble des couronnes compactes de la forme Cy(u,v), avec U € U et
0<u=<r<s<w. Cest un systeme fondamental fin de voisinages compacts
et spectralement convezes de Cy(r,s) et la famille (fi,...,f,) engendre %-
fortement relativement a ¥ Uidéal I de B(Cy(r,s))T formé des éléments qui
s’annulent sur Cy(r,s). En outre, si n = 1 et si (,>omy = (0), alors
ﬂmZO 1m = (0).

Démonstration. — Soient V un voisinage compact de Cy(r, s), f un élément de I

— [}
qui est A-défini sur V et Cy(u,v) un élément de ¥ contenu dans V. L’intérieur
du voisinage V' contient une partie de la forme 6(]0 (ug,vo), ot Up est un voisinage
compact et spectralement convexe de U dans B et 0 < ug < u < v < vg. D’aprés

la proposition [L3] nous pouvons écrire f sous la forme , _, ax TF, ot (ay)rez
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est une famille d’éléments de Z(Uy) telle que la famille (||ag||v, max(uf, vg))kez
est sommable.

Puisque % est fin, nous pouvons choisir un élément U; de % tel que
Uob DU D UO] D U. Puisque f est un élément de I, pour tout k € Z, a; s’annule

en b. Par conséquent, il existe des éléments o g, ..., a, ; de B(Up) tels que

ag = aypfi+...opfp dans B(Uy) ;
Vi € [1,p] levgllon < Kuyupllaklv,-

Par conséquent, pour tout i € [1,p], la famille (||a; k||, max(uf, vf))rez est

sommable et la série A; = >, 7 a; x T* définit donc un élément de Z(Cy (u,v)).

De plus, nous avons

P
f= ZAifi dans B(Cy(u,v))

i=1

et, pour tout i € [1,p],

k k
ilgyn € Konve S lapllu, max(ul, of)
keZ
%] Vo
< Ko (720 4 _U) T

uQ Vo
< K (20 22 i,

d’aprés la proposition
Supposons maintenant que p =1 et [,,5omy" = (0). Si f € [,,5¢ "™, alors,
pour tout k € Z, aj, € (,,,>0(f"), d’ott nous déduisons que f = 0. O

Corollaire 8.8. — Soient b un point de B et Uy un voisinage compact de b.
Soient P un polynoéme unitaire o coefficients dans #(Uy) et r et s deux nombres
réels vérifiant 0 < r < s et s > 0. Soit % un systéme fondamental fin de
voisinages compacts et spectralement convexes de b dans Uy et u, v deux nombres
réels tels que 0 < u < r < s < v. Supposons que, pour tout élément U de U
et pour tous u', v’ wvérifiant u < u' < r et s < v < v, la couronne Cy(u',v")
satisfait la condition (NP(S)_T). Notons ¥ l’ensemble des couronnes compactes
de la forme Cy(P;u/,v"), avec U € %, u <u' <1 et s <v <w.

Supposons que lidéal my posséde un HB-systéme de générateurs forts
(f1,..., fp) relativement a % . Alors la famille (f1,..., fp) est un HB-systéeme de
générateurs fort relativement o ¥ pour lidéal I de B(Cy(P;r,s))T formé des
éléments qui s’annulent sur Cy(P;r,s). En outre, sip =1 et si(),,omy" = (0),
alors (,,>0 ™ = (0). -

Démonstration. — On utilise le corollaire précédent et 'isomorphisme admis-

sible démontré A la proposition O
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Introduisons encore un peu de vocabulaire.

Définition 8.9. — Soit b un point de B. Soit x un point de X;. Nous dirons que
le point z est transcendant si l'extension .7 (z) /7 (b) est transcendante. Nous
dirons que le point x est localement transcendant si l'extension k(x)/k(b) est
transcendante.

Soit x un point de X,,, avec n € N, au-dessus de b. Nous dirons que le point x
est purement localement transcendant si les éléments 1,77 (x),...,T,(x)
de 7 (x) sont algébriquement indépendants sur x(b).

Remarque 8.10. — Lorsque n = 1, un point z est localement transcendant
si, et seulement si, il n’est pas rigide épais, c’est-a-dire si et seulement s’il est de
type 2, 3, 4, de type 1 transcendant ou rigide maigre.

Revenons a un entier n € N quelconque. Pour m € [0, n], notons x,, € X,,,
la projection de x sur ses m premiéres coordonnées. Dans ce cas, le point x
est purement localement transcendant si, pour tout m € [1,n], le point x,, est

localement transcendant sur x,,,_1. Cela ne dépend pas des coordonnées choisies.

Corollaire 8.11. — Soient b un point de B et x un point de X,,, avec n € N*,
au-dessus de b. Soit % un systeme fondamental fin de voisinages compacts et
spectralement convexes du point b. Si F(b) est de caractéristique non nulle et
trivialement valué, supposons que tout élément de % est contenu dans By, et
posséde un bord analytique fini.

Supposons que lidéal my posséde un HB-systéme de générateurs forts
(fi,..., [p) relativement a % et que le point x est purement localement
transcendant. Alors il existe un systéme fondamental fin de voisinages compacts
et spectralement convexes ¥ du point x tel que (fi,..., fp) soit également un
B-systeme de générateurs fort pour m, relativement a V. En outre, sip =1 et
81 Nuso My = (0), alors ()50 mz" = (0).

En particulier, si Oy, est un corps fort, alors Ox,, , est un corps fort et si Op,
est un anneau fortement de valuation discrete d’uniformisante m, alors Ox,, , est
également un anneau fortement de valuation discréte d’uniformisante .

Si H(x) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, nous pouvons
choisir ¥ de sorte que tout élément de ¥ soit contenu dans (Xp,)um et posséde
un bord analytique fini.

Démonstration. — Une récurrence permet de se ramener au cas o n = 1. Nous
allons traiter le cas ol le point x est un point de type 2 ou 3 ou 4. Le cas
ou c’est un point de type 1 se traite de facon similaire, en remplacant, dans le

raisonnement qui suit, les couronnes par des disques.
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Soit % un systéme fondamental fin de voisinages compacts et spectralement
convexes du point b par rapport auquel la famille (f1,..., f,) engendre forte-
ment my. Soit W un voisinage ouvert du point  dans X. Il existe un polynéme
unitaire Py(S) € 22(b)[S] tel que 0 < r < |Py(S)(x)| < s et Cp(Po;r,s) soit une
partie connexe de W. Nous allons distinguer trois cas, selon les propriétés du
corps résiduel 77 (b).

e Supposons que la valuation de s (b) n’est pas triviale. Nous pouvons ap-
procher les coefficients de P par des éléments de O, de fagon a obtenir un po-
lynome unitaire P(S) € Op[S] satisfaisant encore les propriétés énoncées. Nous
pouvons, en outre, supposer que P(b)(S) € J£(b)[S] est séparable. D’apres le
corollaire 2.8 le morphisme de projection 7 est ouvert. On en déduit qu’il existe
un voisinage ouvert Uy de b dans B sur lequel les coefficients de P sont définis
et tel que Cy, (P;r,s) C W.

D’aprés le lemme [B.16] il existe un voisinage ouvert U; de b dans Uy et des
nombres réels 71,79, 51,82 vérifiant 0 < r < ry < r; < |P(S)(z)] < s1 < s2 < s
tels que, pour tout voisinage compact et spectralement convexe U de b dans Uy,
tout u € [rg,71] et tout v € [s1,s9], le disque Cy(u,v) satisfasse la condi-
tion (N P(S)_T). Remarquons que, puisque Cy(P;7,s) est connexe, pour tous
u, v vérifiant u < |P(S5)(z)| < v, la lemniscate Cy(P;u,v) est encore connexe.

Notons 74y l'ensemble des parties de la forme Cy(P;r,s) avec U € %,
U C Uy, u € Jry,ra] et v € |s1,s2[. On vérifie qu’il est fin. Notons 7 la
réunion des ensembles 737, pour W décrivant ’ensemble des voisinages ouvert
de z dans X. C’est un systéme fondamental fin de voisinages compacts et spec-
tralement convexes de x dans X.

Soient V un voisinage compact de = dans X et Cyy(P;u,v) un élément de ¥

contenu dans V. Soit f un élément de Z(V) tel que f(x) = 0. D’apres le co-
rollaire [0 I'image de f dans Oy, , est nulle. Par le principe du prolongement
analytique, la fonction f est nulle sur Cy(P;u,v), car Cy(P;u,v) est connexe.
On conclut alors a ’aide du corollaire

e Supposons que le corps 7 (b) est de caractéristique nulle. Nous pouvons alors
supposer que le polynome Py(S) € S (b)[S] est séparable. Il est alors possible
de trouver un polynoéme P(S) € Op;[S] satisfaisant les mémes propriétés que
précédemment et, en particulier, le fait que P(b)(S) € #(b)[S] soit séparable.
Le raisonnement se poursuit identiquement.

e Supposons que le corps J(b) est de caractéristique non nulle et trivialement
valué. Nous pouvons alors relever le polynome Py(S) € 5 (b)[S] en un polynome
P(S) € Opp[S]. Par hypothése, tout élément de % est contenu dans By, et
posséde un bord analytique fini. La proposition permet alors d’adapter le

raisonnement précédent. U
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Intéressons-nous maintenant aux points rigides épais. Le raisonnement est

similaire, mais un peu plus simple.

Proposition 8.12. — Soient b un point de B et % un systéme fondamental fin
de voisinages compacts et spectralement convezres de b. Supposons que [’idéal my,
de Op, posséde un FB-systéme de générateurs forts (fi,..., fp) relativement a % .
Notons x le point 0 de la fibre Xp.

Notons V' l’ensemble des disques compacts de la forme Dy (v), avec U € U
et v > 0. C’est un systéme fondamental fin de voisinages compacts et spectra-
lement convexes du point x et la famille (f1,..., fp,T) engendre AB-fortement
relativement a ¥ l'idéal mazimal m, de Ox 4.

Si tout élément de U est contenu dans By, et possede un bord analytique fini,

alors tout élément de V' est contenu dans Xy, et posséde un bord analytique fini.

Démonstration. — Soient V un voisinage compact de z, f un élément de m,
PB-défini sur V et Dy (v) un élément de ¥ contenu dans \O/ L’intérieur du voisi-
nage V' contient une partie de la forme Dy (vg) avec vg > v. D’aprés la propo-
sition [[3] nous pouvons écrire f sous la forme >, ax TF, ot (ag)rez est une
famille d’éléments de B(U) telle que la série zk>0ﬂakHU v converge.

Puisque f est un élément de m,, ag s’annule en b. Par conséquent, il existe

des éléments oy, ..., a, de B(U) tels que
ap = a1 fi+...apfp dans B(U) ;
vi e [1,p]; eillv < Kuyllaollv

Or, d’aprés la proposition [L2] nous avons
) Vo
laollo < [[flluw < p— 115, (o) < P 1f1lv-

Ce raisonnement nous permet de remplacer f par f — ag, et donc de supposer
que ag = 0.

La série > ;<0 |lakt1]/v v* converge et la série >~ ar+1 7% définit donc un
élément g de %7(?(](1))). De plus, nous avons f = Tg dans 2(Dy(v)) et

1 1
191500 < 5 171550 < - IV

car le maximum de la fonction g sur toute fibre est atteint sur le cercle {|T'| = v}.
On en déduit le résultat voulu.

L’assertion finale de ’énoncé découle du lemme B4 O

En reprenant, a présent, le raisonnement des corollaires et 811l nous ob-

tenons le résultat suivant.

Corollaire 8.13. — Soit b un point de B. Soit % wun systéme fondamental

fin de voisinages compacts et spectralement convezes du point b. Si F(b) est de
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caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini.

Supposons que lidéal my posséde un HB-systéme de générateurs forts
(fi,..., fp) relativement a % . Soit x un point rigide épais de Xj. Alors il
existe un systéeme fondamental fin de wvoisinages compacts et spectralement
convexzes V' du point x tel que la famille (f1,..., fp, P(T)), ot P(T) € Opy[T]
est un polynome unitaire relevant le polynéme minimal du point x, soit un
B-systeme de générateurs fort pour m, relativement a ¥ . Dans le cas ot ' (b)
est de caractéristique non nulle et trivialement valué, nous pouvons choisir ¥
de sorte que tout élément de V¥ soit contenu dans X, et posséde un bord
analytique fini.

Soitn € N. Soit x un point rigide épais de X,, au-dessus de b. Alors il existe un
systeme fondamental fin de voisinages compacts et spectralement convexes ¥ du
point x et des éléments g1, ..., gn demy tels que la famille (f1,..., fp,g1,...,9n)
engendre AB-fortement l'idéal my, relativement a ¥ . Dans le cas ot F(b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, nous pouvons choisir ¥ de sorte

que tout élément de ¥V soit contenu dans (X )um et posséde un bord analytique

fini.
Approfondissons maintenant notre étude des points rigides épais.

Lemme 8.14. — Soient b un point de B = M(&7). Soient n € N et x un point
rigide épais de X, = A;an au-dessus de b. Supposons que l'anneau local Op
est un anneau fortement de valuation discréte d’uniformisante 7.

Alors, pour tout élément non nul f de Ox,, ., il existe un unique couple (v, g)

dans N x Ox, . vérifiant les propriétés suivantes :

i) f=mn"g dans Ox,, 4 ;
i) g # 0 dans O(x,), o

Démonstration. — Le résultat se démontre par récurrence sur la dimension n.
Pour n = 0, c’est évident.

Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat est vérifié en dimen-
sion n — 1. Notons y € X,,_1 la projection de x sur ses n — 1 premiéres coordon-
nées. Notons 2’ le point 0 de la fibre de X,, au-dessus de y. Soit P(S) € k(y)[5]
le polynéme minimal du point rigide épais x au-dessus de y. Relevons-le en
un polynéme unitaire a coefficients dans Ox,_,, que nous noterons identi-
quement. D’aprés le théoréme [.8 nous disposons d’un isomorphisme naturel
Ox, »[S]/(P(S) —T) ~ Ox, . 1l suffit donc de démontrer le résultat pour le
point z’. Or tout élément de Oy, ,» posséde un développement en série conver-

gente a coeflicients dans Ox,_, , (cf. corollaire [[3]), ce qui permet de conclure
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par récurrence. (Le fait que 'anneau soit fortement de valuation discréte est uti-
lisé pour montrer qu’en divisant par la puissance de 7 choisie, on obtient encore

une série convergente.) O

Lemme 8.15. — Soient b un point de B = M(</). Soient n € N et x un
point rigide de X,, = A" (avec variables Ty, ..., T, ) au-dessus de b. Soit f un
élément de Ox,, . dont l'image dans O(x, ), , n’est pas nulle.

Alors il existe un changement de variables de la forme

T — 1Ty —|—T#1,

Tnfl — Tn71+TrzLLn_1,
T, — 1T,
avec ui,...,un—1 € N tel que, apres ce changement de variables, si [’on note
y € Xn_1 le projeté de x sur ses n — 1 premiéres coordonnées, 'image de f

dans O(x,),.« ne soit pas nulle.

Démonstration. — Remarquons que le résultat concerne la restriction de la fonc-
tion f & X;. Nous pouvons donc supposer que .7 est un corps K. Remarquons
encore qu'il suffit de démontrer le résultat aprés extension des scalaires. Nous
pouvons donc supposer que K est algébriquement clos. Le point x est alors un
point (a,...,ay) de K™ et, d’aprés le corollaire [[LT] la fonction f s’écrit comme
une série
f= Z ey e (T2 — 1) (T — )
(k1,....kn)ENT
dont le rayon de convergence est strictement positif. Par hypothése, I'un des
coefficients ay, . 1, n'est pas nul. Soient uq,...,u,—1 € N. Montrer que le chan-
gement de base de ’énoncé convient revient & montrer que la série
Yok klapt = TR (gt = T (T, — )
(k1,....kn)ENT

n’est pas nulle. En s’armant de courage, on démontre le résultat recherché. [

.16. — Les fastidieux calculs finaux de la preuve précédente
Remarque 8.16 Les fastid lculs fi de 1 dent
peuvent étre évités si I'on s’autorise a utiliser les résultats connus sur les espaces

analytiques au-dessus d’un corps.

Théoréme 8.17. — Soit b un point de B = M(/). Soit % un systéme fonda-
mental fin de voisinages compacts et spectralement convezes du point b. Si F(b)
est de caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément
de U est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini.

Supposons que l'anneau local Opy est un anneau local noethérien, fortement
régulier relativement a % et de dimension inférieure a 1. Soient n € N et © un

point Tigide épais de Azf’an au-dessus de b.
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Alors anneau local ﬁAZéa" est noethérien et fortement régulier et nous avons
b

dim(ﬁAZQa",x) = dim(ﬁB,b) + n.

Si A (x) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, il existe un

systeme fondamental fin ¥V de voisinages compacts et spectralement convexes
de x tel que tout élément de ¥V soit contenu dans (A")™)ym et possede un bord
analytique fini et tel que l’anneau local O, .. soit fortement régulier relativement
av.
Démonstration. — Nous allons nous contenter de démontrer ce résultat
lorsque Opy est un anneau fortement de valuation discréte, le cas ou c’est
un corps fort se traitant de facon similaire mais plus simple. Soit 7 une
uniformisante forte de Oy,

Nous ne traiterons pas le cas ou ' (b) est de caractéristique non nulle et tri-
vialement valué, ni I'assertion finale, ou il faut s’assurer que la propriété d’étre
ultramétrique typique reste vérifiée a chaque étape du raisonnement. Cela n’en-
traine aucune difficulté supplémentaire.

Commengons par montrer que O, . est noethérien. Nous allons procéder par
récurrence sur n. 3i n = 0, cela découle des hypothéses.

Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat est vrai en dimension n — 1.
Soit I un idéal de O, ,. Nous pouvons supposer qu’il n’est pas nul. En appli-
quant le lemme BT4] on montre qu’il existe un entier v et un idéal J de Ox,,
tels que I = 7" J et J contient un élément f dont l'image dans O(x,), , n'est
pas nulle.

Il suffit de démontrer que I'idéal J est de type fini. Notons y la projection de x
sur ses n — 1 premiéres coordonnées. D’aprés le lemme B.I5] quitte & effectuer un
changement de variables, nous pouvons supposer que I'image de f dans 0(x, ), »
n’est pas nulle. Nous pouvons alors utiliser le théoréme de division de Weiers-
trafs (en choisissant pour B une algébre de la forme Z(W) ou W est un
voisinage rationnel de y dans X,,_1 assez petit et pour b le point y) et diviser
tout élément de Ox, , par f avec un reste polynomial. On se raméne donc a
montrer qu'un idéal d'un anneau de polynémes sur Oy, _, , est de type fini. Par
récurrence, 'anneau Oy, _, , est noethérien et le résultat s’ensuit.

Intéressons-nous & présent a la régularité et la dimension de I'anneau O, ;.
Sin =0, les résultats annoncés sont vrais.

Supposons que n > 1 et qu’ils sont vérifiés en dimension n — 1. Notons 2’
le point 0 de la fibre de X,, au-dessus de y. Soit P(S) € k(y)[S] le polynéme
minimal du point rigide épais x au-dessus de y. Relevons-le en un polynéme
unitaire a coefficients dans Oy, _, , que nous noterons identiquement. D’aprés le
théoréme [LE il existe un isomorphisme naturel Ox,, ,/[S]/(P(S) —T) ~ Ox,, .

Sur l'expression explicite de O, ,» comme anneau de séries convergentes, on
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remarque qu’il est de dimension supérieure a dim(0x,_,,) +1 = n + 1, par
hypotheése de récurrence. Le méme résultat vaut pour Oy, ..

D’aprés le corollaire B3] I'idéal maximal m, est engendré Z-fortement par
n+ 1 éléments. On en déduit que 'anneau local est de dimension n + 1, régulier

et méme fortement régulier. O

Nous arrivons finalement au théoréme annoncé. Les hypothéses en sont no-
tamment vérifiées lorsque 'on choisit pour anneau de Banach &/ I'un de ceux
qui figurent & la remarque Le résultat vaut donc en particulier sur Z et les

anneaux d’entiers de corps de nombres.

Théoréme 8.18. — Soit b un point de B = M(/). Soit % un systéeme fonda-
mental fin de voisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si 7 (b)
est de caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément
de U est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini.

Supposons que 'anneau local Oy est noethérien, fortement régulier relative-
ment o % et de dimension inférieure o 1. Soient n € N et x un point de A7
au-dessus de b. Alors 'anneau local ﬁAanw est noethérien et fortement régulier.

Si F(x) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, il existe un
systeme fondamental fin ¥ de voisinages compacts et spectralement convezes
de x tel que tout élément de V" soit contenu dans (A")™)ym et possede un bord
analytique fini et tel que l’anneau local Ox,, , soit fortement réqulier relativement

av.

Démonstration. — Comme précédemment, nous ne traiterons pas le cas
ou S (b) est imparfait et trivialement valué, qui n’ajoute pas de difficulté réelle.

Pour tout m € [0,n], notons z,, € A7 la projection du point x sur ses
m premiéres coordonnées. Quitte & changer 'ordre des coordonnées, nous pou-

vons supposer qu'il existe un entier k € [0,n] vérifiant les propriétés suivantes :

i) le point xj est purement localement transcendant au-dessus de b;

ii) le point = est rigide épais au-dessus de xy.

D’aprés le corollaire BIT] si 'anneau local €p ) est noethérien et fortement

régulier de dimension inférieure a 1, alors il en est de méme pour 'anneau lo-

cal O r.an o On conclut alors par le théoréme O
of
Corollaire 8.19. — Soit o/ un anneau de Banach de base au sens de la défini-

tion 88 Soit (Z,07) un espace analytique sur <7 . Alors, en tout point z de Z,
Panneau local Oz, est noethérien et universellement caténaire.
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9. Excellence des anneaux locaux

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a l’excellence des anneaux lo-
caux des espaces analytiques sur Z et les anneaux d’entiers de corps de nombres.
Pour les définitions et propriétés de base des anneaux excellents, nous renvoyons
a [Mat80], § 34. En géométrie analytique complexe, ce résultat est bien connu
et se démontre généralement a laide de critéres jacobiens (c¢f. [Mat80], théo-
réme 102 et remarque suivante). Sur un corps valué complet, c’est un résultat
difficile, en particulier en caractéristique non nulle, dii en toute généralité a
A. Ducros (c¢f. [Duc09], théoréme 2.13).

Comme dans la partie précédente, nos résultats valent en réalité pour les
anneaux locaux des espaces Aé@an, ol &/ appartient & une classe d’anneaux
de Banach plus générale. Celle-ci contient tous les exemples indiqués a la re-
marque 8.6, avec I'hypothése supplémentaire que les anneaux considérés soient
de caractéristique nulle.

Signalons que, cette fois-ci, nous ne redémontrons pas les résultats d’excellence
pour les anneaux locaux des espaces sur les corps valués, mais les utilisons dans

notre preuve (pour les corps de caractéristique non nulle uniquement).

Théoréme 9.1. — Soit b un point de B. Soit % un systéme fondamental fin
de wvoisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si S (b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini.

Supposons que 'anneau local Opy est un corps fort relativement a % de ca-
ractéristique nulle. Soient n € N et x un point de Azf’an au-dessus de b. Alors

Uanneau local O n.en est excellent.
9

xT

Démonstration. — Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n. Si
n = 0, il est vérifié. Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat est vrai
en dimension n — 1.

En procédant comme dans la preuve du théoréme RB.I8 on se raméne au cas
ol x est un point rigide épais au-dessus de b. D’aprés le corollaire [.10] et la
remarque qui le suit, I'anneau local Oy, , est fini sur 'anneau local O, o au
point 0 de la fibre (X, ). Puisque I'excellence est stable par passage & une algébre
de type fini, nous pouvons supposer que x = 0. L’anneau local Ox, , possede
alors une description explicite comme algébre de séries convergentes a coefficients
dans le corps Op, (cf. corollaire [[T).

Nous savons déja que Oy, , est noethérien et universellement caténaire (car
régulier). Il nous reste & montrer que ses fibres formelles sont géométriquement
réguliéres. Soit p un idéal premier de O, .. Nous voulons montrer que I’algebre

ﬁ/xn\,x ®ey, . K(P) est géométriquement réguliere sur x(p).
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Supposons tout d’abord que p n’est pas nul. Il contient alors une série f non
constante. Notons y € X,,_1 la projection de z sur ses n — 1 premiéres coordon-
nées. D’aprés le lemme B.I5] quitte a changer 'ordre des variables, nous pouvons
supposer que la restriction de f a (X)), n’est pas nulle. Le théoréme de prépa-
ration de Weierstrals permet alors de supposer que f est un polynéme en T;,.

D’aprés le théoréme de division de Weierstrafl, nous avons un isomorphisme

Ox,z/(f) = Ox, 4 y[Tnl/(f)

Pour montrer que m ®6x, . k(p) est géométriquement réguliere sur k(p),
nous pouvons remplacer Ox,, , par Ox, ./(f). Par récurrence, ce dernier anneau
est excellent, donc le résultat est vérifié.

Supposons maintenant que p = (0). Notons K le corps des fractions de Oy, .
Il nous reste & montrer que 'algébre m ®gy, , I est géométriquement ré-
guliére sur K. Remarquons déja qu’elle est réguliére, puisque c’est un localisé
de ﬁ/’xn\,x Puisque nous nous sommes placés en caractéristique nulle, cela suffit

pour conclure. O

Théoréme 9.2. — Soit b un point de B. Soit % un systéeme fondamental fin
de woisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si H(b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini.

Supposons que l'anneau local Oy, est noethérien, fortement régulier relative-
ment o % , de dimension inférieure a 1 et de caractéristique nulle. Soient n € N

n,an

et x un point de A )" au-dessus de b. Alors ’anneau local ﬁAZg’«an, est excellent.

xT

Démonstration. — Le théoréme qui précéde traitant le cas des corps forts, nous
pouvons supposer que &g est un anneau fortement de valuation discréte. Choi-
sissons-en une uniformisante 7. Nous allons démontrer le résultat par récurrence
sur n. Si n = 0, il est vérifié. Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat
est vrai en dimension n — 1.

En procédant comme précédemment, on se raméne au cas du point x = 0
de la fibre (X,,); et & montrer & montrer que les fibres formelles de O, , sont
géométriquement réguliéres. Soit p un idéal premier de Ox, .. Nous voulons
montrer que ’algébre ﬁ/XE Qbx, o K(p) est géométriquement réguliére sur x(p).

Si p contient my, alors nous pouvons remplacer l'anneau local Ox, , par
Ox,z/My = O(x,), - Le résultat découle alors du théoréme 2.13 de [Duc09].

Supposons, & présent, que p ne contient pas my, autrement dit, ne contient
pas m. Si p n’est pas nul, il contient une série qui n’est pas divisible par 7.
Nous pouvons alors appliquer le raisonnement du théoréme précédent, basé sur
les théorémes de Weierstrals, pour faire décroitre la dimension et conclure par

récurrence.
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Finalement, le cas ot p = (0) se traite comme précédemment en utilisant la
régularité de Ox,, , et le fait que le corps des fractions de Ox,, , est de caracté-

ristique nulle. O

Corollaire 9.3. — Soit &/ un anneau de Banach de base au sens de la défini-
tion et supposons que, pour tout point b de M(</), l'anneau local Osm(ar) b
est de caractéristique nulle. Soit (Z,07) un espace analytique sur <7 . Alors, en

tout point z de Z, l'anneau local Oz, est excellent.

On peut imaginer diverses applications de ces résultats. Les anneaux des es-
paces analytiques sur Z étant henséliens et excellents, ils vérifient I’approxima-
tion d’Artin, d’aprés [Pop86|. Nous pouvons par exemple appliquer ce résultat
a lanneau local €) au point 0 de la fibre de A*" au-dessus de la valeur absolue

triviale. Cet anneau posséde une description explicite : il est constitué des séries

1
T e Z || [T
> wrtez ||
keNn
I’entier N dépendant de la série, qui possédent un rayon de convergence stricte-

de la forme

ment positif en toutes les places (¢f. [Poil0], proposition 3.2.7 pour une descrip-
tion valant pour tous les anneaux d’entiers de corps de nombres et une preuve).
On en déduit que tout systéme d’équations polynomiales a coefficients dans &
(par exemple un systéme a coefficients dans Q[T]) qui posséde une solution
dans Gy = Q[T] en posséde une dans 0, et méme que l'on peut trouver une
solution dans ¢ arbitrairement proche (pour la topologie T-adique) d’une solu-
tion formelle donnée. C’est une vaste généralisation d’un théoréme d’Eisenstein

concernant le cas d’'une équation en une variable.

10. Cohérence du faisceau structural

Pour finir, nous nous intéressons a la cohérence du faisceau structural des
espaces analytiques sur Z et les anneaux d’entiers de corps de nombres. C’est
I’analogue du théoréme fondateur de K. Oka en géométrie anaytique complexe.
De nouveau, la preuve que nous proposons vaut dans un cadre plus général, par
exemple pour les espaces analytiques sur les corps valués complets (archimédiens
ou non) et les anneaux de valuation discréte.

La cohérence du faisceau structural est déja connue pour les espaces de Ber-
kovich sur un corps valué ultramétrique complet. On la déduit aisément de la
noethérianité des algébres affinoides, elle-méme découlant du théoréme de divi-
sion de Weierstral global pour les algébres de Tate (¢f. [Duc09], lemme 0.1 pour
une preuve détaillée). Cette méthode ne nous semble pas pouvoir étre adaptée

pour des espaces sur un anneau de Banach quelconque. En effet, sur C déja, la
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noethérianité de I'anneau des fonctions analytiques au voisinage d’un disque de
dimension supérieure a 2 est un résultat difficile (¢f. [Eri67], théoréme (1,9)),
dont la preuve utilise d’ailleurs la cohérence du faisceau structural. C’est pour-
quoi nous avons choisi d’utiliser plutot des méthodes locales adaptées de la géo-
métrie analytique complexe.

Commencons par quelques résultats de prolongement analytique.

Définition 10.1. — Soit (S, Og) un espace localement annelé. Soit s un point
de S. Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut au
voisinage de s si, pour tout élément non nul f de Og, il existe un voisinage
ouvert U de s vérifiant les propriétés suivantes :

i) f est définie sur U ;
ii) pour tout point ¢ de U, I'image de f dans Og; n’est pas nulle.

Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut sur S

s’il vaut au voisinage de tous ses points.

Remarque 10.2. — Soit (S, Og) un espace localement annelé sur lequel vaut
le principe du prolongement analytique. La version classique du principe du
prolongement analytique est alors vérifiée. Soient U une partie ouverte et connexe
de S et f un élément de Og(U). S’il existe un point s de U tel que f soit nulle
dans Og s, alors f est nulle dans Og(U).

Remarquons également que le principe du prolongement analytique vaut au
voisinage de tout point s en lequel 'anneau local Og s est un corps.

Lemme 10.3. — Soit b un point de B. Soit % un systéeme fondamental fin
de woisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si F(b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans B, et posséde un bord analytique fini. Supposons que Oy, est
un anneau fortement de valuation discréte relativement a % et que le principe
du prolongement analytique vaut au voisinage de b.

Soit © un point de X,, avec n € N. Si le point x est purement localement
transcendant, alors l’anneau local Ox, , est un anneau fortement de valuation

discréte et le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de x.

Démonstration. — Soit 7 une uniformisante de &p . D’aprés le corollaire B.1T]
I'anneau local Ox, , est un anneau fortement de valuation discréte d’unifor-
misante 7. Pour montrer que le principe du prolongement analytique vaut au
voisinage de z, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x sur
lequel son uniformisante 7 est définie et tel que, pour tout point y de U, I'image
de 7 dans O, , n’est pas nulle. Choisissons pour U l'image réciproque d'un

voisinage ouvert de b sur lequel la méme propriété est vérifice. On montre que
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l'ouvert U convient en utilisant le fait que le morphisme de projection est ouvert

(cf. corollaire [L.8). O

Proposition 10.4. — Soient b un point de B et x un point rigide épais de Xj.
Soit f un élément de Ox , dont 'image dans Ox, , n’est pas nulle. Alors il existe
un voisinage U de x tel que, pour tout point y de U, l'image de f dans ﬁxﬂ(wy
ne soit pas nulle.

Démonstration. — Supposons tout d’abord qu'il existe oo € O, tel que x = «
dans Xj. Dans ce cas, on démontre le résultat en utilisant la description expli-
cite de 'anneau local (cf. corollaire [[H]) et la description des voisinages comme
des disques. Plus précisément, nous pouvons montrer ’existence d’un voisinage
ouvert U de z tel que, pour tout ¢ € w(U), 'ensemble des points y de X, NU
ou f(y) n’est pas nulle est dense dans X.NU.

Passons maintenant au cas ot le point x est un point rigide épais. Il est annulé
par un polynéme P(T') € Opg[T]. Nous pouvons supposer que P(T") € «/[T].
Considérons l'algébre de décomposition universelle &7/ du polyndéme P sur /.
C’est une algébre finie sur &/, que 'on peut munir d’'une norme de Banach
de facon que le morphisme &/ — &/’ soit borné. Considérons le morphisme
o X' = Aiﬁn — X associé. C’est un morphisme fini au sens topologique
(i.e. continu, fermé et & fibres finies) et surjectif. Posons ¢~ 1(z) = {z],...,z.}.
Soit i € [1,r]. Il existe o} € &7’ tel que le point = soit égal a o/ dans sa fibre
au-dessus de M(&7"). D’aprés le raisonnement effectué au début de la preuve,
il posséde donc un voisinage ouvert U/ tel que 'ensemble des points ou f n’est
pas nulle soit dense dans chaque fibre. Puisque le morphisme ¢ est fini, 'image
réciproque de la réunion des U] est un voisinage de x dans X. Il satisfait la

propriété requise. ]

Corollaire 10.5. — Soit b un point de B. Soit % un systéme fondamental
fin de voisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si F(b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini. Supposons que l’anneau
local Opy, est noethérien, fortement régulier relativement a % et de dimension
inférieure a 1.

Soit x un point de X,,, avec n € N, au-dessus de b. Supposons que le principe
du prolongement analytique vaut au voisinage de b. Alors il vaut au voisinage du

point x.

Démonstration. — Nous supposerons que ’anneau local &g, est un anneau for-
tement de valuation discréte, le cas ot ¢’est un corps fort se traitant de facon

similaire, mais plus simple.
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Quitte & changer 'ordre des variables, nous pouvons supposer qu’il existe un
entier m € [0,n] tel que, en notant y la projection de x sur ses m premiéres
coordonnées, nous ayons les propriétés suivantes : x est un point rigide épais au-
dessus de y et y est purement localement transcendant au-dessus de b. D’aprés le
lemme [0.3] I'anneau local O, , est un anneau fortement de valuation discréte
et le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point y. Quitte
a remplacer b par y et B par un voisinage compact rationnel de y, nous pouvons
supposer que le point x est rigide épais au-dessus de b.

Sin = 0, le résultat est immédiat. Supposons donc que n > 1. Soit f un
¢lément de O, .. Soit m une uniformisante de &pj. D’aprés le lemme B.14] il
existe v € N et g € Ox, , tels que f = 7'g dans Ox,, , et g # 0 dans O(x,), .
Nous voulons montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x sur lequel f est
défini et tel que f soit non nulle dans O, ., pour tout z € U. Il suffit de démon-
trer ce résultat pour g. D’aprés le lemme B.T5] quitte & effectuer un changement
de variables, nous pouvons supposer que I'image de g dans Ox,,) , ,, ou 7’ est la
projection de z sur ses n—1 premiéres coordonnées n’est pas nulle. La proposition

qui précéde permet alors de conclure. O

Nous allons, a présent, nous atteler a la preuve du résultat de cohérence
annoncé. Pour ce faire, il nous faudra imposer des conditions sur l’espace
B = M(<7). Comme dans la preuve de la noethérianité et de la régularité des
anneaux locaux, nous supposerons qu’en tout point b de B, 'anneau local O
est un corps fort ou un anneau fortement de valuation discréte. Nous suppo-
serons en outre que le principe du prolongement analytique vaut sur B. Ces
conditions sont vérifiées dans le cas des espaces dont nous avons dressé la liste
a la remarque

Commengons par un lemme, de démonstration immeédiate, qui nous permettra,

entre autres, de traiter le cas des points ot I’anneau local est un corps.

Lemme 10.6. — Soient n € N et x un point de X,,. Soient U un voisinage
ouvert de x dans X,, et fi,..., fp, avec p € N*, des éléments de O(U). Notons
(e1,...,€p) la base canonique de ﬁg(. Notons Z le noyau du morphisme

p p
Zaiei € ﬁg — Zalfz € 0.
i=1 i=1

Supposons qu’il existe un indice i tel que ltmage de f; dans Ox,, , soit inver-
sible. Alors il existe un voisinage owvert V de x dans U tel que, pour tout y € V,

la famille (fije; — fiej)i<icj<p de ﬁ%y engendre le germe %, .

Le lemme suivant nous permettra de traiter le cas des points ot 'anneau local

est de valuation discréte.
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Lemme 10.7. — Soit b un point de B. Soit % un systéeme fondamental fin
de wvoisinages compacts et spectralement convexes du point b. Si S (b) est de
caractéristique non nulle et trivialement valué, supposons que tout élément de U
est contenu dans By, et posséde un bord analytique fini. Supposons que Oy est
un anneau fortement de valuation discréte relativement & Z et que le principe
du prolongement analytique vaut au voisinage de b.

Soient n € N et x un point de (X,)p purement localement transcendant.
Soient U un wvoisinage ouvert de x dans X,, et fi,..., fp, avec p € N*, des
éléments de O(U). Notons (e1,...,ep) la base canonique de O%.. Notons % le

noyau du morphisme

P P
Zaiei S ﬁg — Za,fl € 0y.
i=1 i=1
Supposons qu’il existe un indice i tel que l'tmage de f; dans Ox, , ne soit pas

nulle. Alors il existe un voisinage ouvert V de x dans U tel que, pour touty € V,

la famille (fje; — fiej)i<icj<p de ﬁ%y engendre le germe %, .

Démonstration. — D’aprés le lemme [[0.3] I'anneau local O, , est un anneau
de valuation discréte et le principe du prolongement analytique vaut au voisi-
nage de x. Choisissons une uniformisante © de Ox,, ,. Quitte a restreindre U,
nous pouvons supposer que l'image de w n’est nulle dans aucun des anneaux
locaux O, ., avec z € U. Il existe un entier positif v et des éléments g1,...,g,
de Ox,, z, tel que l'on ait f; = 7¥g;, pour tout ¢, et que I'un des g; soit inversible
dans Ox,, .. Quitte a restreindre U, nous pouvons supposer que la factorisation
y vaut. Remarquons que, puisque les anneaux locaux de X, sont intégres (car ré-
guliers), le noyau du morphisme de I’énoncé ne change pas lorsque 'on remplace

les f; par les g;. Le lemme précédent permet alors de conclure. O

Nous pouvons maintenant adapter la preuve de la cohérence du faisceau struc-
tural sur les espaces affines complexes. Nous nous sommes inspiré de celle pro-

posée dans l'ouvrage [GR65].

Théoréeme 10.8 (Lemme d’Oka). — Soit n € N*. Soient y un point de X,,—1
et x un point rigide épais de (Xy),. Soient p,q € N*. Soit X\ une matrice de
taille p x q a coefficients dans Ox,,_, 4|Tn)<e, Uensemble des polynomes de degré
inférieur a £, avec £ € N. Soit p une matrice de taille ¢ x 1 a coefficients

dans Ox, | y[Th]<m, avec m € N. Soit d > max(¢, m). Supposons que la suite

(ﬁan,y[Tn]Sd*@)p i> (ﬁxnfhy[Tn]Sd)q 5 ﬁanhy[Tn]deLm

est exacte. Supposons encore que l'un des coefficients de p n’est pas nul dans
O(xp)y,a- Alors la suite

A H
P q
ﬁXn,m = ﬁXn,z — Ox,x
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est ezxacte.
Démonstration. — On reprend la preuve, qui repose exclusivement sur le théo-
réme de division de Weierstraff, du théoréme I1.C.3 de [GR65]. O

Nous arrivons finalement au théoréme annoncé. Les hypothéses en sont véri-
fiées lorsque 'on choisit pour anneau de Banach &/ I'un de ceux qui figurent a la
remarque Le résultat vaut donc en particulier sur Z et les anneaux d’entiers

de corps de nombres.

Théoréme 10.9. — Soit &/ un anneau de Banach de base au sens de la dé-
finition et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur
B = M(4). Alors, pour tout n € N, le faisceau structural sur X, = A est

cohérent.

Démonstration. — Nous reprenons ici la stratégie de la preuve du théoréme
IV.C.1 de ﬂmﬂ en lui apportant les modifications nécessaires.

On proceéde par récurrence. Si n = 0, le résultat découle des hypothéses faites
sur B ainsi que du lemme [I0.7)

Supposons que n > 1 et que le faisceau structural sur X,,_; est cohérent.
Soient b un point de B, x un point de X, au-dessus de b et U un voisinage
ouvert de x dans X,,. Soient f1,..., f, € Ox,(U), avec p € N*. Considérons le
morphisme g : ﬁg — Oy associé. Nous voulons montrer qu’il existe un voisinage
ouvert V de x dans U sur lequel le noyau de ce morphisme est de type fini. Si
tous les f; sont nuls dans Ox,, ., c’est évident. Nous supposerons donc que tel
n’est pas le cas. Si le point x est purement localement transcendant, cela découle
du lemme 1071

Supposons maintenant que le point x n’est pas purement localement transcen-
dant. Pour k£ € [0, n], notons x; € X}, la projection du point z sur ses k premiéres
coordonnées. Quitte a changer 1'ordre des variables, nous pouvons supposer qu’il
existe m € [0,n — 1] tel que le point z,, soit purement localement transcendant
au-dessus de b et que le point z soit rigide épais au-dessus de x,,. Dans ce cas,
I'anneau local Ox,, »,. est un corps fort ou un anneau fortement de valuation
discréte et le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de x,,.

Supposons que Ox,, »,. est un anneau fortement de valuation discréte. Choi-
sissons-en une uniformisante m. Quitte a restreindre U, nous pouvons supposer
qu’elle est définie sur U et nulle dans aucun anneau local O, ., avec z € U.
D’apres le lemme [B17] il existe un entier positif v et des éléments gi,...,gp
de Ox,, », tel que l'on ait f; = w¥g;, pour tout 7, et que I'un des g; ne soit pas nul

.- En raisonnant comme dans la preuve du lemme [I0.7] on montre

dans O(x,,),

m>

®)Le lecteur prendra garde au fait que ce que nous appelons, selon la terminologie classique,
faisceau cohérent est appelé dans cet ouvrage « faisceau d’Oka ».
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que 'on peut remplacer les f; par les g; et donc supposer que 'un des f; n’est

pas nul dans Oy, ), .. Remarquons que cette condition est automatiquement

m

vérifiée dans le cas ou Ox,, ,,, est un corps. Nous supposerons désormais que fi

n’est pas nul dans Ox,,), ..

D’aprés le lemme BT5] nous pouvons supposer que f1 posséde une image non
nulle dans & Xn)a, oz Le théoréme de division de Weierstraf permet alors, par
une manipulation algébrique simple, de supposer que fo,..., f, sont des poly-

nomes a coefficients dans Ox Le théoréme de préparation de Weierstrafs

n—1,Tn—1"
permet de supposer que fi lui-méme est un tel polynéme. Soit m € N un ma-
jorant du degré de tous ces polyndémes. Le morphisme p induit alors, sur un

voisinage ouvert V' de z,_1 un morphisme
(ﬁV[Tn]Sm)p i> ﬁV[TN]SZm-

D’aprés I’hypothése de récurrence, les faisceaux qui apparaissent ci-dessus sont
cohérents et le noyau du morphisme est donc de type fini. On peut donc compléter

le morphisme en une suite exacte
A
Oy = (Ov[To)<m)’ & Ov[To]<om.

Quitte a restreindre U, nous pouvons supposer que sa projection sur X, est
contenue dans V. D’aprés la proposition [[0.4] nous pouvons également supposer
que, pour tout point y de U, 'image de f; dans ﬁxynil,y n’est pas nulle, ol ¥, 1
désigne la projection de y sur ses n — 1 premiéres coordonnées.

Soit y un point de U. S’il est rigide épais sur y,_1, le théoréme assure

que la suite précédente induit une suite exacte
N/ RN
U7y U,y va'

Maintenant, si le point y n’est pas rigide épais sur y,_1, d’aprés le corollaire [Z5]
nous avons f1(y) # 0. Le lemme assure alors que le noyau du morphisme
I ﬁ[’},y — Oy, est engendré par la famille (fje; — fiej)i<icj<p, OU (e1,...,€p)
désigne la base canonique de ﬁg. En regroupant ces résultats, nous montrons

que le noyau du morphisme y est de type fini sur U, ce qui conclut la preuve. [J

Corollaire 10.10. — Soit &/ un anneau de Banach de base au sens de la défini-
tion[8 et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur M(<7).
Soit (Z,07) un espace analytique sur o/ . Alors le faisceau structural Oz est co-
hérent.

Suivant une suggestion de P. Schapira, nous démontrons maintenant que le
faisceau structural d’un espace analytique sur Z, ou un anneau d’entiers de corps
de nombres, est noethérien au sens de M. Kashiwara. Rappelons tout d’abord la

définition de cette notion (cf. [Kas03], définition A.7).
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Définition 10.11. — Soit (S, Og) un espace localement annelé. Un faisceau .%

de Og-modules est dit noethérien s’il vérifie satisfait les propriétés suivantes :

i) .Z est un faisceau de Og-modules cohérent ;
ii) pour tout point s de S, le Og -module .Z est noethérien ;
iii) pour tout ouvert U de S et toute famille (.%#;);cr de faisceaux de sous-Oy-

modules cohérents de .7, le faisceau de Opy-modules > ., .%; est cohérent.

el

Le faisceau structural 0s est dit noethérien s’il est noethérien sur lui-méme.

Nous avons déja démontré les deux premiéres propriétés. La derniére se déduit
aisément du résultat suivant (c¢f. [Dem), II (3.22)).

Proposition 10.12. — Soit &/ un anneau de Banach de base au sens de la
définition [81 et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur
B =M().

Soit (Z,0z) un espace analytique sur <f . Soit U un ouvert de Z, F un fais-
ceau de Oy-modules cohérent et (F),>0 une suite croissante de sous-faisceaux
cohérents de % . Alors, tout point x de U posséde un voisinage V' sur lequel la

suite stationne.

Démonstration. — Le faisceau % est localement quotient d'un €'z-module
libre 0%. En tirant en arriére, on se rameéne a traiter le cas ou .F = 0%, puis
¥ = COy. En utilisant le fait que 07 est lui-méme localement quotient du
faisceau structural sur un espace affine X,, = Aym, on se raméne finalement &
ce dernier cas.

Nous allons procéder par récurrence sur I'entier n. Sin = 0, le résultat découle
facilement des hypothéses.

Supposons maintenant que n > 1 et que le résultat est vérifié pour X, _1.
Soit z un point de U. Si pour tout & > 0, nous avons .#j , = 0, alors la suite
est constamment nulle au voisinage de x. Supposons donc qu’il existe kg > 0 tel
que Fp, o 7 0. Soit f un élément non nul de Fy, ... Si le point x est localement
transcendant sur b, alors Ox,, . est un corps et f est inversible sur un voisinage V'
de x dans U. Dans ce cas, la suite stationne a &y sur V.

Il nous reste a traiter le cas ol & n’est pas localement transcendant. Quitte a
effectuer un changement de variables, nous pouvons supposer que le point x est
rigide épais sur sa projection x,_1 sur les n — 1 premiéres coordonnées et que
I'image de f dans ﬁ(xn)zn_1 2 nest pas nulle. En utilisant le théoréme de prépa-
ration de Weiestrafs, nous pouvons nous ramener au cas ou f est un polynéme,
dont nous noterons d le degré. D’aprés la proposition [I0.4], il existe un voisinage V'
de z dans U tel que, pour tout point y de U, I'image de f dans Ox,  , n'est

pas nulle, ol y,,_1 désigne la projection de ¥y sur ses n — 1 premiéres coordonnées.
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Notons & le Ox, ,-module cohérent formé des polynémes en 7;, de degré
strictement inférieur & d. Le théoréme de division de Weierstrall assure que,
pour tout point y de V' et tout entier £ > ko, la fibre .7}, , est engendrée par f
et Fy N Z. On conclut en appliquant 'hypothése de récurrence a la suite
de O, _,-modules cohérents (Fy , N P)i>0. O

Corollaire 10.13. — Soit o/ un anneau de Banach de base au sens de la défini-
tion[83 et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur M(<7).
Soit (Z,07) un espace analytique sur o/ . Alors le faisceau structural Oy est noe-
thérien.
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