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Abstract. We provide essentially optimal, effective conditions to ensure that, when
available, the Halberstam—Richert upper bound for the mean value of a non-negative
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exponential sums with multiplicative coefficients, and to strong law of large numbers with
multiplicative weights.
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1. Introduction et énoncé des résultats

Une version faible d’'un théoreme de Halberstam et Richert [13] fournit l'ordre de
grandeur générique de la fonction sommatoire d’une fonction arithmétique multiplicative
positive ou nulle dont les valeurs sur les nombres premiers sont bornées en moyenne. Le
résultat suivant est ainsi établi dans [14] (th. 01) ou [20] (th. IIL.3.5). Ici et dans la suite,
nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier. Nous utilisons également les
notations suivantes, relatives a une fonction multiplicative positive ou nulle f et a un
nombre réel z > 1 :

=S fm), Lia)=Y @ Ey(z) =[] (1 + %”)).

n<x n<x P

Théoreme A. Soit f une fonction arithmétique multiplicative positive ou nulle satisfai-
sant, pour des constantes convenables A et B, aux conditions

> flp)logp< Ay (y=2);

Py

(ii) sz Ing < B.

p v>2
Nous avons alors, pour x > 1,

(1-1) Ms(z) < (A+B+1) Ly(x).

log x

Dans nombre de circonstances, il est utile de disposer de l'information que cette
majoration fournit en fait 'ordre de grandeur exact de la fonction sommatoire. Il en
va ainsi, par exemple, de I’étude de la répartition dans les progressions arithmétiques
et/ou dans les petits intervalles. En effet, sous I’hypothese supplémentaire(*)

f)y <A (p=2,v=1),

(S)
(Ve >0) f(n) <cn® (n>1),

1. Qui implique (i) et (ii), avec éventuellement d’autres valeurs des constantes.
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il résulte d’une majoration de Shiu [19] et d’une estimation de Bachman [2] (lemme 1)
que, pour chaque ¢ €]0, %[ fixé, on a

y f(n)

z<n<z+y <
n=a (mod q) (n,q)=1

uniformément pour x > 2, 2° < y <z, ¢ < y' 5, (a,q) = 1.?) Ici et dans la suite, nous
notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

Lorsqu'il est acquis que les deux membres de (1-1) sont du méme ordre de grandeur
pour la fonction f1y,.(n,q)=1}, la majoration (1-2) prend la forme canonique

(1-3) Y ot 2 Y fw.

ot zela) =
n=a (mod q) (n,q)=1

Nous renvoyons aux travaux de Bachman [1], [2], pour une étude directe de cette question
naturelle.

Notre premier résultat fournit une condition suffisante essentiellement optimale pour
qu’il en soit ainsi. Nous définissons Q(y) := ylogy —y + 1 (y > 0), introduisons six
parametres A >0, B> 0,0,7,0< 0 <7 <min{l—0o,1/(1+A4)},n >0, A > 0, et posons
h:=(1-7)/(tA) > 1. Pour x > 1, nous désignons alors par M(z) = M(x; A, B, o, 7,1, \)
la classe des fonctions multiplicatives f a valeurs réelles positives ou nulles vérifiant les
conditions (i) et (ii) du Théoreme A et telles que

(i) V6>03>030=vo(8): D> [f(plogp<dy  (y>wo),

y<p<y(l+e)
. f(p) 1+
™ xﬂgg;xf p >log<1——e*AQ””>’
1
(v) > P
z7 <p<.’£170
fP)<n

Dans toute la suite, nos estimations sont uniformes relativement a f € M(x). Cela signifie
notamment que les fonctions € = £(d) et yo = yo(0) apparaissant dans (iii) sont supposées
fixées.

I1 est & noter que la condition (i) peut étre remplacée par (iii) quitte a modifier la valeur
de la constante A.

Théoréme 1.1. Sous les seules conditions (i) et (ii), nous avons
(1-4) Li@) = E(@) (a3 1),

ot les constantes implicites dépendent au plus des paramétres A et B.
De plus, pour tous A >0, B> 0,0, 7,0< 0 <7 <min{l —0,1/(1+ A)}, n >0, il
existe A > 0 tel que, pour tout x > 2, on ait

(15) My(z) <

Ly(x)

log

uniformément pour f € M(x).

2. Voir [18] et [15] pour des extensions de ce résultat.



Fonctions multiplicatives, sommes d’exponentielles, et loi des grands nombres 3
Dans toute la suite, nous désignons comme admissible tout systeme
{A7 Bu g,T, 777 )\7 6 — (87 yO)}

satisfaisant aux hypotheéses du Théoréme 1.1, et, par extension, toute classe M(x) définie a
I’aide d’un tel systeme. Nous n’avons pas cherché ici a déterminer A en fonction des autres
parametres, mais une expression explicite pourrait aisément étre obtenue en suivant les
calculs du paragraphe 2.

Il est facile de voir que des conditions de type (iv) et/ou (v) sont essentiellement
nécessaires a la validité du résultat. Si, par exemple, k est un entier fixé au moins égal a 2
et si f est la fonction multiplicative définie par

f(pu) = 1 si I‘l/k < D < $1/k.+1/k2,
0 dans le cas contraire,

nous avons f(n) = 0 pour A VL < z puisque le support de f est inclus dans
lensemble des entiers n possédant au plus (k — 1) facteurs premiers, tous majorés par
2FHD/F ] gensuit que My(x) < 21=1/¥ alors que le membre de droite de (1-5) est de
l'ordre de z/log x.

Nous observons par ailleurs que les conditions (iv) et (v) sont relatives a la méme valeur
de z que dans (1-5) : cet aspect du théoréme est donc de type effectif.

Une premiere application, immédiate, du Théoréeme 1.1 est relative a la majoration (1-3).

Corollaire 1.2. Soit ¢ €]0,1[. Pour tout nombre réel x assez grand et toute classe
admissible M(x), la majoration (1-3) a lieu uniformément pour 2 < y < z, ¢ < y*¢,
(a,q) =1, et toute fonction f de M(x) vérifiant ’hypothése (S).

Cela découle en effet de (1-2) et du fait que, pour ¢ < x, nous avons

Z 1<<10g—2x:0(1) (x — 0),

J/‘U
7 <p<Lz”
plq

ou log,, désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.

Nous pouvons également énoncer le corollaire suivant, dont une démonstration directe
semble difficile d’acces alors qu’il résulte instantanément de (1-5) et (1-4). Nous notons
Q(n) le nombre des facteurs premiers d’un entier n, comptés avec multiplicité.

Corollaire 1.3. Soient z > 0, et f, g deux fonctions multiplicatives liées par la relation
g = fz%. Supposons que, pour x > 2, max(f, g) € M(zx) ott M(x) est admissible. Alors

(16) My(@) (1ogx)z—1(7Mf(x))z.
x x
Une troisieme application de notre résultat concerne la question, initialement posée
dans [10], de l'indépendance stochastique structurelle d’une fonction multiplicative et
d’un caractere additif. Cette problématique est issue du théoreme de Daboussi ([9], [7])
selon lequel ’estimation

(1.7) My(x;9) = Z f(n)e?™™? = o(z) (x — 00)

n<x

est valide, pour chaque nombre irrationnel ¥/, uniformément lorsque f décrit la classe des
fonctions arithmétiques multiplicatives complexes de module au plus 1.
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Des progres spectaculaires ont été accomplis par Montgomery et Vaughan [17] pour
préciser quantitativement 1’évaluation (1-7). Cependant, au vu de l’estimation triviale
|My(z;9)| < Mg (), il est souhaitable d’exprimer les résultats en fonction de cette
derniere quantité. Cet aspect du probleme a été notamment abordé®® dans [10] — pour
f(n) =y — dans [11] et [5] — lorsque f(n) est la fonction indicatrice des entiers
friables —, dans [6] — lorsque f est une fonction multiplicative a support friable et bornée
en moyenne quadratique —, et dans [8] et [12] — lorsque |f(p)| est égal, ou proche en
moyenne, d’une constante.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du corollaire 1 de Bachman dans [3]
et du Théoréme 1.1. Etant donné un systéme admissible de parameétres, et la classe M(x)
étant définie, pour chaque x assez grand, disons > xg, a ’aide de ce méme systeme, nous
désignons, pour chaque nombre réel » > 0, par M,. la classe des fonctions multiplicatives
complexes f a valeurs dans le disque unité vérifiant | f| € Nys.,M(z) et

(1-8) Z \f;fp)! > rlogy x (x > xo).

p<z
Corollaire 1.4. Soit r > 0. Pour tout ¥ € R\ Q et uniformément pour f € M,, nous
avons

(1-9) Mf(a:;ﬁ) = 0(M|f|(x)) (1: — OO)

Plus précisément, pour tous 9 € R, a € Z, ¢ € N*, x > 2, Q := x/(logx)3, tels que
|9 — a/q| < 1/¢Q, nous avons, uniformément pour f € M,.,

r  {a/e@)}?
1-10 Me(x;9 M, > x0).
(110 o) < e Y ) )
En effet, (1-10) est établie dans [3] avec zE|¢(x)/logz a la place de M (x).
11 serait intéressant de déterminer des hypotheéses minimales pour la validité de (1-9), y
compris lorsque ’on s’affranchit de la condition que f est & valeurs dans le disque unité.

Une autre illustration du champ d’applications du Théoreme 1.1 consiste en une
preuve tres simple d’un résultat de type loi forte des grands nombres avec pondération
multiplicative. Nous étendons ainsi le théoreme 2 de Berkes, Miiller et Weber [4], dans
lequel les conditions imposées aux coefficients sont significativement plus restrictives.

Nous nous donnons deux parametres supplémentaires o €]0, 1[, D > 0, et notons M*(z)
la sous-classe de M(x) constituée des fonctions multiplicatives f satisfaisant en outre aux
conditions

(vi) f(n) <Dn'=%  (n>1),
(vii) VT >03H>0: » logp<Hy (y=2).
p<Tyf(p)

A Vinstar de (i), la condition (vii) exprime que les f(p) sont en moyenne bornés. Nous
observons que 'une des hypotheses effectuées dans [4], & savoir 'existence d'un k > 1 tel
que

(1-11) Y fp)rlogp <y  (y=2),

P<Y
implique immédiatement (vii) : sous cette derniere hypothese, la contribution au membre
de gauche de (vii) des nombres premiers p > y est en effet < Zp>y (y fp)/ p)” logp < y.

Adjointe & la condition (10) de [4],() la condition (1-11) implique également (vi) avec
a=(k—1)/k.

3. La liste de références qui suit n’est pas exhaustive.
4. Soit Y, 50 f(p¥)"(logp?)/p” < oo.



Fonctions multiplicatives, sommes d’exponentielles, et loi des grands nombres )

Etant donné un systeme admissible, nous désignons par M* la classe des fonctions mul-
tiplicatives f appartenant a M*(x) pour tout x assez grand.

Théoréme 1.5. Soient f € M* et {X,,}°°, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, intégrables et de méme loi. Alors la moyenne

1
(1-12) — 3" )X
My () 72 !
tend presque stirement vers ’espérance E(X1) lorsque x tend vers l'infini. La convergence
est uniforme relativement & f dans M*.

Nous décrivons ci-dessous deux exemples de fonctions f ne vérifiant pas les conditions
de [4] mais appartenant & une classe M* adéquate. Nous notons {p;}52, la suite croissante
des nombres premiers.

(a) Soit fi la fonction multiplicative définie par fi(p;) =1 si j n’est pas un carré,
f1(p;) = V/j dans le cas contraire et f1(p”) = 0siv > 2. On constate immédiatement grace
au théoreme des nombres premiers que f; satisfait & I’hypothese (iii) ; les conditions (ii)
et (vi) sont trivialement remplies, et il en va de méme des conditions (iv) et (v) pour tous
7 <1/(1+ A), o assez petit, et, par exemple, n = % dans (v). On vérifie la condition (vii)
en observant que, pour tous 7' > 1, y > 2, I'inégalité p < Ty f1(p) implique soit p < Ty,
soit p = p; avec j = r? et donc r < Ty/logy. Cependant pour tout x > 1, on a

> filp)*logp =y /2 (log y) 1 =)/2,
PRY
de sorte que la premiére hypothese (1-11) du résultat de [4] n’est pas réalisée.
(b) Considérons une suite {3}, a croissance suffisamment rapide, par exemple

x;, = exp(k3). Définissons alors une fonction multiplicative fo par fo(p) := 0 s'il existe
2
un entier k tel que a:,lg_l/k < p < xk, et fo(p) := 1 dans le cas contraire. On vérifie sans

peine que fy satisfait aux hypotheses (i) a (vii) : nous avons par exemple, pour tout o

fixé dans ]0, 1],
Z 1<< Z%zo(l) (x — 00).

z7 <p<z T >
f(p)<1/2
2
Cependant, comme . . fa(p)logp < x,lcfl/k = o(x), la derniére condition du

théoreme 2 de [4]©®) est en défaut.

2. Preuve du Théoréme 1.1

Nous aurons I'usage du résultat auxiliaire suivant.
Lemme 2.1. Soit § > 0. Sous les hypotheéses (ii) et (iii), il existe € = £(d) €]0, 1] tel que
Pon ait, pour x assez grand,

(2.1) S i) < ).

= logx
z<n<(14+e)x &

Démonstration. Notons My (x;€) le membre de gauche de (2-1). Nous avons

My (z;e)logz < > fm)f(p”)logp”

z<mp?<(1+e)x
<> f(m){ > f(p)logp+ > f(p”)logp”}-
m<x z/m<p<(l+e)z/m z/m<p’<(1+e)x/m

v>2

5. Soit Zpgy f(p)logp > y pour y assez grand.
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La condition (iii) implique que, dans l’accolade, la premiére somme est < %5w/m si
e = £(0) est un nombre positif fixé assez petit et m < x/y1(d); elle est trivialement
< s 1 dans le cas contraire. La seconde n’excede pas

1—1—5 Z flp logp

p’>x/m
v=2

Quitte & modifier la valeur de y; (§), cette quantité releve donc d’une majoration identique
a la précédente. Nous pouvons donc écrire, pour une constante K5 convenable,

20z K5
My(ze) < L My(z).
@9 g Ly(@) + o My (a)
Le résultat annoncé découle alors de (1-1). O

Nous sommes a présent en mesure d’établir le Théoreme 1.1. Dans toute la suite, nous
notons Pt (n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel n avec la convention
Pt(1)=1.

Commencgons par établir la relation (1-4). Comme f(1) = 1, nous pouvons supposer
arbitrairement grand.

La majoration est immédiate au vu des inégalités

< ¥ Moy pmen| ¥ 201

¥
P*(n)<x p<zv>0 p,v>=2

Pour établir la minoration, nous nous donnons un parametre € €]0, 1] et considérons la
somme friable

SR (020}

n
n>x

Pt (n)<a®

ou u désigne la fonction de Mobius. Pour tout « €]0, 1], nous pouvons écrire

ST S R LI | ()

Pt(n)<as p<LTe

Pour le choix a := 1/(elogx), nous avons p® = 1+ O(«alog p) pour chaque p < z°. Ainsi
Sf(c‘:;.f[)) < e—l/s—i—O(aT)Ef(l,s)’

ou l'on a posé

T Z f(p)logp logp / Z f(p)logpﬁ <A1+o¢‘

p<Lae p<min(t,z¢)

Il s’ensuit que pour € = £(A) assez petit et x assez grand, nous avons S¢(e;z) < 5 Ef(x°),
et donc

n2 n
Lws Y MM ey s > 16,
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On conclut en observant que, pour x assez grand, la relation (i) implique, via une
sommation d’Abel standard,

(2:2) Ei@) _ I1 <1 + M) <efe 4,
d’oit

Prouvons a présent la seconde assertion du Théoreme 1.1. Au vu de (1-1), seule la
minoration de My(x) est & démontrer. Posons w := z7 et considérons la fonction multi-
plicative f,, := 1% fxw OU X est la fonction indicatrice des entiers w-friables.

Soit u > 0. Notant « := u/logw = (1 + Ah)u/log x, nous avons

(2:3) > fwén) S xa(}—r) IT(1+ 1%) < By(w)e™ AMts

n>zgl—7 p<w

avec

S = ; W < (w® — 1)(A+ lo?w) — Ale* — 1} +0(1),

de sorte que 'exposant de ’exponentielle dans (2-3) vaut A{e* — 1 — uh}. Pour le choix
u = log h, nous obtenons

Z fwén) > {1 _ e—AQ(h)+0(1)}Ef(w) (r — o).

’I’L<ZL‘17T

Par ailleurs, il découle de 'hypothese (iv) que

Z fwT(n) < Ef(xa) = Ef(w) H (1 —|— @>71 g Ef('w) 1 - e_AQ(h) + 0(1)’

n<x® 7 <pLaT

lorsque = — oo. Il suit

(2:4) 3 Juln) Ep(w) < Ey(x).

zo<nLal-" "
Notons F,,(t) la fonction sommatoire de f,, et observons que

tEf(x) 1—
2-5 F,(t —_— 2 <t 7

en vertu de (1-1) et (1-4). Nous pouvons récrire la somme figurant au membre de gauche

de (2-4) sous la forme

P01 7T Fu)
|: t :|a:°' + /a:" t2 dt

ol le terme tout intégré est < Ef(z)/logz = o(Ey(x)). Nous avons donc

(2:6) /x Fol®) 44 = (),

- 2
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Considérons alors, pour § > 0, 'ensemble A(w,d) des nombres réels t de [x",xl_T] tels
que F,,(t) > 0tEs(x)/logx. Compte tenu de (2-5), il découle de (2-6) que

dt
(2-7) logz < dlogx +/ —,
A(w,s) T

ou la constante impliquée dépend de ’ensemble des parametres mais pas de d. Observons
a présent que, pour tout £ = £(J) > 0 assez petit et = assez grand, le Lemme 2.1 implique
que

[t,t(1+¢)] C A(w,d/2)

des que t € A(w;0). Il existe donc une suite finie {t;}’_, vérifiant ¢;11 > (1 + €)t;
(1 <j<r)et telle que

(2-8) U [ty ti(1+¢)] C Aw, $0).

D’ot, par (2:7), er > logz. Cependant, le théoréeme des nombres premiers implique, pour

tout j € [1,7],
1 €
Z p logz
tj<z/p<ti(l+e) p &

Compte tenu de (2-8), nous en déduisons que 'on a

> s,

z/pEA(w,5/2) p

et donc, pour A > 0 assez petit, en vertu de la condition (v),

> M»l.

z/peEA(w,5/2) p

11 suit
M@z Y fm Y fwR(Y) s S
rz) = Z “\p)” Tlogz
147 g 1+Tx/pEA(w,5/2) p log x
zT<p<Let T

3. Preuve du Théoreme 1.5

D’apres le théoreme 3 de [16], la loi forte des grands nombres, i.e., dans les conditions
de I’énoncé, la convergence presque stre de la moyenne (1-12) vers l'espérance E(X7), est
réalisée si, et seulement si, nous avons

Ne(x):= Y 1<z (z=1).
@ f(n)>M;(n)

D’apres la condition (vi), et puisque M¢(n) > n/logn, la somme N¢(z) porte, pour x
assez grand, sur des entiers n n’excédant pas x avec, par exemple, 3 := 2/a.
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Soit Nj(x) la contribution & N¢(z) des entiers n de lintervalle ]z, z%]. 11 existe une
constante K, dépendant au plus des parametres de définition de la classe M* telle que,
posant z := Kz (logx)/E¢(z), nous ayons

Ni(r)logz < Z logn < Z Z log p”.

z<n<a? m<zP zf(m)f(p¥)=2mp”
zf(n)zn

Comme f(p¥) < p¥ pour p” assez grand, nous pouvons, quitte a modifier la valeur de K,
restreindre le domaine de sommation aux entiers m tels que zf(m) > m. Il s’ensuit que
la somme intérieure n’excede pas

12 1 %
Z log p + Z Zf(m)f(PV) ogp < zf(m),
mp m
p<zf(p)f(m)/m p,v=2

en vertu des conditions (ii) et (vii).
Nous avons donc

2 5 fn)  2Bia)

N*
f(a:) < log x m logx

<Lz,

m<x

ou 'avant-derniere majoration résulte de (1-4) et (2-2).
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