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1. Introduction et énoncé des résultats

L’aspect fractal de la suite des diviseurs d’un entier normal peut étre révélé de diverses
manieres, comme l’existence d’une dimension de Hausdorff convenablement définie [5].
Cependant, les criteres les plus fins sont liés & la conjecture d’ErdSs datant de la fin
des années 1930, mentionnée dans [3] et établie dans [6], selon laquelle presque tout
entier possede deux diviseurs dont le rapport est dans l'intervalle |1, 2[. Plusieurs mesures
quantitatives associées a cette conjecture ont été considérées dans [4], notamment les
fonctions arithmétiques

E(n):= min log(d'/d), U(n,a):= > 1 (a€R).

dd’|n, d<d’
dd'|n, (d,d")=1
[log(d’/d)|<(logn)™

D’intéressantes variantes de ces fonctions sont étudiées dans [10] et [15].
Comme dans [4], définissons deux nouvelles fonctions arithmétiques n — e(n) et
n — u(n,«) par les relations

E(n) =:(logn)*~'°¢3 exp {e(n)\/logyn},
U(n,a) =:(logn)°83- 1T exp {u(n, a)\/logyn},

Ici et dans la suite, nous désignons par log,. la k-ieme itérée de la fonction logarithme. 11
a été établi dans [4] que l'on a

(n > 3).

e(n) < y/logsn, wu(n,a) < y/logsn PP,

ou la mention pp indique que la relation ainsi désignée est valable sur un ensemble d’entiers
de densité naturelle unité. Une hypothese heuristique d’équirépartition des quantités
log(d'/d) lorsque dd’|n conduit & supposer que l'on a, en un sens & préciser,

_ logn

E(n) ~ 3w(n)’

U(n,a) ~ 3°(logn)*~*  pp,

ot w(n) désigne le nombre des facteurs premiers distincts d’un entier n. Il est en particulier
conjecturé dans [4], chap.5, p. 98, que les fonctions e(n) et u(n,«) possedent des lois de
répartition limites. L’un des objectifs du présent travail consiste a établir cette conjecture.
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Nous notons ® la fonction de Gauss

B(y) = \/% /_y et (yeR).

Théoréme 1.1. Les fonctions arithmétiques n — e(n) et n — u(n,a) (o > 1 —log3)
posseédent des lois de répartition limites dont la fonction de répartition commune F' est
définie par F(y) := ®(y/log3). Plus précisément, pour tout a > 1 — log 3 fixé et unifor-
mément sous les conditions x > 16, y € R, nous avons

1y > 1—wF(y)+O<$(kl)0g7\/;_2>, > 1—xF(y)+o<%>.

e(n)<y u(n,a)<y
De plus, la loi de répartition de la fonction n +— u(n,1 — log 3) est donnée par

N _J0 siy<O0
F(y) '_{<I>(y/log3) siy >0,

et, lorsque o = 1 —log 3, la seconde relation (1-1) a lieu uniformément pour x > 16, y > 0,
quitte a remplacer F' par F™*.

Remarque. Lorsque o < 1 —log3, on a U(n,«) = 1 pp; la question de la répartition de
u(n, ) est donc sans objet.

Pour tout entier n > 1 et tout réel ¢t > 0, nous posons
(1-2) Vi t)=V - (n,t):= > 1, Vi(nt):=1+ > 1,

dd'|n,(d,d")=1 dd'|n
[log(d'/d)|<t 0<|log(d’ /d)|<t

de sorte que
(1-3) E(n) =min{t > 0:VE(n,t) > 1}, U(n,a) = V(n,(logn)*) (n>=1).
Notre approche consiste & évaluer V*(n,t) sur les ensembles

Ew(x) ={n <z :whn)=w}

lorsque le parametre entier w est voisin de ’ordre normal log, z.
Nous posons
Tul(@) = €@ (@3 1),

Sauf mention contraire, dans toute la suite de ce travail, les constantes impliquées par
les symboles < de Vinogradov et O de Landau sont absolues et la lettre ¢, avec ou sans
indice, désigne une constante absolue strictement positive.

Théoréme 1.2. Pour une constante convenable ¢ > 0 et sous les conditions

r>16, t>0, weN, |w/logyz—1]<c, Sloggr <& < 15logyz,

I'inégalité

t3%Wweds
14 Vtnt) <14+ ——
(14 () <14 52

a lieu pour tous les entiers n de €,,(x) sauf au plus < T, (x)e~¢/?** exceptions.
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Théoreme 1.3. Soit B > 0. Il existe une constante c¢; > 0 telle que, sous les conditions

x>16, 0<t<logz, (logyz)'" <y < (logx)”,

1-5
o) weN, |w—logy x| < (logyh)'/*(logy 2)"/?,

P'inégalité

3vt
— t 2
v (n7 ) w 1ng

ait lieu pour tous les entiers n de &, () sauf au plus < e~*V1°8¥ 1 (1) exceptions.
Désignons par 2(n) le nombre des facteurs premiers d’un entier n, comptés avec
multiplicité, et posons

(1-6) Qy) :=ylogy—y+1  (y>0).

Une version quantitative classique de I'inégalité de Hardy—Ramanujan — voir par exemple
[16], formule (3-52) p. 438 — stipule que, pour tous € €]0, [, z > 3, on a

(1-7) (1—e)logyz <w(n) <Qn)<(1+¢e)log, =

pour tous les entiers n < x sauf au plus < e 2x(logx)~?1+9) exceptions. Cela nous
permet de déduire des Théorémes 1.2 (avec { := 3 logs @) et 1.3 (avec ¢ := (log, x)'°) le
corollaire suivant, établi grace aux formules (1-3).

Corollaire 1.4. (i) Pour chaque « €] — o0, 1] fixé et tout = > 16, les inégalités

logn

(1-8) E(n) > W7 U(n,a) <1+ 3w(n)(10g2 n)°(logn)*~"
2
ont lieu pour tous les entiers n < x sauf au plus < z(log, )~ /183 exceptions.

(ii) Il existe une constante by > 0 telles que, pour chaque o €] — o0, 1] fixé et tout x > 16,
les inégalités

3w(n) (logn)>—1
2(logyn)10

2logn
(19) E(n) < W(IOgQ n)l(]? U(H,Oé) P

aient lieu pour tous les entiers n < z sauf au plus < xe V1983 oxceptions.
Nous pouvons également exploiter les renseignements acquis sur la taille des ensembles
exceptionnels pour obtenir une évaluation uniforme, valable pp, de la fonction t — V(n,t).

Corollaire 1.5. II existe une constante absolue A > 0 telle que

w(n) w(n) 736
3 te—A(IOgS TL)2 g vi(n,t) < 1 + t3 (10g2 n)

1-10
( ) logn logn

(0<t<logn) pp.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer les Théoremes 1.2 et 1.3 avec
€ :=245loggx, 1 = e2(lo8s I)Q/Cf,

aux points tests t; := e/ (—logyz—1 < j < 1+1log, z). Le résultat annoncé découle alors
de la croissance en t de V(n,t). 0
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Ce résultat permet a son tour I’estimation de fonctions arithmétiques générales du type

9(n; f) = > f(log(d'/d)).
dd'|n
d<d’

Nous dirons qu’une fonction f :]0, 0o[—]0, oo[ est & croissance polynomiale s’il existe une
constante K(f) > 0 telle que

f(a) /b5 < flab) < f(@p®D (e >0,b>1).
Corollaire 1.6. Soit f :]0, 00[—]0, co[ une fonction a croissance polynomiale. Nous avons
Bw(n) O 1 2 logn
(1-11) (s f) = e [ ftdt pp.
(

logn log 1) /3 (n)

Le cas f(t) := 1/t* (o> 0) de (1-11) est particulierement intéressant. Nous obtenons

1 3w(n)+3aw(n) o R
1-12 = ((logz n)”)
(12 2 o/~ (osm ¢ b
d<d’

ce qui indique notamment que la sommation est essentiellement dominée par son plus
grand terme si, et seulement si, o > 1.

2. Preuve du Théoréme 1.1

Le Théoreme 1.1 découle du Corollaire 1.4 — mais on pourrait également utiliser une
variante effective, établie de la méme maniere, du Corollaire 1.5 — par le biais du théoreme
classique d’Erdés-Kac, dont nous rappelons ci-dessous un énoncé avec terme d’erreur
optimal.(!)

Lemme 2.1 (Erdds-Kac). Nous avons, uniformément pour x > 3 et y € R,

(2-1)

{néx : w(n) — log, @ <y}‘ :xCI)(y)—i—O(L).

\/1og, \/1og,

Cela permet de prouver tres simplement le Théoreme 1.1. Nous nous contentons de
fournir les détails dans le cas de la fonction e(n), les calculs étant essentiellement identiques
pour u(n, a).

Il résulte des Théoremes 1.2 et 1.3 que I'on a, pour une constante A convenable,

logn logneA(log3 )2

2:2 o S <
(2:2) 3«(n)(log, n)A ) 3w(n)

pour tous les entiers n < z sauf au plus < z/log, x exceptions. En reportant dans la
définition, nous obtenons, pour ces mémes entiers,

(log 3){logy n — w(n)} (logz n)?
V/1og,y n +O<\/10g2n>'

Au vu de (2-1), cela implique immédiatement le résultat annoncé.

e(n) =

1. Voir, par exemple, [16] p.474
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3. Preuve du Théoréme 1.2

3-1. Lemmes

Le résultat suivant, établi dans [14], fournit une borne supérieure, génériquement exacte
a une constante multiplicative pres, pour la valeur moyenne sur €, (z) d’une fonction
multiplicative positive ou nulle vérifiant une condition de croissance peu restrictive.

Ici et dans toute la suite, la lettre p désigne exclusivement un nombre premier.

Lemme 3.1. Soient A et B deux nombres réels > 0 et f une fonction arithmétique
multiplicative & valeurs dans [0, 400 telle que

S f)leer <Ar @z2), YW cp

pYszT p v=2 p

Pour w > 1, x > 2, nous avons

Ax wot
> 0 i (2 E)

n€ly (x) P p

otl la constante implicite est absolue. En particulier, pour toute constante R > 0, et
uniformément sous la condition 1 < w < Rlog, x, nous avons

o S s < mioen {3 1)

n€lqy () P<T

ott I'on a posé g := (w—1)/log, x et ou la constante implicite dépend au plus de A, B, R.

Nous ferons un usage essentiel du résultat suivant, relatif au nombre des entiers n sans
petit facteur premier et pour lesquels w(n) est fixé. Nous notons P~ (n) le plus petit
facteur premier d’un entier naturel n avec la convention P~ (1) = co. Pour z >y > 1 et
k € N*, nous posons

m(2,y) = {n < 2 : w(n) =k, P~(n) > y}].

Lemme 3.2. Soit R > 0. Il existe ug = ug(R) > 0 tel que 'on ait uniformément pour
u:= (logx)/logy > up(R), 1 < k < Rlogu,

r (logu)F—1!
(32) (@, y) = log (l(kg—)l)! ’

Démonstration. L’estimation indiquée est une conséquence tres affaiblie de formules
asymptotiques dues & Balazard [2] (lemme 5) et Alladi [1] (théoreme 7). Alladi montre
que I'on a uniformément pour exp{(log, x)3} <y < /z et 1 <k < Rlogu,

ez (logu)F!

(3-3) @) = T e s (=11 {1+03<ﬁ>}

avec & := k/(log u—’y).(2) Balazard, en employant d’ailleurs de maniere essentielle d’autres
formules établies par Alladi dans [1], montre que

(3-4) (2, y) = 9(0y) lozx (lg)kgf)f)!l {1 + OR(10g12 95)}

2. Ici, nous désignons par I' la fonction Gamma d’Euler et par v la constante d’Euler.
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uniformément pour 2 <y < exp{(logz)*°}, 1 <k < Rlogu, avec o := (k —1)/logu et
(logy)? 1ye 1\e 0
oo o= VB TT (12T (1= 2)° (1 -2,
Ple+1) 2N p/ SN p p—1

La relation (3-2) résulte immédiatement de (3-3) et (3-4). Nous omettons les détails de
la vérification. O

Lemme 3.3. Sous les conditions k € N*, x > y > exp{(log k)?}, u := (logz)/logy, nous
avons uniformément

z  (logu)*"Vk
logxz (k—1)!

(3-5) Tz, y) <

Démonstration. Considérons d’abord le cas k < 2logu. Nous avons alors

r (logu)k—1!

logz (k—1)!

(3:6) m(z,y) <

Cela résulte du Lemme 3.2 si u > uo(2). Siu < ug(2), alors k est également borné et (3-6)
résulte par exemple du crible de Brun.

Plagons-nous donc dans le cas k > 2log u. Pour tout z > 1, nous pouvons écrire, notant p
la fonction de Mdobius,

me(my) <z Y0 p(m)?(z - )¢

mn<x
P~ (mn)>y
T z—1 1
_r 1 ) el 2(, _ 1)w(m)
gy WL ()5 X w1
y<p<x z/y<m<zx
P~ (m)>y
1 —1
<<:r(k41—z/u) H (1+z )
zrlogy y<p< p
1 i
z*logy

ou avant-derniére majoration a été obtenue par application du th. 01 de [4]. Cela implique
immédiatement le résultat si £k = 1, en choisissant par exemple z = 1. Si k& > 2, nous
choisissons z := k/logu > 2 en tenant compte du fait que u > k. Nous obtenons

ef(logu) /Rt o5t o (logw*VE _ & (logw) 'V,

(@, y) < log y " logx k! logz (k—1)!

a

Les deux lemmes suivants concernent la répartition des facteurs premiers des entiers

de &, (x). Nous désignons par {pi(n) : 1 < k < w(n)} la suite croissante des facteurs
premiers distincts d’un entier générique n et posons

w(n,t) = Z 1, Qn,t):= Z v (n e N*, t >0).

p”[n p”[|n
p<i p<i
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Lemme 3.4. Soit R > 1. Sous les conditions

1
r>16, 3<&E<z, weEN, Elonggnglong,

0:=(w—-1)/logyz, 1<a<2, [:=0Q(1/a),

les inégalités

: - 1 < )
(3:7) Jax {w(n,t) — aplog, t} < 0
. 0
3.8 { -2 t} >0,
(3-8) Juin qw(n,t) — - logy

ont lieu pour tous les entiers n de &, (x) sauf au plus <g 3~ *(log&)Pm,(x) exceptions.
Si nous supposons de plus a < ag < 2, les mémes estimations sont valables pour Q(n,t)

a la place de w(n,t).

Démonstration. Contentons-nous de considérer (3:7), le cas de (3-8) et de la fonction

Q(n,t) relevant de manipulations identiques. Pour j € J := [log, & — 1,logy x + 1] NN,

posons t; := expexp j. Notant E I'ensemble des entiers n de &, (z) tels que

) —ao(j — 1)) >0,
r;lgg{w(n ;) —ao(j—1)}

nous avons, pour tout y, 1 <y < 2,

|E| < Z Z gt —eeG=1) b goer () Zy‘“gjeg(y_l)j,
jGH nEEw(x) ]63

ou la derniére majoration résulte du Lemme 3.1. En choisissant y := a €]1,2], nous
obtenons

|B| < 67 (log €)My (2),
avec 31 := 0Q(a) > f.
Considérons a présent un entier n € €,,(z) \ E. Pour tout ¢ de |¢, z], il existe un unique
indice j € J tel que t; <t < t;11. Nous avons alors

w(n,t) Sw(n,tjr1) < aplogyt; < aplogyt,

donc n satisfait (3:7). 0

Lemme 3.5. Soit R > 1. Sous les conditions

1
39) z>16, 3<{<logyz, weN, HlogzSw< Rlogyz,
0:=(w—1)/log,x, 1<OK<%> 8= Q(a),
les inégalités
logx
] = Rt B — <
10 i e ()~ -0} <
log w—k
11 i { 1 < )— }2 -
1) B2 o))~ e 7

ont lieu pour tous les entiers n de &,,(x) sauf au plus < e P m,(x) exceptions.
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Démonstration. Commengons par évaluer le nombre des exceptions a (3-10). Le résultat
annoncé étant trivialement vérifié si & < 2R, nous pouvons supposer dans la suite £ > 2R.
L’expression entre accolades dans (3-10) vaut

(1—-o)w—14 ak — plog, pr(n).

Elle est donc au plus égale a & lorsque ak < (o —1)w+ 3¢ < (a — 1)w+E + plog, 2. Dans
le cas contraire, elle est évidemment majorée par y — olog, pr(n), avec
(o —Dw  3Ba+1)¢

L _ 3 _ _ >
yp =k —3(a—1)(w—k) > 1o + 160 >

wiN

&.
De plus, pour tout n de &, (x), 'inégalité

(3-12) Y — ology pr(n) > 2¢

équivaut a w(n) — w(n, z,) < w — k ot 'on a posé 2, := expexp{(yx — 2£)/0}.

Désignons par Wy le nombre des entiers n de €,(z) vérifiant (3-12), de sorte que
> <k<w Wk représente une majoration du nombre des exceptions a (3-10). Pour tout
v €]0, 1], nous avons

Wi, < Z peM—wlmz)th—w o () exp{(k — w) logv + o(v — 1)(logy © — logy z1)}
n€&y ()

L () exp{ —(w—k)logv+ (v—1)(3Ba+1)(w—k) + %5)},
en vertu du Lemme 3.1. Choisissant v := 4/{3a + 1}, nous obtenons
Wi < 1 ()= @) w=k)/v=3(1-0)¢

On déduit le résultat annoncé de cette estimation par sommation sur k < w en observant
que 2(1 —v) =2(a—1)/(Ba+1) > Q(a) pour 1 < a < 3.

Des manipulations similaires permettent d’estimer le nombre des entiers n de &, (x)
contrevenant a (3-11). L’étape liminaire consiste a se ramener, trivialement, au cas
k < w — a&. 11 suffit ensuite d’observer que tout entier n contrevenant a (3-11) vérifie

wn) —wn,zr) Zw-—Fk

avec xy = expexp{(w — (w — k)/a+ & — 1)/0}. On peut donc majorer le nombre des
entiers exceptionnels par

(3-13) Z Z @ (n)—wn,zg) —wtk <<7Tw(x)Q(a)’1e’Q(°‘)f.
kLw—ag nely, (z)

(|
Introduisons, pour chaque entier n de €, (z), les produits
(3:14) = [1 p»®  0<k<w)
1<5<k

ol v;(n) désigne I'exposant de p;(n) dans la décomposition canonique de n. Notre dernier
lemme concerne le comportement normal des facteurs premiers multiples des entiers de
Ew (). Nous considérons en particulier la fonction de Piltz

o= 1=T1("}%) w20

dd'in  p¥ln
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Lemme 3.6. Soit R > 1. Sous les conditions

1
(3-15) x>16, weN, Elome‘gnglogQw, T>1,
nous avons
(3-16) sup T3(npy)/3" < T
1<k<w

pour tous les entiers n de &,,(x) sauf au plus < m,(z)/T. De plus, la relation
Ik € [26,w] : pr(n)?|n

est réalisée pour au plus < e~@(2)¢r, () entiers de &, (x).
Démonstration. Nous avons T3(nj) /3" < 3(n)/3% = 75(n)/3*(™) pour tout indice k. Or

> o <o)

ne&y ()

d’apres le Lemme 3.1. Cela établit la premiere assertion de ’énoncé. La seconde résulte
du Lemme 3.4 avec par exemple « := 2 : le nombre des entiers exceptionnels est

< ()o@ 4+ Z Z Tw—1 (1%) < Ty () <e*Q(%)5 + exp{—eﬁ/R}).

v>2 p>expexp(¢/R)

3-2. Complétion de l’argument

La constante ¢ étant supposée assez petite et les parametres w, &, vérifiant
weN, (I-c)logyz <w< (14c)logyw, Llogsa <& < 155 logy 2,

nous posons
logx
9= —2 9t = e Hlogz.
263¢3wyy’ &
11 suffit d’établir (1-4) lorsque 9~ < t < 9F. Lorsque ¢t > 97, I'inégalité est impliquée
par la majoration triviale V*(n,t) < 73(n) au vu du Lemme 3.6. Lorsque t < 97, le
résultat appliqué & ¥~ fournit V*(n,t) < V*(n,9~) = 1 avec la majoration requise pour
le nombre des exceptions. Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons donc

9 <t <9

Soit « := % €]1,log 3]. Pour chaque valeur du parameétre entier £, nous considérons le
sous-ensemble €} (z) de €, (x) défini par les inégalités (3-10), (3-11) et les conditions

. k 3 2
(317) ,Juin log;pr(n)/k > 1/(ea), max ms(nyy)/3" < (/2)%, pe(n)’ln =k < 2€.

D’apres les Lemmes 3.4, 3.5 et 3.6, nous avons

(3-18) T () = &5 (x)| = {1 - Be_’g{}ﬂw(x)
ot B := min{Q(3), 15 Q(1/®),Q(x)} et B est une constante convenable. Notons que

1
B2 zm
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Posons
(3-19) Vi(m, 2) := > 1 (meN* z€eR),

dd’'|m
0<|log(d' /d)—z|<t

de sorte que V*(m,t) =1+ V;(m,0) pour tout entier m. Notons que
(3-20) Vi(mn, z) < Z Vi(n,z +log(d'/d)) (m>=1,n>1,z€R)
dd’'|m
avec égalité si (m,n) = 1.
Notre méthode consiste a évaluer Vi(np,0) par récurrence sur k, 2§ < k < w, en
exploitant la relation

(3-21) Vi(npk11],0) = Vi(n, 0) + 2V, (nk), log pri1(n)) (26 < k <w).
Plus précisément, nous employons une méthode d’espérance conditionnelle analogue a
celle qui a été utilisée dans [13], [7] et [8] pour majorer les moments de la fonction Delta
de Hooley, et nous sommons la relation (3-21) sur ’ensemble de tous les entiers de £ (x)
tels que nyy) /1o est fixé. Spécifiquement, posant

Ak :={a:3In € &} (x), n[k]/n[%] =a} (26 < k <w),

Me(k,a) := {m : In € & (x), ny = ma} (26 <k <w,acAyg),
Mﬁ = U U M,g(k‘,a),
26<k<w a€Ay

nous pouvons écrire, pour a € Ay, 26 < k < w — 2, compte tenu de (3-17),

Sk+1(a) = Z {‘/;f(n[k—l-l} ’ 0) - V;f(n[k] ) 0)} 10gpk+1(n)
nes; (x)
Nk /nizg =0
_ x
(3-22) < EMZ(k | {Vi(map,0) — Vt(ma,o)}(logp)ﬂw—k—l<m—ap7p)v
m 13 ,a

Pt (m)<P~ (a)
Pt(a) <p<\/x/m
oll, ici et dans la suite, P™(m) désigne le plus grand facteur premier de l’entier m avec
la convention PT(1) = 1. La premiére des conditions (3-17) garantit que l'on a, dans la
derniére sommation,
logy p > 2¢/pa > 2logy{1 + w — k}.

Nous pouvons donc employer le Lemme 3.3 pour majorer m,,_x—1(x/map, p), soit

x /W {log u(ma)}v=F-2
323 w1 (=—p) ,
(3:23) k-1 map P) < maplog(x/ma)  (w—k —2)!
ou l'on a posé

_log(xz/ma) _ log(x/map)
u(ma) := log P+(a) > log p

La minoration de p,(n) contenue dans (3-10) implique log(x/ma) > e~¢/2logx pour
tous a € Ay, m € M¢(k,a). Par (3-21), nous obtenons donc

Z z/wet/ {log u(am)} w2

malogz  (w—Fk—2)!

(3-24) Skt1(a) <€

Yi(ma)

meMe (k,a)
Pt(m)<P~ (a)
avec

3 Vi (ma, log p) logp.

Yi(ma) := »

p>P+(a)
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En exprimant V;(ma,logp) comme une somme sur les diviseurs de ma et en interver-
tissant les sommations, nous obtenons

(3-25) Yima)< 3 3 logp.

dd’|ma p>Pt(a) P
—t—log(d’/d)<log p<t—log(d’/d)

Notons que log P*(a) > ¥/ en vertu de (3-17). D’apres le théoreme des nombres
premiers, la somme intérieure de (3-25) vaut donc

2t + O(exp{—ek/%‘g}) < t,

ou la derniére majoration est justifiée par la minoration k& > 2§ > 2aplogy x des que, par
exemple, ¢ < 17. Il suit

Y;(ma) < tr3(ma) < t3%(e/2)°.
Reportons dans (3:24). Posant L := 1+ 1/p — log 2, nous obtenons

}w—k—Q
Sk+1(a) < .

wel€ 3kt Z {log u(ma)

(3-26) (w—Fk—2)!logx ma

meMe (k,a)
PT(m)<P~(a)

Notant P*(a) = P*(ma) = p, b = ma/p, avec donc w(b) = k — 1, nous avons
> {logu(ma)}* =72 _ D> (logy @ — logy p)*~* 2
ma(w —k —2)! pb(w — k — 2)!

a€Ay, meM¢ (k,a) p<z w(b)=k—1

Pt (m)<P~ (a) k<oalog, p
PT(b)<p
log2 x — log2 p)YF2(log, p)*F 1
<
pg; —Dlw—k—2)!
(log, l’)w72 < w (logy 2)* "
(w—3)! (w—1)!
En reportant dans (3-26), il suit
> {Vi(nggs), 0) = Va(ng, 0)} log prya (n) < 35w et m, (x),
neés ()
et donc, en vertu de (3-10),
t?)kwg/Zea(w_k)/9+(L+l/Q)§
(3-27) Z {Vi(nigs1),0) = Vi(npy, 0)} < logz T ().
neéy, (z)
Par sommation sur k €]2§, w — 2], il suit
13Wq3/2e(L+1/0)¢
> {Vilnp,0) = Vilnpg, 0)} < = ———mu(@)

nely (x)

Posant K := L+ (+1/0=14 3+ 2/0—1log2, nous en déduisons que
t3w3/2eKE

(328) Vt(n[w_l],O) — W(n[gﬂ,O) < 710gz

pour tous les entiers de &, (z)sauf au plus < 7, (z)e™5¢ exceptions.
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En choisissant la constante ¢ de ’énoncé du Théoreme 1.2 assez petite, il s’ensuit que

la majoration
3w we3¢

3-29 VT (np-15,t) < VT )+ ——
( ) (n[w 1}7 )\ (n[2§]7 )+ 410g$
a lieu, pour tout t € [9~, 9] et tous les entiers n de &, () sauf au plus < m,(x)e 5.

Soit alors zg := expexp{4¢/(1 — ¢)}. D’apres (3-8) avec @ = 2 et t = zp, nous avons
pa2e(n) < zo pour tous les entiers n de €, (x) sauf au plus < e 4Q(/2)¢r  (2) exceptions.

De plus, la relation
Z (%)Q(")fw(") L (),
neéy ()

qui découle du Lemme 3.1, fournit, quitte & négliger < (2/3)%m,(z) nouveaux entiers
de €, (), la majoration njge < 2 := zE,

Nous avons donc VT (njag),t) < 1+ Vo(n) +2Vi(n) avec

Vo(n) = Z 1, Vi(n) = Z Z 1.
d|n dln 1<d<d’'<etd
1<d<et d<z
Nous allons montrer que la majoration
t3"
3-30 Vin)< — (1 =0,1
(330) i <o (=0
a lieu pour tous les entiers restants sauf au plus un nombre acceptable d’exceptions.
Lorsque j = 0, nous pouvons supposer t > log2 puisque Vy(n,t) = 0 dans le cas
contraire. Soit h := (logz)'/1°. D’aprés le Lemme 3.4, nous avons

Q(n, e < (14 ¢)plog(t + h)
pour tous les entiers n de €, (z) sauf au plus < 7, (x)/(logz)” exceptions, ou 'on a posé
B:=&(1-¢)Q(1/(1+ ¢)). Cela implique, pour les entiers non exceptionnels,
Vo(n) < 229) (¢ + p)A+e) loe2,

Nous en déduisons bien (3-30) pour 7 = 0 dés que c est assez petite puisque le membre de
droite de (3-30) excede t(log x)(1—¢)log3-1,

Pour traiter le cas j = 1, nous observons que tout couple {d,d'} compté dans Vi(n)
vérifie

)B

t >log(d'/d) > log(d'/(d' — 1)) > 1/d > e t/d
et donc d > e~!/t. Nous pouvons alors écrire
1 1 1
d vim) <z ) y > - <t > - < twlogz.
n<x e—t/t<d<z d<d'<etd e—t/t<d<z
11 s’ensuit que (3-30) a lieu pour tous les entiers n < x sauf au plus
() (w—1)!(logx)?log 2

z(log ) log z
< 3% (log, 7)1

3w

T (7)
(log 2)1/50°
des que € < ﬁ log, x et la constante c est assez petite, par exemple ¢ < %. Cela établit
bien (3-30) pour j = 2.
La conjonction de (3-30) et (3-29) fournit donc 'inégalité
t3Wweds

2logx

& oy (z) (log )@@ —eloe3+ (1og, 1)1/21og 2 <

(3-31) Vi(npw-11,0) <

pour tous les entiers de &, (x) sauf au plus < 7, (x)e™?¢ exceptions.
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Il reste & examiner linfluence du plus grand facteur premier p,(n) sur la quan-
tité V1 (n,t). Nous avons

(332)  VH(n,t) = 1+ Vi(nw 1,0) + 2Vi(npw_1logpu(n)  (n € E5()).

Pour majorer le dernier terme, nous considérons la fonction sommatoire

S(x) := Z Vi(jw—1],logpw(n)) < v Z () Z 1 (0<v<).
nee (z) nees (z) dd’'|n
0<|log(d’'/d)|<t
Pt (n)|dd’

D’apres (3-10) avec k = w, nous avons log Pt (n) > e~¢/2logxz pour tous les entiers de
€* (x). Compte tenu de la condition ¢t < ¥+ = e X logx, il s’ensuit que nous pouvons
supposer, dans la derniere somme intérieure,

min(d, d') > 1 := exp {Le7*/¢log x}.

11 suit
S(ac) < vV Z ,Uw(dd’) Z ,Uw(mdd’)fw(dd')'

z1<d<d m<x/dd’
0<log(d’'/d)<t

Nous pouvons majorer la somme intérieure en notant que la fonction m — v*(mP)—w(D)

est multiplicative pour chaque D > 1. En recourant, par exemple, au théoreme II1.3.5
de [16], nous obtenons la majoration

w(dd’) 2 v—1
—w v x
S(z) < v vz g , cp(dd’)(lOg@> ,
z1<d<d
dd' <z

O<log(d’/d)<t

ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. En employant alors le théoréme de Shiu [11]

comme dans [4] — formule (5.28) —, nous obtenons, pour chaque d, par sommation
d’Abel,

Uw(dd/)—w(d)

o(d’)

(log %)v_l < U;Eld) (logx1)* ™! <log z—g:)U_l.

D

z1<d<d'<z/d
O<log(d’'/d)<t

Nous avons donc finalement établi que

S(z) < tzv~ " t(logz)" " Z
z1<d<VT

v (@ d 2x
( log

v—1
—w—2_,(1-v 3v—2
()2 ﬁ) < tzv ell=v)¢/e(log 1) .

Pour le choix v := /3, il vient

taede/43w 3V /w e3¢/
S 2 2 vVEE
(@) < (log z)Q(e)+1 < () log z
Il s’ensuit que la majoration
t3Waw e3¢

Vi(npw—11,10 n)) <
t (Nw—1],10g puw(n)) < Tlogz
a lieu pour tous les entiers n de &, () sauf au plus < 7, (z)e#¢ exceptions.
En reportant dans (3-32) et en tenant compte de (3-31), nous obtenons bien le résultat
annonce.
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4. Preuve du Théoréme 1.3
4-1. Notations

Le parametre v étant fixé en fonction de x comme indiqué dans I’énoncé, nous nous
donnons une constante ¢y > 0, qui sera choisie ultérieurement suffisamment petite pour
0 )
que 2¢qlogy < %logQ x, et nous posons

L :=1logy x — 2¢cq log v, M :=logsx —cologp, h:= [\/00 logw} ,

(4-1)

Nous rappelons la définition de la fonction @ en (1-6).
Enfin, pour tous n € N*, k € N, nous posons

ng 1= H p.

pln
p<expexpk

Observons que la fonction n +— ny est un analogue multiplicatif de la fonction n — ny
considérée dans la preuve du Théoreme 1.2.

4-2. Propriétés arithmétiques des entiers ayant w facteurs premaiers

Nous nous proposons dans ce paragraphe d’établir les propriétés essentielles nécessaires
a la preuve du Théoreme 1.3 et qui concernent la répartition des facteurs premiers des
entiers de &, ().

Lemme 4.1. Soit K < log, z. L’encadrement

1 w(n) —w(ng)
L2 VL2 0<k<l - K
2 (logy ) — k ( o8z )

a lieu pour tous les entiers n < x sauf pour au plus < xe 5/12 exceptions.
Démonstration. Cela résulte immédiatement du lemme 4.5 de [8] en choisissant, dans

I’énoncé de ce résultat, u :=k, v:=logyz, & = & 1= \/v — u et en sommant sur k. 0O

Lemme 4.2. Soit A > 0. Sous les conditions

x>16, we[l,Alogyx]NN, gg:= v

log,

(4-2) 14 1
0<a<l, f=oQ) 5 ﬁlog(—_ﬁ) <T<h,

I'inégalité

(4:3) Hk € X : min w(ng) — w(ng—s)

> > LK =2
T<s<h S QOH > 101X = 1

a lieu pour tous les entiers n de &, (x) sauf au plus < m,(z)e=#T"/20 exceptions.

Démonstration. Notons D(n) le nombre des indices k € K qui ne sont pas comptés dans
le membre de gauche de (4-3), de sorte que (4-3) équivaut & D(n) < {5h. Soit £ € [1, h).
Nous avons

[{n € &u(x): D(n) > £} < Z Z H Z Q@ (k) —w(ng—_s)—ogos

n€w(z) HCK keH T<s<h
|3|=¢
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En développant le dernier produit et intervertissant les sommations, nous obtenons

{neéu@) :Dn)=|< Y Y a @™ N fno)

HCX oe[T,h[* nELy, ()
|H]=¢

ott nous convenons que [T, hl:= {s € N: T' < s < h} et avons posé Tr(0) := >, .4 0(k),

f(n;o) = [ a¥mmetmaw) (o € [T, AY).
keXH

La derniere somme releve du Lemme 3.1. Comme les intervalles |k — h, k], et donc aussi
les intervalles |k — o(k), k|, sont deux a deux disjoints lorsque k parcourt H, il vient

> fns0) <amul@) exp {ola—1) Y Sklo)},

n€ly (z) keXH
ou 'on a posé
o= Sle)= Y =) +0(e)
log, z’ ' '

k—o(k)<log, p<k p

Comme ¢ < L, nous obtenons

(44) ‘{n c gw(l‘) : D(n) 2 g}‘ < Ww(m) Z Z e{Q(Olfl)*aQO loga}Tr(U)_
2K oelTn

Observant que

ola—1) —agologar = —poQ(ar) + O(1/logy ) = = + O(1/ log, @),

et que hl < log, z, nous déduisons de (4-4) lestimation

‘{neﬁw(a?):D(n)>£}‘<<7rw(x) 3 { 5 e_ﬁs}e
Ech:xg T<s<h

L Ty () (Z) e PTH1 — e ) <y (2)2"e PTH1 — e P) 4.

L’hypothese (4-2) implique e A7 (1 — e #)~1 < 2719 ~AT/2 Pour le choix £ := 14 [h/10],
la dernieére majoration est donc < 7, (z)e=#Th/20, 0

Lemme 4.3. Soit R > 0. Pour z > 16, w € [1, Rlog, ] NN, 1 < k <logyz, T > 0, on a

(4-5) H p” < exp(Ter)

pY|In
p<expexpk

T/2

pour tous les entiers n de £,,(x) sauf pour au plus < e~ */*m,(x) exceptions.
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Démonstration. Désignons par n(k) le membre de gauche de (4-5) et posons o := 1e™.
Le nombre des entiers exceptionnels au sens de ’énoncé ne dépasse pas
e~ T/2 Z n(k)® <g e 2, (2),
neéy (x)
ou la majoration résulte immédiatement de (3-1). O

Lemme 4.4. Sous les conditions x > 16, w € [1,2log, x| NN, I'inégalité
(4-6) |{k € X : logny < 40ek}| 2K = h
a lieu pour tous les entiers n € &, ( ) sauf au plus < e "'m,(x) exceptions.

Démonstration. Notons F(n; X) := |[{k € K : logn;, > 40e*}|. Ainsi (4-6) équivaut a
F(n;X) < h/10. Nous avons

F(m; %) < Fi(n) + Fa(n)
ou Fi(n) dénombre les indices j € [1, h] tels que
(Fy) logng, , > 2hehi-1
et Fy(n) ceux pour lesquels
(F») log(ng, /mk;_,) > 39¢ki |
Soit £ := 1+ [h/20]. D’apres le Lemme 4.3 appliqué avec R := 2 et T := 2h, nous avons

(4-7) Z 1<% Z Fl(n)<<e_h7rw(x),

NnEE, (x) ne&y ()
puisque |K| = h < £.
Pour majorer Fy(n), nous écrivons, avec la méme valeur de ¢ et en posant a; = e™%i
(1<j<h),
IR SRR Sl | (TN
net, (z) ac{1,...,h} n€Ey (z) jEI
Fa(n)zt |a|=¢
La somme intérieure releve du Lemme 3.1. Elle est
Oé]' _ 1
cm@er{ey Y Pt am @,
J€J kj_1<logy p<ky p
ou l'on a posé g := (w —1)/logy x < 2. 11 suit
(4-8) Z 1 < 2he 3920Vl (1) « el ().
neéy, ()
Fa(n)>t O

Le résultat suivant est établi par exemple dans [4], p. 53, ou au lemme I11.4.13 de [16].
Lemme 4.5. Soit f une fonction 2n-périodique, a variation bornée sur [0, 27| et de valeur

moyenne
_ 1 271'
= — dzx.
Fimge | s@ar

Pour tout triplet (9,y,2) € R? tel que 9 #0,1 <y < z, on a

fﬁlogp - log 2 V(f) | M)+ @+ 9DV (S)
2 log(logy>+0<wuogy+ oVioEs )

ott 'on a posé M(f) := supx‘f ‘ V(f 27r‘df ’
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Pour tous n € N*, 9 > 0, posons

o(n,9) = H(l + 2 cos(dlogp)),

pln
o(n,9)?

wy(n) :=w(n,exp(1/9)), R(n,?):= Zw(n)+wy(n)

Le résultat suivant peut étre établi en appliquant successivement les Lemmes 3.1 et 4.5.
Nous omettons les détails qui sont semblables & ceux de la preuve du lemme 51.3 de [4].

Lemme 4.6. Soit R > 0. On a, uniformément pour x > 16, w € [1,Rlog,z] NN,
o:=w/logyx, ¥ >0etkeN,

Z R(ng, ) <gr {log(3 + 9)}om, ().

ne&qy ()

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Lemme 4.7. Soit R > 0. Sous les conditions z > 16, w € [1, Rlog, ] NN, ¢ := w/log, x,
V>0, H>1, k€N, I'inégalité

H
/ R(ng, 9) A < V H{log(3 + H)}*2
1
a lieu pour tous les entiers n de &,,(x) sauf pour au plus < m,(x)/V exceptions.

Lemme 4.8. Soient R > 0, 6 > 1. Sous les conditions x > 16, w € [1, Rlog, z] NN,
V' > 0, I'inégalité

cw
(4-9) ‘{k €eX: / R(ng, 9)— < Veld k= h>}‘ > 2h

a lieu pour tous les entiers n de €,,(x) sauf au plus < s T, (z)/V exceptions.
Démonstration. Posons ¢ := 1 + [h/10], et désignons par G(n;X) le nombre des indices
k € K qui ne sont pas comptés dans le membre de gauche de (4-9). Nous avons

Yo Y G < g Y et h>/ > Rl ) e

ne&u(x) neS (x) kGfK neE ()
G(n;X)>¢
T (2)
<R 75 o
Be-1nv
ou la derniere somme en n a été estimée grace au Lemme 4.6. O

Lemme 4.9. Soit R > 0. Sous les conditions
x>16, we [l,Rlogyz] NN, JeN, k; e N(0<j<J), 0=ky <k <...<ky,
nous avons

(4-10) S T Ry, 05) < e my(e) (679 <9 <e 1, 1<5 <))
nely (z) 1<5<J

ol ¢ est une constante absolue positive.



18 A. Raouy, A. STEF & G. TENENBAUM

Démonstration. Pour tous k € N, 9 > 0, nous avons

R(ng, ) < H (14 2cos(v logp))2

pln
1/9<log p<e

= H (1+ 2 cos(201ogp) + 5 cos(¥logp)).
pln
1/9<log p<e®

Par hypothese, les intervalles ]1/9;,e%] (1 < j < J) sont deux & deux disjoints. Il suit

[I Reaw,.95) < f(n)

1<5<T

ou f est la fonction fortement multiplicative définie par

fp) =142 Z 1[1/§jyek_7.](logp){ cos(29; log p) + 2 cos(d; log p) }
N

D’apres le Lemme 3.1, nous pouvons écrire, avec g := (w — 1)/ logy x

Z f(n) < my(x)exp {%Q Z Z cos(29;logp) + 2 cos(¥; log p) }

, p
n€ly (x) 1SIS T exp(1/95) <p<exp e¥i

Les sommes intérieures étant uniformément bornées en vertu du Lemme 4.5, nous obtenons
bien la majoration requise (4-10). O

Lemme 4.10. Soit R > 0. Il existe une constante cg = c3(R) > 0 telle que, pour tout
d > 1, et uniformément sous les conditions x > 16, w € [1, Rlog, x| NN, I'inégalité

© d9  czeld—DEk

ait lieu pour tous les entiers n de &,,(x) sauf au plus <g s e "m,(z) exceptions.
Démonstration. Posons £ := 1+ [h/10], et désignons par B(n;X) le nombre des indices
k € K qui ne sont pas comptés dans le membre de gauche de (4-11). Nous avons

Yo ¥ (02N Y e [ a0

N

ne&qy () nE&qy () Jc{1,...,h} j€d
B(n;X)>¢ |d|=¢
Ny ,
_ (5 ) 3 {Heu_a)kj}/ S IR0w, 90 T (1191?
€ HC‘{1‘7...,h} j€d A e, (z) jed icg I
=t

ou l'on a posé A(J) := [[;¢4 [e7ki,e7*i=1]. D’apres le Lemme 4.9, la somme intérieure

est < e2fr, (z). 1l s’ensuit que

Z 1 < my(x)2" g fec2 L

nE&qy (x)
B(n;X)>¢

Comme h < 10¢, le choix c3 := 2202410 permet de conclure. O
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4-3. Préparation

Dans ce paragraphe, nous mettons en place le cadre final de la démonstration du Théo-
reme 1.3.
Dans toute la suite, nous posons

(4-12) § = 2{1+1log3} ~ 1,04931, a:=d/log3 €0,1[.
Etant donnés B > 0 et = > 16, nous considérons des parametres 1, w tels que
(413)  (logo )" < < (logw)?, weN, |w—logyx| < (logy)"/*(logy x)/?,

et nous posons

w _ log x log x
00 = 00(w,2) i= ooy O =0 (w,n ) = HEV, OF = 0% () =

et rappelons les notations (4-1).

Pour tous ¢ > 0, T' > 0, nous désignons par 8,,(z; ¢, T) 'ensemble des entiers n de &€, (x)
qui vérifient les six propriétés suivantes :
w — w(nyg)

i) i< <2 (keX);

(1) 2 10g2$ _ k ( 6 ) )

(ii) Hk € X : min wlne) = w(ne—s) > a}‘ > Lh;
T<s<k s 10

(iii) |[{k € X :logny < 40e*}| > Zh;
(iv) Hk eX: fel_kﬂ%(nk, )dg/g < celd— 1)k}’ > 4h

v) 79 R(ng, 9)dY < et (logy 2)*0 /O~ (k € K);
(vi) II prm P” < 2119 ot M est défini en (4-1).

Le résultat suivant découle immédiatement des Lemmes 4.1, 4.2, 4.4, 4.8, 4.10, 4.7 et 4.3.

Lemme 4.11. Il existe deux constantes T' > 0, ¢ > 0 telles que, pour toute constante
B > 0, tout nombre réel x suffisamment grand, et sous les conditions (4-13), on ait

8w (z;e,T)| = {1 - (6*1)h}7rw(:r)
Pour chaque n € 8,,(x;¢,T), notons
(4-14) ki(n) < ka(n) < ... <ky(n)

les v := [h/2] plus petits entiers k distincts qui sont simultanément comptés dans les
ensembles apparaissant en (ii), (iii), (iv), et désignons par X,, leur ensemble.
Compte tenu de (4-1), nous déduisons de (i) que, pour tout n € 8,(z;¢,T'), nous avons

(4-15) Teolog ) < w — w(ng) < 4eglogy (k€ Xp).
Posons, avec la notation (3-19),

Li(m) ={z e R:Vi(m,z) >t/O"}, A(m):=mesL;(m).



20 A. Raouy, A. STEF & G. TENENBAUM

Lemme 4.12 (Lemme fondamental). Sous les conditions (4-13) et uniformément pour
x assez grand, n € 8, (x;¢,T), k € K,, et ©~ <t < O, nous avons

Ae(ng) > e

Démonstration. Nous employons la méthode développée dans [4] pour établir I'inégalité
(5-49), p. 109. Les détails étant tres voisins, nous nous limitons a des indications succinctes.
Pour tout entier m sans facteur carré, nous avons

t+logm 1/e” V2
3wim) < 7_g + 27r)\t(m)/ o(m,9)? dv .
o ~1/0-

Appliquons cette inégalité pour t € [©7,0T] et m = ny lorsque n € 8y, (z;¢,T), k € K,
en tenant compte du fait que (4-1), (4-15) et (iii) impliquent, si la constante cq est choisie
assez petite,

kqw w
log ni < 40e73 < lgwle) o t < ®_+ _3 < igwmk)_

O~ T Vlogx 4 - "6~ W

Posant

1/6~ 19)2
oum,

il résulte de ce qui précede que

Ae(ng)I(ng) > (n € 8u(x;e,T), k € X,),

167
de sorte que la preuve du Lemme 4.12 se réduit a établir que
I (nk) < e ",

A cette fin, nous introduisons les contributions & Iintégrale I(ny) des domaines d’inté-
gration [0,e?=*], [eT =% 1] et [1,max(1,1/©7)]. Nous notons ces contributions respectives
Ii(ng) (1 <j <3). Ici et dans la suite, le parametre T est tel que défini au Lemme 4.11.

Nous avons trivialement I1(ny) < e?=F. De plus, les propriétés (ii) et (iv) permettent
d’écrire

1 1
I(ng) := /Tk R(np, 9)3~@me)—wo (1) 4y < 3/k R(np, 9)3~1080") gy « o=,

Enfin, dans le cas non trivial o ©~ < 1, nous avons, d’apres (4-13), (4-15) et (v),

1/0-
Ly(ng) < 3 / R, 9)3 ) 4
1

4cq 1 40 .h
< (0 (;Ugéf) € <<,¢}3c0—1/2(10g2 x)4,goe—k <ok

sous réserve de diminuer convenablement la valeur de la constante cg. O

4-4. Complétion de ’argument

Nous utilisons la technique développée dans la preuve de la proposition 1 de [9] ou du
théoréme 1 de [12] et reposant sur ’argument mis en place dans [6].
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Soient B, x, w, 1, t satisfaisant (1-5). Observons d’abord, qu’il suffit d’établir que
Iinégalité

(4-16) V(n,t) >t/©~ (O- <tg o).

a lieu avec la majoration annoncée pour le nombre d’exceptions. En effet, si 'entier n de
Ew(x) vérifie (4-16), on a

+ w w
V(nt) > Vin,0+) > 2 =35 3"

+ <1
o= 0 2 Dlogz (07 <t<logx),

alors que la minoration requise découle de I'inégalité triviale V(n,t) > 1 lorsque t < ©~.
Nous pouvons donc nous limiter & établir (4-16).

Le nombre § étant défini par (4-12), les parametres ¢ et T étant fixés comme indiqué
au Lemme 4.11 et la suite {k;(n)}7_; étant définie, pour chaque entier n de 8, (z;¢,T),
comme précisé en (4-14), nous posons

EY:={necé&y(x):V(n,t) <t/07},
T i=1{n € 8y(z;¢,T) : V(ny, (n),t) <t/07} (1 <s<wv:=[h/2]).

On a clairement E" N 8, (z;¢,T) C T¥. En vertu du Lemme 4.11, cela implique que
(4-17) |EY] < |TY| + mo(x)e” ",

Nous allons estimer |TY¥| (1 < s < v) par récurrence sur 'indice s. Pour chaque s, nous
formons une partition de T selon les valeurs de ks(n) : notant

Top =75 N{n € 8y(w;¢,T) : ks(n) = k} (k € X),
HOUS avons

(4-18) TV=JT  (1<s<w).
keX

Nous introduisons alors, pour chaque s, les ensembles deux & deux disjoints

wo.__ . —
Sk = {méx.ﬂné‘f;‘:k,m—l—[ p”lIn p”}
log, p<k

et nous considérons l'ensemble DY, des entiers n de &,,(z) représentables sous la forme
2

n = mpgb ot m € MYy, P~(b) > exp(80e*) et (p,q) est un couple de nombres premiers
assujetti aux conditions suivantes :

e < logp < 40e*,
logp < log g < logp + 40¢*,
logq —logp € Ly(my).

Ainsi, les DY, sont également deux a deux disjoints et 'on vérifie sans peine I'inclusion

UngﬂSw($§CaT)C7;U\7;U+1 (I1<s<w).
keX



22 A. Raouy, A. STEF & G. TENENBAUM

Par le Lemme 4.11, nous en déduisons que

(4-19) Tl < ITY =D IDE] + mu(@)e 7" (1< s <),
keX

Il reste & minorer DY;. D’une part, nous avons

> Xy

meMy, (p,q) b

ou lastérisque indique que la sommation porte sur les entiers b < x1 := x/(mpq) tels que
P=(b) >y = exp(ef*+®) et w(b) = j := w — w(m) — 2. Les hypotheses du Lemme 3.2 sont
alors satisfaites et 'on a j < logu avec u :=logx/logy. D’ou

Z 1 (logyx — k)=1 _ z(logyx — k)7
(logz1)(j —=1)! = (mpg)j'logz

puisque j < log, z—k. Par ailleurs, le Lemme 4.12 permet, par une manipulation standard
reposant sur une application d’une forme forte du théoréeme des nombres premiers,

d’obtenir la minoration ) )
Yiytas
p P

Nous pouvons donc énoncer que
z(logy x — k)7

4.2 w
(4:20) sk > jllogx

1
m
mGM;’fk

D’autre part, nous avons
koK
(4-21) LD I D
mGM s,k b2

ou la double astérisque indique que la somme ainsi mentionnée porte sur les entiers
by < 29 := x/m tels que P~ (by) > exp(e¥) et w(bs) = w — w(m) = j + 2. En appliquant
le Lemme 3.2 et la propriété (vi), on obtient

*x :1:2 log2 x— kYTt z(logyx — k)
. 1< .
(4:22) Z + 1)!log x2 < mjllogx
Nous déduisons de (4-20), (4-21) et (4-22) D'existence d’une constante c; > 0 telle que

(4-23) DSkl = 5| Tkl

Supposons dans un premier temps que |E¥”| > (1 + 2/c5)e~ 1= x, (z). Compte tenu
de (4-17), pour tout entier s € [1,v], nous avons

TY) = (T > 1B = mu(x)e Um0 > (2/cs)my ()™ 1O,
11 découle donc des relations (4-23), (4-19) et (4-18) que
Tl < (1= 3e)|TY (1<s <),
ce qui implique par récurrence sur s
[T < (1= 5e5)"HTY] < mo(z)em e

Compte tenu de (4-17), nous avons donc finalement établi que I’on a en toute circonstance

|EY| < {e " 4 =170y (2) < e My, (2) < myp(z)e™ 2V Y,
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5. Preuve du Corollaire 1.6

)21/20

Pour n assez grand et tel que, par exemple, 39(") > (logn , ous posons

G(n) := 3°M /logn,

et L, :=exp {(A+¢,)(logyn)?} ot A est la constante apparaissant dans (1-10) et &,, est
choisi dans [0, 1] de fagon que

log{(logn)G(n)L,} _ log{3*™L,}

JIn = =
2log L, 2log L,

eN.

Définissons alors la suite ‘
Ty = G) ' LY (> 0),

qui vérifie donc 75, = logn. D’apres le Corollaire 1.4, nous avons

(5-1) To<EMn)<Ti  pp,

alors que (1-10) permet d’écrire

(5-2) LA72 <V (0, Tja) =V (0, Tj) < L7T (0<j < Jn) pp,

ol nous avons tenu compte de (5- 1) pour le cas j = 0. Par ailleurs, f étant nécessairement
continue, il existe une suite {fj Il telle que

logn
T<& < T (0<j<Jn), / fdt= S FEN T - Ty,

To 0<G<Jn
Il suit, pour presque tout entier n,
I(n; /) S LKD" fENVT(n, Tia) =V < Y f(G)LETsREY)
0<j<Jn O<]<J
logn
2G(n) LRI N T T — Tj} = 2G() L3R D) / f(t)dt.
0K < Jn To

Comme

1/G(n) L, /G(n) logn
/ f(t)dt < LKD) / f(t)dt < LK) / £(t) dt,

To 1/G(n) 1/G(n)

nous avons établi la majoration contenue dans (1-11).
Pour montrer la minoration, nous écrivons, compte tenu de (5-1) et (5-2),

d(n; f) = LQK(f) Z (&) {V*(n, Tji1) — \vas (n,Ty) /% Z F(&; LQJ 2-2K(f)

0<i<Jn 0<j<Jn
G( G(TL) logn
> 4L3—|—2K(f) O<]Z<J f(&) {TJ—H T} W /TO f(t)de pPP-

Cela complete la démonstration.
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