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Résumé. Nous généralisons aux semi-groupes convexes co-compacts un trés joli
théoréme de Patterson-Sullivan, donnant I’égalité entre exposant critique (c’est-a-
dire la vitesse exponentielle de croissance) et dimension de Hausdorff de I’ensemble
limite (c’est-a-dire la taille du plus petit fermé invariant non vide), d’un groupe
discret d’isométrie d’'un espace hyperbolique. Nous démontrons ce résultat dans
le cadre général des semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique
propre & bord compact. Pour cela, nous introduisons une notion d’entropie, qui
généralise la notion d’exposant critique des groupes discrets, et nous montrons que
celle-ci est égale a la borne supérieure des exposants critiques des sous-semi-groupes
de Schottky (c’est-a-dire les semi-groupes ayant la dynamique la plus simple). Nous
obtenons ainsi plusieurs autres corollaires tels que la semi-continuité inférieure de
I’entropie, le fait que 'exposant critique d’un semi-groupe séparé, qui est définit
comme une limite supérieure, soit en fait une vraie limite, et enfin 'existence de
« gros » sous-groupes de Schottky dans les groupes discrets d’isométries.
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1. Introduction

Le premier cas intéressant de la théorie de Patterson-Sullivan, est ’étude des
sous-groupes du groupe SL(2,R). Etant donné un sous-groupe I' de SL(2,R), on
s’intéresse & une donnée dynamique, ’exposant critique, et une donnée géométrique,

I’ensemble limite, qui sont définis de la fagons suivante :

DEFINITION 1.1. L’exposant critique est le réel noté or, définit par

) 1
op := limsup — log(#{y € I'llog(||7]]) < n}).

n—oo 21

Cela correspond a la vitesse exponentielle a laquelle croit le groupe.

L’ensemble limite est la partie de R := RU {o0} notée Ar, qui est le plus petit

fermé invariant non vide pour l'action de I' sur R par homographie.

Les ensembles limites de sous-groupes discrets de SL(2, R) ressemblent en général
a des ensembles de Cantor, et leur exposant critique est un nombre entre 0 et 1.

On a alors le trés joli résultat suivant, qui relie cette donnée dynamique et cette

donnée géométrique, qui n’avaient & priori rien a voir.
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14 P. Mercat

THEOREME 1.2 (PATTERSON-SULLIVAN) Si T est un sous-semi-groupe de type fini
et non élémentaire de SL(2,R), alors on a I’égalité

dlmH(AF) = (SF.

Bien que I’énoncé ne fasse pas intervenir de géométrie hyperbolique, la preuve
utilise de fagon cruciale le fait que SL(2,R) agisse par isométrie sur le plan
hyperbolique H2.

Ficure 1. Action du groupe SL(2,Z) sur le disque de Poincaré

1.1. Présentation de mes résultats Pour un sous-semi-groupe I' du groupe
d’isométries Isom(X) d’un espace Gromov-hyperbolique X propre, nous définissons
une notion d’entropie (par analogie avec l’entropie volumique), qui généralise la
notion d’exposant critique des groupes discrets. L’entropie est une facon de mesurer
« I’espace occupé » par l'orbite d'un semi-groupe dans l’espace X, tandis que
I’exposant critique mesure la quantité d’éléments. L’énoncé suivant donne une
caractérisation de l’entropie qui justifie son intérét :

THEOREME 1.3. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique d’adhérence compacte, et
soit T' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins
deuzx points, alors on a
sup Orr = hr.
T/ g/cigmcy

Autrement dit, I’entropie hr est la borne supérieure des exposants critiques des
sous-semi-groupes de Schottky du semi-groupe I' (¢’est-a-dire des sous-semi-groupes
ayant la dynamique la plus simple (voir |5 pour une définition précise)).

Nous supposons ici que l'espace est propre et de bord compact), mais nous
verrons que cette hypothése n’est pas beaucoup plus forte que de demander

seulement la propreté de l’espace X (voir le paragraphe .
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Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique 15

REMARQUE 1.4. Lorsque I' est un groupe, si l’'on remplace les semi-groupes de
Schottky par des groupes de Schottky au sens classique, le résultat devient fauz
d’aprés un théoréme de P.Doyle (voir [Dogy)).

Le théoréme permet d’étudier la « dimension & l'infini » du semi-groupe,
puisque l’on obtient en corollaire une généralisation d’un résultat de F.Paulin (voir
[Paul) :

COROLLAIRE 1.5. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact,
et soit I' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins
deux points. Alors la dimension visuelle de ’ensemble limite radial du semi-groupe
I" est égale a l’entropie du semi-groupe :

dirnvis A% = h[*.

La dimension visuelle dimy;s est une généralisation naturelle de la dimension de
Hausdorff au bord d’un espace hyperbolique. Et I’ensemble limite radial AS (appelé
aussi ensemble limite conique) du semi-groupe I' est ’ensemble des points £ du bord
qui sont limite d’une quasi-géodésique de 'orbite TI'o.

Ceci nous permet de calculer la dimension de Hausdorff de certains ensemble
auto-similaires pour lesquels on ne savait pas encore faire & ma connaissance :

COROLLAIRE 1.6. Si 3 est un nombre de Salem et si I' est le sous-semi-groupe du
groupe affine de C engendré par les applications

T
T =+t

5
ot t € A pour A une partie finie de Q(B), alors on a l’égalité

dlmH(AF) = (51".

Le résultat était connu pour un nombre de Pisot, mais semble nouveau pour
un nombre de Salem. Une telle égalité est toujours a ’état de conjecture pour les

semi-groupes de Kenyon (voir sections et 9.0.1)).

Voici d’autres corollaires du théoréme [1.3] :

COROLLAIRE 1.7. Soit X un espace Gromou-hyperbolique propre a bord compact et
soit I' un semi-groupe discret d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au
moins deux points. La limite supérieure dans la définition de l’exposant critique du
semi-groupe I est une vraie limite :

1
or = lim —log(#{y € I'ld(0,70) < n}).

COROLLAIRE 1.8. L’entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes
dont l’ensemble limite contient au moins deux points.

Voir corollaire [9.5] pour un énoncé plus précis. Ce résultat généralise celui que
donne F. Paulin a la fin de son article [Paul, puisque 1’on ne fait ni ’hypothése que
le semi-groupe soit un groupe, ni qu’il soit discret, ni qu’il soit de type fini, ni que
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16 P. Mercat

I’espace soit géodésique ou quasi-géodésique, et cela fonctionne aussi bien pour la
convergence algébrique que pour la convergence géométrique.

Nos résultats sur les semi-groupes permettent d’obtenir un résultat sur les
groupes :

COROLLAIRE 1.9. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact,
et soit I' un groupe discret et sans torsion d’isométries de X ne fixant pas de point
au bord, alors on a

1
sup  Ors > 551“7

r’<r
T/ Schottky

ou la borne supérieure est prise sur l’ensemble des sous-groupes de Schottky du
groupe I

1.2.  Organisation de l’article Dans la section [2] nous donnons les définitions et
outils qui serviront dans la suite. La section [3| est consacrée a définir et donner
des propriétés sur les semi-groupes contractants. On y démontre par exemple que
I’ensemble limite d’un semi-groupe contractant de type fini est toujours radial.
On construit dans la section [4] une grosse partie contractante d’un semi-groupe
d’isométries. C’est 1’étape principale pour démontrer le théoréme Dans la
section on définit ce qu’est un semi-groupe de Schottky, et l'on démontre
lexistence de gros sous-semi-groupes de Schottky. Cela permettra d’avoir une
preuve du théoréme Les sections [6] a 0] sont consacrées a des corollaires du
théoréme. Dans la premiére, nous obtenons une généralisation d’un résultat de F.
Paulin (corollaire voir section [6.1]), que nous appliquons & I'étude des semi-
groupes de développement en base 8 (voir section . Dans la deuxiéme, nous
voyons un résultat sur les sous-groupes de Schottky d’un groupe discret (corollaire
voir section. Nous montrons ensuite dans la sectionque I’exposant critique
est une vraie limite. Et pour finir nous montrons la semi-continuité inférieure de
Pentropie des semi-groupes (corollaire voir section E[)

2. Le cadre

Nous définissons ici les objets que nous manipulerons dans tout l'article, en
commencant par les espaces Gromov-hyperboliques et leur bord. Nous verrons en
particulier la définition et des propriétés de I'entropie.

On notera d(z, y) la distance entre deux point z,y € X d’un espace métrique X.

2.1.  Espaces hyperboliques FEtant donné un espace métrique, on peut définir le
produit de Gromov, qui permet de mesurer le défaut d’égalité triangulaire de trois
points x, y et 0 :

DEFINITION 2.1. Soit X un espace métrique de point base o. On appelle produit
de Gromov de deux points x,y € X le réel

(sly) i= 5 (A, 0) + d(y,0) ~ d(z,)).
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Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique 17

On peut alors définir la Gromov-hyperbolicité :

DEFINITION 2.2. On dit qu’un espace X est 6-hyperbolique pour un réel § > 0,
si c’est un espace métrique vérifiant ’inégalité

(z[z) = min{(zly), (y|2)} — 0

pour tous x,y et z € X.
On dit qu’un espace X est Gromov-hyperbolique s’il existe un réel § tel que
lespace X est d-hyperbolique.

Un espace Gromov-hyperbolique est un espace qui ressemble, vu de loin, a
un arbre. Les arbres sont d’ailleurs des espaces 0-hyperboliques. Dans un espace
hyperbolique, un grand produit de Gromov caractérise des points qui sont « proches
vus de o ».

Définissons ’exposant critique. Il s’agit de la vitesse exponentielle de croissance
d’une partie de X.

DEFINITION 2.3. On appelle exposant critique d’une partie P C X d’un espace
métrique X de point base o, le réel (éventuellement infini)

dp := limsup % log(#(B(o,n) N P)).

n— oo

Par inégalité triangulaire, I’exposant critique ne dépend pas du point o choisi.

REMARQUE 2.4. On peut aussi considérer seulement les éléments d’un anneau. On
¢ 1
0p = limsup — log(#((B(o,n + 1)\B(o,n)) N P))
n

n—oo

si P est une partie non bornée.

On va maintenant définir 'entropie de n’importe quelle partie P de X. Cela
correspond & la vitesse exponentielle de croissance du point de vue de l’espace
occupé, et non plus du point de vu du comptage comme pour I'exposant critique.

DEFINITION 2.5. Soit X un espace métrique. On dit qu’une partie P C X est
séparée s’il existe un réel € > 0 tel que la partie P soit e-séparée, c’est-a-dire tel
que

d(z,y) > €

pour tous x #y € P.
On dit qu’une partie P C X est une partie couvrante de Y C X s’il existe un
réel € > 0 telle que la partie soit e-couvrante de Y, c’est-a-dire telle que pour tout
y €Y, il existe x € P tel que

d(z,y) <e.

DEFINITION 2.6. On appelle entropie d’une partie P C X d’un espace métrique
X, le réel (éventuellement infini)

hp = SI;P dpPns,
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18 P. Mercat

ot la borne supérieure est prise sur les parties S séparées de X .
On pose hy = 0 par convention.

La remarque suivante justifie le nom d’« entropie » :

REMARQUE 2.7. Quand X = Mg, Uentropie d’une partie P C X est égale a
Uentropie volumique de l’ensemble {x € X|d(z, P) < 1}.

Idée de preuve — On peut trouver une partie S e-séparée et r-couvrante de
la partie P pour un réel 1 > e > 0 assez petit et un réel r assez grand (voir ,
et on peut montrer que son exposant critique est alors égale & ’entropie de P. Soit
o un point de X = Hg. On a les inégalités

vol(B(o,€))-#BNS = vol( U B(z,€)) <vol(B(o,n+e)N{z € X|d(z, P) <1}),
r€SNB

vol(B(o,n) N {x € X|d(z, P) < 1}) < vol( U B(z,r+1))
z€SNB(o,n+1+7r)
<vol(o,7+1)-#B(o,n+1+7)NS.
En passant a la limite aprés avoir pris le log et divisé par n, on obtient le résultat

annonce. 0

EXEMPLE 2.8. Dans l'espace X = HZ muni de la métrique usuelle, ’entropie de
HZ vaut 1 et Uentropie d’une horoboule vaut 3.

Voici quelques propriétés de I'entropie.

PROPRIETES 2.9. Propriétés de l’entropie

Soit une partie A C X d’un espace métrique X de point base o.
1. L’entropie ne dépend pas du point base o € X choisi.
2. On a linégalité ha < 4.
3. Si la partie A est séparée, alors on a 'égalité ha = 4.
4. L’entropie est croissante : si A C B C X, alors on a

ha <hp < hx.

Preuve —

1. Cela découle du fait que I'exposant critique ne dépende pas du point base o
choisi, ce qui découle de I'inégalité triangulaire.

2. Pour toute partie séparée S, on a dans < d4. D’oul le résultat en passant &
la borne supérieure.

3. Sila partie A est séparée, on a hg = supgdans > 0ana = 04.

4. Pour toute partie séparée Sona ANS C BNS, donc dans < dpns. D’ou le
résultat en passant a la borne supérieure.

O

DEFINITION 2.10. On dit qu’un espace métriqgue X est propre si ses boules fermées
sont compactes.
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Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique 19

2.2. Bord d’un espace hyperbolique Nous allons voir qu’d chaque espace
hyperbolique on peut ajouter un bord sur lequel le produit de Gromov s’étend
naturellement. L’espace hyperbolique muni de son bord est en quelque sorte une
« compactification », puisque nous verrons que cette union est compacte si I’espace
est propre et vérifie une propriété supplémentaire.

Soit X un espace Gromov-hyperbolique.

DEFINITION 2.11. On dit qu’une suite (z;) € X" est convergente si l'on a

lim (2;]25) = oo.

i,j—>00
On définit le bord OA d’une partie A l’espace hyperbolique X comme quotient de
l’ensemble des suites convergentes

OA = {(;) € AY| im (zi|z;) = oo}/
4,j—00

par la relation d’équivalence ~ définie par
(Ti)ien ~ (yj)jen  si lim (z4]y;) = oo.
1,j—00
REMARQUE 2.12. Si l'on n’avait pas supposé l’espace X Gromouv-hyperbolique, la

relation ~ définie ci-dessus me serait pas nécessairement transitive. Par eremple
elle ne Uest pas pour X = R2.

DEFINITION 2.13. On appelle adhérence de Gromov d’une partie A C X UJX
l’ensemble
A= Adh(A)UdA,

ot Adh (A) est l'adhérence de A dans X.

REMARQUE 2.14. 1. Le groupe Isom(X) agit naturellement sur le bord 0X.

2. Le produit de Gromov s’étend naturellement & l’adhérence de Gromov :

(&ln) := sup liminf(z;|y;),
z;—E€ 1,)—>00
Yj—n

pour £, € X.

3. Un espace métrique X est propre a bord compact st et seulement si l’adhérence
X est compacte.

Le premier point ci-dessus permet de généraliser la notion de suite convergentes
a toute suite de X. Cela définit la topologie que I'on considére sur I’espace X. Voir
aussi dans la partie « Compacité de I'adhérence » ci-dessous pour une caractérisation
de la topologie de ’adhérence de Gromov de X.

DEFINITION 2.15. Soit X un espace métrique. Etant donné un réel C' > 0, on dit
que deuz parties A et B de X sont C'-disjointes si elles sont d’adhérence dans X
disjointes et que l’on a

sup (alb) < C.
(a,b)eAxB
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On dit que les parties A et B sont Gromov-disjointes s’il existe une constante
C > 0 telle que les parties A et B sont C-disjointes. Ces notions se généralisent de
facon claire & des partie de lespace X quand lespace X est Gromou-hyperbolique.

REMARQUE 2.16. Si l’espace X est propre et a bord compact, alors des parties A
et B de X sont Gromov-disjointes si et seulement si leur adhérences de Gromov A
et B sont disjointes, mais ceci est fauz en général.

Dire que deux partie A et B sont Gromov-disjointes revient & dire qu’elles sont
disjointes en tant qu’ensembles, et « disjointes en l'infini vues du point base o ».
Cette notion permettra de définir ce qu’est un semi-groupe contractant (voir [3)) et
ce qu’est un semi-groupe de Schottky (voir [5)).

Compacité de l’adhérence Nous aurons besoin de la compacité de I’adhérence X
pour controler la fagon dont 'entropie part a I'infini (voir la sous-section .

On muni 'adhérence de Gromov X d’un espace Gromov-hyperbolique X, de la
base de voisinages formée des boules ouvertes B(z,r) de X et des boules

B&7) == {x € X|(x]¢) > —log(r)},

pour les points £ € 0X. Cela définit bien la méme topologie que celle donnée par
les suites convergentes.
Voici une condition sur 'espace X qui sert & avoir la compacité de ’adhérence :

DEFINITION 2.17. Soit X un espace métrique de point base o. On dit que [’espace
X est C-étoilé si pour tout point x € X, il existe une C-géodésique de o a ,
c’est-a-dire une suite finie (xy)p_, d’éléments de X telle que zo = o, z, = z,

d(zg, Tpe1) < C,
d(z,25) < |d(o, ;) — d(o,z;)| + C,
pour tous 0 < k<n-—1et0<14,j5<n.
REMARQUE 2.18. Un espace géodésique est C-étoilé pour tout C' > 0.
EXEMPLE 2.19. Z™ muni de la métrique euclidienne est v/n-étoilé.

Dans cet exemple, il suffit de considérer les points x; de Z™ qui sont & distance
inférieure ou égale a y/n/2 du segment |o, 2] dans R"™.

PROPOSITION 2.20. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique, propre, et C-étoilé,
alors son adhérence de Gromov X est compacte.

Preuve — Il suffit de suivre la preuve du lemme 7.3 dans [Holl. O

EXEMPLE 2.21. L’ensemble N x [0, 00 muni de la métrique

{d((z}x%(j,y)) = itjtarty siiFj
d((4,2), (i,y)) = |z —yl

est Gromov-hyperbolique, propre, et d’adhérence non compacte (voir figure @)
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Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique 21

Ficure 2. Exemple d’espace Gromov-hyperbolique propre dont ’adhérence n’est pas compacte.

Sur la figure ci-dessus, les arétes grises ne font pas parties de ’espace et indiquent
des distances.

2.3.  Action d’un semi-groupe d’isométries sur l’espace hyperbolique Etant donné
un ensemble d’isométries d’un espace métrique X, on définit son exposant critique,
respectivement son entropie, qui correspondent aux vitesses auxquelles croit 'orbite
d’un point sous ’action de ’ensemble d’isométries, d’un point de vue de comptage,
respectivement d’un point de vue de I’espace occupé.

FIGURE 3. Action du groupe SL(2,Z) sur le demi-plan de Poincaré IHIH%

Soit X un espace métrique de point base o.

DEFINITION 2.22. On appelle erxposant critique d’une partie A C Isom(X),
l’exposant critique de l’orbite Ao C X :

04 = 040

DEFINITION 2.23. On dit qu’une partie A C Isom(X) est séparée (respectivement
e-séparée) si lorbite Ao C X est séparée (respectivement e-séparée), et si pour
toutes les isométries v # ' € A, on a yo # +o.
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22 P. Mercat

REMARQUE 2.24. En général, Uexposant critique dépend du point o choisi (par
exemple pour un groupe elliptique dense), mais U'exposant critique d’une partie
séparée de Isom(X) n’en dépend pas.

REMARQUE 2.25. Si une partie A C Isom(X) est séparée et que 'orbite A.o est
infinie, alors ’exposant critique de la partie A est aussi l’exposant critique de la
série de Poincaré Py de A :

P, = Z e sdo0),

yEA

C’est-a-dire que la série diverge pour s < d4 et converge pour s > d4. Voir [Meé]
pour plus de détails.

DEFINITION 2.26. On dit qu’une partie A C Isom(X) est une partie couvrante
(respectivement e-couvrante) de B C Isom(X) si lorbite Ao C X est une partie
couvrante (respectivement e-couvrante) de Bo.

DEFINITION 2.27. On appelle entropie d’une partie A C Isom(X) l’entropie de
lVorbite Ao C X :
hA = hAo-

REMARQUE 2.28. Quand X = HE, ’entropie d’une partie A C Isom(X) est égale
a Uentropie volumique de l'orbite AB(o,1) d’une boule B(o,1).

Voici quelques propriétés de I'entropie.

PROPRIETES 2.29. Propriétés de l’entropie
Soit X un espace métrique de point base o, et soit une partie A C Isom(X). On a
les propriétés :

1. L’entropie ne dépend pas du point base o choisi.
2. On a l'inégalité ha < d4.

3. Si la partie Ao est séparée, alors on a ’égalité ha = d4.
Ceci est en particulier le cas si A est un groupe discret.

4. L’entropie est croissante : si A C B C Isom(X), alors on a
ha<hp< hIsom(X)'
5. Si lespace X est propre, alors pour toute partie S couvrante de A, on a
linégalité hg > ha.

6. Si A, B et C sont des parties de Isom(X) telles que 'on ait A C BUC, alors
on a ha <max{hg,hc}.

7. Pour toute isométrie v € Isom(X), on a hya = ha = ha.

8. Sil’espace X est propre, alors en posant As,, := {v € A|d(o,v0) > n}, on a

ha., = ha.
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REMARQUE 2.30. Pour toute partie Y C X d’un espace métrique X, il existe une
partie S e-séparée et 2e-couvrante de Y. Ainsi, quand l’espace X est propre, pour
calculer Uentropie d’une partie A de Isom(X), on est ramené a calculer I’exposant
critique d’une partie séparée de A.

Preuve — Les points 2, 3 et 4 sont évidents & partir des propriétés[2.9} Le point
1 découle du fait que 'exposant critique d’une partie séparée ne dépende pas du
point base o choisi.

Montrons le point 5. Soit S une partie couvrante de A et soit S’ une partie
séparée de A. Montrons que 'on a dg: < dg.

Cela va découler du lemme suivant.

LEMME 2.31. Soit X un espace métrique propre de point base o, et Y C Isom(X)
une partie du groupe d’isométries. Alors, pour tous réels r > 0 et v’ > 0, il existe
une constante Cy. .+ telle que pour toute partie r-couvrante S de Y, pour toute partie
r’-séparée S’ de Y, et pour toute partie Z de 'Y, on ait l'inégalité
#S'oNZ < Cy#SonNZ",

ou Z" :={zx € X|3y € Z : d(x,y) <r} est le r-voisinage fermé de Z.

Preuve —

Soit S” une partie 7’-couvrante et séparée de la boule B(o,r + r’). Posons
Cy . := #8" son cardinal, qui est fini par propreteé.

Pour toute partie r’-séparée S’ de X on a alors

#B(o,r)N S < #S5" =C, .

Et comme pour toute isométrie v € Y, la partie "/‘15” est encore r’'-séparée, on a
aussi

#B(yo,r) NS = #B(o,r) Ny 1S < Cp .
On a donc, pour toute partie S r-couvrante de Y, et S’ partie r’-séparée de Y,

#2ZnS'o=#2n0 ) B(yo,r)nS'o< Cpw# 2" N So.
veS

D’apres le lemme ci-dessus, il existe une constante C' telle que
#(B(o,n)N S"0) < C - #(B(o,n+ C)N So).

Ainsi, on a dg: < dg en passant a la limite. On obtient alors I'inégalité souhaitée
ha < 05 en passant a la borne supérieure sur les parties séparées S’ de A.
Montrons maintenant le point [} Si S est une partie séparée de A, alors on a

E ' e sd00) < E : e—sdlov0) E esd(070),
YEANS YEBNS yecns
pour tout réel s. Donc

max{ Z efsd(o,'yo), Z efsd(o;yo)}:oo’

~veBNS vecns
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dés que >0 4ns e=*4079) = o, et donc max{hp,hc} > ha.

Montrons le point Soit vy € Isom(X), et soit S une partie r-séparée et
couvrante de A, pour un réel r > d(o,v0). Pour tout v € A, 'inégalité triangulaire
donne d(o0,vyp0) < d(o,v0) + d(0,v90). Ainsi la partie S7o est encore une partie
séparée et couvrante de A~y, et on a

#{vy € AnS|d(o,v0) <n} < #{y € (AN S)y]| d(o,~'0) <n+ d(o,700)},
d’ott
ha =dans

1
= limsup — log (#{y € AN S| d(0,70) < n})

n—soo N

< limsup — log (#{y € (A1 S)0] d(0,70) < 1+ d(0,700)})

n—oo T

log (#{v € (AN S)0| d(o,70) <n + d(0,700)})

1
= limsup ——

n—oo M+ d(0,700)
= 514“/005“/0

= hA’Yo'

L’autre inégalité ha~, < ha s’obtient par symétrie, en remplacant I’élément o par
’yal et la partie A par Ayy. L'égalité h,4 = h4 s’obtient de la méme fagon.
Le point [§s’obtient en remarquant que la partie I'\I's.,,0 est bornée et que donc
son intersection avec toute partie séparée est finie par propreté. O
Voici un exemple de semi-groupe d’exposant critique strictement supérieur a
son entropie & cause d’'un phénomeéne de chevauchements qui n’existe pas pour les
groupes.

Ficure 4. Orbite d’un point sous ’action du semi-groupe de l’exemple dans le disque de
Poincaré.

EXEMPLE 2.32. Le sous-semi-groupe de SL(2,R) engendré par les matrices

( = 0 ) et ( S 1 ) et agissant sur le disque de Poincaré D, a pour
0 0 z

jud

2

2
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exposant critique § = 101;)%752/)2) > 1 et a pour entropie 1. En particulier il n’est pas

Sépareé.

L’exposant critique du semi-groupe l'’exemple ci-dessus s’obtient facilement
puisque le semi-groupe est libre, et parce-que c’est un semi-groupe de
développement B-adique, ce qui permet d’avoir que la norme d’un élément est
comparable & sa longueur en les générateurs :

1
dr = limsup — log(#{~ € T'ld(0,v0) < n})

n—oo T
1
= lirrglsotip wTog(n/2) log(#{~ € T de longueur n})
_ log(2)
~ log(/2)"

Le fait que Uentropie vaille 1 (le maximum pour un semi-groupe d’isométries de
D) découle du théoréme parce-qu’il est facile de montrer que ’ensemble limite
de ce semi-groupe est un segment de longueur non nulle (vu dans R), et parce-que
'ensemble limite radial est égal a 'ensemble limite tout entier par la proposition[3.9]
puisque le semi-groupe est contractant et de type fini.

2.4. Action sur le bord Les isométries d’'un espace X Gromov-hyperbolique
agissent naturellement sur le bord dX. Pour étudier cette action sur le bord,
commencons par définir ’ensemble limite du semi-groupe.

DEFINITION 2.33. Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point base o, et soit
I' un semi-groupe d’isométries de X. On appelle ensemble limite du semi-groupe
T, et on note Ar le bord de l'orbite T'o : Ap := 0(T0).

REMARQUE 2.34. L’ensemble limite ne dépend pas du point base o choist.

On va maintenant définir une partie de I’ensemble limite appelée ensemble limite
radial, dont on saura mieux controler la dimension visuelle.

DEFINITION 2.35. On dit qu’une partie A C X d’un espace métrique X est une
sous-quasi-géodésique s’il existe une constante C telle que l'on ait

d(z,y) +dl(y,2) < d(z,2) + C
pour tous x, y et z dans A tels que max{d(z,y),d(y, 2)} < d(z, z).

REMARQUE 2.36. Si l’espace X est géodésique, alors dire qu’une partie A est une
sous-quasi-géodésique revient & dire qu’il existe une géodésique dont tout point de
A est a distance bornée.

DEFINITION 2.37. Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point base o et I' un
semi-groupe d’isométries de X . On appelle ensemble limite radial (ou ensemble
limite conique) du semi-groupe T, et on note AL Uensemble :

€= {(x;) € (To)N| (@ilz;) = 0o et {x;}ien est une sous-quasi-géodésique} /., C Ar,

lim
i,j—>00
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ot ~ est la relation d’équivalence vue dans la définition du bord d’un espace Gromov-
hyperbolique.

REMARQUE 2.38. L’ensemble limite radial est une partie de ’ensemble limite qui
ne dépend pas non plus du point base o choisi.

REMARQUE 2.39. Si I' est un semi-groupe de type fini d’isométries d’un espace
Gromov-hyperbolique, alors son ensemble limite est auto-similaire :

Ar= |J oA
g générateur
Preuve — On a clairement l'inclusion | J g générateur gAr C Ar. Montrons 'autre
inclusion. Soit ¢ € Ar et s0it (v, )nen € TN une suite d’éléments de T telle que 1’on
ait
lim y,0=¢.
n—oo
(Ceci est une notation qui signifie lim,,_, s (7,0/§) = 00.)
Comme le semi-groupe I' est de type fini, il existe un générateur g tel que 'on ait
une sous-suite (Yg(n)) € (gT)N. On a alors ¢ = lim,, 0o Yo(n)0 € Agr = gAr. O

2.5.  Les ensembles X, On va associer a chaque isométrie v d’un espace métrique
X, une partie X, de I’espace X qui correspond & un domaine dans lequel I’élément
~ contracte. Ceci nous servira dans toute la suite.

DEFINITION 2.40. Soit X un espace métrique. Pour v € Isom(X), on définit un
domaine X, C X par

X, == {z € X|(zlo) > =d(0,70)}.

N

Ficure 5. X,

REMARQUE 2.41. L’inégalité (x|y0) > $d(o,v0) est équivalente
d(x,vo) < d(z,0).

Les éléments de X, sont donc les points de X qui sont plus pres de yo que de o.
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Le lemme suivant indique que I'ensemble X, est un domaine dans lequel ~y
contracte, et qu’il est de taille petite vue de o quand I’élément ~ est de grande

norme.
LEMME 2.42. Soit X un espace métrique. Pour tout v € Isom(X), on a
14 (X\X, ) € X,
2. Si lespace X est §-hyperbolique de point base o, alors pour tout (z,y) €
(X,)2, on a
(zly) > %d(o,w) — 4.
Preuve —
1. On a
€ X\X,-1 & d(z,v '0) >d(z,0) par la remarque 2.41]
< d(yxz,0) > d(yr,vy0) parce-que <y est une isométrie
= vz € X,.
2. Soient x et y dans )T, Par §-hyperbolicité, on a
(zly) = min{(z|y0), (y|y0)} — d.

Or, par définition de X, on a pour tout = dans X,

1
(eho) = 5d(0,70),

d’ou le résultat.
O

DEFINITION 2.43. On dit qu’une isométrie v € Isom(X) d’un espace métrique X
est contractante si les domaines X, et X;l sont Gromov-disjoints.

F1cUrE 6. Une isométrie contractante.

REMARQUE 2.44. Si une isométrie v est contractante, alors la partie v~ X\ X,
est un domaine fondamental pour I’élément .
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Voici un critére de contraction.

LEMME 2.45 (CRITERE DE CONTRACTION) Soit X un espace d-hyperbolique de
point base o, ety une isométrie de X . S’il existe deux points x et ¥’ dans XiryUX,y—l,
tels que

1
(sla’) < 5l(0,70) ~ 35,
alors l’isométrie v est contractante.

Preuve — Par contraposée, supposons que l'isométrie -y n’est pas contractante.
Les ensembles X, et X, -1 ne sont alors pas Gromov-disjoints. Soit alors y € X,
et y € X, tels que (y|y') > 1d(o,70) — 6.

Soient aussi x et ' deux points de I'union X, U X,-1. Si les points z et 2’

étaient tous les deux dans X, ou tous les deux dans X -1, on aurait I'inégalité
(z]a") > 4d(0o,~70) — 0 par le lemme On peut donc supposer que l'on a par
exemple x € X1 et 2’ € X,,. Par 0-hyperbolicité et par le lemme , on a alors

(sla) > min{(ely), (oly"), (s 1a")} — 26 > Sd(0,70) ~ 35

]
Voici une propriété des isométries contractantes.

LEMME 2.46. Soit X un espace métrique propre, et soit h € Isom(X) une isométrie

contractante. Alors on a

lim d(o,h"0) = 0.
n—oo

De plus, si l’espace X est 6-hyperbolique, alors il existe un entier ng tel que pour
tout n > ng, les parties Xpn et Xp—n soient (M + 2§)-disjointes, ou M =
SUP (2,21 e Xy x X, - (£]27).

Preuve — Montrons que l'on a lim,,_,, d(0, h"0) = oo. Pour cela, choisissons
un réel € > 0 tel que 'on ait

B(O, 6) - X\(Xh UXh—l).

Cela est possible puisque la partie X\ (X}, U Xj,-1) est ouverte et contient o.

Pour tous entiers n # m € Z, les boules h™B(o,€) et h™B(o, €) sont disjointes.
En effet, quitte a tout composer & gauche par h~", on se raméne & m = 0. On a
alors B(h™o,€) = h"B(o,e) C X} U X;,-1. Ainsi, orbite (h"0),ez est une partie
e-séparée de X. Par propreté, on a donc bien lim,,_, », d(0, h"0) = co.

Montrons que les parties Xpn et Xp,-n sont (M + 20)-disjointes. Par J-
hyperbolicité, pour z € Xp» et &’ € Xj—n, on a

(h™olh™"0) > min{(h"o|z), (z|z"), (', h""0)} — 26.

Or, on a ho € Xj et h™"0 € X},-1, donc on a (h"olh™"0) < M. D’autre part, par
définition de Xpn, on a (z|h"0) > 1d(o,h"0) et de méme (2'|h~"0) > %d(o0, h"0).
Comme on a lim, . d(0, h™0) = oo, quitte & choisir n assez grand on a

d(o,h"0) > 2M + 60.
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On obtient donc l'inégalité (z|z’) < M + 20. Les ensembles Xj,»n et Xj;-» sont
alors disjoints, puisque sinon on aurait pour y € Xpn N Xj—x, par le lemme [2.42]
I’absurdité

M+2< %d(a, h"o) —d§ < (yly) < M + 24.

3. Parties contractantes de Isom(X)

Nous voyons ici la définition et des propriétés des parties contractantes. Il s’agit
d’ensemble d’isométries qui contractent toutes dans la méme direction, de fagon
controlée. Cette propriété est trés pratique, puisqu’elle est stable par produit, et
permet de controler la vitesse a laquelle les produits d’isométries tendent vers
I'infini. Cela permet par exemple de garantir que I’ensemble limite d’un semi-groupe
de type fini qui a cette propriété est radial (proposition [3.9).

DEFINITION 3.1. Soit X un espace métrique de point base o. On dit qu’une partie
A CIsom(X) est contractante s’il existe deuxr domaines Gromov-disjoints X_ et
X de X tels que Uon ait A(X\X_) C X, et que l'on ait 0o € X\ (X3 UX_).

Cette définition dépend & priori du point base o choisi.

Ficurg 7. Un semi-groupe contractant.

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur les parties contractantes
qui nous seront utiles par la suite.
Voici quelques propriétés simples des parties contractantes.

PROPRIETES 3.2. Propriétés des parties contractantes
Soit X un espace métrique.
1. Si v est une isométrie contractante, alors le singleton {v} est contractant.

2. Si une partie A C Isom(X) est contractante, alors le semi-groupe engendré
(c’est-a-dire l’ensemble des produits non vides d’éléments de A) lest aussi.
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3. Si une partie A C Isom(X) est contractante, alors linverse A~1 := {y~ !y €
A} Uest aussi.

Preuve —

1. Il suffit de prendre X_ := X1 et X := X,,.

2. Si vy et 7' sont deux éléments d’une partie contractante A, alors on a
7Y (X\X-) € y(Xy) Sy(X\X-) € Xy

3. Si A est une partie contractante pour des domaines X, et X_, alors la
partie A=1 est contractante pour les domaines X_ et X, respectivement.
En effet, on a pour tout v € A, l'inclusion v~ 1(X\X,) C X_, qui se déduit
de linclusion v(X\X_) C X par contraposée.

O

REMARQUE 3.3. La réciproque du point [1] est fausse : une isométrie « telle que
lensemble {~} est contractant n’est pas nécessairement contractante.

Voici un critére de contraction.

PROPOSITION 3.4 (CRITERE DE CONTRACTION) Soit X un espace 6-hyperbolique
de point base o, et soit une partie A C Isom(X) telle que l'on ait

1
sup (v toly'0) < 3 inf d(o,v0) — 36.
vy €A veA

Alors la partie A est contractante.

Preuve — Montrons que les domaines
Xy={JX, et X_=]X
vEA yEA
conviennent.
On a déja bien pour toute isométrie v € A, I'inclusion

YX\X_) Cy(X\X,-) C X, C Xy

Montrons maintenant que les domaines X et X_ sont Gromov-disjoints. Soient
x € X_ et 2/ € Xy. Il existe alors deux isométries v et v de X tels que l'on ait
r € X,-1et 2’ € X, On a ensuite, par é-hyperboliciteé,

M > (v~ 'oly'0) > min{(y~olz), (x[a"), (2'|7'0)} - 25,

ott M := sup,, ./ eA( ~Loly'0).

Or, on a (v~ to|z) > 1d(0,70) et (y'olz’) >
X,. De plus, on a M < %d( ,’yo) —3det M <
en déduit que 'on a

%cll(o ) par définition de X1 et
<3

d(o,~'0) — 38 par hypothese. On

M > (z|z") — 20.

Pour vérifier que les domaines X, et X_ sont bien Gromov-disjoints, il ne reste
donc plus qu’a montrer qu’ils sont d’adhérences dans X disjointes. On a
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inf d N = inf d d ! —_92 /
(x,x’)ér)l(_xX+ (@,27) (ac,x/)elr)l('_xx_,, (0,2) + d(0, ") (z|2")

1 1
S (1. _ 1. A
> (2 wnelg d(o,~o0) 6) + (2 A}Iel,fq d(o,~o0) (5> 2(M + 2¢)
> (M +20) + (M +26) — 2(M + 20)
= 0,

puisque I'on a d(o,z) = (z|z) > 3d(0,70) — & par le lemmepour r € Xy, et
de méme d(o,2’) > 3d(0,7'0) — 6 pour 2’ € X,

Les domaines X_ et X sont donc bien Gromov-disjoints.

Pour finir, ensemble X\ (ZUK) contient bien le point base o, puisqu’il
contient la boule ouverte B(o, M + 20 + €) pour un réel ¢ > 0 assez petit. |

Voici un lemme qui permet de controler la taille de 'image du domaine X,

par les éléments d’un semi-groupe contractant. Cela sera utilisé dans la preuve du
théoréme

LEMME 3.5. Soit X un espace métrique de point base o, soit une partie X, C X
et soit une isométrie v € Isom(X) telles que l'on ait

C = sup (y t.olz) < oo.
reEX

Alors pour tous x et ' € Xy, on a linégalité
(yalya’) > d(o,0) - 2C.
Preuve — Soient z et 2’ des éléments de X ;. On a
(yzlya') = 3 [d(yx, 0) + d(o,va') — d(vyzx, va')]

[d(z,0) +d(y 0, 0) — 2(y " "o|x)

N =N =

+d(y™"0,0) +d(0,2") — 2(y"olz’) — d(z,2")]
(zlz") = (v~ olz) — (v~ ol2") + d(o,70)
> (z|2") + d(o,v0) — 2C
> d(o,~v0) — 2C.

]
Le lemme qui suit dit que I'on a I’égalité triangulaire & une constante prés dans
un semi-groupe contractant.

LEMME 3.6. Soit X un espace métriqgue de point base o. Si A est une partie
contractante de Isom(X), alors pour tous éléments v et v de A on a

d(o,7vy'0) > d(0,~70) + d(0,7'0) — 2M,

ot M = sup,, e (v 'o|y0).
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Preuve — On a 'égalité d(o,vy'0) = d(0,70) + d(0,7'0) — 2(vLo|y0). O
Voici une propriété intéressante des parties contractantes qui permettra de
montrer que I’ensemble limite d’un semi-groupe contractant de type fini est radial.

LEMME 3.7. Si A est une partie contractante du groupe d’isométries Isom(X) d’un
espace métrique X de point base o et si (Y, )nen est une suite de AN, alors I’ensemble
{01 YnO}tnen est une sous-quasi-géodésique.

Preuve du lemme — Montrons que pour a < b <céeN, on a

d(Y071---7a0, Y071 70) + d(Y0V1--750, Y071--Ye0) < d(V0V1---Ya0, Y0V1--Ye0) + M,
ot M = sup,, _.ca(y '0[7/0). On se rameéne a a = 0, et I'on conclut avec le lemme
avec ¥ = Yoy1--- €t Y = Ypr1Vp4+2---Ye- O

Le lemme qui suit dit que les isométries d’un semi-groupe contractant tendent
vers l'infini avec leur longueur quand ’espace est propre.

LEMME 3.8. Si A est une partie contractante du groupe d’isométries Isom(X) d’un
espace métrique propre X de point base o et si (Vn)nen est une suite de AN, alors
on a

nh_}rr;o d(o,Y¥0Y1-.-1n0) = 0.

Preuve — L’ensemble {vy...7,0}nen est une partie séparée de X. En effet, il
existe un réel € > 0 tel que la boule B(o, €) soit incluse dans X\ (X4 U X_), et ses
images par les éléments ~g...7, sont disjointes, puisque pour toute isométrie v de
A, on a l'inclusion vB C X . Le résultat découle alors de la propreté de 'espace
X. U

PROPOSITION 3.9. Soit X wun espace métrique propre et I' un semi-groupe
d’isométries de X, contractant et de type fini. Alors l’ensemble limite de I' est
radial :
Ar = AL,
Preuve — Soit ¢ un point de 'ensemble limite Ar. D’aprés la remarque [2:39] il
existe un générateur gg du semi-groupe I' tel que £ € goAr. Par récurrence, il existe
une suite (g;);en telle que pour tout n € N, on ait

&€ go...gnAr.

Puis par le lemme on a lim, ;- d(0,gg...gn0) = o00. On a donc & =
lim, o go..-gn0 par le lemme [3.5] appliqué & l’isométrie gg...g, et a 'ensemble
X+ = ArU{o}. Or, le lemme affirme que 'ensemble {go...g,0}nen est une sous-
quasi-géodésique, donc le point £ est dans dans I’ensemble limite radial : £ € Af.
On a montré 'inclusion Ar C Af.. L’autre inclusion est claire. O

Le fait que le semi-groupe I soit de type fini est une hypothése nécessaire, comme
le montre le contre-exemple suivant :

CONTRE-EXEMPLE 3.10. Soit ' le sous-semi-groupe de SL(2,7Z) engendré par les
n
n?+1
ensembles limite et limite radial différent : Ap # Agf.

. 1 . .
matrices <n ) ,n > 1. Alors le semi-groupe T' est contractant, mais les
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En effet, 'enveloppe convexe X, C H2 de I'intervalle [f%, 1] dans HZ (en identifiant
le bord de H2 a R de fagon usuelle) est envoyée dans celle de Dintervalle [0, 2], et
donc le semi-groupe est contractant. Mais le point 0 est dans ’ensemble limite, et
n’est pas radial.

4.  Construction d’une grosse partie contractante
Le but de cette section est de démontrer le théoréme :

THEOREME 4.1. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact, et
soit T' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite Ar contient au
moins deuz points. Alors il existe un sous-semi-groupe I'' de T', contractant et de
méme entropie :

hr = hr.

Ce théoréme est I'étape principale de la preuve du théoréme [I.3]

La preuve du théoréme [{.] repose sur I'étude du support du semi-groupe I, qui
est une partie fermée et I' x '~ !-invariante de 9X x X décrivant les directions dans
lesquelles il y a beaucoup d’isométries qui contractent et dilatent. On montre que ce
support, 8’il n’est pas réduit a deux points, fournit un sous-semi-groupe contractant
d’entropie hr. Et pour cela, on commence par montrer qu’il existe une isométrie
contractante dans le semi-groupe I', et on effectue un ping-pong entre cet élément
et une « grosse » partie du semi-groupe I'. Puis ’'on montre que dans le cas ot le
support est réduit & deux points, le semi-groupe fixe un doublet de points au bord,
ce qui permet de conclure rapidement si le semi-groupe ne fixe pas de point au bord.
Enfin, on termine par le cas ou le semi-groupe fixe un point au bord. Dans ce cas,
on ne peut pas effectuer de ping-pong, mais l’existence d’une isométrie contractante
nous permet de démontrer qu’il existe une proportion suffisante des éléments du
semi-groupe qui contractent loin du point fixe. On fera cela en utilisant le lemme
des tiroirs sur une partition en copies d’'un domaine fondamental pour 'isométrie
contractante.

4.1.  Construction d’une isométrie contractante Nous allons montrer qu’un semi-
groupe d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique dont I’ensemble limite
contient au moins deux points posséde toujours une isométrie contractante. On
a la proposition :

PROPOSITION 4.2. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et I' un semi-groupe
d’isométries de X dont l’ensemble limite n’est pas réduit a un point. AlorsT' contient
une isométrie h contractante. De plus, sin est un point du bord de X, alors on peut
choisir h tel que n & Xp,.

L’idée de la preuve est de considérer deux grands éléments de I'" qui contractent
en deux endroits distincts (prés de points distincts de 'ensemble limite). Le produit
de ces deux élément est alors contractant parce-que ces deux éléments n’étant pas
contractants (sinon il n’y a rien & démontrer) et ayant une grande norme, leur
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inverses contractent a nouveau prés des mémes points, et ainsi, le produit contracte
depuis l'un des endroits vers l'autre. (voir figure )

FicUure 8. Construction d’une isométrie contractante a partir de deux isométries v et 4 non
contractantes.

¥y

¢ £

Preuve —

Supposons pour commencer que l’ensemble limite contienne au moins trois
points. Soit n € Ar, et soient £ # £ deux points distincts de ’ensemble limite
Ar, et qui sont distincts du point 7, et soient v et 7/ deux isométries de T' telles
que l'on ait

(Elyo) > 2(€[¢) +100 + (&]n) et (&']7'0) > 2(£I€") + 106 + (£'[n).
On a alors également d(o,7v0) > (&|yo) > 2(£|€) + 106 + (&|n) et d(o,7'0) >
2(£l¢") + 106 + (&'|n).

Si une des isométries v ou 7/ était contractante, alors elle conviendrait, et la
preuve serait finie. En effet, on a n ¢ X, et n ¢ X/, puisque par é-hyperbolicité
on a

(nl§) = min{(n|yo0), (vol§)} — 6,

et donc (yo[n) < (|¢) +6 < 2d(o0,v0), et de méme avec 4. On peut donc supposer
que les éléments v et 4’ ne sont pas contractants.
On a alors le lemme suivant.

LEMME 4.3. Les ensembles X.,—1 et X, sont ((§|¢') + 20)-disjoints.
Preuve — Soient x € X, -1 et 2’ € X./. Par d-hyperbolicité, on a
(€¢) = min{(¢|x), (z[a"), (2"€')} — 26.

Or, par le lemme on a (§|z) > 3d(o0,70) — 36 > (£[¢') + 26, et de méme pour
(&'|2"). On conclut donc que l'on a

(z]2') < (¢¢7) +20.

Pour finir la preuve du lemme, il reste & montrer que les parties X,-1 et X,/
sont d’adhérences dans X disjointes. Par ’absurde, supposons qu’il existe y &€
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Adh (X,1) NAdh (X)) = X,-1NX,. On a alors d'une part (yly) > 3d(o0,v0)—§ >
(&|€) + 44 par le lemme et d’autre part (yly) < (£|¢') 4+ 26 par I'inégalité ci-
dessus. Contradiction. |
Montrons alors que I'isométrie 4"~ est contractante.
On a
Yo €4(X,) S (X\X,-1) C Xy,

et de méme 'y*l'y/*lo € X,-1, donc par le lemme ci-dessus

_ 1
(770l (Y'7) " o) < (€[¢) + 20 < 5 d(0,70) — 3.
Or, on a d(o,v0) < d(0,v'v0). En effet, on a

d(0,70) = d(0,7'70) = d(0,7/0) +-2(y' " "0}y0).
Or, en utilisant le lemme ci-dessus avec v et 7/ permutés, on obtient (7 710|’yo) <
(£1€') + 24, et d’autre part, on a d(o,7'0) > 2(£|¢') + 106. On obtient donc bien

d(0,70) < d(0,7'y0) = 2(&[¢’) — 106 + 2(£|¢') + 46 < d(0,7y0),
et donc 1
(' vo|(7'v) o) < §d(0, v'v0) — 36.

Donc ’élément v+ est contractant par le critére de contraction (lemme [2.45)). Pour
finir, on a n € Xy 2 X, d’aprés ce que 'on a fait ci-avant.
Supposons maintenant que ’ensemble limite A soit réduit & deux points :

AF = {fa 77}
Par T-invariance de I’ensemble limite, les isométries de T' fixent le doublet {¢&, n}.
Distinguons alors deux cas :

1. Si toutes les isométries de I' fixent chacun des points £ et 7, considérons une
isométrie v telle que
(vol€) > 2(¢|n) + 64.

Celle-ci existe bien puisque 'on a £ € Ar. On a alors le lemme :

LEMME 4.4. Onang X, etne€ X 1.

Preuve — Commengons par montrer que 'on a n ¢ X,,. Par é-hyperboliciteé,
on a

(€ln) = min{(&]yo), (voln)} — 9,
et donc (yoln) < (§|n) + 8 < 3d(0,70), ce qui prouve la premiére partie du

lemme.

On a ensuite n =y~ 'n € X1, puisque l'isométrie 7 fixe le point 7. O
Pour terminer la preuve de la proposition dans le cas ot toutes les isométries
fixent chacun des points £ et 7, il ne reste plus qu’a démontrer le lemme :

LEMME 4.5. L%sométrie v est contractante.
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Preuve — Le point fixe £ est dans I'union Xi’y U K, puisque si ’on avait
§ ¢ X, UX, 1, alors on aurait § = v§ € X, ce qui est absurde.

Le fait que lisométrie  soit contractante découle alors du critére de
contraction [2.:45] puisque l'on a

(€ln) < 5d(0,70) ~ 35

O

. S’ existe une isométrie 9 € I' qui échange £ et 7, c’est-a-dire v& = 7 et

Yon = €.

La premiére partie de la preuve permet d’obtenir une isométrie contractante
h € T', mais avec n € X},. En outre, on peut choisir 'isométrie h aussi grande
que 'on veut, et donc demander & avoir 'inégalité

(holn) > 2(&ln) + 4d(0,700) + 60.

Montrons qu’alors ’isométrie v := ~ohyo convient. Pour cela, nous allons
utiliser le critére de contraction [2.45] avec les points & et n. On a le lemme
suivant.

LEMME 4.6. Onang X, et{ g X 1.

Preuve — Montrons que n € X,. On a

(nlvo) = (vo€loh00)
= (&]h00) — (€| M) = (A00l7g o) + d(0,Y00)
< (§lhv00) + d(0,700).

Et par d-hyperbolicité, on a
(&lm) = min{(&|h00), (hyo0ln)} — 0.

Or, le point ypo n’est pas dans 'ensemble X},—1 d’aprés le lemme [2.42] puisque
Pon a (vyp0|v90) = d(0,v90) < %d(o, ho) — §. On a donc hvypo € Xj. Comme
on a aussi n € X}, le lemme donne

1
(nh00) 2 5d(0, ho) =& > (£]n) + 3.
Ainsi, on obtient

(nlyo) < (€[hy00) + d(0,700)
< (&n) + d(o,00) +6

%d(o7 ho) — d(o,700)

A

1
§d(07 Yohy00),

ce qui prouve que 7 n’est pas dans X, .

IN
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On montre de maniére semblable que £ n’est pas dans X, -1. O
Ainsi, on a £ = yon = vhn = 7§ € X, et de méme n € X 1. Le critere de
contraction [2.45] s’applique donc, puisque l'on a bien l'inégalité

&) < %d(o, ho) — d(0,7v00) — 30 < %d(o, ~vo) — 30.

O

4.2.  Support d’un semi-groupe Définissons le support d’un ensemble d’isométries,
qui correspond aux couples de points du bord pour lesquels il y a beaucoup
d’isométries qui contractent dans un voisinage du premier point du couple et
dilatent depuis un voisinage du deuxiéme point du couple. Le support d’'un semi-
groupe est a relier au support de la mesure de Patterson-Sullivan, mais il est plus
simple & définir et & manipuler.

DEFINITION 4.7. Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point base 0. On appelle
support d’une partie A C Isom(X) ’ensemble

supp(A4) := {(§, 1) € 0X x 0X| pour tout € > 0, hysc.oxse0 = hal,
ou l'on a posé B(&,€) == {z € X| (&|z) > —log(e)} et
APED B = [y € Al yo € B(€ €) et v 'o € B, €)}.
On peut montrer que le support ne dépend pas du point base o choisi.

PROPOSITION 4.8. Soit X un espace Gromou-hyperbolique propre & bord compact.
Alors le support de toute partie T' C Isom(X) est non vide.

Preuve — Soit § > 0 tel que l'espace X soit d-hyperbolique. Construisons par
récurrence une suite (&,,7n)nen de couples de points du bord telle que l'on ait
Iégalité hppe, c—20m)xp(n,.c—20n) = hr, et que I'on ait

B(Eny €M) X B, €™ 2) N B(Enp1, e 2T 5 B1pgr, e 20 F) £ .

Pour n = 0, tous les points & et 79 € O0X conviennent puisque l'on a
5(6071) =X= 5(770’1)
Supposons &, et 7, construits tels que hpge, c-20m)xp(n,.c-20my = hr. Le

carré 0X x 0X du bord étant compact, il en va de méme du pavé fermé
(B(&n,e=2m) N OX) x (B(Nn, e=20m) N OX), et Pon peut extraire un recouvrement
fini du recouvrement par les pavés ouverts 5(€,e=20("*t1D) x B(n, e=20(»+1) quand
(€,m) deécrit B(&,,e ™) x B(n,, e~ 2™). Le complémentaire dans ((&,, e 29") x
B(1n, e=29™) de ce recouvrement est alors borné. Or, 'entropie d’une partie bornée
de X est nulle : on a

hFB(o,R)XB(o,R) = 0,

pour tout R > 0, par propreté. Par le point [6] des propriétés de I'entropie, il
existe alors un couple (£,41,7nt1) de B(En, e729™) x B(n,, e~20™) vérifiant

hr[3(5n+1vﬂ726(7L+1))Xff(nn+1>9726("+1)) Z hF5(5n76725n)X5(71n76725") = hl".
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La suite (6(§n, e~ 20m+20) 5 B(n,, 6’25"+25))n6N ainsi obtenue des pavés grossis
de €% est alors décroissante. En effet, soit x € B(&,41,e 20("H+29) ot soit
y € By, e 2FDY N B(E,, e720™). Par d-hyperbolicité on a alors

(#[€n) = min{(z[€n11), (Entaly), (yl€n)} — 26 > 200 — 26,

ce qui donne bien I'inclusion (&, 1, e~ 20(n+1)+20) C (¢, e=207+2%) En faisant de
méme avec 7, on obtient bien la décroissance souhaitée.

La suite converge donc vers un point (£,7n). Ce point est bien dans le support
supp(T), puisque pour tout € > 0, on peut trouver par Gromov-hyperbolicité un
entier n assez grand tel que l'on ait 'inclusion

B(En, e 72MH20) X Bl1, €72 H20) C B(E,€) x B(n, €,

et donc tel que 'on ait 'inégalité hr = hpﬁ(gn,e—25"+25)x[f(nn,e—%"‘*'%) < hrﬁ(g‘e)xﬁ(n,e).
O

REMARQUE 4.9. C’est un des seuls endroits de la preuve ot l’on utilise la compacité
de ladhérence de l’espace X (l'autre endroit ot l'on utilise cette compacité est pour
définir la mesure de Patterson-Sullivan, voir, Cette hypothése n’est pas
beaucoup plus forte que de demander seulement la propreté de ’espace X (voir.

Voici une propriété de I'-invariance du support :

PROPOSITION 4.10. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit T' un semi-
groupe d’isométries de X. Le support supp(') est T' x T~ -invariant pour l’action
de Isom(X) x Isom(X) sur 9X x 0X donnée par

(7.7 "O(ED) = (v, Ay ),

pour toutes isométries v et v € Isom(X) et (§,17) € 90X x 0X.
C’est-a-dire que l’on a (’yf,’y’_ln) € supp(T") pour tout (£,m) € supp(I') et tout
(v,7) eI xT.

Preuve — Soient (£,7n) € supp(T') et (v,7') € T x I'. Montrons que l'on a
(v&,7' ') € supp(T). Soit € > 0. Par le point |7| des propri¢tés on a

h — hl“B({,e)x 3(n,e) — h,.I‘\S(&,e)X;S(n,e),./.

ATBEXB,0) 1 C PB(IE e O+ by~ et oro o)y

Soit 7" € ATPEAXB(1:€)~/ On a alors d’une part

-1 11

(v 19"0l§) = (v 14"y 0l€¢) — d(0,7'0) > —log(e) — d(0,70).
et d’autre part
(7"0lv€) = (v~'9"0[€) + (yoly""0) + (voly€) — d(0,v0)
(v~17"0l¢) — d(0,v0)
—log(e) — d(o,v0) — d(0,7'0).

(AVARAY,
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De la méme facon on obtient les inégalités

(' roly' i) = (4" oln) — d(0,7/0) = (47" yoln) — d(o,v0) — d(0,~0),

d(O,'vD)er(ow//O))X5(7/*1,77Eed(o,70>+d(orv’0))

et donc 4" € TP0&ee
)
On a donc hFB(%,eed(o,w)%(w,o))XBw,ln’fed(MOHd(m/o)) > hr, et on a lautre
inégalité
P ced(o70) 400,77 0) ) (ot~ 1y cedlovo)Hd(o,7 o)y < Pp

. . d(0,70)+d(0,7"0) 171, ced(070)+d(0,70) . .
par 'inclusion T#(&ce )XBOY e ) C T. Ceci prouve bien

que le point (7,7~ ") (&,7) = (v€,7' ') est dans le support supp(I) puisque le réel
eed(o70)+d(07"0) parcours R* quand e parcours RY . O

QUESTION . On a linclusion supp(I') C Ar X Ap-1, mais a-t’on ’égalité ?

4.3. Le cas générigue On va maintenant montrer que si le support supp(I") n’est
pas réduit & certains sous-espaces de 90X x 09X, alors on a la conclusion du théoréme
c’est-a-dire 'existence d’un sous-semi-groupe contractant de I" qui est d’entropie
totale hr.

PRrROPOSITION 4.11. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique, et soit T' un semi-
groupe d’isométries de X. Si le support de I' n’est pas inclus dans la diagonale de
0X x 90X, alors il existe un sous-semi-groupe contractant I' de T tel que hrr = hr.

Preuve — Soit (&, 1) € supp(T") avec € # u. On peut alors trouver un réel € > 0

assez petit pour que le produit (&, €) x B(n, ei soit Gromov-disjoint de la diagonale.
(&,€)xB(m,e€)

" est alors

D’aprés le critére de contraction (proposition , I’ensemble Fi
contractant pour n assez grand, ot 'on a posé

Fg(f’é)xﬂ("’é) ={y€T| vo€ B(&e€),y o€ B(n,e) et d(o,v0) > n}.

Or, par définition du support et par le point [§] des propriétés [2:29 de I'entropie, on
a

hpse.oxsmea = hp.
>n

Fg(f’e)xﬁ(nae)

Le semi-groupe engendré par convient donc.

O

PROPOSITION 4.12. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et I' un semi-
groupe d’isométries de X . Si le semi-groupe I' contient une isométrie contractante
h, et que le support supp(T') contient au moins trois points, alors il existe un sous-
semi-groupe contractant I de T' tel que hy = hr.

L’idée de la preuve est de montrer qu’il y a beaucoup d’éléments du semi-groupe
avec lesquels 1’élément h joue un ping-pong. Cela permet alors de faire contracter
ces éléments d’un endroit précis vers un endroit précis en les composant & gauche
et a droite avec h. On obtient alors un semi-groupe contractant en ne gardant que
les éléments assez grands.
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Preuve — Pour une isométrie contractante h d’un espace d-hyperbolique X,
définissons une partie I, de X U 0X par

I = {£ € X UOX|(&|ho) > =d(o, ho) — d}.

N |~

Montrons que si le support supp(I') n’est pas inclus dans I,-1 x 90X U 90X x I,
alors il existe un sous-semi-groupe contractant I de I, avec hrv = hr.

REMARQUE 4.13. L’ensemble I}, contient Xy,. Il est un peu plus gros que Xy, afin
de garantir que les éléments v € T’ assez grands et tels que l'on ait v~'o & I, soient
tels que les parties X,-1 et Xj, sont disjointes (et idem dans Uautre sens). Ceci
permettra alors de faire le ping-pong.

LEMME 4.14. Soit X wun espace Gromov-hyperbolique, soit h wune isométrie
contractante de X et soient I, et I,-1 C X les parties définies ci-dessus. Pour
toute isométrie v € Isom(X) telle que d(o,v0) > d(o, ho) et yo & I,-1, on a

X, NXp1 = 0,
et pour toute isométrie v € Isom(X) telle que d(o,v0) > d(o,ho) et v~ o & I, on
a

X,y—l NnX;, =0.

Preuve — Soit v € Isom(X) tel que d(o,v0) > d(o, ho) et vo & Ij,—1. Montrons
I'inclusion X, € X\ Xj-1.
Soit € X,,. Par é-hyperbolicité, on a

(olh~"0) > min{(|70), (2l o)} - 4.

Or, par définition de Ij,-1 et de X, on a les inégalités

d(o, ho).

DN | =

1 1
Sd(0,10) =5 > (yolh o) et (ahyo) > Sd(0,70) >
D’ou l'inégalité
1
gd(o, ho) — & > (z|hto) — 6
qui prouve que le point x n’est pas dans ’ensemble X},-1.
La deuxiéme partie du lemme découle de la premiére en remplacant h par h~!
et v par v L. O

Posons H D'ensemble des isométries satisfaisant les conditions du lemme ci-
dessus :

H := {vy € Isom(X)|d(0,70) > d(0, ho),y0 & I+ et v *o & I},}

Faisons alors un ping-pong entre les isométries de H et I'isométrie h pour obtenir
une partie contractante.

LEMME 4.15. Soit X wun espace Gromov-hyperbolique, soit h wune isométrie
contractante de X et soit H la partie de X définie ci-dessus. Alors ’'ensemble

hHh = {hyh|y € H}

est une partie contractante de Isom(X).
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Preuve — Si v est un élément de H, alors par le lemme [£.14] on a
hyh(X\Xp,-1) € hy(Xp) € hy(X\X,-1) C h(X,) € h(X\Xp-1) € X,

et 'ensemble X\ (X, U X,-1) = X\ (X}, U X},-1) contient bien le point base o.
La partie hHh est donc contractante pour les domaines X_ := X;-1 et
X+ = Xh.
|

Ficure 9. Ping-pong avec 'isométrie contractante h.

h

Ui Xp-1 X, g Xn

Continuons la preuve de la proposition Soit h € ' un élément contractant.
Le semi-groupe engendré par h(H NT)h est alors un sous-semi-groupe contractant
de I d’aprés le lemme ci-dessus.

Si le support supp(I') n’est pas inclus dans Ij,—1 x 9X U9X x I, alors 'entropie
de HNT est égale & hr par le point [§] des propriétés Or, par le point [7] des
propriétés Pentropie de h(H NT')h est égale a celle de HNT', et donc 'entropie
du semi-groupe engendré est aussi égale & hr.

On est donc ramené a ce que le support supp(I') soit inclus dans Ij,-1 x 0 X UIX x
I;,. Par les lemmes et comme 'espace X est propre, il existe un entier ng
tel que pour tout n > ng, I'isométrie hA™ soit aussi une isométrie contractante du
semi-groupe I'. On est alors méme ramené a ce que le support supp(T") soit inclus
dans Ij,-» x 0X U0X X Ipn, pour tout n > ng.

Or, le diamétre des ensembles Iy» et I,—» tend vers 0 : on a

lim inf (z]|2') = oo.
n—oo x,x’Elpn

On est donc ramené a ce que le support supp(I') soit inclus dans un ensemble

({€-} x 0X) U (80X x {&4}),

ou £_ et £ sont des points du bord 0X.

De plus, en utilisant la proposition on est ramené au cas oil le support
supp(T) est inclus dans la diagonale de 9X x 90X, donc on est ramené a ce que le
support soit inclus dans le doublet {(£_,£_), (&4, &4)}. Ainsi, on a bien démontré
lexistence d’un sous-semi-groupe contractant d’entropie hr dés que le support
supp(T’) contient au moins 3 points.

Ceci termine la preuve de la proposition [£.12] O
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Ficure 10. supp(T")
0X

&t 0X

4.4. Le cas ou le support est un singleton On a le lemme :

LEMME 4.16. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit T' un semi-groupe
d’isométries de X. Si le support supp(I') est un singleton {(£,€)}, alors le semi-
groupe I fize le point &.

Preuve — Cela découle de la propriété de I' x I'"l-invariance du support
(proposition |4.10)). O

Ainsi, on est ramené a ce que le semi-groupe fixe un point au bord

(voir sous-section [4.6)).

4.5. Le cas o le support est un doublet de points Supposons maintenant que le
support supp(T") soit un doublet de points du bord {(&4,&4), (€-,€-)}. On a alors
le lemme suivant.

LEMME 4.17. Soit X wun espace Gromov-hyperbolique et soit T' un semi-
groupe d’isométries de X. Si le support supp(T') est un doublet de points

{(&4,&4), (-, &)}, alors le semi-groupe T fize le doublet {&4,&_}.

Preuve — Cela découle de la propriété de I' x I'"!-invariance du support

(proposition [£.10)). O

Montrons maintenant que quitte & multiplier par un élément qui échange les
deux points du doublet, si ’on se restreint aux éléments de norme assez grande et
qui contractent dans un des deux sens (d’un des points du doublet vers autre),
alors on obtient un ensemble contractant. Et I'un de ces deux sous-semi-groupes

engendrés sera forcément d’entropie totale (c’est-a-dire d’entropie hr).

Le lemme qui suit dit qu’un point fixe d’une isométrie est toujours dans son
domaine de contraction ou dans son domaine de dilatation.

Prepared using etds.cls



Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique 43

LEMME 4.18. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique et v une isométrie de X. Si
€ € X est un point fize pour lisométrie v (i.e. v& = £), alors on a

fEXVUX,Yfl.

Preuve — Supposons que l'on ait £ ¢ X.,. Alors on a { = y71¢€ € Xy-1. En
faisant de méme avec 'inverse v~ !, on conclut. O

Le lemme suivant dit qu’une isométrie assez grande qui fixe deux points contracte
de 'un des points vers I'autre ou bien échange les deux points.

LEMME 4.19. Si une isométrie v d’un espace §-hyperbolique X de point base o fixe
un doublet de points du bord {{4,€-} C X sans les échanger (i.e. () # &4 ) et
vérifie linégalité d(o,vo) > 2(£4+1€~) + 26, alors on a

(f+ €eX,eté_c X,Y—l) ou (f, €eX,etéy € Xw—l) .

Preuve — Comme 1’élément v fixe le doublet {{_,&,}, et n’échange pas {_ et
&4, les points £ et £, sont fixes par v. Le lemme nous donne donc 'inclusion

{§+7£*} - X’y U Xv_l'

Or, on ne peut pas avoir {£,,6_} C X -1, puisque par le lemme on a

-
inf (2l') > 2d(0,70) — 6 > (E4]€).
z,:z:’Ewal - 2
En faisant de méme avec X, on obtient donc bien ce qui était annoncé. |

Démontrons donc le théoréme [£.1] dans le cas ot le semi-groupe I fixe un doublet
{&4+,£_} C 0X, mais ne fixe pas de point au bord. Considérons les parties suivantes
du semi-groupe I :

I'fi={yeTljs e X eté € X, 1}
I i={yel-eX,et{ € X1}
On a alors le lemme suivant.

LEMME 4.20. Les ensembles TS, et T'S, sont contractants,
pour tout entier n > 2(£4]1£-) + 108, ou l'on a posé

Asn = {7y € Ald(0,70) > n},
pour une partie A C T.

Preuve — Montrons que I'Y,, est contractant. Soient vy et 7" deux isométries de
I'%,,. Par 6-hyperbolicité, on a

(&+l6-) = min{(&4]7"0), (v'oly™0), (v~ Tol€-)} — 26.

Or, par définition de X/, on a (£1]7/0) > 2d(0,7/0) > (£4]€-) + 26 et on a de
méme (£_|y7to) > (&4,€-) + 26, puisque &4 € Xy et £ € X.-1. On en déduit
I’inégalité

(&+le-) = (Yoly™"o) — 24.
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Ainsi, on obtient

sup (Y~ 'oly'0) < (£4]6-) +26 < oo,
¥,y €T 4

et on a bien pour tout v € I'y,
1 1
§d(0, ~vo) — 30 > 3" 30 > (£41€-) + 20,

donc par le critére 'ensemble I'S,, est contractant. De la méme fagon, 'ensemble

I'S,, est contractant. U
Pour terminer la preuve du théoréme dans ce cas, il ne reste donc plus qu’a

démontrer que ’entropie d’une de ces deux parties contractantes est hAr :

LEMME 4.21. On a max(hri th; ) = hr, pour n > 2(£4+]&-) + 26.

Preuve — Il y a deux cas :

1. Tl n’existe pas d’élément qui échange £_ et £4. Dans ce cas, par le lemme

19 on a
sy = (F+)>n U (F*)>n'

2. 1l existe un élément vy € I' qui échange £_ et £+. Dans ce cas, on peut écrire

(o Tsn\ (T UT)))sp, € (F)sn U (F-)>n.

Le résultat découle alors des point [6] [7] et [§] des propriétés de lentropie. [
Les lemmes et {21 donnent un semi-groupe contractant d’entropie hr parmi
I’'un des deux semi-groupes suivants : I’'un engendré par I‘in et lautre engendré par
I'S,,, pour n assez grand.
Ceci termine la preuve du théoréme [£.1] dans le cas ou le semi-groupe I' ne fixe
pas de point au bord.

4.6. Le cas ou le semi-groupe T fixze un point au bord Supposons que le semi-
groupe I" fixe un point £ € 0X mais ait un ensemble limite Ap contenant au moins
deux points.

Par la proposition il existe alors un élément contractant h tel que le point
fixe ¢ ne soit pas dans X,.

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 4.22. Soit X wun espace métrique propre, soit I' un semi-groupe
d’isométries de X, et soit h une isométrie contractante. Si l’'on pose

I'":={yel|yoe X},
alors on a U’égalité hyr» = hr.

Ceci permettra de conclure grace au lemme suivant.
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LEMME 4.23. Soit X wun espace Gromov-hyperbolique, soit T' un semi-groupe
d’isométries fixrant un point & € 0X, et soit h une isométrie contractante telle
que € € Xy, Alors il existe un réel r tel que l’ensemble

Iy, :={yeTl|yo e X}, et d(o,v0) > r}
soit contractant.

Le semi-groupe engendré sera alors encore contractant et aura encore pour
entropie hr par les points [4 et [§ des propriétés de l’entropie, donc on aura
bien obtenu la conclusion du théoréme E.11

Preuve du lemme [4.23] — Soit

C := sup (z|¢) < .
ze€Xp

Montrons que les réels r > 2C' + 8 conviennent.
Pour toute isométrie v € I', ., le point £ est dans X, -1. En effet, on a I'inégalité

(&y0) < C < d(0,v0) qui donne que ¢ n’est pas dans X, et donc on a
E=7""¢e X, .
Par d-hyperbolicité, pour toutes isométries v et 4/ € I', . on a I'inégalité

C > (€ly'0) = min{(&y"0), (v 'oly'0)} — .

Or, on a (¢]y~1o) > %d(o7 ~vo) > %r > C + 4, donc on obtient 'inégalité
1
(v toly/o) < C+4d < 3" 34.

Par le critére de contraction on obtient donc que la partie I', . est contractante.
O

Pour démontrer que l’ensemble T est d’entropie Ar (i.e. la proposition 7
nous allons découper les boules B(o, R) en morceaux, selon les copies d’un domaine
fondamental pour 1’élément h, et montrer que quitte & appliquer a chaque morceau
une puissance de I’élément A, on peut ramener chaque morceau dans une partie
proche de X}, tout en restant dans la boule. Le lemme suivant permettra de ramener
chaque morceaux.

LEMME 4.24. Soit X un espace métrique, et soit h une isométrie contractante de
X. Alors il existe une constante C' < oo telle que pour tout entier n € N et pour
tout réel R > 0 on ait linclusion

h" (b X, N B(o,R)) € B(o, R+ C).

Preuve — Comme 'élément h est contractant, il existe une constante C' telle
que l'on ait

1
sup (z|]z") < =C < 0.
((L‘,I/)Exh_l X X, 2
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En particulier, pour tout entier n > 1 et tout point x € h™"X},-1, on a

%C > (h™z|h"0) = % (d(o, h"z) + d(o, h™0) — d(o,x)) .

On a alors,
d(o,h"x) < d(o,x) + C,

d’ou l'inclusion souhaitée. O

LEMME 4.25. Soit X un espace métrique propre, soit I' un semi-groupe d’isométries
de X, soit h une isométrie contractante de I', et soit S est une partie e-séparée et
couvrante de I'. Alors il existe une constante C > 0, telle que pour tout rayon R > 0
il existe une partie e-séparée Sg C I telle que l'on ait l’inégalité

1
#SroNB(o,R+C)N X} > ﬁ#Soﬂ B(o, R).

Ce lemme dit que 'on a une proportion non négligeable des éléments de la boule
B(o, R+ C) qui sont dans le domaine X},. Pour le démontrer, nous allons utiliser
le lemme des tiroirs pour trouver un morceau de la boule qui contient beaucoup
d’éléments, et ramener ce morceau par le lemme précédent dans le domaine Xj,.

Preuve — Posons

Dy, = h=2 (Xh\hXh) .

Alors Dy, est un domaine fondamental pour I’élément h qui est inclus dans X,-1.
Majorons le nombre de morceaux du découpage de la boule B(o, R) par ce
domaine fondamental.

SouUs LEMME 4.26. [l existe une constante Cy > 0 telle que pour tout R > 1 et
tout n > CyR, on ait

B(o,R)Nh™"Dj, = 0.

Preuve — Si z € h™" Dy C h™"X}-1, par le lemme (pour X, = Xp-1 et
y=h""),0na

d(0,x) = (z|z) > d(0,h"0) =2 sup (holy).
YyeX, 1

Or, par les lemmes [2.46] et [3.6] il existe des constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que
d(o,h"™0) > Cin — Cs.
Il existe donc une constante Cy > 0 telle que pour tout R > 1 et n > RCj on ait

d(o,z) > Cin—Cy—2 sup (holy) >n/Cy > R.

yeX, —1

D’ou x ¢ B(o, R) pour € h~"Dj, avec n > RCj. O
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Ficure 11. Partition de la boule B(o, R) a I'aide d’un domaine fondamental pour une isométrie
contractante h.

D’aprés ce sous-lemme, on peut donc partitionner la boule B(o,R) en n =
[CoR] + 2 morceaux :

n—3
B(o,R) = (B(o,R)NXu)U | | (Blo,R)Nh~"Dy).
k=—1

Le lemme des tiroirs nous donne alors que 'un des morceaux du découpage que 1'on
obtient pour B(o, R) N So est de cardinal au moins +#B(o, R) N So. Si le morceau
en question est B(o, R) N X}, ou B(o, R) N h~(-Y Dy, alors le résultat est clair :
Sgr := hS convient. Sinon, le morceau est B(o, R) N h~*Dj, pour un entier k > 0.
Par le lemme précédent, on a alors

h* (B(o,R)N Sonh™*Dy) € B(o,R+ C') N D;, N h*So,
pour une constante C’ assez grande. Et par inégalité triangulaire, on a
h? (B(o,R+ C") N Dy N h"So) C B(o, R+ C' + d(o, h*0)) N k> Dy, N h*+2So.

Comme on a linclusion h%2D; C X}, les inégalités précédentes donne 'inégalité
annonceée

#SroNB(o,R+C)N Xy > %#Soﬂ B(o, R),

avec Sp = h**2S, pour tout R > 1, pour une constante C' assez grande. O
Voici maintenant un lemme d’inversion des quantificateurs.

LEMME 4.27. Soit X un espace métrique propre, soit TV C Isom(X), et soient
h>0,C >0 ete>0 des réels. Si pour tout réel R > 1, il existe une partie
e-séparée Sg C TV telle que l'on ait l'inégalité

#Skr N B(o, R) > Ce™,

alors on a hrr > h.
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Preuve — Soit S C I une partie séparée et §-couvrante. On a les inégalités

1
hr: = limsup ) log(#SoN B(o, R)))

R—o0

> lim sup % log(#SroN B(o, R))))

R—o0
> h.
|
Preuve de la proposition [4.22| — Soit .S une partie e-séparée et couvrante

du semi-groupe I'. En utilisant le lemme on obtient I'inégalité
1
#SroN B(o,R+C) > E#So N B(o, R),

pour une partie Sg e-séparée de I”, pour tout R > 1 et pour une constante C.
Comme S est une partie couvrante de I', son exposant critique est minoré par hr,
ce qui donne

1
ﬁ#So N B(o,R) > elhr—<r)E

avec limp_,o0 €g = 0. Le lemme nous donne alors l'inégalité hys > hr — €g,
puis on obtient I'inégalité hr» > hr en faisant tendre R vers Uinfini.

L’autre inégalité hrr < hr se déduit de 'inclusion IV C T'. O

Ceci termine la preuve du théoréme [41]: tous les cas ont été traités, puisque le
support est non vide par la proposition [1.8

4.7.  Contre-exemple quand l’ensemble limite du semi-groupe I' est réduit a un point
Sans I’hypothése #Ar > 2, les théorémes et sont faux en général.

EXEMPLE 4.28. Pour X = H2 muni de sa métrique usuelle, le sous-semi-groupe
) 1 1 2 0 .
de SL(2,R) engendré par les matrices (0 1y> et (0 Iy) a pour entropie %,
2
mais ne contient que des sous-semi-groupes contractants d’entropie nulle, donc en
particulier ne contient que des sous-semi-groupes de Schottky d’exposant critique
nul.

1 1
Meéme chose avec le groupe parabolique engendré par la matrice (O 13/)
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Ficure 12. Orbite d’un point sous 'action du semi-groupe de l’exemple@

5.  Semi-groupes de Schottky

Les semi-groupes de Schottky sont les semi-groupes ayant la dynamique la
plus simple, puisque par définition leurs générateurs jouent au « ping-pong ». En
particuliers ils sont libres et séparés. Le théoréme principal de cette section, que
nous démontrons ici (théoréme , affirme que lentropie d’un semi-groupe est
approchée aussi prés que 'on veut par celle de ses sous-semi-groupes de Schottky.

DEFINITION 5.1. Soient X un espace métrique, et I' un semi-groupe d’isométries
de X. On dit que le semi-groupe I' est de Schottky pour une partie X, C X,
s’il admet une partie génératrice finie {g1,92,...,gn}, telle que les parties g1 X,
92X+, ooy gn X4 et X\X, soient deux & deuz Gromov-disjointes, et que l'ensemble
X \(1 X+ U ...UgnXy) soit d’intérieur non vide.

FiGure 13. Un semi-groupe de Schottky engendré par deux isométries g1 et g2
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PROPRIETES 5.2. Soit X un espace métrique et soit I' un semi-groupe de Schottky
d’isométries de X. On a alors :

1. Le semi-groupe I" est libre.

2. Le semi-groupe I est séparé (donc en particulier d’orbite discréte).

3. Le semi-groupe T' est contractant.

4. Sil’espace X est propre, on a dp < 0.

Preuve — Soit B une boule incluse dans 'ensemble X\ (g1 X4 U ... U g, X ),
alors ses images par les isométries de I' sont toutes deux & deux disjointes. Donc le
semi-groupe est libre et séparé. Le semi-groupe I' est contractant pour les domaines
X\X; et 1 X1 U...Ug,X,, en choisissant 0 € X \(g1 X+ U...Ug,X,). Pour

obtenir la finitude de I'exposant critique, il suffit d’utiliser le lemme [3.8| pour obtenir
un entier k tel que pour tous générateurs i, ..., Vg, on ait

d(O, 717k0) >2M + 1,

ou M est la constante de Gromov-disjonction du semi-groupe contractant I". Puis
on utilise le lemme |3.6] pour obtenir la minoration

d(o,y1...n0) > {%J ,

pour tout n, et pour des générateurs 71, ..., v,. Et on obtient alors la majoration
or < klog(N), o N est le nombre de générateurs du semi-groupe T'. O

THEOREME 5.3. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit I' un semi-
groupe d’isométries de X . Si le semi-groupe I' est contractant, alors pour tout € > 0,
il existe un sous-semi-groupe Schottky I" C T tel que dpv > hr — €.

Pour construire un « gros » sous-semi-groupe de Schottky, nous considérerons
une partie suffisamment séparée de ce semi-groupe contractant, et montrerons que
les éléments de norme donnée assez grande, contractent a des endroits suffisamment
écartés les uns des autres pour jouer au « ping-pong » et donc engendrer un semi-
groupe de Schottky.

LEMME 5.4. Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et soient X_ et Xy des parties
de X. Alors il existe un réel r et un entier ng tels que pour tout semi-groupe
contractant I’ d’isométries de X pour les parties X1 et X_, pour toute partie S r-
séparée de T, et pour tout entier n > ng, l’ensemble SN A,, engendre un semi-groupe
de Schottky pour le domaine X, ot l'on a posé

A, = {y € Isom(X)|d(0,7v0) € [n,n + 1[}.

Preuve — Supposons qu’il existe un semi-groupe contractant pour les parties
X_ et X, (sinon il n’y a rien & démontrer). Montrons que le réel r := 4C + 46 + 2
convient, ol

C = sup (z|2'),
(z,x")eX XX _
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et 0 est un réel tel que 'espace X soit §-hyperbolique.
Soit I' un semi-groupe contractant pour les parties X_ et X, et soient v et '
deux isométries de A,, qui vérifient I'inégalité

d(yo,7'0) > r.

Montrons qu’alors les domaines vX; et v/ X sont Gromov-disjoints.
Soient x € yX, et 2’ € v/ X . Par Gromov-hyperbolicité, on a alors

(yoly'0) > min{(vyo, x), (z|z'), (z’, 7 0)} — 26.
Or, on a 'inégalité
(d(y0,0) +d(y'0,0) — d(v0,70))

<(n+1)—g:n—2C—2§,

(voly'o) =

N =

et d’apres le lemme [3.5] on a les inégalités
(volz) > d(0,v0) —2C > n —2C
et de méme (z'|y'0) > n — 2C. On obtient donc l'inégalité
(z]2") < n—2C.

Les ensembles vX, et +'X, sont alors disjoints, puisque si l'on avait y €
~vX N+ Xy, on aurait ’absurdité

n —2C — 26 > (vyoly'0) > min{(yo|y), (y,7'0)} =6 >n —2C — 6.

On a donc montré que les ensembles v X et v/ X sont (n — 2C')-disjoints. Pour
finir, Vintersection B(o,n — 1) N X est d’interieur non vide si l'entier n est assez
grand, et elle est incluse dans X\ (Uyesna, 7 X+).

O

Ainsi, pour n assez grand et pour le réel r donné par le lemme, si 'on considére
une partie S r-séparée et couvrante de I', alors I’ensemble A, NS engendre un
semi-groupe de Schottky. Et par les points [3 et [f] des propriétés[2.29] et la remarque
24 on a )

hr =limsup — In(#(A4,, N 5)).

n—oo T

Pour tout € > 0, on peut donc trouver un entier n tel que
In(#(A, NS)) > n(hr —¢).

Montrons alors que le semi-groupe de Schottky I engendré par A, NS a un

—2_(hr — €). Pour cela, on va utiliser le

exposant critique supérieur ou égal & 5

lemme suivant.

LEMME 5.5. Soit X un espace métrique. Si une partie S du groupe d’isométries
Isom(X) engendre un semi-groupe libre I', alors on a la minoration de l’exposant
critique :

log(#5)

r

or >

)

ot 7 = sup, ¢ g d(0,70).
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Preuve — Cela découle de linégalité triangulaire. Pour des générateurs
V1yees Y €5, 00 &

d(y1...vn0,0) < d(710,0) + ... + d(yn0,0) < nr,
donc, par liberté du semi-groupe I' pour la partie .S, on obtient
#{v € I'ld(0,70) < nr} > (#5)".
On a donc

Or = limsup S In(#{~v € T'|d(0, v0) < n})

n—oo N

> lim sup i In((#5)")

n—oo NT

_ In(#5)
=—"=
O
En appliquant le lemme [5.5] & la partie A,, N9, qui engendre un semi-groupe qui

est de Schottky et qui est donc libre, on obtient I'inégalité

_ log(#(4,018)) _ n

5/
= n+1 “n+1

(hr — 6).

Or, 'entier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel € > 0 est arbitraire.
Ceci achéve la preuve du théoréme [5.3

On peut maintenant facilement démontrer le théoréme (1.3
Preuve du théoréme [1.3] — On déduit aisément des théorémes [A.1] et (.3l
I'inégalité
sup 5[*/ > hr*.

r’<r
I/ sous-semi-groupe de Schottky

L’autre inégalité s’obtient en remarquant qu’un semi-groupe de Schottky est séparé.
O

6. Dimension visuelle

Dans cette section, nous voyons une application du théoréme [I.3] a « I'étude
au bord » d’un semi-groupe. Nous obtenons le corollaire [6.4] ci-aprés qui est une
généralisation d’un résultat de F. Paulin (voir [Paul) qui généralise lui-méme un
résultat de Coornaert (voir [Codl).

Soit X un espace Gromov-hyperbolique. Pour définir ce qu’est la dimension

visuelle d’une partie A du bord 90X, introduisons quelques notations.
On définit la boule 3(&,r) de centre £ et de rayon r sur le bord X par

B(&,r) = {n € 0X|({|n) > —log(r)}.
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DEFINITION 6.1. On appelle mesure visuelle de dimension s d’une partie A C
0X du bord d’un espace X Gromov-hyperbolique, le réel

H*(A) := lim H(A),

e—0
ot H2(A) est la borne inférieure des sommes
i
ieN
sur tous les recouvrements (B(&;,7;))ien de U'ensemble A par des boules de rayons

r; < €.
On appelle dimension visuelle d’un ensemble A C 0X le réel

dimyis(A) = inf{s € Ry|H*(A) = 0}.
REMARQUE 6.2. On a aussi

dimyis(A) = sup{s € Ry |H*(A) = oo}.
REMARQUE 6.3. La mesure visuelle est une mesure.

La notion de dimension visuelle généralise celle de dimension de Hausdorff.

6.1. Lien entre dimension visuelle et entropie On a le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.4. Soit X un espace Gromou-hyperbolique propre & bord compact et
soit I' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins
deux points. Alors on a l’égalité

dimvis (A%) = hl" .

F. Paulin a énoncé ce résultat pour les groupes discret, et sa preuve semble
s’adapter aux semi-groupes. Cependant, il fait des hypothéses supplémentaires par
rapport a notre preuve, qui sont le fait que l'espace X soit géodésique, qu’il soit
quasi-géodésique, que le semi-groupe soit séparé, et qu’il ne fixe pas de point au
bord (voir [Paul).

Voici I'inégalité facile entre entropie et dimension visuelle de ’ensemble limite radial.

PROPOSITION 6.5. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit I' un
semi-groupe d’isométries de X. On a l’inégalité

dimvis (Afﬂ) S hp.

Preuve — Soit S une partie séparée et couvrante de I'. Montrons que 'on a
I'inégalité dim(Ag) < ds. Comme on a les égalités A = Af et 65 = hr, ceci donnera
bien I'inégalité souhaitée.

Définissons 'ombre d’une boule B(z,r) par

OB(z,r) :={§ € 0X|(0|§), < r}.
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On a alors 'inclusion

asclUN U 0Bhor),
r>0n>0v€S>n,

o S>p, := {7y € S|d(0,70) > n}. En effet, si un élément ¢ est dans I’ensemble limite
radial Ag, alors il existe un réel r > 0 et une partie A de So qui est une r-sous-
quasi-géodésique telle que £ € JA. On a alors pour tout « € A, £ € OB(z,r), et
pour tout n € N, As,, # 0.

Posons alors

A= ﬂ U OB(yo,r),
n>0v€S>n

pour un réel » > 0 et montrons que pour s > dg, on a H*(A,) < oo.

On peut recouvrir chaque ombre par une boule de rayon e~#(#)+7+0_ Ep effet,
soient £ et ¢’ deux points de 'ombre OB(x,r). On a alors

(&) = min{(¢]z), (z[¢)} — 6 > d(o,2) — 7 — 4,
par é-hyperbolicité, et par l'inégalité
(§lz) = —(0l&) + d(o,x) = d(o,x) — 7

et de méme avec &'.

Ainsi, pour € > 0, en considérant un recouvrement de l’ensemble A, par des
boules de rayon < e qui recouvrent les ombres OB(vyo,r) pour v € S assez grand,
on obtient

H*(Ay) = lim HI (A,) <) e s(do0)7r=0) — s(rtd) p,

e—0 5
YyES

ou P, = nyes e~ 54(0:70) st 1a série de Poincaré de S. On a P, < oo dés que s > dg,
d’ott H*(A,) < oo.

On a ensuite H*(A,) = 0 pour tout s > Jg, puis

H*(Ag) = H*([J A) = 0.
r>0
Ainsi, on a
dlmvm(ACS) S S
pour tout s > dg, d’ou I'inégalité dimyis(Ag) < dg.
O

Pour obtenir le corollaire [6.4] a partir du théoréme [I.3] il suffit de démontrer le
résultat dans le cas des semi-groupes de Schottky :

PROPOSITION 6.6. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact,
et soit I' un semi-groupe de Schottky d’isométries de X. Alors on a l’égalité

dimvis (AF) = 5F~
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Preuve — Par les propositions [6.5] et [3.9] on a déja I'inégalité
dimvis(AF) < hF < 6F-

Montrons l'inégalité dimy;s(Ar) > dr. Pour cela, on va utiliser le lemme suivant,
di & Frostman, qui raméne le probléme a construire une mesure convenable sur
I’ensemble limite Ar du semi-groupe I'.

LEMME 6.7. Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit p une probabilité portée
par une partie A du bord 0X. S’il existe un réel s et une constante C' > 0 tels que
lon ait

n(B(& 7)) < Cr,
pour toute boule B(&,r) du bord 80X, alors on a l'inégalité

dimy;s A > s.

Preuve — Soit € > 0, et soit R un recouvrement de 'ensemble A par des boules
de tailles inférieures a €. On a alors les inégalités

1 1 1
ootz > ZuBEr) = u0X) = =
C C C

BEmER  BEmER

On en déduit, en passant a la borne inférieure sur tous ces recouvrements que
Pon a linégalité H?(A) > %, puis en passant & la limite quand e tend vers 0, que
on a H*(A) > &. On obtient donc bien I'inégalité souhaitée.

O

La mesure a laquelle nous appliquerons ce lemme pour conclure est la mesure p
de Patterson-Sullivan, que nous allons définir maintenant.

6.1.1. Mesure de Patterson-Sullivan Soit X un espace Gromov-hyperbolique
propre a bord compact et soit I' un semi-groupe discret d’isométries de X, avec
dr < oco. Définissons des probabilités ps sur ’espace X, pour des réels s > dr, par

1 —sd(o,v0)
s = — e Do,
DI
yel’
ou P, := Zwer e—340,70) ot 1a série de Poincaré de I', et D, est le Dirac en x.

REMARQUE 6.8. La série de Poincaré Ps diverge pour s < dr et converge pour
s> or.

Pour définir la mesure p, nous aurons besoin que la série de Poincaré soit
divergente en or (i.e. Ps. = 00). On la rend divergente grace au lemme suivant.

LEMME 6.9 (ASTUCE DE PATTERSON) Soit sg un réel et (a,)nen une suite de réels
positifs. Si la série de Dirichlet ), .\ a,® est divergente pour s < sq et convergente
pour s > sq, alors il existe une fonction croissante k : [0, 00[— [0, 00[ telle que la

série
Z k(an)ay,®

neN
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converge pour s > Sg et diverge pour s < Sg et pour s = Sy, et avec de plus la
propriété : pour tout € > 0, il existe un réel yo tel que pour y > yg et x > 1, on ait

k(zy) < 2%k(y).

Voir [Pat| pour une preuve.

Pour rendre la série de Poincaré divergente en s = dr, il suffit de la remplacer
par :

P, = Z k(ed(o,'yo))efsd(o,'yo)’
yel’
ou k est la fonction fournie par ce lemme, et I'on fait de méme pour la définition
des mesures fis.

Les mesures ps sont des mesures de probabilités. Or, par hypothése, 'adhérence
X est compacte. Et 'ensemble de probabilités P(X) sur le compact X, muni de
la convergence vague, est alors compact (voir par exemple [Rud]|). Il existe donc
une suite de réels (sx)ren, avec pour tout k, s, > or, telle que la suite de mesures
(s, Jken converge vaguement vers une mesure de probabilité g :

sp — O et pus, — L.
k—o0 k—o0

La mesure p est alors portée par le bord dX, puisque I' est une partie discréte,
que 'espace X propre et que 'on a limg_,s5. Ps = 00.

Avant de majorer la mesure p sur toutes les boules, majorons la sur les ensembles
’}/X+.
LEMME 6.10. Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact, et
soit I' un semi-groupe d’isométries de X, de Schottky pour un domaine X . Alors
il existe un point o tel que si p est la mesure de Patterson-Sullivan définie ci-dessus
(pour ce point 0), alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute isométrie
v €T, on ait linégalité

HO(X.) < Cemtrdene),
Preuve — On a le lemme suivant.

LEMME 6.11. Soit X un espace métrique, et I' un sous-semi-groupe de Schottky de
Isom(X), pour une partie Xy C X. Pour un point 0 € X4\ (Ug generateurgX+), 0N
a les équivalences

YX4 Ny X #0 = (Y €1'T ouy €91,
YoenX, &+ €T,
pour toutes isométries v et v € T.

Preuve — Montrons la premiére équivalence. Soient v et ' deux isométries de
T telles que lon ait v X, N~/ X, # 0. Soient g et ¢’ les générateurs tels que v € gI"
et v/ € ¢'T. Etant donné que les ensembles gX | et ¢’ X sont Gromov-disjoints si
g # ¢’ et que ’on a les inclusions 7 X, C gX, et v/ X, C ¢’ X, on a nécessairement
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g = ¢'. Par récurrence, on a bien obtenu que v € 4'T" ou v’ € 7T". La réciproque est
claire.

Montrons la deuxiéme équivalence. Soient «y et 7 deux isométries de I telles que
Pon ait 7’0 € vX4. On a 4’0o € /X, N~X, puisque o € X . Par I’équivalence
précédente, on a donc ' € vI" ou v € 'T". Supposons que 1’on ait 7 ¢ 4I'. On peut
alors trouver un générateur g tel que l'on ait v € 4’¢gI". On a ensuite 'inclusion
vXy+ C v'¢gX,, donc v'o € v/gX,, puis 0 € gX4, ce qui contredit '’hypothése.
Donc on a bien 7/ € AI". La réciproque est claire. |

Choisissons un point 0 € X\ (Ug generateurgX+) (i.e. comme dans le lemme
6.11]).

Supposons que le semi-groupe I' soit divergent. Pour tout s > dr et pour toute
isométrie v € I', on a alors

X,) = 1 —sd(0,y'0)
s (v X5) ) vgre
Or, le lemme [3.6 nous donne I'inégalité
d(0,~y'v0) > d(0,7'0) + d(o,v0) — 2C",
ot C’ est la constante de contraction du semi-groupe I' pour le point o :

C':= sup (v 'o|y0) < o0.
vy el

On obtient alors

1

’ ’ !
Felsc’ e—sd(o,’yo) E e—sd(o,'y o) _ 6250 e—sd(o,'yo).
s

y'el

ps(7X 1) <

D’ou l'inégalité
Ha(YX4) < Cue 409,

avec Cy = €25¢" En passant & la limite, on obtient 'inégalité voulue

p(O(vX4)) < Ce0rd(e0)

oit C = 2rC" | puisque I'ensemble O(yX 1) N Ar est isolé (c’est-a-dire ouvert et
fermé) dans I’ensemble limite Ar.

Si le semi-groupe n’est pas divergent, on modifie le calcul précédent en conséquent
en utilisant I'astuce de Patterson, et on conclut de la méme fagon. O

Montrons maintenant que la mesure g est majorée pour toutes les boules.

LEMME 6.12. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique propre a bord compact, et
soit T' un semi-groupe d’isométries de X, de Schottky pour un domaine X . Soit
o le point donné par le lemme [6.11] et soit p la mesure de Patterson-Sullivan
correspondante. Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour toute boule
B(&,r) du bord OX, on ait l’inégalité

u(B(E,r)) < Crr.
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Preuve — Soit C’ la constante donnée par le lemme Soit B(£,r) une boule.
Si la boule n’intersecte pas I’ensemble limite Ar, on a u(8(€,7)) =0, et il n’y a rien
a démontrer. Supposons donc que la boule rencontre ’ensemble limite. On peut
alors supposer que 'on a £ € Ap, quitte a recouvrir la boule 5(£, ) par une boule
de rayon 2r centrée en un point de I’ensemble limite Ar, et & multiplier la constante
C par 2°r.

Notons

Ty := {v € T'|y de longueur k en les générateurs},

et T := {id}. Soit n un entier tel que l'on ait
#{v €Tnl0(y X1 ) NBE,r) # 0} =1, et

#{v € Tnal0(vX4) N B(E,r) # 0} = 2.
Cet entier existe bien, puisque pour n = 0 on a X NB(E,7) # 0, et puisque 'on a

Jim #{y € Tal0(yX4) N (S, ) # 0} = oo

En effet, si Pon a v,0 —— £ pour une suite (7, )neny d’éléments de T, alors on
n—oo

a 0(ynX4+) C B(&,r) a partir d'un certain rang par le lemme et par Gromov-
hyperbolicité.

Soit v € T, tel que O(vX1) N B(E,r) # 0. Comme la mesure u est portée
I’ensemble limite Ar, on a

w(B(E, 7)) < p(d(vX4)) < e dd00)

par le lemme et par le choix de n. Il reste donc & majorer la quantité e?(©:7°)
en fonction de 7.

Pour tout 7/ € T'41 tel que O(v' X1 )N B(E,r) # 0, on a v’ € 4T. Soient alors
g # ¢’ deux générateurs tels que ’on ait

OvgX)NBEr) #0 et O(vg'Xy)NB(E ) # 0.

Soit C” > 0 une constante telle que les parties gX, pour g parcourant les
générateurs, et X, soient deux a deux C”-Gromov disjointes. L'image v~18(&,r)
de la boule 3(&,r) par I'isométrie v~ 1
donc il existe des points 1 et 7’ de v~ 13(&,7) tels que 'on ait 'inégalité

(nln") < C".

rencontre les ensembles 9(gX 1) et d(¢' X4),

On a alors

C" > (nln')
= (ynly') + (v""oln) + (v oln’) — d(o0,v0)
> —log(r) —d+ 0+ 0 — d(o,70)

d’ou I'inégalité
efd(o,’yo) < GCN+6T.
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On obtient donc I'inégalité escomptée avee C' = € +9. ]
Les lemmes [6.12] et [6.7] donnent l'inégalité

dimy;s (AF) > 51";

ce qui termine cette preuve de la proposition O
On peut maintenant facilement retrouver la généralisation du résultat de Paulin.
Preuve du corollaire — Soit € > 0. Par le théoréme il existe un sous-

semi-groupe IV de Schottky de I' tel que ’on ait dp» > hr — €. Par les propositions

et [3:9] on a donc les inégalités
dimyis(AF) > dimyis(Af) = dimyis(Ar) = 6 > hr —e.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit I'inégalité
dimyis(AL) > hr.

L’autre inégalité est donnée par la proposition [6.5 O

6.2. Semi-groupes de développement [-adique Dans cette sous-section, nous
obtenons une application du corollaire [6.4] aux semi-groupes de développement en
base f3.

Le semi-groupe de développement en base § € C avec ensemble de
chiffres A est le semi-groupe engendré par les applications affines :

x—=x/B+t,

out € A, pour une partie finie A de C.
On peut voir ce semi-groupe comme un sous-semi-groupe de SLo(C). En effet, a

1
- t
Papplication « — x/8 +t, on peut associer la matrice (\63 :}E) , oll \/[3 est une

racine carrée de 5. On a donc une action par isométrie du semi-groupe sur 1’espace
X =H} := {2 +7j|z € C,7 > 0} (vu comme partie de 'ensemble des quaternions),
dont le bord X s’identifie & C U {oc}. L’action de l'application = — x/8 + t sur
H3 est donnée par

(z = x/B+1).(z+7)) = (2/B+1) +(7/[B]).

L’ensemble limite du semi-groupe est alors exactement ’ensemble des nombres
complexes qui admettent un développement [-adique n’ayant qu'un seul chiffre
avant la virgule et avec ensemble de chiffres A.

Tout ceci fonctionne également en remplacant le corps C par R.

DEFINITION 6.13. On appelle nombre de Salem généralisé un entier algébrique
B € C de module strictement supérieur a 1, dont tous les conjugués sont de modules
inférieurs ou égauxr & 1, sauf éventuellement son conjugué complexe. On appelle
nombre de Pisot généralisé un entier algébrique € C de module strictement
supérieur a 1, dont tous les conjugués sont de modules strictement inférieurs a 1,
sauf éventuellement son conjugué complexe.
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REMARQUE 6.14. Dans la définition classique de nombres de Pisot et de Salem,
on demande & ce que le nombre soit un réel f > 1, mais tout ce que l’on verra est
valable pour cette définition plus générale.

PROPOSITION 6.15. Soit I' le semi-groupe engendré par les applications
x> a/f+t

ot t € A pour une partie finie A C Q(B). Si 8 est un nombre de Salem généralisé,
alors on a l’égalité

dimH(Ap) = (51“.

FiGURE 14. Développement en base 8 = ¢ (le nombre d’or, qui est un nombre de Pisot), avec
ensemble de chiffres A = {0, 1}.

9,.,0, 0" 0 0. 0" 0. 0
09, .0,0 e,0

.0 o, 0 [ ] .0 ® o, 0 .0 [ J .0 [ ]
000.09.9, .9 000 000 00000 000 0®0® 0 000 000 00000000 000000000 0.0, 0.9.%,.%..%.%..%,

Avant de démontrer la proposition, on a le lemme suivant.

Le lemme qui suit dit que si ’on regarde 'orbite d’une boule par le semi-groupe,
alors le nombre de chevauchements en un point donné n’est pas trop grand par
rapport a la distance au point base o.

LEMME 6.16. Sous les hypothéses de la proposition [6.15], il existe un entier r tel
que l'on ait

el <1} = 0 (o)),
pour z € H3.

REMARQUE 6.17. Si Uentier algébrique B est de Pisot, alors le semi-groupe I est
méme séparé (voir la condition de séparation de Lalley [Lal]), et donc on peut
prendre r = 0.

Preuve du lemme —
Le resultat suivant permet de majorer le paramétre de translation des isométries
du semi-groupe I'.

SOUS LEMME 6.18. Si T' est un sous-semi-groupe de Aff(C) engendré par des
application x — x/B+t, pourt € A, avec A partie finie de C et 8 € C tel que |5 > 1,
alors il existe une constante C' telle que pour toute application x — ax +t €T, on
ait [t] < C.
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Preuve — Un élément du semi-groupe I' s’écrit

x»—>x/ﬁ"+zﬁk,

avec t € A. On a alors la majoration

tk
S

k=0

o maxe 4 |t]
< a3 L < masieald
teA P 5 1-— il

Notons
o= {vy €Tld(yj,z) <1}
On a alors les resultats suivants.

Sous LEMME 6.19. Il existe une constante C telle que pour tout x € HZ, toute

isométrie de T', est de longueur au moins % et au plus d(ljo’g()ﬁ'gc en les

générateurs.

Preuve — En effet, on a I'inégalité triangulaire
d(j,x) — d(vj, x) < d(j,~j) < d(vj, ) +d(j, ).
Par ailleurs, si 'on écrit vj = |3 " j + ¢, on a
d(7, 18177 ) = d(j, 5 +t) < d(j,v§) < d(G, 187" ) +d(j, 5 + 1)

ot n est la longueur de . Ensuite, d’aprés le sous—lemme la quantité d(j, j+1)
est bornée par une constante C’ indépendante de v et de z. Et on vérifie que
lon a d(j,|8|""j) = nlog(B) pour la métrique usuelle de H3. On obtient alors
I’encadrement

d(j,z) — C"—1 < nlog(B) <d(j,z) +C" + 1.

D’ou ’encadrement sur la longueur n de v avec C' = C’ + 1.

- (55

la plus grande longueur possible des éléments de I',. On a alors le resultat suivant.

Posons

Sous LEMME 6.20. Il existe une constante C telle que pour tout z € H on ait
diam ("= T,0) < C,
ot 0 est le point du bord 0 = 0+ 0j € OH3.
Preuve — L’application y — ™=y étant une isométrie, on a

d(B"vj, B x) = d(vj, ) <1,
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pour tout v € I',.. D’autre part, si 'on écrit vj = 0 + |3 " 4, alors on a

Brevj = B0 + 8" 7" 4,

ou n est la longueur de . Or, par le sous-lemme [6.19] il existe une constante C
telle que pour v € ', on ait |n —n,| < C, ou n est la longueur de v. La distance

d(B"=~0, " x)

est donc bornée indépendamment de x et v € I';,, par inégalité triangulaire. ]
Quitte & multiplier la partie A par les dénominateurs (ce qui ne change pas la
conclusion du sous-lemme), on peut supposer que 'on a A C Z[3]. La quantité

Bren0 € C

est alors un polynéme en § a coefficients entiers, pour tout élément v € T'.
Construisons alors un espace E (indépendant du point z), dans lequel 'anneau
Z[p] sera discret.
Soit P lensemble des valeurs absolues archimédiennes du corps k := Q(8), a
équivalence prés. L’ensemble P est fini (de cardinal majoré par le degré de ), et

I’on peut poser
FE = H ke,
veP
ou k, est le complété du corps k pour la valeur absolue v.
On a alors £ = R" x C?, ot r est le nombre conjugués réels de 3, et 2s est son
nombre de conjugués complexes.
On a maintenant le résultat suivant,

PROPOSITION 6.21. L’anneau Z[f] est discret dans l’espace E.

qui découle de la formule du produit, qui est un résultat classique de théorie des
nombre (voir par exemple [Lang]).

REMARQUE 6.22. On peut méme montrer que Z[f] est un réseau co-compact de
l’espace E, mais nous n’en aurons pas besoin.
PROPOSITION 6.23 (FORMULE DU PRODUIT) Soit k un corps de mnombres. Pour
tout z € k\{0}, on a

H ‘ml'u = 17

VEPk

ot Py, est ’ensemble des valeurs absolues de k a équivalence prés, ot 'on a choisis
les valeurs absolues « standards » dans chaque classe d’équivalence.

Preuve de la proposition — 11 suffit de montrer que le point 0 € Z[3]
est isolé. On aura alors bien la discrétude puisque I'ensemble Z[f] est un groupe
additif. Soit B la boule de E de centre 0 et de rayon 1/2. Si un point x est dans
BN Z[p], alors on a

IT el < [T el < () <,

VEP veEP
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puisque pour toute valeur absolue ultramétrique v, on a |f|, <1 et donc |z|, <1,

étant donné que [ est un entier algébrique. D’aprés la formule du produit, on a

donc z = 0. D’ou la discrétude de ’anneau Z[3] dans l’espace E. ]
L’ensemble de valeurs absolues P peut s’écrire

P:=P_UP,UP;,

ol
— P4 est I'ensemble des valeurs absolues v € P telles que |3], > 1,
— Po est 'ensemble des valeurs absolues v € P telles que |5], = 1,
— P_ est 'ensemble des valeurs absolues v € P telles que |3], < 1.
On peut alors décomposer cet espace E dans lequel 'anneau Z[f] est discret en
3 morceaux :
E=F, xEyx E—,

ot E_:=[[,cp kv, Eo:= HvePo ky, et By = Hvep+ k.
Le nombre 3 étant de Salem généralisé, il existe une unique valeur absolue v telle
que ||, > 1. On a donc E; = R ou C selon que le nombre 3 est réel ou complexe.
Montrons maintenant que la partie f"I",0 est suffisamment bornée dans ’espace
E.

SoUs LEMME 6.24. Il eziste une constante C > 0 telle que pour tout point x € H,
il existe des compacts K, Ky et K_ respectivement de E,, Ey et E_, de diameétres
magorés par C, tels que l’on ait l'inclusion

BT 0 CZBINKy X ((ngy +1)Kp) x K_.

Preuve — Soit un point z € H3 et une isométrie v € T',. L’expression 5"=~0
est un polynoéme en 3 a coefficients dans Z, mais c’est aussi un polyndéme en (3, de
degré au plus n,, a coefficient dans A.

Pour obtenir le compact K_, il suffit alors de remarquer que si v est un nombre
réel ou complexe avec |y| < 1, alors pour toute suite (ay)ren € AY, on a

Ny [eS)

> @] < maxfal 3 ol =
a€A
k=0 k=0

Si maintenant v est un nombre de module 1, alors on a

maxge4 |af
L — [y

N N
k
SN
Zak’y < max la] » 1= (n,+1) max lal,
k=0 k=0

pour toute suite (a)ren € AN ce qui nous donne le compact K.

Pour finir, le lemme [6.20] permet d’obtenir le compact K dont le diamétre est
indépendant de z, et les compacts Ko et K_ ne dépendent pas du point = € H3.
O

Finissons la preuve de la proposition Le groupe additif Z[3] étant discret
dans 'espace F, il existe un réel € > 0 tel que les boules de E centrées aux points
de Z[B] et de rayons e sont disjointes. La quantité

HZI8) N (K x (ns + 1)Ko) x K_) - vol(B(j.€))
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est donc majorée par le volume d’un e-voisinage du compact K X ((1+n)Ko) x K_.
On obtient donc la majoration

#I,0 = #p"=T,0
< HZ[B O (K % (m + Do) x K_)
C(ng + 1)Po
~ vol(B(j,e))

pour une constante C, et pour py le nombre de conjugués de 8 de module 1 (en
comptant bien les conjugués complexes). D’autre part, on a n, = O(d(j, z)). Par le
sous-lemme [6.19] on a alors, pour une constante C,

Ng
#T, <Y #T.0 = (C+ D#T,0 = O(d(j, 2)™).
n=ngz—C

Ceci termine la preuve du lemme [6.16] O

Preuve de la proposition[6.15]— Le cas ou A est de cardinal inférieur ou égal
a 1 est clair : on a facilement or = 0 = dimg (Ar). Supposons donc que I’ensemble
A est de cardinal au moins 2. L’ensemble limite contient alors au moins deux points.
D’aprés la proposition I’ensemble limite du semi-groupe est radial : Ap = Af.
Or, d’aprés le corollaire I’ensemble limite radial a une dimension de Hausdorff
égale a hr (puisque la dimension de Hausdorf cotncide avec la dimension visuelle,
voir [GH]| pour plus de détails). 1l suffit donc de montrer I’égalité hr = dr pour
conclure.

Soit S une partie séparée et 1-couvrante de I'. D’aprés le lemme il existe
alors un entier r et une constante C' tels que pour tout réel R assez grand on ait

#{v € T|d(vj,j) < R} < CR"#{v € S|d(vj,7) < R},

On a alors

. 1 o
or = limsup — log(#{y € T'ld(j,vj) < n}

n—oo N
1
< limsup —log(#{~ € S|d(j,7j) < n}
n—oo N
= 553
puisque limsup,,_, % log(Cn") = 0. D’autre part, on a dg = hr puisque S est une
partie séparée et couvrante de I'. On a donc obtenu l'inégalité hr > dr, et lautre

inégalité hr < dr est claire. Cela termine la preuve de la proposition [6.15 ]

CONJECTURE 6.25 (CONJECTURE DE FURSTENBERG MODIFIEE ET GENERALISEE)
Soit T' un sous-semi-groupe de type fini de SL(2,R) dont I’ensemble limite n’est pas
réduit a un seul point. Alors on a l’égalité

hp = min(ép, 1)

La conjecture originale posait plutot la question de l'égalité dimpy(Ar) =
min(dr, 1). L’avantage de cette formulation, qui est équivalente grace au corollaire
[6.4 quand le semi-groupe est contractant, est qu’elle ne fait plus intervenir le bord.
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Kenyon attribue cette conjecture a Furstenberg, dans le cas particulier du semi-
groupe engendré par les trois applications

x /3
x —az/3+t
x —z/3+1

ou t est un réel. Cette question, sur cet exemple particulier, est toujours ouverte
a ma connaissance, bien que I'on sache dire pas mal de choses (voir [Ken]). Sur
cet exemple, la conjecture de Furstenberg se résume a déterminer si ’on a ’égalité
dimgy (Ar) = 1 quand ¢ est irrationnel, puisque dans ce cas le semi-groupe est libre,
ce qui donne 6 = 1. Le cas ou ¢ est rationnel a été résolu par Kenyon (et est aussi
conséquence de mes résultats puisque dans ce cas le semi-groupe est séparé). Avec
mes travaux, la conjecture de Furstenberg se raméne & déterminer si I’on a ’égalité
hr = 1 pour tout t irrationnel.

Ficure 15. Développement en base 8 = 3, avec ensemble de chiffres A = {0, %, 1}.

7. Sous-groupes de Schottky

Les résultats sur les semi-groupes permettent d’obtenir un résultat sur les
groupes : voir corollaire ci-dessous. Plus précisément, nous parvenons &
construire des sous-groupes de Schottky a partir de sous-semi-groupes de Schottky,
et ceci nous donne des groupes de Schottky ayant un « gros »exposant critique.

Les groupes de Schottky sont définit de fagon similaire aux semi-groupes de
Schottky, il s’agit des groupes de type fini dont les générateurs jouent au « ping-
pong » :

DEFINITION 7.1. Soit X un espace métrique. On dit qu’un ensemble G d’isométries
de X engendre un groupe de Schottky si c’est un ensemble fini et qu’il existe des
parties Xj et X3 pour tout v € G' qui sont toutes deuz-a-deux Gromov-disjointes,
et telles que pour tout v € G on ait y(X\X]) C X, et telles que l’ensemble
X\(U,eq X UXT) soit d’intérieur non vide.
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Ficure 16. Un groupe de Schottky engendré par deux isométries g et h.

COROLLAIRE 7.2. Soit X wun espace Gromov-hyperbolique propre et soit T' un
groupe discret et sans torsion d’isométries de X ne fixant pas de point au bord,
alors on a

r/<r
T/ groupe de Schottky

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des sous-groupes de Schottky du
groupe T

Ce résultat est a relier & une question dont parle M. Kapovich dans son article
|[Kap| (voir Problem 10.27, The gap problem). Avec ses notations, mon résultat
donne 'inégalité d,, > n/2. La question est de savoir si 'on peut atteindre d,, = n
ou non.

Preuve du corollaire[7.2]— Le théoréme permet de trouver un sous-semi-
groupe I'® du groupe I' qui soit contractant pour des parties X et X_ C X, et
d’exposant critique ére = dr. On a alors le lemme suivant.

LEMME 7.3. Soit X un espace métrique de point base o, et soit I'¢ un sous-semi-
groupe d’un groupe discret et sans torsion I' d’isométries de X, qui soit contractant
pour des parties Xy et X_ de X. Pour tout € > 0, et pour un entier n arbitrairement
grand, il existe une partie S, de I'° telle que

— S, engendre un semi-groupe de Schottky pour la partie X,

— St engendre un semi-groupe de Schottky pour la partie X _,

— #5n, 2> en((;FCie);

— S5, CA,, ou

A, = {y € Isom(X)|d(0,7v0) € [n,n + 1[}.

Preuve — D’aprés le lemme [5.4] il existe un réel r et un entier ng, tels que pour
toute partie r-séparée S de I'° et pour tout n > ng, le semi-groupe engendré par
SN A, soit de Schottky pour la partie X ;. En faisant de méme pour le semi-groupe
inverse (I¢) ", on obtient un réel 7/ et un entier nj).

Soit S une partie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant I'“. La partie
(SN A,)~! est séparée, puisque faisant partie du groupe discret et sans torsion I
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Par le lemme des tiroirs, il existe donc une constante C > 0 (dépendant de la
séparation du groupe I' et du réel '), et une partie r'-séparée S, ! de (SN A,)7 !,
telles que l'on ait

#S, > CH(SN Ay).

Pour € > 0 fixé, on peut alors trouver un entier n arbitrairement grand, pour lequel
on a l'inégalité
#Sn > en(épcfe)v
puisque l'on a hpe = Jpe, par séparation du sous-semi-groupe I'¢ du groupe
discret I'. Et par le lemme les parties S, et S, ! engendrent chacune un semi-
groupe de Schottky respectivement pour les parties X et X_, puisqu’elles sont
respectivement r-séparées et r’-séparée. O
Construisons alors un groupe de Schottky de la fagon suivante :

Ficure 17. Construction d’'un groupe de Schottky & partir d’un semi-groupe de Schottky dont
I'inverse est aussi un semi-groupe de Schottky.

LEMME 7.4. Soit X un espace métrique, et soit vy une isométrie de X telle
que ensemble {yo} soit contractant pour des domaines X_ et X,. Soit S les
générateurs d’un semi-groupe de Schottky pour la partie X ., tel que l'inverse S—!
engendre un semi-groupe de Schottky pour la partie X_. Posons

G = {yy07lr € S}.
Alors G engendre un groupe de Schottky.

Preuve — Pour toute isométrie v € S, on a l'inclusion

07X \Y X)) = 0(X\X_) Cy(Xy) =Xy,

et les parties y~'X_ pour «y décrivant S, et 4/ X, pour 4" décrivant S, sont toutes
deux a deux Gromov-disjointes. O

Ainsi, en appliquant le lemme [7.4] avec la partie S,, donnée par le lemme [7.3] et
avec un élément vy € I'° quelconque, on obtient une partie G,, := {yyy|y € Sn}
qui engendre un groupe I';; de Schottky. Il reste maintenant & minorer 1’exposant
critique du groupe obtenu.
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L’inégalité triangulaire donne d(o,yy9y0) < 2d(o0,v0) + d(0,v0) < 2(n + 1) +
d(o0,700). Par le lemme on a donc la minoration

n(dr — €)
log(#{Gn}) > 2(n +1) + d(0,70)’

1
or. >
"= 2(n+ 1) + d(0,700)

puisque 'ensemble G,, engendre un semi-groupe de Schottky (donc libre) qui est
un sous-semi-groupe du groupe I',,.

L’entier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel ¢ > 0 était
arbitraire, donc on obtient bien l'inégalité annoncée, ce qui termine la preuve du
corollaire O

REMARQUE 7.5. La minoration de la borne supérieure des exposants critiques des
sous-groupes de Schottky par %6[‘ n’est pas optimale. En pratique, les groupes de
Schottky construits dans cette preuve ont des exposants critiques qui se rapprochent
mieur que cela de l’exposant critique total dr.

8. Caractérisation de l’entropie

Le corollaire suivant du théoréme [I.3]donne en particulier que I'exposant critique
d’un semi-groupe séparé, qui était définit comme une limite supérieure d’une
certaine quantité, est en fait une vraie limite. Ceci généralise un résultat que Roblin
a établit pour un groupe discret d’isométries d’un espace CAT(-1) (mais avec une
conclusion plus forte), voir [Robl].

COROLLAIRE 8.1. Soit X un espace Gromouv-hyperbolique propre, et soit I' un semi-
groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins deux points.
Alors on a

1
hr = lim —log(#{v € S|d(0,70) < n}),
n—oo n
pour toute partie S séparée et couvrante de T'.
Preuve — Soit € > 0. Par définition de la limite supérieure, il existe un entier
no tel que pour tout n > ng, on ait

1
ﬁlog(#{v € Sld(0,70) < n}) < ds+e=hr+e.

Montrons l'autre sens. D’aprés le théoréme il existe un sous-semi-groupe I"“
de T' qui est contractant et d’exposant critique dre = dr, puisque les semi-groupes
I" et T'¢ sont séparés.

Sous LEMME 8.2. Soit X un espace métrique et A C X wune partie. Soit S une
partie séparée et couvrante de A et r > 0 un réel. Alors il existe une partie S C S
telle que S’ est une partie r-séparée et couvrante de A.

Preuve — Par récurrence ordinale, on construit une suite (x;) d’éléments de S
indexée par les ordinaux, en choisissant un élément

z; € S\ | B(aj,r)

j<i
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tant que ’ensemble est non vide. Cela termine nécessairement puisque la suite ainsi
construite ne peut pas avoir un cardinal strictement supérieur a celui de S. La partie
S’ constituée des éléments de la suite est alors r-séparée, et elle est (C'+r)-couvrante
de A, ou C est telle que S est C-couvrante de A. En effet, si z € A, il existe un
éléement y € S tel que d(z,y) < C. Et par construction, il existe un élément z € S’
tel que d(y,z) < r. On a alors bien trouvé z € S’ tel que d(z,z) < C +r. O

D’aprés le lemme quitte a remplacer la partie S par une sous-partie
suffisamment séparée et encore couvrante de I'“, il existe un entier kg tel que pour
tout k > ko, 'ensemble S N Ay engendre un semi-groupe de Schottky I'y, ou

Ay = {v € Isom(X)|d(o,v0) € [k, k + 1[}.

Pour tout n > k+1 > kg + 1, en utilisant I'inégalité triangulaire et le fait que le
semi-groupe 'y soit libre, on obtient I’inégalité

#{v € T|d(0,70) < n} > #{v € Tx|y de longueur { J} = (#(SN Ak))LkLJrlJ ,

_n
k+1
On a donc l'inégalité
L log(#{y € Tld(0,70) < n}) > - | L | log(#(5 1 Ay)
nog ~ 0,70) < n ol og k))s

pour tout n > k.
Or, il existe un entier k£ tel que

1
k+1

Et comme S est une partie couvrante de I'¢; on a g = hre = hr.

log(#(SNAg)) > ds —€/2.

De plus, on a + {kLHJ k+1)>1- %, ce qui nous donne l'inégalité

%log(#{v € I'|d(o,v0) < n}) > (1 — k:l> (hr —€/2).

On peut alors trouver un entier n; > ng tel que pour tout n > n; on ait
1
hr +¢€> - log(#{v € T'|d(0,v0) <n}) > hr —e.

Ainsi, on a bien montré que l’on a

1
lim —log(#{7 € T|d(0,70) < n}) = hr.

9. Semi-continuité inférieure de l’entropie

Nous allons voir que 'entropie est semi-continue inférieurement en un semi-
groupe. Pour cela, commencons par donner une notion de convergence sur
I’ensemble des semi-groupes d’isométries d’un espace métrique X.

Rappelons la définition de la topologie usuelle compacte-ouverte sur Isom(X).
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DEFINITION 9.1. Soit X un espace métrique. On dit qu’une suite d’isométries
(Yn)nen € (Isom(X))N converge vers une isométrie v € Isom(X) si pour tout
compact K de X, la suite (Yn|x)nen des isométries restreintes & K converge
uniformément vers 7|y, et si de méme la suite (v, * | )nen converge uniformément
vers v .

REMARQUE 9.2. Ici, la convergence uniforme des inverses (v, | )nen sur tout
compact K est automatique & partir de la convergence uniforme de la suite
(Y1 )nen pour tout compact K, puisque ce sont des isométries.

DEFINITION 9.3. Soit X un espace métrique. On dit qu’une suite (I'y,)nen de semi-
groupes d’isométries de X converge géométriquement vers un semi-groupe I', si
l’on a les deux propriétés :
— pour toute isométrie v € T', il existe une suite d’isométries (yn)nen, avec
pour tout n, v, € Iy, et telle que v, converge vers .
— pour toute partie infinie P C N et toute suite d’isométries (Vn)nep qui
converge vers une isométrie v € Isom(X), avec 7y, € T, pour tout n € P, on
ayel.

Voir [Hae| pour plus de détails sur la convergence géométrique.

REMARQUE 9.4. Dans mnotre résultat de semi-continuité, nous avons besoin
seulement de la premiére de ces deux propriétés.

Voici le résultat de semi-continuité :

COROLLAIRE 9.5. Soit (T'y)nen une suite de semi-groupes d’isométries d’un espace
Gromov-hyperbolique propre a bord compact X qui converge vers un semi-groupe I’
dont l’ensemble limite contient au moins deux points. Alors on a l'inégalité

hr* S lim inf hrn.
n—o0

Autrement dit, l’entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes dont
l’ensemble limite contient au moins deux points.

REMARQUE 9.6. On pourrait aussi montrer que l’entropie est continue en les semi-
groupes de Schottky.

L’idée de la preuve du corollaire[9.5] est de montrer que si 'on a une suite de semi-
groupes qui converge, alors on peut approcher un sous-semi-groupe de Schottky
du semi-groupe limite par des sous-semi-groupes des semi-groupes de la suite, en
trouvant des éléments qui s’approchent des générateurs. Ces semi-groupes seront
alors des semi-groupes de Schottky dont les exposants critiques seront proches de
celui du semi-groupe de Schottky de départ, et ainsi on obtiendra I'inégalité voulue.

Preuve du corollaire [9.5] — D’aprés le théoreme [£.] il existe un sous-semi-
groupe contractant I'° de I' pour des parties X_ et X, C X, avec hpe = hp. De
plus, on peut supposer que les parties X_ et X, de X sont ouvertes, quitte a les
remplacer chacune par un e-voisinage ouvert, pour € > 0 assez petit.
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D’aprés le critére de contraction (proposition |3.4), il existe un réel ng tel que
I’ensemble d’isométries

X_xXy

Isom(X)<, " = {y € Isom(X)|y~"

o€ X_,y0€ X, et d(o,70) > ng},
soit contractant, pour des domaines X’ et X/ .

D’aprés le lemme il existe alors un réel r et un entier ny, tels que pour toute
X_xX4

partie r-séparée S de Isom(X)<, et pour tout n > n1, le semi-groupe engendré

par SN A, soit de Schottky pour la partie X', ou

f(ljn = {v € Isom(X)|d(o0, v0) €]n,n + 1[}.

Soit S une partie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant I'°.

L’ensemble SN /(fn étant fini, il existe une suite d’ensembles d’isométries Sy, ,, de
'y, avec #5N /fn = #5k n, qui converge uniformément vers S N /fn

Les ensembles /fn NX_ et Aon N X étant ouverts, il existe un entier kg tel que

o o
pour tout k > kg, on ait S, ,0 C A, N Xy et S;io C A, NX_. Pour n > ng et

k > ko, on a donc I'inclusion Sy , C Isom(X)f{LOXX+. La condition pour une partie

S d’étre r-séparée est également une condition ouverte, donc il existe un entier
k1 > ko tel que pour tout k > k; la partie Sy, soit r-séparée.

Ainsi, pour n assez grand et pour tout entier k assez grand en fonction de n,
X_ ><X+

la partie S, est incluse dans le semi-groupe contractant Isom(X)<,, , et est
r-séparée. Elle engendre donc un semi-groupe de Schottky.
Par le lemme [5.5, on a donc l'inégalité
[e]
b > log(#Sk,n) _ log(#SNA,)
e =011 n+1 ’
pour tout n assez grand, et pour tout k assez grand en fonction de n.
On obtient donc ce que 'on voulait
log(#5 N A,)
liminf hp, > limsup ——— = = hr.
jmin e, 2 limsup =557 = e
|

9.0.1. Exzemple d’application : les semi-groupes de Kenyon Les semi-groupes de
Kenyon (voir [Ken|) sont les semi-groupes I'; engendrés par les 3 transformations
affines

x —x/3
x —az/3+t
x —z/3+1

pour des réels t.
D’apreés le corollaire Papplication ¢ — hpr, = dim(Ar,) est semi-continue
inférieurement. En particulier, pour trouver un contre exemple a la conjecture de
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Furstenberg (i.e. un réel ¢ pour lequel on a dimg(Ar,) < dr,), il suffit de trouver
une suite de rationnels (¢,),en qui converge vers un irrationnel et avec pour tout
n, ér, < C < 1. Mais bien que 'on sache calculer I'exposant critique dr, du semi-
groupe I'; pour tout rationnel ¢, on ne sait pas s’il existe de telles suites. Voir [Ken)|
pour plus de détails.

FiGURE 18. Développement en base 8 = 3, avec ensemble de chiffres A = {0, T 1}.

REMARQUE 9.7. L’application t — hp, = dimg (Ar,) n’est pas continue. En effet,
on sait que l'on a dimg(Ar,) = 1 pour t dans une partie dense de R, et on a par

ezemple dimp (Ar,,,) = dr,,, < 1 (voir figure .
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F1GURE 19. Ensemble limite d’un sous-semi-groupe de SL(2,C)
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