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Avant-propos

et ouvrage est destiné aux étudiants et chercheurs qui souhaitent
C approfondir leurs connaissances en topologie et sur les espaces
métriques et vectoriels normés. Il s’adresse tout particuliérement aux
étudiants de licence, master, ainsi qu’aux éléves ingénieurs de diverses
disciplines. Il résulte de diverses notes de cours donnés depuis le
début des années 80. On retrouve dans de nombreux ouvrages des
développements sur les espaces topologiques. Les différentes notions
qui sont explorées font partie du domaine des connaissances standard
en mathématiques pures mais elles sont utiles dans divers autres
directions des mathématiques appliquées, de 'optimisation, de 'analyse
numérique, de la théorie des systémes, etc.

Figure 1

La topologie est la branche des mathématiques qui étudie la notion
intuitive de limite et de continuité. A titre d’exemple, considérons
les images des figures 1 et 2. Intuitivement il y a une relation entre
toutes les images représentées sur la méme figure; on peut passer de
I'une & l'autre par une déformation continue. Par contre il semble
évident qu’il n’y a pas de déformation continue qui puisse faire passer de



Figure 2

I'une quelconque des images de la figure 1 & une des images de la figure 2.

Pour définir la notion de limite, il faut se donner un moyen de savoir
si deux points sont voisins. Pour cela, il est assez naturel de mesurer
la distance entre ces deux points. On peut donc parler facilement de
limite pour les applications agissant entre des espaces sur lesquelles une
distance a été définie. Seulement il arrive qu’on dispose, par exemple,
d’applications dans un espace de fonctions sur lequel il n’y a pas de
distance qui rende les fonctions continues. Par conséquent il faut ajouter
un moyen, autre que la distance, pour préciser que deux points sont
voisins. D’ou la notion de voisinage et ce qui en découle. Pour une
approche intuitive de cette notion, on renvoie le lecteur a 'ouvrage de
Bruter [2].

La notion de limite a été utilisée pour les suites et les fonctions
numériques, sans définition axiomatique, au début du 19éme siécle
par Abel (1802-1829), Cauchy (1789-1857) et d’autres. Plus tard elle
a été axiomatisée par Hilbert (1862-1943) avec la notion de voisinage.
Mais c’est Hausdorff (1868-1942) qui donna plus tard & une topologie
sa définition actuelle. Les notions de compact (Alexandrov 1896-1982,
Tychonov 1906-1993, ---) et celle de filtre (Cartan) suivirent. Divers
développements relatifs aux problémes géométriques et aux problémes
différentiels furent ensuite explorés. Pour les premiers, 'outil principal
vise & définir les invariants algébriques; cela a conduit & la topologie
algébrique. Pour les problémes relatifs aux variétés différentiables; cela
a conduit & la topologie différentielle.



La notion de métrique a été considérée par Fréchet (1886-1971) et
Riesz (1880-1956), celle d’espace métrique résultant directement des
propriétés de la distance usuelle. Par ailleurs la donnée d’'une norme sur
un espace vectoriel permet de faire de 'analyse tout en privilégiant les
opérations linéaires. La théorie des espaces de Hilbert trouve son origine
dans celle des développements des fonctions en séries de fonctions
orthogonales, lesquelles apparaissent le plus souvent comme fonctions
propres d’opérateurs différentiels linéaires (séries de Fourier).

Dans cet ouvrage on développe la notion de topologie et on étudie divers
types d’espaces topologiques tels que les espaces connexes, séparés et
compacts avec toutes les extensions. La notion de métrique et celle d’es-
pace métrique sont également développées. On s’intéresse également aux
espaces vectoriels normés, aux espaces de Banach et au prolongement
des formes linéaires. Enfin la théorie des espaces de Hilbert est abordée
dans un dernier chapitre.

Diverses propriétés sur les ensembles (applications, familles, ensembles
ordonnés, notion de dénombrabilité et de puissance d’ensemble) sont uti-
lisées ici ou la. Elles sont rappelées dans une annexe en fin d’ouvrage.
Les diverses notations utilisées sont résumées dans une rubrique "Nota-
tions" donnée juste aprés la table des matiéres.

Pour la relecture de ce document, mes remerciements vont a Marie, Sa-
mira et Yves. Pour la réalisation des divers graphiques, je ne saurais
assez remercier Yves pour sa patience. Je tiens a remercier également
de nombreux collégues pour leurs encouragements, leurs commentaires et
leurs remarques.
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Notations

Ensembles

Entiers naturels

Nombres réels

Nombres rationnels

Nombres complexes

Cardinal de IN (aleph zero)

Ensemble vide

Ensemble des parties de X
Complémentaire de A, noté aussi C(A)
Complémentaire de A dans X
Adhérence de A

Ensemble des points d’accumulation de A
appelé encore ensemble dérivé de A

Intérieur de A, noté encore Int(A)
Frontiére de A, notée aussi Fr(A)
Extérieur de A

Ensemble des points isolés de A
Orthogonal de A

Support de la fonction f

Diamétre de A =  sup
(z1,m2)€ A2

o d(x1,w2) est la distance de x1 & x4

d(lL‘l, 132)

Produit scalaire de = et de y
Norme de x dans E
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Chapitre 1

Espaces topologiques
Applications continues

1 Topologie - Ouvert

Soit X un ensemble quelconque et P(X) 'ensemble des parties de X.

1-a Définition

Définition 1.1 On appelle topologie sur X toute partie T de P(X) vé-
rifiant les trois propriétés suivantes

(01) La réunion de toute famille d’éléments de T appartient a T .

(02) L’intersection de toute famille finie d’éléments de T appartient a T .
(03) L’ensemble vide () et X appartiennent a T .

(X, T) s’appelle espace topologique de support X. Les éléments de T sont
appelés ouverts de (X,T) ou de T, souvent notés O.

Remarque 1.2

1.) La réunion de la famille vide de parties de X étant vide et son in-
tersection égale a X (voir annexe), la propriété (03) se déduit de (61) et
(62).

2.) Pour (62) il suffit de montrer, en général, que l'intersection de deux
éléments de T appartient a T .

3.)T € P(P(X)).

4.) Toute partie de P(X) n'est pas une topologie.
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1-b Exemples de topologies

1.) L’ensemble des parties A de R telles que, pour tout x € A, il existe
un intervalle ouvert Ja, b] tel que x €]a,b] C A est une topologie sur R
appelée topologie euclidienne.

T={ACR|Vx e A,Ta,b| avec x €]a,b]C R}

2.) T = {0, X} est une topologie sur X appelée topologie grossiére ou
chaotique. C’est celle qui a le moins d’ouverts. (X,7") s’appelle espace
topologique grossier.

3.) T = P(X) est une topologie sur X appelée topologie discréte. C’est
celle qui a le plus d’ouverts. (X, 7") s’appelle espace topologique discret.

4.)Si X =0, P(X) = {0} est la seule topologie sur X.
5.) Si X = {a}, P(X) = {0, {a}} est la seule topologie sur X.

6.) Si X posséde au moins deux éléments X = {a,b}, alors
T = {0,{a}, X} est une topologie sur X dite topologie de Sier-
pinski !,

7)T ={Ac X | CA fini } U est une topologie sur X, dite topologie
cofinie.
1-c Base d’une topologie

Définition 1.3 On appelle base d’une topologie T toute partie B de T
telle que tout ouvert O de T soit la réunion d’une famille d’ouverts de

B.

Remarque 1.4 ) étant la réunion de la famille vide, il n’est pas néces-
saire que ) € B.

Exemple 1.5 Ezemples de bases de topologies.
1.) T est une base de T .

2.) {{z} | x € X} est une base de la topologie discréte.

1. Waclaw Sierpinski, Mathématicien polonais, 1892-1969
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3.) L’ensemble des intervalles ouverts de R est une base de la topologie
euclidienne de R.

Proposition 1.6 Une partie B est une base de T si et seulement si pour
tout O € T et pour tout x € O, il existe w € B tel que x € w C O.

Démonstration.

La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante,

soit O € T, pour tout x € O, il existe w, € B tel que x € w, C

O.EtonaQ = U w; donc B est une base de 7. [ ]
zeO

2 Voisinage

Soit (X, 7) un espace topologique, qu’on notera pour simplifier X.

2-a Définition

Définition 2.1

(1) On appelle voisinage d’un point x € X, toute partie de X qui contient
un ouvert contenant {x}.

(2) Plus généralement on appelle voisinage d’une partie A de X, toute
partie de X qui contient un ouvert contenant A.

On note :
v(x) ensemble des voisinages de x.
v(A) I'ensemble des voisinages de A.

Exemple 2.2 Ezemples de voisinages.
1.) Dans X grossier, le seul voisinage d’un point x est X.

2.) Dans X discret, toute partie contenant {x} est un voisinage de x, en
particulier {z} € v(z).

Proposition 2.3 Pour que V' soit un voisinage d’une partie A de X, il
faut et il suffit que V' soit voisinage de tous les points de A.

Démonstration.

La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante,

pour tout x € A, V € v(x) et donc il existe O, tel que x € O, C

V. Ainsi U O, est un ouvert O tel que A C O CV, donc V €
€A

v(A). [ |
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2-b Caractérisation des ouverts

Proposition 2.4 Pour qu’une partie A de X soit ouverte, il faut et il
suffit que A soit voisinage de chacun de ses points.

Démonstration.

En effet, pour que A soit voisinage de chacun de ses points il
faut et il suffit, d’apres la proposition précédente, que A € v(A)
c’est-a~dire qu’il existe un ouvert O tel que A C O C A, donc
que A soit ouvert. [ ]

2-c Caractérisations des voisinages

Proposition 2.5 Soit x € X, on a les propriétés suivantes.

(V1) Tout ensemble contenant un voisinage de x est un voisinage de x.
(Vo) L’intersection de toute famille finie de voisinages de x est un voisi-
nage de x.

(V3) Tout voisinage de = contient {z}.

(Vi) Pour tout V € v(x), il existe U € v(x) tel que pour tout y € U, on
ait Ve v(y) (c’est-a-dire V € v(U)).

Démonstration.
(V1) et (V3) sont évidentes.
(Va) résulte de la définition d’un voisinage et de (62).

(Vi) : il existe un ouvert U tel que x € U C V, on a bien
U € v(x) et aussi V € v(U), d’aprés la définition d’un voisinage
de U. [ |

Proposition 2.6 : Réciproque
Soit X un ensemble quelconque et soit, pour tout x € X, un ensemble
w(x) de parties de X satisfaisant les quatre points suivants.

(1) Toute partie de X contenant W € w(z), appartient ¢ w(x).

(2) L’intersection de toute famille finie d’ensembles de w(x) appartient
aw(z).

(3) Tout W € w(zx) contient {x}.

(4) Pour tout W € w(x), il existe U € w(x) tel que pour tout y € U, on
ait : W e w(y).

Alors il existe une topologie T unique sur X telle que, pour tout x € X,
on av(x) =w(x).
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Démonstration.
e Unicité. Si une telle topologie existe, ses ouverts sont les parties
A de X qui sont voisinages de chacun de leurs points. C’est-a-
dire pour tout z € A, A € v(z) = w(z). Cette topologie ne peut
donc étre que :

T={AC X | pour tout x € A, A € w(x)}

d’otll son unicité.

e T est une topologie. En effet T est I'ensemble des parties
A C X telles que, pour tout x € A, A € w(x) et O € T.
Vérifions les propriétés de la définition d’une topologie.

(A1) Soit (A;)ier une famille d’éléments de T et

A=A

i€l
Si x € A, alors il existe i € I tel que z € A; donc il existe

i € I, tel que A; € w(x) or A D A; donc d’aprés (1)
Acw(x) = AeT.

(A2) Soit (A;)ics une famille finie d’éléments de T et

A=(4

jeJ

Six € A, alors pour tout ¢ € J, x € A; et donc pour tout ¢ € J,
A; € w(x) et la propriété (2) donne A € w(x).

(03) 0 € T par définition de T.
X € T. En effet, soit x € X, il existe W € w(z) or X D W
donc la propriété (1) donne X € w(z).

e Montrons que v(z) = w(x). Soit v(z) I'ensemble des voisinages
de z pour T, montrons que, pour tout € X, v(x) = w(z), par
double inclusion.

.v(x) C w(z). Soit V' € v(x), il existe A ouvert C V tel que

1
(AeT etx € A) donne A € w(z) (par définition de 7). Or
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V O A implique V' € w(z) (d’aprés (1)), donc v(x) C w(x).

2. w(z) C v(x). Soit W € w(x). Montrons que W D ouvert de
T qui contient x. On définit cet ouvert comme suit

U={ye X, Wewy)}

xx €U car W € w(x)

*U CW.SiyelU,onaW € w(y) or la propriété (3) donne
yeWetdoncld C W.

* U ouvert (pour 7)), c’est a dire, pour tout y € U, on ald € w(y).
On a W € w(y), d’apreés la propriété (4) , il existe U’ € w(y) tel
que, pour tout z € U, W € w(z). Montrons que U’ C U.

Si z € U, alors W € w(z) et donc z € U. On a donc :
U € w(y) et U CU), cela donne U € w(y) (propriété (1)) et
par conséquent U est ouvert.

Enfin W D U ouvert contenant z implique W € v(x) et donc

w(z) C v(x).
Finalement w(x) est ’ensemble des voisinages de x et est égal a
v(x). Ceci achéve la démonstration. ]

Remarque 2.7 Cette réciproque montre qu’une topologie sur X peut
également étre définie par l’ensemble {w(x) | x € X} o w(x) vérifie (1)
-(2) - (3) - (4), c’est-a-dire par les voisinages des points de X .

2-d Bases de voisinages

Définition 2.8 On appelle base de voisinage (ou systéeme fondamental
de voisinages) de x toute partie s(x) de v(z) telle que, pour tout V €
v(x), V contient un voisinage W de s(x).



Section 3. Fermé 25

Exemple 2.9
1.) s(x) = v(x) est une base des voisinages.

2.)s(x) ={O €T |x € O} est une base de voisinages.

1
3.) Dans R, s(x) = {]az— —x+—[| ne ]N*} est une base de voisi-
n n

nages de x.

4.) Dans X discret, s(z) = {{z} | = € X} est une base de voisinages de
.

3 Fermé
Soit X un espace topologique. Introduisons la définition suivante.

Définition 3.1 On dit qu’une partie A de X est fermée si son complé-
mentaire par rapport a X, noté Cx A, est ouvert.

Remarque 3.2 La définition ci-dessus ne signifie pas qu’un ensemble
fermé est un ensemble non ouvert.

Exemple 3.3
1.) {a},[a,b] et [a,+o00] sont fermés dans R.

2.) X et 0 sont fermés. Il existe des ensembles ouverts et fermés appelés
"ofs" . Par exemple dans X discret, toute partie de X est un of.

3.) la, b[ et Q ne sont ni owverts ni fermés dans R.

3-a Propriétés

Propriété 3.4 Nous avons les propriétés immédiates suivantes.
(F1) L’intersection de toute famille de fermés est fermée.

(F) La réunion de toute famille finie de fermés est fermée.
(F3) X et () sont fermés.

Démonstration.

Immeédiate a partir de (61), (62) et (63) et par passage aux com-
plémentaires. [ |
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Remarque 3.5 La réunion d’une famille quelconque (et méme dénom-
brable) de fermés n’est pas toujours fermée. Par exemple dans R, l'en-
semble

Q:{TO,Tl,"',rn,"'}: U Tn

nelN

est non fermé.

Si on note F Pensemble des fermés, on a le diagramme suivant (1.3.1).

P(X)

FIGURE 1.3.1 — Ensembles T et F.

3-b Ensembles de type F, et Gy

Commengons par une remarque. Dans R, considérons, pour n > 2,

o0
1 1
U [,1—] =10,1]
n n
n=2

On a une réunion dénombrable des fermés qui est un ouvert. On montre

également que l'intersection infinie d’ouverts n’est pas toujours un ou-
vert.

Définition 3.6 Soit A une partie d’un espace topologique X .
(1) On dit que A est de type Fy si A est réunion d’une famille dénom-
brable de fermés

A= U F, ou F, est fermé
nelN

(2) On dit que A est de type G5 si A est intersection d’une famille dé-
nombrable d’ouverts

A= ﬂ O, ou O, est ouvert
nelN
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Remarque 3.7
1.) A de type F, <= Cx A est de type Gs5. En effet,

A= UFn:>CXA: ﬂCXF = ﬂon

nelN nelN nelN

2.) Tout fermé est de type F, (F = UF” ot, pour tout n, F,, = F) et
n

tout ouvert est de type Gy.

3.) Il existe des parties de X qui ne sont ni de type Fy ni Gs. A titre
d’exzemple, dans X grossier considérons A # X et A # (), alors toute
réunion de fermés = () ou X et donc n’est jamais égale a A, par consé-
quent A n’est pas de type F,. De méme, toute intersection d’ouverts =
0 ou X et donc n'est jamais égale a A, et donc A n’est pas de type Gs.

Exemple 3.8
1.) Dans R muni de la topologie usuelle, |a,b] est de type F, et Gs.

* 1
e En effet, il est de type F, car U [a,b— =] = [a,b].

n=1 "
~ 1
o Il est de type G car ﬂ]a — —,b[=[a,b].
n
n=1

2.) Q est de type Fy car (voir annexe) Q est dénombrable et peut s’écrire

sous la forme Q = U {rn}, mais Q n'est pas de type Gs.
nelN

P(X)

FIGURE 1.3.2 — Ensembles G et F.

Remarque 3.9

1.) L’intersection d’une famille d’ensembles de type F, est de type F.

2.) La réunion d’une famille d’ensembles de type G est de type G (au
dela, on arrive auz ensembles, dits de Borel, qui sont plus importants).



28 Chapitre 1 - Eléments de topologie

4 Intérieur - Adhérence - Frontiére - Point d’ac-
cumulation

Soient A et B deux parties d’'un espace topologique X.

4-a Intérieur

Définition 4.1
(1) Un point x € X est dit intérieur a A si A est voisinage de x (A €

(2) L’ensemble des points intérieurs a A s’appelle l'intérieur de A et est
[}
noté A ou Int(A).

Exemple 4.2

Dans R, pour tout intervalle de la forme A = |a,b|, on a zz}a, bl.

Proposition 4.3 L’intérieur ;1 de A est la réunion de la famille (0;);cr
de tous les ouverts inclus dans A.

Démonstration.

vEA A€ v(x)
< ilexiste i €1 telque x €6, C A
— er@i
el

Corollaire 4.4
(1) A est le plus grand ouvert contenu dans A.

(¢]
(2) A est ouvert si et seulement si A =A.

(3) Si A C B, alors ACB.

Démonstration.

[e]
Elles sont simples. Considérons la propriété (3). En effet, AC
o
A C B et donc A est contenu dans le plus grand ouvert contenu
dans B, c’est-a-dire ACB. [ |
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Remarque 4.5 On déduit de (2) que

=0, X=X , A=A
Propriété 4.6
o o f_/H
(1) AN B=ANB.
o o e
(2) AUB C AUB.
Démonstration.

Par double inclugion. . . .
(1) D’une part, A et B sont des ouverts, donc AC A et BC B.

o (o] [e] o
Par conséquent A N BC AN B et donc A N B est contenu dans
le plus grand ouvert de AN B, c’est-a-dire AN BCANB .
—— o
D’autre part, AN B C Aet ANB C B =ANBCA et

—— O —~N— o o
ANBCB donc ANBCAN B.

(2) AU B est un ouvert inclus dans A U B, donc contenu dans
le plus grand ouvert contenu dans A U B. |

o

° 0 A
Remarque 4.7 En général, on n’a pas AU B=AU B. A titre de contre-
exemple, considérons dans X =R, A =10,1] et B = [1,2]. Nous avons

o] o —N—
A=]0,1[ et B=]1,2[. Ainsi AUB = [1,2] et AU B=|0,2[ qui est différent

de AU B=]0,2[—{1}. -

4-b Extérieur

Définition 4.8 Un point x € X est dit extérieur ¢ A s’il est intérieur
o

=
au complémentaire Cx A de A (v €Cx A).

L’ensemble des points extérieurs & A s’appelle I'extérieur de A et est noté
Ext(A).
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Remarque 4.9 Nous avons évidemment
~~
Ext(A) =(A

4-¢ Adhérence

Définition 4.10 Un point x € X est adhérent 4 A si tout voisinage de
x rencontre A. L’ensemble des points adhérents s’appelle l’adhérence (ou
fermeture) de A et est noté A.

Exemple 4.11
1.) Dans R, Q = R.

2.) Si A est borné dans R, alors inf A et sup A € A.

Propriété 4.12 : Relation avec l'intérieur

Nous avons
o]

o =~
C(A) = CA = Ext(A)

Démonstration.

v €0(A) = ilexiste Vev(z)telque VNA=10]
<= il existe V € v(x) tel que V C (A
<« [Aco()

~~
— z€l(4

Proposition 4.13 A est I’ intersection de la famille (F});c; de tous les
fermés qui contiennent A.

Démonstration.
(CF})scr est une famille d’ouverts C CA, on a donc

04 =CA= | JCF; d'on A= () F;

i€l el

Finalement CA = C ﬂ F;, d’otl le résultat. [ |
el
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Corollaire 4.14

(1) A est le plus petit fermé contenant A.
(2) A est fermé si et seulement si A= A.
(3) Si AC B, alors A C B.

Remarque 4.15 On déduit immédiatement de (2) que :

h=0, X=x , A=4

Propriété 4.16

Démonstration.
(1) Par passage aux complémentaires, nous avons

o o

—_— —A— O o
CAuB) = ((AuB)=CAnCB=CANCB

_ CANCB=CAUB)

(2) Nous avons, évidemment, ANB C Aet B. D'ot ANB C A
et AN B C B. Ce qui donne finalement AN B C AN B. [ |

Remarque 4.17 En général, on n’a pas d’égalité, comme le montre le
contre-exemple suivant.

Dans R avec A =]0,1[ et B =]1,2[, on a A = [0,1], B = [1,2] et
ANB={1}. OrAnB=0= ANB=0.

(Si on considére Uapplication f : A — A, alors f(AU B) = f(A) U
f(B) <= AUB = AU B, mais avec lapplication f : A — ;1 on a
f(AUB) # f(A)U f(B)).

4-d Frontiére
Soit A une partie d’un espace topologique X.
Définition 4.18 Un point x € X est un point frontiére de A si x est

adhérent a la fois a A et au complémentaire CA de A. L’ensemble des
points frontiéres s’appelle la frontiére de A et noté Fr(A) ou A*.
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Exemple 4.19
1.) Dans R, soit un intervalle A =| a,b | quelconque mais borné, alors

A* ={a,b}.
2.) Dans R, Q* = R.

Propriété 4.20

(1) A* = ANCA (par définition).
(2) A* fermé.

(3) (CA)* = A*.

Démonstration.
Ces propriétés résultent de la définition. Pour la propriété (3),
comme A* = ANCA alors

(CA)* =CANCCA=CANA =4
]

Proposition 4.21 A*,;l et Ext(A) forment une partition de X (s’ils
sont tous non vides).

Démonstration.

Comme X = AU G alors trois cas sont possibles.

ler cas : x € A et CT4, alors x € A*.

2¢me cas :x € Aet x ¢[17A, alors x € C(Cj) :;1 .

3eme cas : © & A et 2 € CA, alors z € 04 = Ext(A). [ ]

Remarque 4.22 On déduit de ce qui précéde
A=A UA*
car X = AUCA = A*U A U Ext(A).

Corollaire 4.23 Pour que A* soit vide il faut et il suffit que A soit un
of.

Démonstration.

— [¢]
(A* =) <= (A =A) d’aprés ce qui précede, et par conséquent
A est un of. [
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4-e Point d’accumulation
Soit A une partie d’un espace topologique X.

Définition 4.24 Un point x est un point d’accumulation de A si tout
voisinage de x contient un point de A autre que x. L’ensemble des points
d’accumulation est appelé dérivé de A et noté A'.

Exemple 4.25 Dans R, ’élément 0 est le seul point d’accumulation de

l’ensemble
1, =, e, =
2 n
Remarque 4.26

1.) 1l est évident que A’ C A

2.) Nous avons A—A C A'. En effet, siz € A—A (ie.x € Aetx & A),
alors soit V € v(z),VNA#D et donc il existe a € VN A et a non égal
a x car sinon x € A (ce qui est en contradiction avec x € A — A). Par
conséquent v € A’.

Proposition 4.27 Une partie A est fermée si et seulement si A D A’.

Démonstration.

Condition nécessaire. Si A est fermée, alors A = A or A D A’
donc A D A'.

Condition suffisante. Si A’ C Aona aussi A— A C A’ C A. Or
siz € A— A, alors x € A si et seulement si A C A c’est-a-dire
A=A, donc A est fermé. [ ]

4-f Point isolé

Définition 4.28 Un point a € A est un point isolé de A, s’il existe un
voisinage V' de a tel que VN A = {a}. On note Is(A) l'ensemble des
points isolés de A.

Exemple 4.29
1.) Dans R, tous les points de IN sont isolés.
2.) Dans X discret, tous les points sont isolés.

Remarque 4.30 Tout point adhérent a A est soit un point d’accumula-
tion de A, soit un point isolé de A (d’apres les définitions). On a donc

A=A UIs(A) et ANIs(A)=0
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5 Densité topologique

Soit A une partie d’un espace topologique X.

5-a Ensemble partout dense

Définition 5.1 A est dit partout dense sur X si A = X (on dit aussi
partout dense dans X ).

Proposition 5.2 Pour que A soit partout dense sur X il faut et il suffit
que tout ouvert O non vide de X rencontre A (ONA#0).

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons que A = X. Soit O ouvert de
X et x € O, donc = € A par conséquent il existe a € AN O tel
que ANO # 0.

Condition suffisante. Soit © € X, et soit V un voisinage de z,
¢’est-a-dire qu'il existe O C V tel que z € O or ON A # () donc
VNA#Qet donc z € A. [

Exemple 5.3
1.) Q est partout dense dans R.

2.) Dans X grossier, toute partie non vide est partout dense.

3.) Dans X discret, X est la seule partie partout dense.

Propriété 5.4 L’intersection de toute famille finie d’ouverts partout
denses dans X est partout dense dans X.

Démonstration.

Soit w un ouvert non vide de X. O; partout dense implique
wNO1 # (; comme wNO; est ouvert et Oy partout dense, alors
(wNO1) N Oy # ) done w rencontre O1 N O9 et par conséquent
01 N Oy est partout dense. [ ]

Remarque 5.5
1.) L’intersection de deux ensembles non ouverts et partout denses n’est
pas, en général, partout dense. A titre de contre-exemple, considérer dans

X:R,Ale etAQZEQ.

2.) Toute partie qui contient une partie partout dense est partout dense.
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5-b  Ensemble rare
Définition 5.6 Un ensemble A est dit rare (ou non dense) dans X si
A=10

Exemple 5.7

1 1
1.) Dans R, les ensembles {x} et {1, U e } sont rares.

n

2.) Q nest pas rare.
Propriété 5.8
(1) Si A est rare, alors toute partie de A est rare.
(2) A est rare si et seulement si A est rare.
(3) A est rare si et seulement si C(A) est partout dense, ce qui implique

que CA est partout dense.

Démonstration.

o
Pour la troisiéme propriété, A est rare si et seulement si A= ()
[}

ce qui équivaut & 0 A= X, soit encore A = X , c’est-a-dire
encore CA partout dense (la derniére implication résulte du fait
que CA > CA). [ |

Remarque 5.9 Si CA est partout dense #= A est rare. A titre de
contre-exemple, considérer X = R et A = Q. Alors nous savons que
CQ est partout dense dans R mais Q est non rare.

Propriété 5.10 La réunion d’une famille finie d’ensembles rares est
rare.

Démonstration.

Soient A; et Ay deux ensembles rares.

Premier cas. Si Ay et A sont fermés alors CA; et [As sont
ouverts et partout denses donc : 0A; NCAy = C(A4; U As) =
CA; U Ay Pest aussi done A; U Ag est rare.

Deuziéme cas. Si Ay et As ne sont pas fermés alors A; et Ay
sont fermés et rares donc A; U As est rare et A1 U Ay C A; U As
est également rare. [ |
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Remarque 5.11 La réunion d’une famille infinie dénombrable d’en-
sembles rares n’est pas, en général, rare. En voici un contre-exemple.
Considérons X = R et A = Q. Nous avons

Q= U{Tn}:{ro,h,---,m,-“}

nelN

5-c  Ensemble maigre
Définition 5.12 Un ensemble A est dit maigre si A est réunion infinie
dénombrable d’ensembles rares.

Exemple 5.13 Dans R, Q est maigre (mais non rare).

Propriété 5.14
(1) Tout ensemble rare est maigre.
(2) Toute partie d’un ensemble maigre est maigre.

Proposition 5.15 La réunion de toute famille dénombrable (My)nen
d’ensembles maigres est maugre.

Démonstration.
Notons M = U M,,. Pour tout n, on a M,, = U Appou Ay
nelN pelN

est rare. D’ou

v=U U= U 4

nelN pelN (n,p)e]N2

Comme IN? est dénombrable, M est maigre. [ |

6 Applications continues

Soient X et X’ deux espaces topologiques et soit f une application :
X — X'. Pour zg € X, notons yy = f(xg) € X'.

Définition 6.1 f est continue en zq si, pour tout voisinage V' € v(yo),
il existe un voisinage V € v (xo) tel que f(V) C V'
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6-a Caractérisation

Proposition 6.2 f est continue en o si et seulement si pour tout V' €
v(yo), alors f~1(V") € v(xo).

Démonstration.

e Supposons que f soit continue en g et soit V' € v(yp), alors
il existe V' € v(zo) tel que f(V) C V. On a alors f~(f(V)) C
YV or f7Yf(V)) DV donc V C f~HV'). Par conséquent
f~Y(V’) est un voisinage de .

e Soit V' € wv(yo); par hypothése f~1(V') € wv(xg). Notons
V = f"H V') € v(xo), ainsi f(V) = f [f~1(V')] C V' et donc f

est continue en xg. [ ]

6-b Image d’un point adhérent

Proposition 6.3 Si f est continue en un point xog adhérent 4 A C X,
alors f (xo9) = yo est adhérent a f(A).

Démonstration.

Soit V' € v (yo), si f est continue en xg, alors f~H(V') € v (x0).
Comme 29 € Aona: AN f=YV') # 0, dou f(A) NV # 0,
c’est-a-dire yo adhérent a f(A). ]

6-c Composée d’applications continues

Soient X, X’ et X" trois espaces topologiques. Considérons deux appli-
cations f: X — X' et g: X' — X",

Proposition 6.4 Si f est continue en xg et g est continue en yg =
f(x0), alors h = go f est continue en xg.

Démonstration.

Notons 29 = g (yo) = h(xg) et soit V" € v (z9). Comme g est
continue en g, alors g~ (V") € v (yo). De la méme maniére si
f est continue en g, alors f~! (¢~} (V")) = h=H(V") € v (o).
Donc h est continue en z. [ ]
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6-d Applications continues dans X

Définition 6.5 L’application f est dite continue dans X (ou sur X ) si
elle est continue en tout point de X.

Proposition 6.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est continue dans X.

(2) Pour toute partie A C X, f(A) C f(A).

(8) L’image réciproque par f de tout fermé F' de X' est un fermé de X.
(4) L’image réciproque par f de tout ouvert O' de X' est un ouvert de

X.

Démonstration.

(1) = (2) : immédiat & partir de ce qui précéde,

(2) = (3) : Soit F' fermé de X' et A= f~1(F'),ona: f(A) C
F' fermé donc f(A) C F’, or d’aprés (2) f(A) C f(A) et donc
f(A)C F',dou AC f~1(F') = A, donc A est fermé.

(3) = (4) : Soit O ouvert de X’. Cx/O’ est un fermé de X' ;
d’aprés (3), f (Cx/O') est un fermé dans X, or f~! (Cx/O0') =
Cx /1 (O) et donc f~1(O') est ouvert dans X.

(4) = (1) : Soit g € X et yo = f(xo) et V' € v(yp). 1l
existe un ouvert O’ tel que yo € O' C V'. D’aprés (4) f~1(0’)
est ouvert et comme il contient {xp} c’est un voisinage de zg;
comme f~H(V") D f~HO') on a f~H(V’) € v (xg) et donc f est

continue en x. [ ]

Remarque 6.7 Pour que f soit continue il faut et il suffit que f~' :
P(X'") — P(X) applique la topologie T’ dans T .

Exemple 6.8

1.) Toute application constante f est continue.

En effet, soit yo la valeur constante de f, yo € X'. Soit alors O un
ouvert dans X’ alors :

i) Siyoe O, f7HO) =X,

i) Siyo g O, f7H(O) = 0.

Dans les deuz cas, l'tmage réciproque est un ouvert.

2.) Soit f:x € X — x € X est continue.
Si O est un ouvert de X, f~1(0') = O est un ouvert de X.
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3.) L’application f : X — X' est continue si X est discret car toute
partie de X est ouverte.

4.) L’application f: X — X' est continue si X' est grossier.
En effet, soit O’ ouvert de X', on a O' =0 ou X'.

i) f7HON) =0 si O =0,

i) f7HO) =X si O = X.

Dans les deuz cas, I'tmage réciproque est un ouvert.

Proposition 6.9 si f est continue de X dans X' et g est continue de
X' dans X" alors h = go f est continue dans X .

La démonstration se déduit de la proposition (6.4) sur la continuité en
un point.

6-e Homéomorphisme

Définition 6.10
(1) Une application f : X — X' est un homéomorphisme si f est une
bijection bicontinue (f et f~1 continues).

(2) Les ensembles X et X’ sont homéomorphes s’il existe un homéomor-
phisme de X dans X'.

On déduit de ce qui précéde que si X et X’ sont homéomorphes, alors ils
ont le méme cardinal. Réciproquement deux ensembles non équipotents
(voir annexe) ne peuvent pas étre homéomorphes.

Exemple 6.11
1.) Les ensembles R et |-1,1] sont homéomorphes. 1l suffit de considérer
Uapplication

X

€l —-1,1]

(on peut voir que f~1:y — 1_y| " |)

o Les ensembles C et le disque unité ouvert U = {z € C tel que |z| < 1}
sont homéomorphes. Considérer [’application
< /

z——— =2z
! 157
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Z/

-1 /
ry — ——
(on a encore f~': z =7

).

Proposition 6.12 Soit f une bijection de X sur X'. Pour que f soit
un homéomorphisme, il faut et il suffit que limage directe et 'image
réciproque de tout ouvert soient ouvertes.

La démonstration est immédiate.

Remarque 6.13 Si f est un homéomorphisme, alors f est une bijection
de T sur T’ (etily a autant d’éléments dans T que dans T’). f est, par
abus, étendue aux parties de X.

Démonstration.

Comme [ est une bijection X — X', alors f est une bijec-
tion de P(X) sur P(X'), ceci implique, en particulier, que f est
injective dans T .

De plus, si O’ € T’ comme f est continue f~1(O') est un ouvert
de T ; donc f=H(O') € T et donc f est une bijection de T sur
T ]

Remarque 6.14 Si f est une bijection continue #= f~! continue (il
n’y a pas d’hypothese superflue). Un contre-exemple est donné ci-dessous.

Contre-exemple. Considérons X = R discret, X’ = R usuel et soit f :
reX —zxeX.

X X= Rdiscret

<

X = Rusuel
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Alors nous avons :

e f est une bijection de R sur R,

e f est continue car X est discret,

e f~! est non continue. En effet, si elle I’était, 'image réciproque par
7! (c’est-a-dire directe par f) d’un ouvert serait un ouvert. Or {z} est
ouvert dans X discret et f ({z}) = {2} C X’ est non ouvert car un point
est non ouvert. ]

7 Applications ouvertes - Applications fermées

Définition 7.1 Soit f une application de X — X'.
(1) f est dite ouverte si l'image par f de tout ouvert de X est ouverte
dans X'.

(2) [ est dite fermée si l’image par f de tout fermé de X est fermée dans
X'.

Remarque 7.2 Les notions d’application continue, d’application ou-
verte et d’application fermée sont indépendantes, comme le montre
l’exemple qui suit.

Contre-ezemple. Considérons X = X' = R. Alors nous avons

est continue mais non ouverte et non

i) L’application x —
fermée. En effet,

e Si on considére l'ouvert O = R, alors f(O) = f(R) =]0,1] est non
ouvert.

e Si on considére le fermé F = R, alors f(F) = f(R) =]0,1] est non
fermé.

14 22

i1) L’application x — arctanx est ouverte et non fermée.

iii) Si A =)0, 00], alors f = xa est fermée mais non ouverte ni continue.

Proposition 7.3 Si f est une bijection X — X', il y a équivalence
entre

(1) f est une application ouverte,

(2) f est une application fermée,

(3) f~1 est une application continue.

Démonstration.
L’équivalence entre (1) et (2) résulte de 1'égalité

f(CxA) =Cx/(f(A)
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L’équivalence entre (2) et (3) résulte de la relation
(ffl)fl (A) = f(A) et de la caractérisation de la continuité
par image réciproque de fermés. [ |

8 Comparaison de topologies

On considére un méme ensemble muni des topologies 77 et T3 et on note

X; = (X,'Tl) et Xy = (X77-2)

Définition 8.1

(1) Ty et Ty sont comparables si Ty C Ta ou To C Ti.

(2) Ti est moins fine que Ty (ou Ty plus fine que T1) si T C Ta.
(8) T1 est strictement moins fine que Ta si Ty C Ta et T1 # Ta.

Exemple 8.2
1.) La topologie grossiére est moins fine que toute autre topologie.

2.) La topologie discréte est plus fine que toute autre topologie.

Remarque 8.3 La relation "J7 moins fine que To" est une relation
d’ordre dans P(P(X)) mais l'ordre n'est pas total car deux topologies
ne sont pas toujours comparables comme le montre le contre-exemple qui
sut.

Contre-exzemple. Considérons X = {a,b} et les topologies

ﬂ:{wa{a}7X} et E:{@,{b},X}

Les topologies T1 et To ne sont pas comparables, car on n’a ni T C To ni

To C T1.

Proposition 8.4 : Caractérisation
Pour que T1 C To il faut et il suffit que Uapplication f :x — x soit
continue de X9 dans Xi.

Démonstration.

Dire que f est continue se traduit par 'image réciproque de tout
ouvert de 77 est un ouvert de 7T, soit encore tout ouvert de 7Ty
est un ouvert de T2 (par définition de f), soit encore 71 C T2. m
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Remarque 8.5 Une application continue X — X' reste continue si
on remplace la topologie de X par une topologic plus fine et celle de X'
par une topologie moins fine.

Plus la topologie de X est "plus fine", plus il y a d’applications continues ;
(a la limite on arrive a X discret et X' grossier).

Proposition 8.6 Supposons que T1 C Ty et soit A C X, alors
(1) Tout fermé pour T1 est fermé pour T,

(2) Al (Vintérieur de A pour Ty ) CA2

(3) a' (U’adhérence de A pour Ti) D A%,
(4) A*Y (la frontiere de A pour Ty) D A*2.

Démonstration.
(1) F fermé pour T; <= CF ouvert pour 7; = CF ouvert pour
To = F fermé pour 7s.

(o]

(o]
(2) A est un ouvert € 71 C To = A! est ouvert pour Ts.
(o] [}

[¢] [¢]
Alc A = Al ouvert de T € A = A'CA? (car c’est le plus
grand des ouverts pour 7 qui est C A).

(3) Se déduit de (2) par passage aux complémentaires.
ol o 2
-1 T AN 2 —1 _ =2
A =CA4 cl4 =C4" = 4 >4
(4) A*1 = A NCA ot A*2=A°NTA"
Or A' > A et le D [Tél2 :Zlﬂﬁl D) ZQHC7A2 ce qui
équivaut a A*1 D A*2, [ ]
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Chapitre 2

Sous-espaces topologiques
Produits d’espaces
topologiques

1 Topologie induite sur une partie A

Soit un espace topologique (X,7) qu’on notera X, A une partie de X,
A C X, et ¢ 'injection canonique : x € A — z € X.

1-a Définition

Définition 1.1 On appelle topologie induite par T sur A, ’ensemble T
des traces w = O N A des ouverts O de T sur A.
(A, T) est un sous-espace topologique de (X,T ).

On supposera toujours que A est muni de la topologie induite par celle

de X.

Remarque 1.2 La topologie induite T est la moins fine des topologies
sur A telles que linjection : x € A — x € X soit continue dans A.

1-b Ouverts de A

Tout ouvert de X inclus dans A est ouvert dans A, mais tout ouvert de
A n’est pas en général ouvert de X.
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Contre-ezemple. Considérons le cas o X = R et A = [—1,1]. Nous
avons :

e D’une part, w = [0, 1[C A et w est ouvert dans A, car trace sur A d’'un
ouvert de R : w = ANJ0, ool.

e Mais d’autre part, w n’est ni ouvert ni fermé dans R.

Proposition 1.3 Pour que tout ouvert de A soit ouvert dans X il faut
et il suffit que A soit ouvert dans X.

Démonstration.
D’une part A est ouvert dans A, donc ouvert dans X. D’autre
part soit w=0NAer,comme Oet AcT alorsweT. n

1-c Transitivité des sous-espaces

Soit A et B deux parties de X avec B C A.

Proposition 1.4 Les topologies induites sur B par les topologies de A
et de X sont identiques.

Démonstration.
e Les ouverts de A sont les traces sur A des ouverts de X, c’est-
a-dire

(ONA|OeT)

e Les traces sur B des ouverts de A sont les ensembles de la forme
(ONA)NBor BC A= (ONA)NB=0N(ANB) = ONB. Et
par conséquent les traces sur B des ouverts de A sont les traces
sur B des ouverts de X. [ |

Remarque 1.5 Ceci revient a dire que si A est un sous-espace topo-
logique de X et B est un sous-espace topologique de A, alors B est un
sous-espace topologique de X .

1-d Voisinages dans A

Soient x € A et v(z) 'ensemble des voisinages de = dans X et va(x)
I’ensemble des voisinages de = dans A.

Proposition 1.6 Les voisinages de x dans A sont les traces sur A des
voisinages de x dans X.
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Démonstration.

e Soit v € vu(x), il existe w ouvert dans A tel que z € w C v
orw=0NAou O est ouvert dans X. Posons V = v U O alors
V € vx(x) puisque VO O 3 x, donc VN A = v d’ou le résultat.
e Réciproquement soit v = VN A ou V € vx(x), 3 O ouvert
dans X tel que z € O C V et donc v D O N A qui est un ouvert
de A contenant x, d’ou v € vy(x). |

Proposition 1.7 va(z) C vx(x) si et seulement si A € vx(x).
Autrement dit, pour que tout voisinage de x dans A soit voisinage de x
dans X il faut et il suffit que A soit voisinage de x dans X .

Démonstration.

D’une part A € v4(z) (car A ouvert dans A) et donc A € vx(z).
D’autre part soit v € va(z) ona:v=VNA et comme A et V
€ vy (x), alors v € vx(x), donc va(x) C vx(z). [ |

1-e Fermés et adhérence dans A

Proposition 1.8 Les fermés dans A sont les traces sur A des fermés
dans X.

Démonstration.
Soient ® et F ’ensemble des fermés dans A et dans X.

(pe®) = (CapeT)
— (B0eT|Clap=0nA4)
— 30T |p=040n4)=(Cx0)n4A
— JFeF|lp=FnA

Remarque 1.9 Tout fermé de X qui est contenu dans A, est fermé dans
A mais tout fermé de A n’est pas en général fermé dans X .
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Proposition 1.10 Tout fermé de A est fermé dans X si et seulement
si A fermé dans X.

Démonstration.

La condition nécessaire est évidente car A est fermé dans A.
Pour la condition suffisante, soit ¢ fermé dans A, alors ¢ =
FNA, comme F et A sont fermés dans X, ¢ est fermé dans
X. |

Exemple 1.11 : Ezemple d’application ouverte non fermée.
Considérons X =R, A=]0,1] et soit f:x € A — x € R.

o f est ouverte car tout ouvert dans A est ouvert dans X (A est ouvert
dans X et f = identité),

o f est non fermée car A est fermé dans A et f(A) =|0,1] non fermé
dans X.

Pour un exemple d’application fermée non ouverte, prendre A = [0, 1].

Proposition 1.12 Soit B C A C X. L’adhérence de B par rapport ¢ A
est donnée par

Démonstration.
Soit (F});c/la famille des fermés de X O B.
(FiA),cr = (¢i)icr est la famille de fermés de A contenant B.

Nei=B"' = (FENA) = (ﬂF)ﬂA B naA m

el el el

Remarque 1.13 Sz on note B Uintérieur de B relativement a A, alors

o
en général B #B NA. De fagon identique si on note B** la frontiére
de B relativement & A, alors en général B** # B*X N A. A titre de
contre-exemple, considérer dans X = R, les parties A= B = [0, 1].

Corollaire 1.14 Si B est partout dense dans A et A est partout dense
dans X, alors B est partout dense dans X.

Démonstration.

B est partout dense dans A : BY=Aet A partout dense dans
x:4a¥ = x. OrEA :§XﬂA:A, don BY D A, comme
BX D At =X , BY = x (la démonstration peut se faire en
prenant la famille des fermés O B). ]
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1-f Continuité par rapport & un sous-espace

Soient X et X’ deux espaces topologiques et f: X — X’. Nous allons
d’abord étudier le cas ou la fonction f prend ses valeurs dans un sous-
espace A" de X', ensuite nous examinerons le cas général.

Proposition 1.15 Soit A" une partie de X' telle que f(X) C A’ C X'.
Considérons Uapplication g : X — A’ définie par g(x) = f(x) pour tout
x € X. Alors g est continue en xqy si et seulement si f est continue en
x0.

Démonstration.

Notons yg = f(x0). Si g est continue en xg, alors pour
tout v € wa(yp), ¢ (V) € wv(xo) Or va(yo) =
{v=V'NnA" ou V' € vxi(yo)} et pour v/ € wva (yp) on a :
g (V') = f~YV’') d’'ott (g continue en wg) pour tout V' €
v(yo), f~H(V") € v(xp), c’est-a-dire f continue en z. |

Remarque 1.16 On peut donc, du point de vue de la continuité, consi-
dérer f comme application dans A’ ou dans X'.

Proposition 1.17 : Restriction de f a un sous-espace de X.
Soit A C X et xg € A, alors si f est continue en xzy la restriction
g = f/A est continue en xy.

Démonstration.
C’est immédiat carona : g= foioti:z € A — x € X qui
est continue dans A. [ ]

Remarque 1.18 La réciproque est fausse
Contre-ezemple. St X = X' =R, A= Q et f = xa alors [ est discon-
tinue en tout point mais sa restriction a Q est constante donc continue

sur Q.

Proposition 1.19 : Cas général.
Soit A C X et xg € A. Supposons que A € v (xg), alors f est continue
en o si et seulement si g = f/A est continue en x.

Démonstration.

D’aprés la proposition précédente, la condition est nécessaire.
Soit maintenant V' € v (yo) (yvo = f(z0)), si g continue en x
alors V = g7 1(V') € va (20) et comme A € v (xg) on a aussi
V=g1(V')€v(zg); don f(V)=g[g (V)] CV’ et ainsi f

est bien continue en xg. [ |
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2 Topologie initiale

Le but de cette section est d’étudier deux procédés qui permettent de
définir de nombreux espaces topologiques nouveaux & partir d’espaces
topologiques connus.

2-a Intersection de topologies

Proposition 2.1 Soit (T;);c; une famille de topologies sur un ensemble

X. Alors T = ﬂ T; est une topologie sur X .
el

Démonstration.
e SilI=0,T = ﬂﬁ = P(X) qui est bien une topologie (la
topologie discréte)z.6 !
e Vérifions (), (62) et (03).
(03) X et 0 € T car Vi € I,X et ) € T; (qui est une topologie
sur X).
(61) Soit O = | JOj o0 O; € TVj € J.
jed
Soit i € I,Vj € J, 0 € (\Ti=VjelJ Oj€ToT
el
est une topologie = U O; € T; Vi € I et par conséquent
jeJ
U 0; € ﬂ T; =T c’est-a-dire encore O € T.
jed icl
(62) Soit O = (] OjonVjeJfini O;€7T.
jeJ fing
Soit 7 € I, Vj € J, O; € T; qui est une topologie = ﬂ O; €
J fini
T; Vi € I. Par conséquent O = m OjenerTi=T. [ ]
jeJ

Remarque 2.2

1.) T est la plus fine (plus grande au sens de l'inclusion) de toutes les
topologies moins fines que toutes les T;.

T est la borne inférieure de {T;, i € I} dans P(P(X)).

2.) La réunion de topologies n’est pas une topologie. A titre de contre-
exemples :
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e Considérons X = {a,b} alors T1 = {0,{a}, X} et To = {0,{b}, X}
sont des topologies non comparables; leur réunion est non définie.
e Soit X un ensemble de cardinal > 2 et a,b € X. T1 et Ty sont des
topologies. Nous avons Ty U Ty = {0,{a}, {b}, X} mais T1 U Ty n’est pas
une topologie car {a} U {b} est un élément n’appartenant pas a X.

2-b Topologie engendrée par A C P(X)

Soit A une partie de P(X). A n’a aucune raison d’étre une topologie,
mais il y a au moins une topologie qui la contient, c’est P(X). On va
définir dans ce paragraphe la plus petite des topologies contenant A.

Proposition 2.3 L’ensemble des topologies contenant A posséde un plus
petit élément (au sens de linclusion), c¢’est T = ﬂ T;.
el

Démonstration.

Soit (7;);c; la famille des topologies contenant A. T = ﬂ Ti est
i€l

une topologie D A et c’est la plus petite des topologies D A. m

Définition 2.4 Ce plus petit élément T est la topologie engendrée par
A. A s’appelle systeme générateur de T .

Proposition 2.5 Soit B l’ensemble des intersections finies d’éléments
de A, alors B est une base pour T .

Démonstration.

Soit 7’ I’ensemble des unions quelconques d’éléments de 5. Mon-
trons que 7 est une topologie et que 7 = T .

e 77 est une topologie

(A1) Considérons U O; ou pour tout i € I, O; € T'.

el
O; est réunion d’éléments de B —- U O; également, donc € 7.
i€l
(02) Soient O7 et Oy € T’ alors O = Uwi et Oy = U w; ol
iel jeJ
wietw; € B.O1NOy = U (wi Nwj) € T’ car w; Nw; € B.

(ij)eIxJ
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(#3) On a ) = U et X = ﬂ sont des éléments de T".

I=0 I=0
T CT’
ACBetBC T = AC T’ donc (par définitionde 7) T C T".
e T'CT

SiO0 eT, O = U m wi| ot w; € A (donc € T). Ainsi
i€l | jed fini

O'eTetdoncT CT.

Par conséquent, on a bien 7 = T". [ |

2-c Topologie initiale

Soit X un ensemble et (Y;) une famille d’espaces topologiques (Y;, T;).
Considérons, pour tout ¢ € I, une famille d’applications f; : X — Y;. On
se propose de définir sur X une topologie rendant toutes les f; continues
(évidemment la topologie discréte sur X est triviale).

Définition 2.6 On appelle topologie initiale sur X pour la famille
(fi)icr la topologie T engendrée par ’ensemble A des images réciproques
par les f; des espaces Y.

Exemple 2.7 Siles f; sont constantes pour tout i € I, alors fi_1 (0;) =
0 ou X, donc A= {0, X}. La topologie engendrée par A est la topologie
grossiere T qui est donc la topologie initiale pour les (f;).

Remarque 2.8 On a vu que B est une base pour T ou B =

ﬂ fi_1 (Of) , pour i fizé. Or

jEJ fini
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N )= N o] =5t

jeJ fini jEJ fini

1l en résulte que B est ’ensemble des parties w de la forme :

N ')

ieJ fini

Proposition 2.9 La topologie initiale T est la moins fine des topologies
T rendant toutes les fonctions (f;) continues.

Démonstration.

Si, pour tout ¢ € I, f; est continue alors I'image réciproque des
ouverts sont des ouverts. Soit O; € 7; (topologie de Y;), alors
f71(0;) € AC T. Si 7 est une topologie sur X rendant les f;
continues alors A C 7 or T est la plus petite topologie D A donc
TCr. [ |

N

Continuité d’une application a valeur dans un espace muni
d’une topologie initiale

Nous considérons les mémes hypothéses en supposant, en plus, que X
est muni de la topologie initiale.
Soit Z un espace topologique et g : z9 € Z — g(20) = xo € X.

Proposition 2.10 g est continue en zg si et seulement si pour tout i €
1, fiog est continue en zy.

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons que g soit continue en zg. Soit
i € 1, f; est continue sur X donc continue en xy = g (20) et par
définition de la topologie initiale f; o g est continue en zj.

Condition suffisante. Soit V' € v (zg) dans X avec sa topologie

initiale 7 ; alors il existe O € T tel que g € O C V. Comme B

est une base, O est une réunion d’éléments de B doncz € w C O

avec w € B donc de la forme w = m f7H(0;) et O; ouvert
ied fini
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de Y;. Nous avons V 2 O D m f71(0;) donc
i€ J fini

g )> () g O] = () (ficg) " (O)

ieJ fini ieJ fini

Comme les f; o g sont continues, alors (f; o g)fl (O;) est ouvert
et l'intersection finie également. Finalement g=(V) D ouvert
contenant zy est un voisinage de zy et donc g est continue. ®

2-d Exemples

Image réciproque d’une topologie. Considérons le cas particulier
ou f: X — Y. La topologie initiale sur X pour f est 7. Elle est égale
a la réunion d’éléments de B ou B est 'ensemble des images réciproques
par f des ouverts de Y. Si (O;);c; est la famille des ouverts de Y

B={f"1(0y),iel}

les éléments de 7 sont de la forme

U roy=r" (U a) = f71(0)

ieJCI ieJ

Donc 7 ={f1(0;),ie I} =B.

Remarque 2.11 57 X est inclus dans Y et f:x € X — x €Y on a,
VO €T, f7H{O) =O0'NX. T est donc la topologie induite sur X par
T
On dit que T est la topologie image réciproque par f de la topologie de
Y.
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Borne supérieure d’un ensemble de topologies sur X. Suppo-
sons que V; = (X, T;) et fi : v € X — x € Y. Soit T la topologie
initiale pour (f;);c; . On sait que c’est la moins fine des topologies 7 sur
X rendant les f; continues. Or [f; continue (X,7) — Y; = (X, T;)] <
T; C 7 = T est la moins fine des topologies telles que Vi € I T; C 7.
(T est la moins fine, c’est-a-dire la plus petite des topologies 7 qui sont
plus grande que toutes les 7;; T est donc le plus petit majorant de
[Tilien).

Cette topologie initiale 7 est appelée la borne supérieure de {7;,i € I}
dans P(P(X)).

3 Topologie finale

Soit X un ensemble et (Y;),.; une famille d’espaces topologiques (Y;, 7).
Considérons, pour tout ¢ € I, des applications f; : ¥; — X.

O v

Yi fk
Y

On veut trouver sur X une topologie non triviale (autre que la topologie
grossiére) qui rende les (f;) continues.

3-a Proposition

Proposition 3.1 L’ensemble de parties
T={0CX tel que Vie I, '(0) €T}

est une topologie sur X qui est la plus fine des topologies rendant les ( f;)
continues.

Démonstration.
Montrons d’abord que T est une topologie.
e X € 7. En effet pour tout 7 € I, fi_l(X) =Y, el,—XeT.
o () € T. En effet, pour tout i € I, f; '(0) =0 € T, = 0 € T.
e Soit (0;) ;. ; une famille d’ouverts de X et O = U (0j).

JjeJ
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Pour i € J, f71(0) = f* UOj = Lin_1 (0;). Or

jeJ jeJ
Oj € T = f7'(05) € Tiet | Jf'(0;) € Ti. Donc Vi €
jeJ

LN 0)eTi= 0eT.
e Soit (Oj) ;¢ jtin; une famille finie d’ouverts et O = ﬂ 0;.
JEJ fini

Powric I, f7H(O)=f7" [ 0;]= () £ (0. Or
jeJ fini jeJ fini

fi_1 (0) e Ti = ﬂ f,L»_1 (O;) € T;. Donc pour tout @ € I,
jeJ fini

O eT = 0€eT.

Montrons que Vi € I, f; est continue de Y; — (X, T).

fi est continue si I'image réciproque d’un ouvert est ouverte, ce

qui est évident par construction de 7.

T est la plus fine. Soit 7’ une autre topologie sur X rendant les

(fi) continues, alors 77 C T. En effet, soit O’ € T, f; continue

Viel = f;1(O0)eTi= O cTetdoncT €T. m

3-b Définition

Définition 3.2 La topologie définie ci-dessus s’appelle topologie finale
sur X pour la famille de (f;);c;-
Exemple 3.3 Prenons le cas ou, pour tout i € I, f; est constante.

Soit AC X eti€I. f7 (A) =0 ouY; (selon que la constante appartient
ou n’appartient pas a A) et donc fifl(A) € T; ce qui donne A € T. La
topologie finale est donc la topologie discréte.

3-c Continuité d’une application définie dans un espace
muni d’une topologie finale

Proposition 3.4 Soit g: X — X'. Alors g est continue dans X si et
seulement st pour tout ¢ € I, g o f; est continue dans Y.

Démonstration.
e La condition est nécessaire car g est continue et f; est continue
= g o f; continue.
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e Pour la condition suffisante, considérons O’ ouvert dans X’.
g o f; continue => (go f;)"' (O) ouvert dans Y; (c’est-a-dire
€ 7). Or

(go fi) H(O) = ftog H(O)=fHA) €T

ott A= g 10'). Donc A € T, c’est-a-dire encore g~ 1(0’) € T,
finalement g est continue. |

3-d Espace topologique quotient

Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et Y = X/R. Pour z € X, on note & = {2/ € X | 2'Ra} la classe
d’équivalence de z.

Pour définir une topologie sur Y, considérons I'application canonique
p:xeX —zeY
alors, nous avons la définition suivante.

Définition 3.5 On appelle topologie quotient la topologie finale pour .

4 Topologie produit

Pour diverses propriétés utilisées dans ce paragraphe, on renvoie a 1’an-
nexe. On considére, pour tout i € I, ou I # (), une famille d’espaces to-
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pologiques X;, ou chaque X; est muni de la topologie 7;. Soit X = H X;
icl

le produit des ensembles X;. On désigne toujours par pr;, i € I, appli-

cation coordonnée d’indice i, t € X — z; € X; et on va définir une

topologie sur X rendant toutes les pr; continues et qui se réduit a la

topologie euclidienne dans le cas ot X = R"™.

4-a Deéfinition

Définition 4.1 On appelle topologie produit T des topologies T; la topo-

logie initiale sur X pour la famille (pr;);c; -

X muni de T est I'espace topologique produit, noté (X,7).

T est la moins fine des topologies rendant les (pr;) continues.

4-b Ouverts élémentaires

On a vu qu’une base B de T est formée des parties w de X de la forme

w= ) pry'(0;) on O;€T;

i€J fini

Alors nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.2 w € B si et seulement si

w:H(’)i ou, O, €T, et {iel;0;# X;} estfini

i€l
Démonstration.
On va montrer que A = ﬂ pr{l (O;) = H O;, = BouQ; =
i€J fing i€l
X;sivel—J.

oACB:SimGA,ViEJ,prrfl(Oi):>W€J,m¢€(’)i;
Viel—J,x; € X; =0;. Donc Vi € I, x; € O; ce qui prouve
que z € B.

e BC A:Soitx € B,Viel, z; €O; cest donc vrai pour i € J
(z; € O;), Cest-a-dire Vi € J, z; = pri(x) € O; et finalement
pour tout i € J, x € pr; ' (O;) et par conséquent x € A. [ ]



Section 4. Topologie produit 59

Définition 4.3 On appelle ouvert élémentaire de X, toute partie w de
X telle que w = HOZ- ou O; €T etou{iel]|O;# X;} est fini.
el

Remarque 4.4
1.) Tout ouvert de X est réunion d’ouverts élémentaires (par définition

de la base B).

2.) Tout produit d’ouverts n’est pas un ouvert (ceci n’est vrai que pour
les ouverts élémentaires).
Contre-exemple
Considérons A = H O; avec A# D et {i e I|O; # X;} infini.
i€l
o A n’est pas ouvert dans X. Sinon il serait réunion d’ouverts
élémentaires, donc il existerait w ouvert élémentaire mon vide
tel que w C A. orw:HOg etouwJ={iel|O,+#X;} fini.
el
0=TJ0oic][oi= 0;co,vi
icl icl
e Siiel—J, alors O, = X;. Comme O, C O; C X;, on a
O; = X;. Donc {i € I|O; # X;} est fini, d’ot la contradiction
avec l’hypothése et donc un produit d’ouverts n’est pas ouvert.

3.) Dans le cas particulier o I fini, les ouverts élémentaires sont les
produits d’ouverts. Car alors tout produit d’ouverts est ouvert (mais tout
ouvert n’est pas produit d’ouverts car n’est pas ouvert élémentaire).

Dans X = R2, si O est le disque ouvert, O # O1x Oy, voir figure (2.4.1).

A, =R

> X, =R

6,
FIGURE 2.4.1 — Contre-exemple dans R?

4.) Pour tout j € I, pr; est une application ouverte mais non fermée, en
général.
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e Elle est ouverte car la projection de tout ouvert élémentaire w = H O,
est ouverte; ceci résulte de la relation pri(w) = O;.

e FElle est non fermée. Pour cela, il suffit de considérer [’exemple ot
X=R?* et A={(x1,22) ER?*| 2129 =1}
Alors A est fermé dans R? (car A= f~1(1)), mais
pri(A) =] = o0,0[U]0,00]

est non fermé dans R, car CA = {0} est non ouvert.

4-c Voisinages élémentaires

Soient X = H X; un produit d’espaces topologiques et = (x;);cr € X.
i€l

Définition 4.5 On appelle voisinage élémentaire de x, l’ensemble V =

HW ot chaque V; € v(x;) et Vi = X; sauf pour un nombre fini d’in-

el

dices i.

[}
C’est assez intuitif car x € H V; qui est un ouvert élémentaire C V.

Remarque 4.6 Tout ouvert élémentaire contenant {x} est un voisinage
élémentaire de x.

Proposition 4.7 L’ensemble des voisinages élémentaires de x est une
base de voisinages de .

Démonstration.

Soit V' € v(z), V contient un ouvert qui contient {z}, et donc V'
contient un ouvert élémentaire qui contient {x} (car tout ouvert
est réunion d’ouverts élémentaires). D’oul I'ensemble des voisi-
nages élémentaires est une base de voisinage de . [ |

5 Adhérence - Intérieur - Frontiére

Soit X = HXZ- un produit d’espaces topologiques. Considérons, pour
i€l
tout i € I, A; C X; et A:HAi.
el



Section 5. Adhérence - Intérieur - Frontiére 61

5-a Adhérence d’un produit

Proposition 5.1 Nous avons

Démonstration.
Par double inclusion.
e Soit = € A, pr; étant continue on a pr;(z) € pri(A) c’est-a-dire
xz; € A; douz € HE
el
e Soit x € HE et w= H O; un ouvert élémentaire contenant
i€l el
{x}. Comme pour tout i € I, z; € A; et O; € v(x;), on a :
O;NA # 0. Il en résulte que H (O; N A;) # 0 ¢’est-a-dire encore
el
wNA#D, dou z € A. [

Corollaire 5.2 Tout produit de fermés est fermé

Démonstration.
En effet HFi:HE:HFi' [ |
el el el

5-b Intérieur d’un produit

Proposition 5.3

— .

iel i€l

Démonstration.

o
o o

En effet si x GH A=A, pri(z) = z; € pri(4). Comme pr; est

el
(o] (o]
une application ouverte pr;(A) est ouvert et donc z; €A; Vi € I,
o
c’est-a-dire x € H A;. [

el
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Remarque 5.4 Il n’y a pas égalité, en général, car si A; est ouvert

A; —A et si les X; # A; alors H A n’est pas ouvert donc ne peut
i€l

o
pas étre égal o A.

Corollaire 5.5 Si I est fini, on a

(o)
,—/\\ °
[T4=]14
iel iel
Démonstration.
o [0)
Quand I est fini, H A; est un ouvert. Comme A;C A;, alors
iel
o (o] °
H A;C HAi et donc H AiCH A;, c’est-a-dire l'inclusion

il iel i€l il
dans 'autre sens , d’oul I’égalité. [ |

5-c Frontiére d’un produit

Notons d’abord qu’en général H A # (H Ai> .
iel iel

Contre-exemple

Prenons X = R? et A = A; x As.

\

Ay

D’une part, (A1 x Ag)* est la réunion des cotés du rectangle.
D’autre part, (A1)" x (A3)" est la réunion des sommets du rectangle.
Mais nous avons le résultat suivant.

Proposition 5.6 Nous avons toujours

[4; c (HAl)*

i€l i€l
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Démonstration.
[T = [I(AnTA) = (HAZ) n (Hm)
el el iel icl

el i€l

Or I étant non vide HCAZ- cC (H Ai>, et donc
iel i€l

]‘—[A;k - HAsz (HAZ> ZZOBZZA*

iel i€l el

6 Application dans les produits topologiques

6-a Produit de sous-espaces topologiques

Supposons que, pour tout ¢ € I, A; C X; et soit

A:HAZ-CX:HX,;

el i€l

Proposition 6.1 Considérons les topologies suivantes :
T; la topologie de X; et T la topologie de X
t; la topologie de A; et t  le produit des topologies t;.

Alors si t' désigne la topologie induite par la topologie T sur A, nous

avons
t=+¢

Démonstration.

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant.

Si X est muni de la topologie initiale T pour (f;) alors la
topologie t' induite sur A par T est la topologie initiale pour la
famille des restrictions (f; |a);cr-

Démonstration du lemme. En effet, ¢’ est la moins fine des to-
pologies sur A telle que l'application ¢ : x € A — z € X
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soit continue. Or on a vu que ¢ est continue si et seulement
si fi o o = fi |a continue dans A. Donc ¢’ est la moins fine
des topologies sur A telle que (f; |4) est continue c’est-a-dire la
topologie initiale pour les (f; |4).

Démonstration de la proposition. Elle est immédiate car ¢ n’est
autre que la topologie initiale sur A pour la famille des restric-
tions des pr; & A, (pr; |a), c’est-a-dire t. [

6-b Application dans un produit topologique

Soit f une application X — Y = H Y; muni de la topologie produit.
i€l

Proposition 6.2 L’application f est continue en xg € X si et seulement
s, pour tout i € I, les applications coordonnées f; sont continues en x.

Démonstration.

Rappelons que f; = pr; o f. L’application f est a valeur dans
un espace & topologie initiale. La continuité de f en x(y équivaut
a la continuité de pr; o f = f; (d’aprés ce qui a été vu sur la
continuité des applications & valeur dans un espace muni d’une
topologie initiale). [ |

Corollaire 6.3 Pour tout J C I, Uapplication pry est continue de
X —J[x
ieJ

6-c Section - Coupe

On considére ici le cas particulier ot X = X; x X5 mais les résultats
sont généralisables a un produit quelconque.

Sections S; et S5

Définition 6.4

(1) Soit ay € Xa, on appelle section Sy, Uapplication X1 — X définie
par Si(x1) = (21, a2).

(2) Soit a1 € X1, on appelle section Sa, Uapplication Xo — X définie
par Sa(x2) = (a1, x2).
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3 | (X}, &)

X

Proposition 6.5 Les sections S1 et So sont continues, respectivement
dans X7 et Xs.

Démonstration.

S1 est continue si les applications coordonnées le sont.

xr1 — x1 est continue (identité) et x; — ag l'est aussi (c’est
une application constante).

Démarche analogue pour Ss. [

Remarque 6.6 L’application S; est méme un homéomorphisme de
X, — X; X {aj}.

Coupe d’une partie A C X

Définition 6.7 On appelle coupe A1 ’ensemble défini par :

A1 = {.’L‘l c X1 ‘ (1‘1,&2) (S A}

Aq est également défini par :
A = {$1 S X1,51($1) € A} = Sl_l(A)

Pareillement nous avons

A2 = {xg S Xz ’ (al,:cg) S A}
= {:L‘Q € Xy | Sy (IL‘Q) S A} = S;l(A)

] '
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Proposition 6.8 Si A est ouvert (respectivement fermé) alors A; est
ouvert (respectivement fermé).

Démonstration.
Si A est ouvert alors A; = Sfl(A) est ouvert car S; est conti-
nue. ]

Remarque 6.9 Tous ces résultats se généralisent sans difficulté.

6-d Continuité globale et continuité partielle
Soient a = (a;);c; € X = HXZ' et f: X —Y.

i€l

Applications partielles

Définition 6.10 Soit j € I, lapplication partielle f; au point a est
Uapplication définie par :

rjeX; — flx)eY
ot & = (1);c; est tel que x; = a; 811 F# j.
Exemple 6.11 Si I = {1,2} et X; = X9 = R alors les applications
fiiz1 — f(x1,a2) et fa:xo — f(a1,m2)

sont des applications partielles.

Proposition 6.12 Si f est continue en a, alors pour tout j € I, lap-
plication partielle f; est continue en a;.

Démonstration.

En effet, f; = foS; (ou S; est la section de X au point a;).
Comme S; est continue en a; et f est continue en S(a;) = a, on
a le résultat. ]

Remarque 6.13 La continuité de toutes les applications partielles n’im-
plique pas celle de f.
Contre-exemple
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Considérons le cas ot X1 = Xo = R et f Uapplication définie par :

12
2 2
T+ 75

(xth) 7& (030)
flz1,22) =
0 (l’l,l'g) = (0,0)

Les applications partielles fi et fo sont continues en (0,0) mais f ne
Uest pas. Il suffit de voir que, pour x1 = x2, f(x1,22) =1/2 4 0.

7 Associativité et commutativité des produits
topologiques

7-a Associativité

Soit (1)), une partition quelconque de I. Nous avons le résultat d’as-
sociativité suivant.

Proposition 7.1

X = HXi est homéomorphe a X' = H H X;
el AEL ief)\

Démonstration.
Posons, pour tout A € L, X{ = H X;, et soit f lapplication
1€y
canonique : x € X — pry, (z) € X' = H X4, pour A € L.
AEL

e [ est une bijection de X — X',
e f est continue car les applications coordonnées le sont,
e [ est ouverte (on vérifie aisément que I'image d’un ouvert

élémentaire est un ouvert élémentaire). ]
n n—1

Remarque 7.2 Ainsi HXi est homéomorphe a <H X; | x X,,. On
i=1

i=1
peut donc ramener l’étude de produits finis d’espaces topologiques a celle
du produit de deux espaces topologiques.
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7-b Commutativité

Proposition 7.3 Si o est une permutation de I alors X = HXi est
el
homéomorphe a HXU(i).
i€l

Démonstration.
Il suffit d’appliquer la proposition du paragraphe précédent en
prenant L = I et I, = {o(\)}. [ ]




Chapitre 3

Espaces topologiques
connexes

1 Notion de connexité

Concrétement la connexité d’un ensemble traduit le fait que cet ensemble
est d'un seul tenant. Le fait qu'une fonction f continue sur [a,b] prend
toute valeur entre inf f et sup f traduit la connexité de f(a,b).

1-a Définitions

Soit X un espace topologique.

Définition 1.1

(1) X est dit connexe si X n’admet pas de partition formée de deux
ouverts. C’est-a-dire qu’il n’existe pas O1 et Oy ouverts non vides tels
que

O1NO;=0 et X=0,U0,

(2) Soit A C X, A est connexe si le sous espace topologique A est
conneze.

(8) Soit D C X, D est un domaine si D est un ouvert conneze.

Exemples d’espaces topologiques connexes.

1.) L’ensemble vide () est connexe.
2.) L’ensemble {x} est connexe.
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3.) X grossier est connexe.

4.) L’espace de Sierpinski X = {a,b} avec la topologie T = {0, {a}, X}
est connexe. La seule partition de X est {a} et {b} donc il est connexe.
5.) R est connexe.

Exemples d’espaces topologiques non connexes.

1.) X discret avec CardX > 2 est non connexe.
2.) Q est non connexe. En effet, nous savons que, par exemple, v2 ¢ Q,
et nous avons
Q=01U0
ol

olz}—oo,\/i[mag ot 02:}\/§,+oo[mQ

et nous avons bien O; N Oy = 0.

1-b Premier résultat

Proposition 1.2 Soit X un espace topologique connexe et soit A une
partie propre contenue dans X (i.e. A est non vide et non égale a X,
AC X), alors A* # 0.

Démonstration.
o
A, A* et Ext(A) forment une partition de X. Ainsi si A* =

[¢]
() alors on aurait X =A U Fzt(A) et donc X ne serait pas
connexe. ]

Ce résultat peut également s’énoncer sous la forme :
Dans X connexe, soit AC X. Si A* =0 alors A=0 ou A= X.

1-c Propriétés équivalentes

Proposition 1.3 Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) X est conneze,

(2) X n’admet pas de partition formée de deux fermés,

(8) Les seuls ofs de X sont () et X,

(4) Toute application f continue de X dans {0,1} muni de la topologie
discréte est constante.
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Démonstration.

e (1) = (2) Si X = F1 UF;, avec F; et Fy fermés non vides
disjoints 01 = Fi et Oy = Fy sont ouverts.

D=01N0; = X =01 U0y et O1 et Oz non vides (si, par
exemple, O = ) = O3 = X contradiction) et donc X est non
connexe.

e (2) = (3) Si F est un of non vide et F' # X alors F et CF
forment une partition de X en deux fermés c’est-a-dire non (2).

o (3) = (4) Si (4) était fausse, il existerait f continue X —
{0,1} discret, alors f~1({0}) serait un of distinction de X et (),
c’est-a-dire non (3).

e (4) = (1) Si X est non connexe alors X = O; U Oy avec Oy
et Oy ouverts non vides disjoints. Prenons pour f, la fonction
caractéristique de O, donnée par

_J 0 st xg O
f(x)_{l si ze0

f X — {0,1} est continue car l'image réciproque de tout

ouvert de {0, 1} est ouverte et f est non constante, donc (4) est

fausse. ]
Remarque 1.4 Dans X connexe, si A# 0 et A+ X, alors on a

A ouwvert =—> A non fermé

On a aussi : A fermé — A non ouvert.
ﬁx

1-d Parties connexes de R

On rappelle qu’un intervalle A est, par définition, une partie telle que
pour tout a et b € A, Uintervalle [a,b] C A. On admet que @) et {a} sont
des intervalles.
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Proposition 1.5 Une partie A est conneze dans R si et seulement si A
est un intervalle.

Démonstration.

Condition nécessaire. Soient a,b € A, avec a < b par exemple.
Si Je €]a, b]| ¢ & A alors |- co,c[ N A et |c, + oo[ N A sont deux
ouverts de A qui forment une partition de A = A non connexe.
Condition suffisante. Montrons d’abord le lemme :

"toute application continue @ de X dans X’ discret est
constante".

Soient # € X et 2’ = ¢(z), V = ¢ 1({2'}) est un voisinage de
x et p est constante dans V.

Soit A = («, 8) un intervalle quelconque de R. On peut supposer
a < B carsia =, A est vide ou réduit & un point donc connexe.
Soit alors ¢ une application continue A — {0, 1} discret. Mon-
trons que @ est constante dans A. Soient a,b € A tel que a < b
et soit

E={zelab CAlp() =9y}

E est I'image réciproque par ¢ des fermés {p(a)} de {0,1} donc
FE est fermé. Il en résulte que ¢ = sup EF € E. Comme ¢ est
constante dans un voisinage de ¢ (d’aprés le lemme), alors né-
cessairement ¢ = b d'ott b € E et p(b) = ¢(a). [ ]

Remarque 1.6 Par application de ce qui précéde, on a

1.) En particulier, R est conneze.
2.) Q nest pas un intervalle de R, donc Q est non conneze.

2 Propriétés des espaces connexes

2-a Image continue d’un espace connexe

Proposition 2.1

Si f: X — X' est continue et si X est connexe, alors f(X) est conneze.

Démonstration.
On utilise la propriété équivalente (4) de la proposition (1.3).
Soit
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g continue : f(X) C X' — {0,1} discret,

f continue : X — f(X).

On en déduit que g o f est continue de X — {0, 1} discret ; or
X est connexe donc g o f est constante. Ainsi si y; et ys sont
deux points quelconque de f(X),

yr = [f(x1) € f(X) et y2 = [ (22) € f(X)

alors g (y1) = g (y2) donc g est constante dans f(X) et par
conséquent f(X) est connexe. ]

Corollaire 2.2 Si f est un homéomorphisme X — X' et si X est
conneze, alors X' conneze.

La démonstration est immeédiate.

Remarque 2.3 Si X est conneze et X' non connezxe, alors X et X' ne
sont pas homéomorphes. On va utiliser cela pour montrer que R et R™
(n > 1) ne sont pas homéomorphes.

Corollaire 2.4 Si f est continue X — R et st X est conneze, alors
f(X) est un intervalle (théoréme des valeurs intermédiaires)

2-b Réunion de parties connexes

Soit, pour tout ¢ € I, A; une partie connexe d’un espace topologique X.
Et soit A = U A;. Alors A n’est pas toujours connexe. Mais nous avons
i€l
le résultat suivant.
Proposition 2.5 Si les A; sont deux & deux non disjoints, alors A =
U A; est conneze.
el
Démonstration.
Soit f continue : A — {0,1} discret.
e Si f est continue sur chaque A;, alors f/A; est continue dans
A; connexe, donc f/A; constante. Finalement pour tout x € A;,
f(z) =¢.
e Soient ¢ et j € I. Montrons que ¢; = ¢;. Par hypothése A; N
A; # 0, soit x € A;NAj, alors f(z) = ¢; et f(z) = ¢; donnent
¢; = c; et ainsi f est constante dans A, et donc A est connexe.m
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Corollaire 2.6 Si ﬂ A; # 0, alors A est conneze.

el

Proposition 2.7 Soit (Ay),cn une suite dénombrable de parties

connexes de X telle que, pour tout n, A, N Apy1 # 0. Alors U A,

nelN
est connezxe.

Démonstration.

Posons B,, = AgUA; - - -UA,. Alors (B,,) est une suite croissante.
e B, est connexe.

- Pour n = 0, By = Ag est connexe.

- Supposons que B, est connexe.

- Alors Bpy1 = B, U A,4q, or B, et A,11 sont connexes et
B, N Api1 # 0 (car contient A, N A,11 # () et donc Bj,11 est
connexe.

e A est connexe.

A = U B, est une réunion de parties connexes telle que
nelN

ﬂ B,, = By # (). Et ainsi le corollaire donne A connexe. [ |

nelN

Remarque 2.8 Si(A,,) est une suite décroissante d’ensembles connezes

#+= m A, est connexe.

neN
Contre-exzemple : Dans R?, on considére les parties A, ci-dessous.

1/n

0 13

On enléve a [0,1] Uintervalle 11/3,2/3]. Cela donne ﬂA = [0,1/3] U

[2/3,1] qui est non conneze.

Remarque 2.9 Un sous espace d’un espace connexe n’est pas conneze.
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A B

BcA

2-c  Adhérence d’une partie connexe

Lemme 2.10 Si ¢ est une application continue X — X' discret est
constante dans A partout dense dans X, Alors ¢ est constante dans X .

Démonstration.
En effet si , est la valeur constante de ¢ dans A, p(A4) = {zp},

ceci implique (A) = {z(}. Or ¢ (4) C p(A) = ¢ (4) =
o(X) C {xp}, c’est-a-dire ¢ est constante dans X. |

Remarque 2.11 Le lemme est vrai si ¢ est une application continue
X dans un espace topologique X' dans lequel tout ensemble réduit a un
point est fermé.

Proposition 2.12 Soit A connezxe dans X et B une partie de X telle
que : A C B C A, alors B est conneze.

Démonstration

Soit f continue B — {0,1} discret. Alors f/A est aussi conti-
nue car A C B et A connexe donne f constante sur A.

A C B C A implique A est partout dense sur B, ce qui donne
par application du lemme que f est constante dans B connexe

@B:ZYmB:B) n

Cas particulier :

Si A est connexe, alors A est connexe (c’est la cas o B = A).

Exemple 2.13
1.) L’ensemble

1
A—{(31:,34)61&2/3/—sir137 pour 0<x§1}
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est connexe car f 1 x —> (:U,sin%) est continue sur |0,1] puisque les
applications coordonnées le sont.

e D’une part A = f(]0,1]) est conneze.

e D’autre part A= AU{(0,y): —1 <y < 1} est conneze et toute partie
B = AU { partie du segment [—1,1] sur l'aze des y} est connexe car

A C BCA. 2.) On considére les segments

qui sont connexes. Par ailleurs,

A=Al J{O, /0 <y <1}

est aussi conneze (appelé peigne).

Remarque 2.14

o
1.) Si A est conneze, alors #= A est conneze; voir figure ci-dessous.

2.) Si A est conneze, alors = A* conneze. Il suffit de considérer A =
[a,b], ce qui donne A* = {a,b}.



Section 2. Propriétés des espaces connexes 77

2-d Produit d’espaces connexes
Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques et X = HXi' Nous

i€l
allons voir sous quelle condition X est connexe.

Lemme 2.15 Soit a = (a;);c; € X et
A = {x = (x;)ier tel que Uensemble {i € I,z; # a;} est fini }
alors A est partout dense sur X.

Démonstration.

Soit w un ouvert élémentaire égal & H diA£Doud; =X;sii &J
el

fini. Montrons que w N A # (). L’¢lément = = (;),.; tel que :

r,=a; si 1el—J
xT; € 0; si 1eJ

appartient & A par définition et & w (car si i € J, x; € J; et si

i€ J, x; =a; € X; =0 et donc x; € §;). [

Proposition 2.16 Le produit X = HXi est connexe si et seulement
i€l
st, pour tout i € I, X; est conneze.

Démonstration.

Condition nécessaire. Supposons que X est connexe. Pour tout
i €1, X; =pri(X) or pr; étant continue et X connexe — X
connexe pour tout 4.

Condition suffisante. Supposons que, pour tout ¢ € I, X; est
connexe. Soit f continue de X — {0,1} discret. Montrons
que f est constante sur un sous-ensemble A partout dense dans
X. Pour cela, nous considérons l’ensemble A défini au lemme
précédent.

Soit x € A, montrons que f(z) = f(a)

Supposons que l'ensemble {i € I/z; # a;} = {j} soit réduit a
un seul élément.

Si f est continue = les applications partielles f; au point a sont
continues dans X ;. Comme f; est continue dans X; connexe =
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fj constante dans X, en particulier f; (z;) = f; (a;) = f(z) =
/(a).

Par conséquent, en changeant une coordonnée de a, on ne change
pas la valeur de f(a); il en résulte évidemment qu’en modi-
fiant un nombre fini de coordonnées de a, on ne modifie pas
f(a); comme on obtient ainsi un point quelconque de A, f est
constante dans A. Finalement f est constante dans X, ce qui
implique (d’aprés le lemme (2.10)) que X est connexe. ]

Corollaire 2.17 Tout pavé (produit d’intervalles quelconques) de R™ est
connexe. En particulier R™ est connexe.

3 Composantes connexes

L’objet de cette partie est de montrer que tout espace topologique admet
une partition formée de parties connexes.

3-a Points connectés

Définition 3.1 On dira que deux points x et y d’un espace topologique
X, sont connectés dans X s’il existe une partie connexe de X qui les
contient.

Exemple 3.2 57 X connexe, alors deux points quelconques de X sont
connectés.

Proposition 3.3 La relation x ~ y définie par x et y sont connectés est
une relation d’équivalence.

Démonstration.
e © ~ x est vrai car {x} est connexe et contient x.
e Si x ~ y, alors y ~ x, car si A connexe contient x et y, alors
A connexe contient y et x.
eSix~yety~z=x~ z En effet s'il existe A; connexe
contenant x et y et As connexe contenant y et z, alors A; U As
est connexe (car A; N Ag # (), car contient y) et contient x et
z. [
Notation
La classe d’équivalence de z, notée C(x), est donnée par

Cla)={yeX | z~uy}
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Proposition 3.4 C(z) est la plus grande partie conneze contenant x.

Démonstration.

Soit (A;);c; la famille des parties connexes de X qui contiennent

{x}.

o A= U A; est connexe et contient {z}, donc tous les points
el

de A sont connectés a x et on a: A C C(x).

eSiz' € C(m), alors 7/ appartient a une partie connexe contenant

x, c’est-a~dire & 'une des A; et par suite C(x) C A.

Finalement on a C(x) = A est bien la plus grande partie connexe

contenant x. ]

Définition 3.5

(1) On appelle composantes connezes de X, les classes C(x) ou x € X.
(2) On appelle composantes connezes de x, la classe C(x).

(8) On dit que X est totalement discontinu si, pour tout z € X,

C(z) = {=}

Remarque 3.6 X est connezxe si et seulement si X admet une seule
composante connere X.

Exemple 3.7
1.) Si X est discret, alors X est totalement discontinu.
2.) Q, sous espace de R, est totalement discontinu.

3-b Propriétés

Propriété 3.8 Si [lapplication f est continue X — X', alors

f(Cx)) CCf(x).

Démonstration.

C(z) connexe et f continue = f (C(z)) est connexe et contient
f(z). Par conséquent f (C(x)) est contenu dans la plus grande
composante connexe contenant f(x), c’est-a~-dire C(f(x)). ]

Propriété 3.9 Sih est un homéomorphisme X — X', alors h (C(x)) =
C(h(x)).
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Démonstration.

D’apreés la propriété précédente, on a h (C(x)) C C(h(x)).
Comme h~! est continue, alors h=! [C(h(z))] C C(x). Et donc
C(h(z)) C h(C(x)). Par conséquent, il y a bien égalité. |

Remarque 3.10 h est une bijection de l’ensemble des composantes
connezes de X sur celles de X', c’est-a-dire encore le nombre de compo-
santes connexes est invariant par homéomorphisme.

Propriété 3.11 Toute composante connexe de X est fermée.

Démonstration.

soit A = C(z). Ainsi A est connexe et contient A. Or A est la
plus grande partie connexe contenant z, donc A contient A et
par conséquent A = A, c’est-a-dire A fermé. [

Remarque 3.12 Soit r € Q, sous espace de R, alors C(r) = {r} est
non ouvert.

4 Espaces localement connexes

Définition 4.1 Un espace X est localement connexe si tout point de X
admet un systéme fondamental de voisinages connexes.

La définition veut dire que, pour tout z € X et pour tout V € v(zx),
alors V' contient un voisinage U de = qui est connexe.

Exemples d’espaces localement connexes.
1.) R est localement connexe, car tout voisinage V' de z contient, pour
h convenable, |z — h, x + h[ qui est connexe.

x-h  x x+h

| ]
! 1

1 [ | >
! I }

S
V

2.) Tout intervalle de R est localement connexe.
3.) X discret est localement connexe, car tout voisinage V € wv(x),
contient {z} qui est connexe.



Section 4. Espaces localement connezes 81

Exemples d’espaces non localement connexes.
Soit I’ensemble A donné par

A:{l’l’...’l,...}cﬁ
2 n

est discret, donc localement connexe. Mais

— 1 1
{0727 ’n7 }

n’est pas localement connexe, car aucun voisinage v de 0 dans A n’est
1 . L

connexe ; en effet pour n assez grand { — ¢ est un of non vide et distinct
n

de v.

Remarque 4.2
1.) Si X est localement connere #= X conneze.

Contre-exzemple : {0, 1} discret est localement connexe mais non conneze.

2.) 8i X est connexe 7= X localement conneze

Contre-exemple : Considérons le graphe du peigne, vu précédemment. On

1
a un ensemble connexe. On y adjoint le segment [2, 1| sur laze des y.

X = ({1’;’...,7117...}x{(0,y)|0§y§1}>

U{(x,O)Ogmél}U{(O,y)l gygl}

X est également connexe car compris entre l’ensemble et son adhérence.
3
Mais X est non localement connexe car a = (0, 4) € X et n’a pas de

systeme fondamental de voisinage car
1
V=XNB (a,4) € vx(a)

Soit alors v € vx(a) tel que v C V alors v est non conneze car v\ Dy, # ()
(pour n assez grand) et est ouvert et fermé dans v. Aucun voisinage v
de a inclus dans le disque de centre a et de rayon 1/4 n’est conneze; car
pour n assez grand Dy, NV est un of non vide et distinct de V.
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//1 - \\
/ \
| a ]
\\1/2-- /
pa
~ ) Dn D3 D2 Dl
X
1

4-a Propriétés

Propriété 4.3 Si h est un homéomorphisme X — X' et si X est
localement connexe, alors X' est localement connexe.

Démonstration.

Soit ' € X', o’ = h(x) avec x € X. Soit V' € v(z)), V =
h=Y(V') est un voisinage de x. X étant localement connexe,
alors il existe U C V, U connexe € v(z). U = h(U) C V' est
connexe et Y’ C V', donc X’ est localement connexe. [ ]

Remarque 4.4 Si f est continue X — X' et si X est localement
connexe, alors 7= X' est localement conneze.

Contre-exemple : Considérons X = IN discret et X' un espace non loca-
lement connexe, par exemple

avec, par exemple,
1
fFO)=0 et f(n)=—

Ainsi f : X — X'. Comme X est discret = [ est continue. Par
ailleurs, X discret => X localement conneze. Mais f(X) = X' ne lest
pas.
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Proposition 4.5 X est localement connexe si et seulement si les com-
posantes connexes de tout ouvert O sont ouvertes.

Démonstration.

Condition nécessaire. Soit O ouvert quelconque de X et A une
composante connexe de O, alors A est ouvert. Soit a € A, O est
un voisinage de a dans X localement connexe, donc O contient
un voisinage connexe U de a. U est également connexe dans O
et comme a € U, alors U C A (car A est le plus grand connexe
contenant a). Par conséquent A € v(a), A est donc voisinage de
ses points, donc ouvert.

Condition suffisante. Soit V' € v(z) (x € X) et soit A la compo-

[}
sante connexe de V qui contient {z}. Par hypothése A est ouvert
donc A est un voisinage connexe de x inclus dans V', donc X est
localement connexe. [ |

4-b Owuverts de R

Proposition 4.6 Tout ouvert O de R est la réunion d’une famille au
plus dénombrable d’intervalles ouverts 2 a 2 disjoints.

Démonstration.
Soit (Ci);er la famille de composantes connexes de O. Ainsi O =

UCi, or C; est un connexe de R, ce qui implique C; = (a;, b;).

el

Comme R est localement connexe, alors C; = ]a;, b;[ et O =
U lai, bi[ (les C; sont deux a deux disjoints).

i€l

Montrons que I est au plus dénombrable. Chaque Ja;, b;[NQ # 0,
il existe d’aprés I'axiome du choix une application f de I — Q
telle que, pour tout ¢ € I, f(i) € Jai, bi[. Les (Jai,b;]) étant
disjoints, f est injective. Par conséquent Cardl < CardQ =
No. |

5% Espaces connexes par arcs

5-a Notion de chemin

Définition 5.1
(1) On appelle arc (ou chemin) dans X, toute application continue -y :



84 Chapitre 3 - Eléments de topologie

0,1] — X.

e v(0) s’appelle l'origine du chemin et y(1) s’appelle lextrémité du che-
min.

e v([0,1]) =T est l’image de y et est conneze (le segment [a, b] est l'image
dey(t) =a+ (b—a)t).

(2) On appelle chemin opposé a v, noté Y, Uapplication O(t) = ~v(1—t).
Nous avons alors Y°(0) = v(1) et 4°(1) = (0).

(3) On appelle juztaposition des deux chemins vy, et ~2 (ot on suppose
v (1) = 72(0) ), le chemin ~v défini par

71 (2t) si 0<t<1/2

y(t) =
V(2 —1) si 1/2<t<1

Onnotey=vVyetonal =T1Ul,.

11(2) = 72(0)

11(0)

5-b Définition

Définition 5.2
(1) X est dit connexe par arcs si, pour tout x et y € X, il existe un
chemin d’origine x et d’extrémité y.

(2) X est dit localement conneze par arcs si chacun de ses points admet
une base de voisinages connexes par arcs.

Exemples d’espaces connexes par arcs.
1.) Tout espace vectoriel normé (et donc R™) est connexe par arcs. Dans
ce cas, sia et b € X, alors y(t) = a+ (b— a)t.

2.) Toute partie A convexe d’'un espace vectoriel normé X est connexe
par arcs. En particulier toute boule d’'un espace vectoriel normé est
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connexe par arcs.

3.) Le graphe du peigne, déja vu, est connexe par arcs.

1

4.) L’espace X grossier est connexe par arcs. Dans ce cas, y(t) = x si
O<t<lety(l)=y.

5-c  Propriétés

Propriété 5.3 Si lapplication f est continue : X — X' et si X est
connexe par arcs, alors f(X) est connexe par arcs.

Démonstration.

Soient 2/ = f(z) € f(X) et ¥/ = f(y) € f(X). Comme z,y € X
connexe par arcs, cela implique qu’il existe un chemin v d’origine
z et d’extrémité y (v(0) = = et y(1) = y). Ainsi f oy est
continue : [0,1] — X’ avec fo~(0) =2’ et fovy(1) =4 Par
conséquent, f(X) est connexe par arcs. |

Cas particulier : Si X et X' sont homéomorphes et X connexe par arcs,
alors X’ est également connexe par arcs.

Propriété 5.4 Si X est connexe par arcs, alors X est conneze.

Démonstration.

Soit xg € X, pour tout x € X, il existe un chemin ~ d’origine xg
et d’extrémité x. Son image I', est connexe (car image continue
d’un intervalle), donc xp et x sont connectés. Par conséquent
C(zp) = X et donc X est connexe. m

Remarque 5.5 La réciproque est fausse. A titre de contre-exemple,
considérons le graphe de

1
X = sin; u{0} x [-1,1]
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o
A

X est connexe (car compris entre un ensemble et son adhérence), mais X
est non connexe par arcs. Montrons qu’il n’existe pas de chemin reliant
a=(0,0) ab= (%,O). Par labsurde, s’il existe un chemin vy d’origine
a et d’extrémité b alors pri oy et pro o« seraient continues, d’ou la
contradiction car pro oy prend les valeurs —1 et +1 dans tout voisinage

de 0 et }in(l)prg o(t) /= 0 (car non continue).
—

5-d Cas particulier d’un ouvert de R"

Proposition 5.6 Tout ouvert O de R™ est connexe par arcs si et seule-
ment si O est conneze.

Démonstration.

Condition nécessaire : déja vu.

Condition suffisante : Soit xg € O, on introduit ’ensemble A de
tous les points x € O tels qu’il existe un chemin d’origine x¢ et
d’extrémité x.

Montrons alors que A = O. Pour cela il suffit que A soit un of

non vide.

o A# 1 car xg € A.

e A est ouvert. Soit x € A, x € O C R", donc il existe une boule
B(z,r) C O et soit y € B(x,r). Il existe un chemin d’origine
o et d’extrémité x et un chemin d’origine x et d’extrémité v,
ainsi par juxtaposition y € A et B(x,r) C A implique que A est
ouvert.
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-

o A est fermé. Montrons que A D A.

Soit a adhérent a A, a € O C R"™. 1l existe B(a,7) C O, telle
que ANB(a, 1) # (). Ainsi il existe a € ANB(a, 1), et donca € A,
c’est-a-dire qu’il existe un chemin d’origine zg et d’extrémité «
(obtenu par juxtaposition). Finalement o € A, c’est-a-dire A est
fermé. Comme O est connexe, alors A = O. [

Proposition 5.7 Soit A une partie de R™, qu’on suppose au plus dé-
nombrable et X = R™ — A (avec n > 2), alors X est connexe par arcs.

Démonstration.
Soient 1 et x2 € X. Considérons un segment quelconque B
rencontrant [z, z2] en un point distinct de 1 et za.

X

X2

X1 B

Pour x € B, considérons le chemin polygonal I'; : x1 x x2. Si,
pour tout x € B, I';NA # (), alors il existerait f : B — A, avec
f(x) =a € ANT,. Comme f est injective, alors B est au plus
dénombrable ce qui est faux, car tout segment a la puissance du
continu. [ |

Proposition 5.8 Sin > 2, alors R" et R ne sont pas homéomorphes.
Démonstration.

Par I'absurde, s'ils 'étaient par h : R" — R. Soit X = R"—{a}
et posons X' = R — {h(a)}. On vérifie que h est encore un
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homéomorphisme entre X et X', or X est connexe (car connexe
par arcs) mais X' ne l'est pas, d’ou la contradiction. [ |

Remarque 5.9 On montre aussi que R™ et R™ ne sont pas homéo-
morphes si m # n, mais ¢’est plus difficile.
5-e Théoréme de passages de douane

Proposition 5.10 Soit A une partie d’un espace topologique X. Si

o
a €A, b € Ext(A) ety un chemin d’origine a et d’extrémité b, alors

CNA*£()

Démonstration.
Par I'absurde. Sinon I' N A* = ), ainsi I" s’écrirait

r=(rnA)Jrn Eat(4)

c’est-a-dire une partition de I' en deux ouverts (non vides dis-
joints) et ainsi I' serait non connexe, d’ou la contradiction. m



Chapitre 4

Espaces topologiques séparés

1 Notion d’espace séparé

Soit X un espace topologique.

1-a Espace de type Tj ou de Kolmogorov

Définition 1.1 On dit que X est de type Ty ou de Kolmogorov' si,
pour tout x1,xr9 € X, x1 # T2, alors 'un au moins de ces deuxr points
admet un voisinage qui ne contient pas [’autre.

Autrement dit, il existe i € {1,2} et V; € v(x;) tel que j #1i xj ¢ V;.

"
o X2

X

Exemple 1.2 : Fxemples d’espaces de type Ty.

1.) X discret est de type Ty, il suffit de prendre {x1} comme voisinage
de 1. On a bien {z1} € v(z1) et 2 ¢ {x1} = V1.

2.) L’espace de Sierpinski est de type Ty, en effet, si X = {a,b} et
T = {0,{a}, X}, alors v(a) = {{a},X} et v(b) = X. On a bien

1. Andrel Kolmogorov, Mathématicien russe, 1903-1987
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{a} € v(a) et b ¢ {a}.
3.) R est de type Tp.
Vi

1 [ R
1 X; L Xo

4.) X grossier n’est pas de type Tp.

1-b Espace de type T; ou accessible (ou de Fréchet)

Définition 1.3 On dit que X est de type Ty ou de Fréchet? si, pour
tout x1 et xo € X, x1 # x2, alors chacun de ces deuz points admet un
voisinage qui ne contient pas l’autre.

Autrement dit, pour tout i € {1,2}, il existe V; € v(x;) tel que, j # 1, et
z; ¢ Vi

VV2 X

Exemple 1.4 : Exemples d’espaces de type T .

1.) L’espace X discret est de type Ti. En effet, il suffit de prendre
Vi ={x1} et Vo ={xo}. Ainsi xzo ¢ Vi et x1 ¢ Vs.

2.) R usuel est de type T;.

\%i \Z

1 [ 1 [ R
=t =, L

3.) R muni de la topologie cofinie T est de type T1. En effet, on a

T=0U{AC R/CrA fini }

2. Maurice Fréchet, Mathématicien frangais, 1878-1973
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C{x2} est un ouvert Vi € v(xy) et x1 € V1.

C{x1} est un ouvert Va € v(xs) et x9 € Va.

Et ainsi on a bien xzo ¢ Vi et x1 ¢ Vi, donc R muni de la topologie
cofinie est de type T7.

4.) X grossier n’est pas de type T}.
Propriété 1.5 S5i X est de type 11, alors X est de type Tp.

Remarque 1.6 La réciproque est fausse. Contre-exemple. Considérer
X de Sierpinski qui est de type Ty mais non de type Ty car {b} n’admet
pas de voisinage qui ne contient pas a (il n’a que X comme voisinage).

Propriété 1.7 X est de type Ty si et seulement si pour tout x € X, {x}
est fermé.

Démonstration.

Condition nécessaire. Soit x € X, montrons que 0{x} est ouvert.
Soit 2’ € C{z}. X étant de type Ty, il existe V' € v(a’) tel que
x ¢ V' et V' C C{z}. Et donc C{z} est voisinage de chacun de
ses points, il est donc ouvert.

Condition suffisante. Soient z1 et o € X, x1 # x2. Si {x2}
fermé, alors C{xo} est ouvert égal & V4, avec 21 € Vi, donc
Vi € v(x71). Posons alors Vo = C{xl}. V5 est un ouvert contenant
x9 et w1 & Vo et x9 ¢ V7, par conséquent X est de type 7. ®

1-c  Espaces de type T, ou séparés (ou de Hausdorff)

Définition 1.8 On dit que X est séparé ou de Hausdorff> si, pour
tout x1,x9 € X, x1 # w9, il existe V1 € v(xy) et Vo € v(xg) tels que
VinVy, =0.

3. Felix Hausdorff, Mathématicien allemand, 1868-1942
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Exemple 1.9
1.) L’espace X discret est séparé.

2.) R usuel est séparé.

Remarque 1.10 57 X est séparé, alors X est de type T1. Mais la réci-
proque est fausse.

Contre-exemple. R muni de la topologie cofinie T est de type T1, mais
(R, T ) est non séparé. Sinon pour x1 # xo et 01 et O ouverts contenant
x1 et g (respectivement), on a

01 0>

1 [ 1 [ R
I X1 L 1 Xy L

01 ouvert, donc 0Oy fini, et Oy ouvert, donc 0y fini, ceci impliquerait que
R est fini, d’ou la contradiction.

Propriété 1.11 il y a équivalence entre :

(1) X est séparé.

(2) L’intersection des voisinages fermés de x est égale a {x}, pour tout
reX.

(8) La diagonale A de X x X, définie par

A= {(xl,acg) € X1 x Xg/l'l = ZCQ}
est fermée.

Démonstration.

Nous allons utiliser le lemme :

"SiAetBCX alors ANB=10, <= (AxB)NA=1{."
Démontrons ce lemme. Pour cela, montrons 1’équivalence sui-
vante

ANB#£0 < (AxB)NA#£0

e —> Si AN B # 0, alors il existe x € AN B, et donc (z,z) €
AXx B = (z,z) € A, et donc (z,z) € (Ax B)NA £ .

e <= Siye (AxB)NA, avec y = (x1,x2), alors y € A =
x1 = x9 et donc AN B # ().
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Démonstrations des équivalences de la propriété.

(1) = (2)
Soit x € X et (V;)ier la famille des voisinages fermés de z et
A=V

i€l
* A contient {x} car pour tout i € I z € V;.
x Si 2/ # x montrons que ' ¢ A. Comme X est séparé, alors il
existe V € v(z) et V' € v(2’) tels que VNV’ = (. Et donc 2’
n’est pas adhérent & V, 2’ ¢ V (V est un voisinage fermé de z).
Par conséquent, il existe V; tel que 2’ ¢ V; et donc 2’ ¢ A, donc
A ={z}.

(2) = ()

Montrons que CA est ouvert. Soit (21, 22) € CA, 21 # 9, d’aprés
(2), il existe V un voisinage fermé de x; tel que x9 ¢ V = V.
Posons V; = V et Vo = CV( qui est un voisinage de x2) V7 €
v(z).

ViNVa = 0 donne (V3 x Vo) NA =0, et donc (V4 x V) C CA et
Vi x Vo € v(z1,72). Finalement CA est voisinage de (z1,2), et
donc CA est ouvert <= CA fermé.

3) = (1)

Soient 1 # x9, alors (z1,22) ¢ A, ce qui donne (21, x2) € CA
qui est ouvert. Ainsi (x1,x2) est dans un ouvert élémentaire
((z1,22) € 01 x 03 C CA), soit encore (A1 x 62) N A = 0, ce
qui implique (d’aprés le lemme) que 61 N = () et comme 64
est un voisinage de x1 et #» est un voisinage de x9, alors X est
séparé. [ |

1-d Parties finies d’un espace séparé

On considére un espace topologique séparé X.

Propriété 1.12 Si A ={ai, -+ ,an} est fini C dans X séparé, alors A
est fermé.
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Démonstration.

Si X est séparé, alors X est de type 71. Et donc pour tout
i=1,---,n ensemble réduit a {a;} est fermé. Ce qui implique

n
que A = U{ai} est fermé. ]
i=1

Proposition 1.13 Soit A une partie d’une espace X séparé. Alors un
point o € A’ si et seulement si pour tout V € v(a), VN A est infini (A’
est l’ensemble dérivé de A).

Démonstration.
Condition nécessaire. si V N A était fini alors V N (A — {a})
serait aussi fini, c’est-a-dire VN (A—{a}) ={a1, -+ ,an} est un

fermé F, et donc OF est un ouvert contenant a, soit W = CF.
On a VNW =U est un voisinage de v et U N (A — {a}) = 0,
c’est-a-dire o n’est pas un point d’accumulation, d’ou la
contradiction.

Condition suffisante. 1l existe au moins un élément a, a # «
dans VN A, et donc o € A'. ]

Proposition 1.14 Soit A un ensemble de n points distincts A =
{a1,--+,a;,--+ ,an} contenu dans X séparé. Alors pour tout i €
{1,--- ,n}, il existe un voisinage V; € v(a;) tel que les V; soient deux
a deux disjoints (i # j = V;iNV; =0).

Ceci généralise en quelque sorte la définition. La démonstration se fait

par récurrence.
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2 Propriétés des espaces séparés

2-a Images

Soit X un espace topologique séparé.

Proposition 2.1 Soient x1 # xo € X. S’l existe une application f
continue de X dans Y séparé (f et'Y pouvant dépendre de x1 et x2)
telle que f(x1) # f(x2) alors X est séparé.

Démonstration.

Comme Y est séparé, il existe V' € v(f(z1)) et V§ € v(f(x2)
avec V/ N V4 = (. Considérons alors

f~YV{) = Vi qui est un voisinage de z1 € v(x1) et

f~Y(V4) = V4 qui est un voisinage de w9 € v(x2)

avec Vi NV, = 0 (sinon V] et V4 ne le seraient pas) et donc X
est séparé. [ |

Corollaire 2.2

(1) S’il existe une injection f continue X — X' séparé, alors X est
Séparé.

(2) Si X et X' sont homéomorphes et si X' est séparé, alors X est séparé.

Remarque 2.3 L’%mage continue de X séparé n’est pas toujours sépa-
Tée.

Contre-exzemple. Considérons X = R usuel et X' = R grossier. Soit
Uapplication f :x € X — x € X'. Nous avons X séparé, mais X' est
non Sépare.

2-b  Sous-espaces

Proposition 2.4 Si A est une partie d’un espace séparé X, alors A est
séparée.

Démonstration.
Considérons l'injection continue f : z € A — =z € X. Comme
X est séparé, alors A est séparée. [ ]
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2-c

Produit

Proposition 2.5 Considérons le produit X = HXi #+ 0. Alors X est

el

séparé si et seulement pour tout i € I, X; est séparé.

Démonstration.
Condition nécessaire. Soit j fixé € I, montrons que
X; est séparé. Soit a = (a;)ier € X. La section

Sj B IS Xj — (a;,-)iel e X (Ofl T; = a; sit 7é j) Sj
est injective continue de X; dans X séparé, donc X est séparé.

Condition suffisante. Si pour tout ¢ € I, X; est séparé, soit
alors © = (x;)ier # @ = (x})ier. Ainsi il existe au moins deux
coordonnées de méme indice qui sont distinctes, ¢’est-a-dire qu’il
existe i € I tel que z; # xf, c’est-a-dire pri(z) # pri(2’). Or
pr; continue X — X, séparé, et donc X est séparé d’aprés la
premiére proposition de cette section. ]

Comme application immédiate de ce résultat, nous avons R” est séparé,

pour tout n, car R est séparé.

3 Applications a valeur dans un espace séparé

Soient f et g deux applications continues d’un espace topologique X
dans Y séparé.

Proposition 3.1 L’ensemble

A={x € X tel que f(x) =g(z)}

est fermé dans X.

Démonstration.
Considérons l'application ¢ : € X — (f(z),g9(z)) € Y x Y.
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On a ¢ est continue car f et g le sont. Soit alors A’ la diagonale
de Y xY.OnaA = ¢ 1(A") = A. Comme Y est séparé,
alors A’ est fermé et comme ¢ est continue, alors = 1(A’) est
fermé. ]

Cas particulier. Soit xj, € Y alors I'ensemble {z € X tel que f(z) = z(}
est fermé. Pour montrer cela, il suffit de considérer g(x) = .

3-a Prolongement des identités

Proposition 3.2 Si f(z) = g(x) pour tout x € A avec A partout dense
dans X alors f = g.

Démonstration.

Considérons 'ensemble {z € X / f(x) = g(z)} qui est fermé et
contient A et donc contient A = X, et finalement contient X,
c’est-a-dire que, pour tout x € X, on a f(x) = g(x). |

Corollaire 3.3 Si f est constante dans A partout dense dans X, alors
f est constante dans X.
3-b  Graphe de fonction continue

Proposition 3.4 Si f est continue : X — Y séparé, alors le graphe G
de f, défini par

G = {(z,2') tel que 2’ = f(z)}
est fermé dans X X Y.
Démonstration.
Soit ¢ : (z,2') € X xY — 2/ € Y séparé. L’application ¢ est

continue car c¢’est la deuxiéme projection. Ainsi 'application
donnée par

Yi(r, 2 )eX XY — f(z) €Y

est continue car 1 est la composée des applications (z,2') — x
qui est continue et de x — f(x) qui est aussi continue. Finale-
ment

G={yeXxY tel que p(y) = ¥(y)}
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est fermé d’aprés ce qui précéde. [ |

Remarque 3.5 La réciproque est fausse. Si le graphe G est fermé, cela
2 f est continue.

Contre-exemple
On considére X = X' =R, et

six#0

8=

f(z) =
0 stx=20

Dans ce cas, le graphe G est fermé (car réunion de 2 fermés) et f est
non continue a l’origine.

4 Espace de type 75 ou régulier

Définition 4.1 On dit que l’espace topologique X est réqulier (ou de
type T3) si :

(1) X est séparé

(2) Quel que soit le fermé Fy (Fy» C X ) et pour tout x1 ¢ Fy, il existe
Vi € v(x) et il existe Vo € v(Fy) tels que Vi N Vo = ().
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Remarque 4.2

1.) Si X est réqulier, alors X est séparé. Mais la réciproque est fausse.
Contre-exemple. Soit R muni de la topologie T admettant pour base
l’ensemble des intervalles ouverts de R et les traces sur @ de ces
intervalles ouverts (on peut vérifier qu’on a bien une base de T ). Alors
nous avons

o (R, T) est séparé, car T est plus fine que la topologie euclidienne.

o (R, T) est non régulier car, par exzemple, le point 1 et CRQ (qui est
fermé) sont disjoints mais il n'existe pas de voisinage de 1 disjoint
de CrQ. Ceci montre, par ailleurs, qu’une topologie plus finie qu’une
topologie réguliére n’est pas toujours une topologie réguliere.

2.) Si dans la définition on enléve (1) (c’est-a-dire X séparé), alors la
propriété (2) n’entraine pas que X soit séparé, car tout ensemble réduit
a un point n’est pas fermé, mais (2) UT) = T.

Exemple d’espaces réguliers.
1.) X discret est régulier. Il suffit de considérer Vi = {z1} et Vo = F5.
2.) R est régulier.

X1 F,

Xl'h X1+h
Jx1 — h,z1 + h[C F3 et donc [z — %,:cl + %] NFy = 0.
3.) Tout espace métrique est régulier.

Propriété 4.3 1l y a équivalence entre :

(1) La propriété (2) de la définition (4.1),

(2) Pour tout fermé Fy et pour tout x1 ¢ Fy, il existe Vi € v(x1) tel que
ViNFy =0 (Vi pour indiquer voisinage fermé).

(8) Pour tout x € X, les voisinages fermés de x forment un systéme
fondamental de voisinages de x.

Démonstration.
(1) = (2)
Il existe 61 € v(xz1) et O € v(Fy) tels que §1Nby = 0. Nous avons
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0, est un voisinage de x; et 6; C 0y fermé. Dot 6, C THQ = (6.
Donc 61 N Fy = 0.

(2) = (3)

Soit z € X et W € v(z). Considérons I/f/, alors 1 est un fermé
disjoint de {z}. D’aprés (2), il existe V € v(z) tel que VNE W=
() et donc V CI/?/C w.

(3) = (1)

Soit x1 ¢ Fy fermé. CFy € v(zy) et donc, d’aprés (3), il existe
Vi € v(zy), Vi C CFy, ainsi CV; € v(Fy) et Vi NCV; = 0 c'est-a-
dire (1). ]

Propriété 4.4 Si X est homéomorphe a X' régulier, alors X est réqu-

lier.

Démonstration.

e X est séparé (d’aprés ce qui précede).

e Soit x1 ¢ F, dans X et soit A homéomorphisme de X — X'.
On a h(z1) ¢ h(F2) fermé implique qu’il existe V] € v(h(z1)) et
Vy € v(h(Fy)) tels que V/NVy = (. Ainsi par images réciproques,
Vi =h Y V]) € v(z1) et Vo = h™1(V3) € v(FR), avec V4 NVa =
0. |
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Propriété 4.5 Tout sous-espace A de X régulier est régulier.

Démonstration.

e On sait que A est séparé.

e Soit aj; ¢ w9 fermé, donc a; ¢ Fy et donc il existe V; € v(ayp)
et Vo € v(Fy) tels que V3 NV, = (. Les traces sont disjointes et
donc A est régulier. ]

5 Espace de type T, ou normal

On se donne un espace topologique X.

Définition 5.1 L’espace topologique X est dit normal (ou de type Ty)
51

(1) X est séparé,

(2) Pour tous fermés disjoints Fy et Fy de X alors, il existe Vi € v(F})
et Vo € v(Fy) tels que Vi NVa = 0.

Remarque 5.2

1.) Dans la définition, on peut remplacer Vi et Vo par deuzx ouverts 0 et
5.

2.) Si X est normal, alors X est régulier (car tout ensemble réduit a un
point est fermé) mais la réciproque est fausse.
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Exemples d’espaces de type Tj.

1.) X discret est normal; il suffit de considérer V) = Fy et Vo = Fh.

2.) R usuel est normal.

3.) Tout espace métrique est normal.
Démonstration.
La démonstration découle du résultat suivant (voir chapitre sur
les espaces métriques) : Soit A non vide dans un espace métrique
X. Alors Uapplication ¢ : x € X — d(x, A) € R est continue
sur X.
Soient Fy et Iy fermés tels que Fy N Fy = () et soit I'application
frxeX — f(x) =d(z, F1) — d(z, F2) € R. Alors

fla) <0 size R
flx) >0 sizeFy

Par conséquent f(Fy) C|] — 00,0[= 0] et f(F») C|0,+oo[= 6.
Et nous avons 6, = f~1(0}]) ouvert D F et 03 = f~1(6}) ouvert
D Fy, avec 01 Ny = 0 (car ) N O, = 0), par conséquent X est
normal. ]

Propriété 5.3 Soit X un espace topologique séparé. Il y a équivalence
entre les propriétés suivantes.

(1) X normal.

(2) Pour tout § ouvert C X et pour tout F fermé C 0, il existe §' ouvert
tel que FC O C0 Cé.

(8) Pour tous fermés Fy et Fy disjoints, il existe 01 ouvert D Fy tel que
0NF=0.

(4) Pour tous fermés Fy et Fy disjoints, il existe Vi € v(Fy) et Vo €
v(Fy) tels que Vi NVa = 0.

Démonstration.
La démonstration est similaire & ce qui a précédé. [ |

Propriété 5.4 Si X est homéomorphe a X' normal, alors X est normal.

Démonstration.
X est séparé. Pour le reste, voir la figure (4.5.1) ci-dessous. m

Remarque 5.5 On démontre également les résultats suivants.

1.) Tout sous-espace d’un espace normal n’est pas toujours normal.

2.) Le produit d’une famille (méme finie) d’espaces normauz n'est pas
toujours normal.
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FIGURE 4.5.1 — X et X’ sont homéomorphes

6 Prolongement des fonctions continues

Soient X et X’ deux espaces topologiques et A un sous-espace de X.

Définition 6.1 On dit qu’une application continue f de A dans X' est
prolongeable contindment dans X, s’il existe une application continue f*
de X dans X' dont la restriction a A est égale a f.

Remarque 6.2
1.) La fonction prolongée f* peut ne pas exister. C’est le cas, par

1
exemple, ou X =R, A =]0,4oc[ et f:2 — —.
x
L’application [ est continue sur A, mais non prolongeable car f* serait

continue en 0 (et donc f serait, en particulier, continue a droite en 0
ce qui est contraire o ’hypotheése). par conséquent f est non prolongeable.

2.) Le prolongement f* n’est évidemment pas unique.

—

0

=

Proposition 6.3 Cas particulier ot A est fermé dans X = R.
Si A est fermé non vide de R et f continue A — R alors :
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(1) 1l existe f* continue : R — R dont la restriction a A est f (f*/A =
f).
(2) Sim < f(x) < M, alors f* vérifie aussi : m < f*(z) < M.

Démonstration.

CA est ouvert donc est réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux & deux disjoints.

EA == U]ai, bl[
i€IN
a; et b; € A (o0 a; = —o0, b; = +00), ce qui implique que f est

définie en a; et b;.

D o s Ittt

o
Dt -
O

5

e Prolongement de f. On prolonge f en prenant les segments
[AB] ou bien les constantes. D’une maniére générale, on pose

@) = f@)sioe A,
f* est affine sur [a;, b;], en particulier f* est constante si Ja;, b;[
est non borné. Ainsi finalement f*: R — Ret f*/A = f.

e * est continue. Nous avons

f*/A = f continue et f*|p4 continue #= f* continue.

Pour tout « € R, f* est continue en x. En effet,

Siz € CA: f* est continue,

Sixz € A, on montre que f* est continue a droite en distinguant
les deux cas ot x est isolé & droite et x est non isolé & droite. m

Théoréme 6.4 : Théoréeme de Tietze - Urysohn

Soit X un espace topologique séparé. Pour que X soit normal, il faut et
il suffit que, pour tout fermé F de X et pour toute application continue
f+F — R, f soit prolongeable continiment dans X.

Le théoréme se traduit par : X normal si et seulement si pour tout
F C X et f continue : F — R, il existe f* continue : X — R telle
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que f*/F = .

Démonstration.

Condition nécessaire. Elle est élémentaire mais longue et déli-
cate; a admettre. Dans le cas particulier ot X est un espace
métrique, c’est relativement facile). La difficulté vient de la dé-
finition de f = 0 sur A fermé et f = 1 sur B fermé.

Condition suffisante. Soient F1 et Fy fermés disjoints dans X,
alors ' = I} U Fy est fermé. Soit alors la fonction f donnée par

y1 si x el

flz) =

ya sl x € Fy

avec y1 # yo. L’application f est continue sur F{UFy = F — R.
Comme R est séparé, il existe V] ouvert € v(y1) et V3 ouvert
€ v(y2) tels que V/ N V5 = 0. Et nous avons :

YV = Vi et f75Vy) = Vu sont ouverts avec V4 D Fy,
Vo D Fy et Vi NVa = 0. Par conséquent X est normal. [

Remarque 6.5 Si Uapplication f satisfait : m < f(x) < M, on peut
choisir f* telle que : m < f*(x) < M, et méme lui donner des bornes
égales a celles de f (qu’elles soient finies ou infinies).
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Chapitre 5

Espaces topologiques
compacts

1 Notion d’espace compact

Commengons par un premier résultat utile pour introduire les espaces
topologiques compactes.

Proposition 1.1 Soit X un espace topologique non wvide, alors il y a
équivalence entre

(1) Tout recouvrement ouvert de X contient un sous recouvrement fini.
(2) Toute famille de fermés dont l'intersection est vide contient une sous
famille finie dont l'intersection est vide.

Démonstration.
(1) = (2)
Soit (0;)icr une famille d’ouverts tels que X = UGZ-, alors il
icl
existe J fini C I tel que X = U 0;.
ieJ
Soit (F;) une famille de fermés tels que ﬂE = (). Soit alors

el
CF; = 0; qui est ouvert. Nous avons

E(ﬂF) =|JCr=Joi=X

el el el
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Ainsi il existe J fini C I tel que U 0; = X. Donc

icJ
B(Uei) = (o) = F=0
icJ icJ icJ
Pour I'implication (2) = (1), la démarche est identique. ]

Définition 1.2

(1) Un espace topologique X est dit quasi compact s’il posséde une des
Propriétés ci-dessus.

(2) Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et quasi com-
pact.

Exemples d’espaces compacts.

1.) Tout espace topologique X fini discret est compact.

Mais si X est infini discret = X compact, car on peut prendre les
singletons comme recouvrement de X par des ouverts.

2.) Tout intervalle [a,b] C R est compact (voir plus loin).

3.) R usuel n’est pas compact (considérer 6, =] — n,n[).

Remarque 1.3

1.) Si X est muni d’une topologie T finie, alors X est quasi compact.

En particulier si X est fini, alors P(X) est fini et donc T est fini pour

tout T, et donc X est quasi compact.

2.) Si X est fini alors X compact <= X discret.
Démonstration.
Condition suffisante. C’est évident car X discret = X sépareé.
Condition nécessaire. X compact = X séparé. Si X est fini,
alors X = {x1, - ,x,} et comme X est séparé, pour tout i =
1,--,n il existe V; € v(x;) tel que, pour tout i # j, on a V;N
Vj = 0. Par conséquent V; = {z;} et donc {z;} est ouvert, donc
X est discret. [ |

2 Suites dans un compact

Proposition 2.1 Dans un espace topologique compact X, toute suite
décroissante de fermés non vides (Fy,)neN @ une intersection non vide.
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Démonstration.
Sinon m F, = 0 d’apres la propriété (2), il existe J fini C
nelN

IN tel que ﬂ F, = (. Soit alors p = max(J). Puisque (F),)
neJ

est décroissante, alors ﬂ F,=F, = () ce qui est contraire a

neJ
I’hypothése. [ |

Le résultat vrai, en fait, pour toute famille totalement ordonnée par
inclusion de fermés non vide.

Proposition 2.2 Soit (z,)new une suite de points dans X compact
alors :

(1) La suite (z,) posséde au moins une valeur d’adhérence (Bolzano!-

Weierstrass?).

(2) Si la suite (zp)nen posséde une seule valeur d’adhérence a, alors

lim z, =a
n——oo
Démonstration.
(1) Soit Ay, = {x; /i > n} = {zp,Tpt1, - }. Alors a est une
valeur d’adhérence de (x,) si, pour tout n, a € A,,. L’ensemble
oo

des valeurs d’adhérence est A = ﬂ A,,. A est donc I'intersection
n=1

de la suite décroissante des fermés non vides F,, = A,, donc A

posséde au moins un élément.

(2) Soit a 'élément unique de A = ﬂan Pour tout voisinage

ouvert V.de a et F =0V, on a ©n = Ay, N F est fermé. Les ¢,
ont une intersection vide donc, puisque (¢y,) est décroissante, il
existe ng tel que o, = () pour tout n > ng, c’est-a-dire A, C
CF =V et a fortiori a,, C V. [ ]

Corollaire 2.3 Toute partie infinie A de X compact admet au moins
un point d’accumulation (Bolzano-Weierstrass).

1. Bernard Bolzano, Mathématicien tchéque, 1781-1848
2. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, Mathématicien allemand, 1815-1897
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Démonstration.

A contient une suite indexée dans IN de points z,, distincts, d’ou
(z5,) admet une valeur d’adhérence a. Montrons que a est un
point d’accumulation. Soit V' € v(a), on sait que V' N A est infini
(propriété des espaces séparés), c’est-a-dire contient un élément
de (x,) distinct, d’ou le résultat. |

Remarque 2.4

1.) Dans X compact, si A = {(zn)}, alors A n’admet pas nécessairement
un point d’accumulation, car A peut étre fini ou réduit ¢ un point (cas
de suite constante).

2.) Si X est séparé et toute partie A infinie de X a au moins un point
d’accumulation, alors X est compact. Nous verrons que ceci est vrai dans
le cas ou X est métrique.

3 Parties compactes

Définition 3.1 Soit A une partie d’un espace topologique X. On dit que
A est compacte si le sous espace topologique A de X est compact.

Proposition 3.2 Soit A une partie d’un espace topologique compact X .

Alors A est quasi compacte si et seulement si pour toute famille (0;)icr

d’ouverts de X telle que U 0; O A, il existe J fini C I, tel que U 0; O A.
i€l ieJ

Démonstration.

Condition nécessaire. Soit (6;);cs la famille d’ouverts recouvrant
A. Les 0; N A sont des ouverts de A. Si A est quasi compact,
alors on peut extraire un sous recouvrement fini, c’est-a-dire
qu’il existe J fini C I tel que U(GiﬂA) = A. Et par conséquent

ieJ
U 0; O A.

iceJ

Condition suffisante. Soit (w;);er la famille d’ouverts de A telle
que Uwi = A. Pour tout i € I, w; = ;N A et donc U(GZﬂA) =
il iel
A, soit encore U 0; O A. Par hypothése, il existe J fini C [ tel
el
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que U f; O A, ce qui donne LJ(HZ NA) = Uwi = A, et par

i€ i€J e
conséquent A est quasi compact. ]
Remarque 3.3 Si A est compacte dans X et X C Y, alors A est com-

pacte dans Y. La démonstration est immédiate par transitivité des sous
espaces topologiques.

Exemple 3.4
1.) Toute partie finie de X séparé est compacte.

2.) Dans X séparé, soit (x,) une suite convergente vers a, alors
A=A{a,zp,z1, -+ ,Tpn, -} est compacte.

o A est séparé car A C X séparé.

o A est quasi compacte car si a € 0 avec 0 € v(a), alors 6 contient tous
le éléments de la suite sauf un nombre fini, ce qui montre qu’un nombre
fini d’ouverts recouvrira les autres points, et donc A est quasi compacte.

5.) [a,b] C R est compacte.

3-a Parties compactes et parties fermées

Proposition 3.5 Si A est fermée dans X compact, alors A est com-
pacte.

Démonstration.
e A est séparé car X est séparé.
e Soit (F})ier une famille de fermés de A telle que ﬂ F;, = 0.

el
Comme A est fermé, les F; sont fermés dans X compact donc
il existe J fini C I tel que ﬂE = (), et donc A est quasi
e
compacte. [ ]
Proposition 3.6 Si A est compacte dans X séparé, alors A est fermée.

Démonstration.

Montrons que CA est ouvert, c’est-a-dire voisinage de chacun de

ses points. Soit x € 0A et a € A. Comme X est séparé, alors il

existe 6, ouvert € v(a) et il existe V, € v(x) tels que 0,NV, = 0.

Maintenant U 0, O A compacte, donc il existe B fini C A tel
acA
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que U 0, D A. Soit alors V' = m Vo € v(zx) (car intersection

acEB acEB
finie). Comme V N A = 0, alors V C (A, soit encore CA € v(z)
et donc CA est ouvert, c’est-a-dire A fermé. [

Corollaire 3.7 Dans un espace X compact, on a [’équivalence : A est
fermée si et seulement si A est compacte.

La démonstration est immédiate.

3-b Compacts de R

Proposition 3.8 A est compacte dans R si et seulement si A est fermée
bornée.

Démonstration.
Condition nécessaire. D’aprés ce qui précéde, A est fermé. A

partir de U ] —n, n[D A on peut extraire un sous recouvrement

nelN
fini, il existe n tel que, pour tout = € A, |x| < n et donc A est
borné.
Condition suffisante. Si A est borné alors A C [a, b] et donc A
est compact car [a,b] est compact. [

3-¢  Union - Intersection

Proposition 3.9

(1) Dans X séparé, la réunion d’une famille finie de compacts est com-
pacte.

(2) Dans X séparé, lintersection d’une famille (A;)icr de compacts est
compacte si [ # ().

Démonstration.

Pour (1) c’est immeédiat, par récurrence.

Pour (2) c’est évident, car A; fermé donne A = NA; est fermé,
et donc A est compact car contenu dans A; compact. |

3-d Espace compact - Espace normal

Par définition X compact séparé, en fait il posséde une propriété plus
forte.
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Proposition 3.10 Tout espace compact est normal.

Démonstration.

e Soit un point x et F' un fermé, avec x ¢ F. Pour tout y € F, il
existe deux ouverts disjoints Uy et V,, contenant respectivement
z et y et tels que Uy NV, =0 (U, € v(x) et V,, € v(y)).
Maintenant quand y décrit F', V,, décrit un recouvrement ouvert
de F'. Dans X compact, F' fermé donne F' compact, et donc on
peut extraire un sous recouvrement fini par Vy,,---,V,, . Ainsi

n n

Ve = U Vi, est un ouvert D F et W, = ﬂ Uy, est un ouvert
i=1 i=1

qui contient z. Puisque V,, NU,, = 0 alors V, N W, = 0.

e Soit F' et ¢ deux fermés disjoints. Pour tout x € ¢, on peut
trouver deux voisinages ouverts disjoints W, de x et V, de F'. En
faisant décrire ¢ par = et en recommencant le raisonnement pré-
cédent, on trouve un ouvert U contenant ¢ disjoint d’un ouvert
V' contenant F'. [

4 Image continue - Produit

4-a Image continue d’un espace compact
Théoréme 4.1 Soit f une application continue de X compact dans X'

séparé, alors f(X) est compact.

Démonstration.
e f(X) est séparé car X' est séparé.

e f(X) est quasi compact. Pour cela, soit (w])jcr un recouvre-
ment ouvert de f(X), c’est-a-dire Uw; = f(X), ce qui donne

el
Uf_l{w,’i} = X. Maintenant comme f est continue, f~1{w!}
i€l
est ouvert et donc il existe J fini C I tel que U fHW =X
icJ
et donc U w; = f(X) (par image directe), c’est-a-dire f(X) est

icJ
quasl compact. ]
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Corollaire 4.2

(1) Si X est homéomorphe a X' et si X est compact, alors X' est com-
pact.

(2) Si f est une bijection continue de X compact dans X' séparé, alors
f est un homéomorphisme X — X'.

(3) Si f est continue de X compact dans R, alors f est bornée et atteint
ses bornes.

Démonstration.

(1) Démonstration évidente.

(2) 1l suffit de montrer que f~! est continue. Montrons que f est
une application fermée. Soit A fermé de X, alors A est compacte,
et donc f(A) est compacte dans X' séparé, ce qui donne f(A)
fermé. Par conséquent f~! est continue.

(3) On a f(X) compact dans R, donc f(X) bornée et donc f
est bornée. f(X) fermée donc f(X) contient ses bornes, f étant
continue f(X) atteint ses bornes. ]

4-b Produit d’espaces compacts
Soit X = H X; ot, pour tout i € J, X; est un espace topologique.
ieJ fini

Proposition 4.3 X est compact si et seulement si pour tout i € J fini,
X, est compact.

Démonstration.
Condition nécessaire. X; = pri(X) et pr; étant continue, X; est
séparé car X séparé, et X compact donne X; compact.

Condition suffisante. Montrons ce résultat dans le cas de deux
espaces (le cas fini quelconque s’en déduit soit par récurrence,
soit par associativité du produit topologique).

Soit X = X; x Xy avec X; et Xo compacts. Soit (w;) est un
recouvrement ouvert de X. Tout w; est réunion d’ouverts élé-
mentaires de la forme 6 x 6’ (6 ouvert de X7 et 6’ ouvert de X5).
Il existe donc une famille d’ouverts de cette forme qui consti-
tue un recouvrement de X; x Xo, et telle que tout élément du
type 6 x 0" est inclus dans au moins un des w;. Donc il suffit de
montrer qu’on peut extraire un sous recouvrement fini pour les
ouverts de la forme 6 x ¢'.



Section 4. Image continue - Produit 115

Soit donc (6 x #') un recouvrement de X; x Xo. La coupe de
X1 x X5 correspondant & I’élément x € X est homéomorphe &
X2 (qui est compact) est donc compacte, ainsi on peut donc la
recouvrir par un nombre fini d’ouverts de la forme

(0L x 01, (62 x 02),- -, (0" x 0'™)
6L, 62, ... 0" sont des ouverts qui O x. Considérons alors
Wwe=0N602N--No"

C’est un ouvert qui contient x et il est tel que w, x X9 est
recouvert par la famille finie (6% x 6')1<i<p.

Quand z décrit X, les w, constituent un recouvrement de X;
compact, dont on peut extraire un sous recouvrement fini de la
forme

Wyt s Way

Ainsi I'ensemble {w;, x Xo,wy, X Xo, -+ ,wy, x X} constitue
un recouvrement fini de X; x X9 = X. Chaque élément de ce
recouvrement admettant lui méme un recouvrement fini de type

S i
(0% x 6"), la réunion de ces recouvrements est un recouvrement
fini de X1 X X2. |

A

JEUEN D I ISR [ B RN A

Remarque 4.4 Le résultat est vrai méme si J est infini (théoréme de
Tychonov?) a admettre.

3. Andrey Nikolayevich Tychonov, Mathématicien russe, 1906-1993
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Corollaire 4.5 A est compacte dans R™ si et seulement si A est fermée

bornée.

Démonstration.

Condition nécessaire.

e A compacte dans R séparé est fermée.

e pri(A) est 'image continue d’un compact est compact dans
R et est borné, donc pr;(A) est borné dans R si et seulement
si pri(A) C [a;,b;] et ceci pour tout ¢ = 1,--- ,n, donc A C
n

H[ai, b;] = A borné.
i=1
ondition suffisante. A est borné dans R™ donne A inclus dans
n n

un pavé de la forme H[ai, bi], or A est fermé dans H[ai, bi] qui
i=1 i=1
est compact (d’aprés la proposition précédente) est compact. m

5 Notion d’espace localement compact

Soit X un espace topologique.

5-a Définition des espaces localement compacts

Définition 5.1 On dit que X est localement compact si :
(1) X est séparé.
(2) Tout point de X admet un voisinage compact.

Exemples d’espaces localement compacts.

1.) Tout espace X compact est localement compact. En effet, il
suffit de considérer comme voisinage X car, pour tout = € X,
X est compact et X € v(x). La réciproque est fausse, considérer R.

2.) X discret est localement compact. En effet, X est séparé et, pour
tout x € X, {z} € v(z) et {x} est compact.
Remarquons que si X discret est infini, alors X est localement
compact mais non compact.

3.) R muni de sa topologie usuelle est localement compact. En effet, il
suffit de considérer, pour tout x € R, et pour tout € > 0, I'intervalle
[z —e,x + €] € v(x) et qui est compact.
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Exemples d’espaces non localement compacts.

1.) Les espaces X grossier et de Sierpinski ne sont pas localement

2.)

compacts, car non séparés.

@, sous-espace de R, n’est pas localement compact.

Si Q était localement compact, il existerait K compact € vg(0)
et K D [—e,e]NQ = K'. K’ est compact et € vg(0) or il existe
z irrationnel dans [—¢, €] et F,, = [z — 2,2+ 1N Q C K, pour
n > ng. Ainsi (F),) est une suite décroissante de fermés non vides de
K' et NF,, =0 car NF,, = = ¢ Q. Finalement K’ est non compact,
d’ot la contradiction.

5-b Reégularité des espaces localement compacts

Proposition 5.2 Si X est localement compact, alors tout point de X
admet un systéme fondamental de voisinages compacts.

Démonstration.

Soit z € X et U € v(x). Par hypothése X étant localement
compact, il existe K compact, K € v(x).

o vfw®

K

Soit V.=UNK,V € vg(x) et K compact donne qu’il existe
W fermé dans K tel que W € vg(x) et W C V (car K compact
est régulier). On a donc W Cc V C U.

D’une part, W est compact car fermé contenu dans K compact.
D’autre part, W € vx(z) car W € vg(x) et K € vx(x). ]

Corollaire 5.3 Si X est localement compact, alors X est régulier.

Démonstration.
e X est séparé.
e Tout point admet une base de voisinages fermés; cela résulte
de la proposition précédente et du fait qu'un compact dans X
séparé est fermé. [ |
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Remarque 5.4 La réciproque est fausse.
contre-exemple. Q est régulier, car tout sous-espace d’un espace régulier
est régulier, et est non localement compact.

Mais nous avons la généralisation suivante.

Proposition 5.5 Dans X localement compact, tout compact K admet
une base de voisinages compacts.

Démonstration.

Soit U € v(K). Siz € K alors U € v(K) et donc U € v(x).
Maintenant X étant localement compact, nous avons d’aprés la
proposition précédente : il existe K, compact € v(x) tel que

K, C U. Considérons alors U K,D K (car x €K,).

zeK
K étant compact, il existe un recouvrement fini, c’est-a-dire

n ° n
T1,T9, - ,Tn € K tels que U K,,D K. Posons K' = UK%
i=1 i=1

On a K’ compact (car réunion finie de compacts) et K/ C U (car

chaque K, C U) et K/ DK, ouvert D K, et donc K’ € v(K).m

5-c Image continue d’espace localement compact

Remarque 5.6 Si f est continue : X — X', avec X localement com-
pact et X' séparé, alors f(X) n’est pas nécessairement localement com-
pact.

Contre-ezemple. Considérons X = IN discret et X' = Q (sous-espace de
R). Alors X est localement compact et X' est non localement compact.
On sait qu’il existe une bijection f : N — Q qui est donc continue
puisque X est discret.

Proposition 5.7 Si f est un homéomorphisme X — X' et si X est
localement compact, alors X' est localement compact.
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(car un homéomorphisme échange les voisinages et les parties com-
pactes).
Démonstration.

e X’ est séparé car f est un homéomorphisme.

e Soit ' € X', alors ' = f(z) ou # € X. Comme X est lo-
calement compact, il existe K compact € v(x). Par conséquent
f(K) est compact et f(K) =K' € v(a’). ]

5-d Produit d’espaces localement compacts

Proposition 5.8 soit X = HXi ou I est fini, alors X est localement
el
compact si et seulement si, pour tout i € I, X; est localement compact.

Démonstration.

= On sait que chaque facteur X; est homéomorphe & un
sous-espace fermé de ’espace localement compact X, donc est
localement compact.

<= Supposons que X = HXi, avec X; localement compact.
el
e X est séparé.
e Soit = (x;) € X, on a z; € X; localement compact donne : il
existe K; compact € v(x;). Ainsi H K; est un compact K € v(x)
el
(théoréeme de Tychonov). [ |

Remarque 5.9
1.) On a la méme propriété si I est infini mais si, de plus, presque tous
les X; sont compacts sauf un nombre fini.

2.) Si I est infini, le résultat est fauz en général.

o
Contre-exemple. Considérons X; = R usuel et X = HXi est non lo-

=1
calement compact. Sinon, soit x = (x;) € X, il existe K € v(z) et K

(o]
contient un ouwvert de la forme w = Hei ou 0; = X; sii ¢ J fini, donc
i=1
pri(K) = X; pour tout i ¢ J. Or, par ailleurs, K est compact et pr;
continue, donc pri(K) = X; (= R) compact pour tout i ¢ J. D’ou la
contradiction.
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3.) La réciproque est non évidente ( car X; = pri(X) est insuffisant).

Exemple 5.10 R" est localement compact.

5-e Sous-espaces localement compacts

Remarque 5.11 Un sous-espace d’un espace localement compact n’est
pas localement compact. A titre de contre-exemple, considérer Q dans R.

Proposition 5.12 Si A =60NF (0 ouvert et F' fermé) dans X locale-
ment compact alors A est localement compact.

Démonstration.

e A est séparé.

e Soit a € A, a € 0. Ainsi 0 € vx(a) et X localement compact
donnent : il existe K compact € vx(a) tel que K C 6. Considé-
rons K N F = K’, alors

FIGURE 5.5.1 - A=60NF.

(i) d’une part, K’ C A,

(ii) d’autre part, K’ est compact car K N F est fermé dans K

compact, et K’ € va(a) car K' = KNA.Dou K/ = KN(ONF) =

(KNO)NF, c’est-a-dire K’ = KNF (car K C 0),or K € vx(a) et

donc K’ € v A(a)> €'est-a-dire A localement compact. Voir figure

(5.5.1). [
La réciproque est vraie. Nous avons le résultat suivant.

Proposition 5.13 Tout sous-espace A localement compact dans X
séparé est égal a intersection d’un fermé et d’un ouvert : A=60NF.
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Démonstration.

Pour tout a € A, il existe K, compact € va(a), K, D 0,NA (b,
ouvert de X).

0= U 0, ouvert dans X, et 0 — A = U (0, — K,). Chaque K,

a€A acA
étant compact dans X séparé est fermé, par conséquent (6, —K,)

est ouvert dans X, et donc # — A est ouvert dans X. Posons alors
F=C0(0 - A), F est fermé et on a bien A =N F. [ |

Corollaire 5.14 Dans un espace X localement compact, tout ouvert et
tout fermé est localement compact.

Démonstration.
Tout ouvert 0 s’écrit § = 0 N X, X fermé.
Tout fermé F s’écrit F = FN X , X ouvert. [

Exemple 5.15

1.) Dans R, tout ouvert et tout fermé est localement compact.

2.) Dans R, tout intervalle est localement compact.

o Si lintervalle est fermé ou ouvert, c’est évident d’apres le corollaire.
e Si lintervalle est donné par |a,b], alors on peut écrire

[a, b[=] — 00, b]N[a,+o0[=0NF

5-f Intersection de sous-espaces localement compacts

Proposition 5.16 Si A1 et Ay sont deux sous-espaces localement com-
pacts dans X séparé, alors A = A1 () Ag est localement compact.

Démonstration.

e A est séparé (car sous-espace de X séparé).

e Soit a € A. Comme a € A localement compact, alors il existe
K, € v(a), K; compact C A;. Comme a € Ag localement com-
pact, alors il existe Ko € v(a), Ko compact C As.

Ainsi nous avons K1 N A € va(a) et Ko N A € va(a). Soit alors
K = K; N Ky est un compact (car intersection de compacts) et
K =(KinA)N(KyNA) € va(a). Et donc A est localement
compact.

|
Ce résultat se généralise & une intersection finie.
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Aq

FIGURE 5.5.2 — Intersection d’espaces localement compacts.

Remarque 5.17 Si Ay et As sont localement compact dans X sépare,
alors A = Ay U Ay n’est pas nécessairement localement compact.
Contre-ezemple. Considérer X = R? et Ay = {(0,y) , y > 0} et Ay =
{0}. Ay et A sont localement compacts et A1 U Ag est non localement
compacts car 0 n’admet pas de voisinage compact.

6 Compactification

On peut toujours transformer un espace localement compact en un com-
pact en y adjoignant un point.

Théoréme 6.1 Théoréme d’Alexandrov?
Soit X un espace localement compact. Alors
(1) Il existe un espace X compact tel que

X =XU{oo} et X estun sous-espace de X
(2) Si X est homéomorphe a X', alors X est homéomorphe o X',
Démonstration.

(1) Soit un point n’appartenant pas a X, noté oo, et posons
X = X U {oco}. On va définir sur X une topologie T et

4. Pavel Sergeevitch Alexandrov, Mathématicien russe, 1896-1982
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on va montrer que (X ,T) vérifie les propriétés du théoréme
d’Alexandrov. Soit alors

e 71 = {w; ouvert de X, i € I} la topologie de X,

¢ (K;)icr, la famille des compacts de X,

o 75 ={CiK;,ic L}u{0}.
a) T2 est une topologie sur X.

e X et ) € T3 (0 par hypothése et X si I = ().

° UBXKZ' = C)Z ﬂKZ € Ty car c’est le complémentaire
icJ i€

d’un compact ('intersection de compacts est compacte).

e Pour J fini, nous avons

(CgKi=Cg | J K

icJ ieJ

est le complémentaire d'un compact (car la réunion finie de com-
pacts est compacte).
b) Montrons que 7 = 7; U 73 est une topologie sur X.
e XetheTcarDet X eToCT.
e Soit A = U 0; o 0; € T. 1l y a plusieurs cas :
ieJ
ler cas : Si tous les (0;) € T1, alors A€ Ty CT.
2&me cas : Sitous les 6; € To, alors A€ T C T.
3éme cas : A:wUCXK otwe T et ;K €73 On a

Ced = (Cgw) (K = (Cxw) (K

alors O xw est un fermé de X et donc C A est un compact K " car
c’est la trace sur un compact d’'un fermé, et donc A = UXK’ €

T2 CT.
e A= m 0; ou J est fini et ; € T. On a encore trois cas :
e

ler cas : Sitousles §; € Ty alors Ae 71 C 7.

2¢me cas : Sitous les §; € Toalors A€ To C T.

3émecas : A = wnN CXK ol w € T et CXK € Ta. Alors
A=wnlxK, avec K compact dans X séparé donc K fermé, et
donc Cx K est un ouvert de 77, ce qui donne wNCx K € 71 C T.
Par conséquent 7 est une topologie.
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c) X est un sous-espace topologique de X.

Si # € T, montrons que § N X € T;. Deux cas possibles.

lercas: Sif e Ti,alors N X =60 €Ty
2¢me cas : Si 6 € Tz — {0} (6 #0), alors § = (4 K et ainsi

HﬂX:(EXK)ﬂX: (BxK)ﬂX:E)(KE'Tl

car K est fermé.
d) X est compact.

e X est séparé. Soient z et ' € X avec x # 2.

ler cas : x et 2’ € X, comme X est localement compact, il
est séparé et donc il existe w € vy(x) et W' € vx(a') tels que
wNw = 0. Mais w appartient aussi a vy (z) et w’ appartient
aussi & Vi (2') et donc wnNw' = 0.

2¢me cas : x ou ' = oo, soit par exemple z € X et 2’ = oc.
Comme x € X localement compact, alors il existe un voisinage
compact K de X, K € vx(z) et aussi K € vg(zr). Ainsi
LK € vg(oo) et on abien KNCz K = 0, et donc X est séparé.

e X est quasi compact. Soit X = U@Z- avec 0; € T, alors il
el

existe j € I tel que co € 6; et on a nécessairement 0; = CXK (K

étant compact dans X). Considérons U 0; O K compact

iel—{j}
dans X donc compact dans X. Il existe alors J fini ¢ I — {j}
tel que | J6; O K. Ainsi | | 6 =X = KULgK (JU{j}
ieJ 1€ JU{j}
étant fini). Donc X est quasi compact.

2)) Soit A un homéomorphisme X sur X’. Posons
( P

X =XU{oo} et X'=XU{x"}
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On va prolonger h de la facon suivante, en posant

{f(x) = h(x) si zeX
floo) = o

o f: X — X' est une bijection.

e f est ouverte. Soit # ouvert de X (6 € T), alors deux cas
possibles.

ler cas : 6 € T; donne f(0) = h(#) ouvert, donc h(8) € T'1 C T
2éme cas : § € T — {0}, alors § = C¢(K) et ainsi f(0) =
Cf(K) (K compact de X) = C3h(K) (h(K) compact de X”)
et Cg h(K)e T C T

e {1 est ouverte. Méme démarche car f et f~! jouent le méme
role. Donc f est un homéomorphisme, X est homéomorphe &
X' [ |

Remarque 6.2

1.) X est unique & un homéomorphisme pres. Si X = X U {oco} et
X' = X U{0'}, alors X et X’ sont homéomorphes (résulte immédiate-
ment de la partie (2) du théoréme d’Alexandrov).

2.) Si X est compact le théoréme s’applique mais n'est pas intéressant.
Dans ce cas, avec X = X U {oo} alors co est isolé dans X car
{0} = CXX or X compact donne CXX est un ouvert € T, ce qui donne
{oo} € v¢(00), soit encore 0o est isolé.

3.) Si X est un ouvert de R2.

X

alors X n’est pas un sous-espace compact de R?.

4.) Il y a d’autres procédés de compactification.

Définition 6.3 L’espace topologique X sappelle e compactifié
d’Alexandrov.

Exemple 6.4
1.) Considérons X = [a,b]C R. Alors X est localement compact car
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X =] — oo,b[N]a, +oo[ (intersection d’un ouvert et d’un fermé), le

théoréme donne alors X = [a,b] est compact.

2.) X = R est localement compact. Soit R = R U {oc}. Alors R est
homéomorphe au cercle unité Sy de R? (2 + 4> = 1).

S'LW M(x,0)

L’application M — M’ est Uinversion de centre P et de puissance 2
(Inv(P,2)) et f: M(x,0) — M' est une bijection de R — Sy — {P}
et est bicontinue donc un homéomorphisme de R — S; — {P}. R est

homéomorphe a S; —{P} = 5.

f R 20 22 -1
LT —_—
2+1"22+1
Plus généralement le compactifié d’Alexandrov R™ de R™ est homéo-
morphe & la sphére unité de R™H1.

3.) Le plan complexe compactifié C. On sait que C est homéomorphe a
R? par
z =z +iry — (T1,72)

Dans C, d(z,2') = |z — 2'|. C est localement compact, il admet un com-
pactifié C et C est homéomorphe & la spheére unité Sy de R3.

P

. M (XY ,Z)
RN
2\ M(x,y,0)

\
.
N

.

Pour tout M de R? de coordonnées (1, x2,0) on associe M' € SoNPM,
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par application

271 279 3+ 23— 1)

(21, 12) — ’ ’
[ (x1,72) (x%+x§+1 2?2+ 22+ 1 22 +22+1

f : R? — Sy — {P} est une inversion Inv(P,2). Ainsi f est ho-
méomorphe de R?> — Sy — {P} et donc R2 = C est homéomorphe

/—/% ) )
a Sy — {P} = Sy. Notons que la fonction f ci-dessus peut également étre
définie par

211 229 |2]? — 1)

P (|zy2+1’ FEES N

Remarque 6.5
1.) Ceci se généralise a R" qui est homéomorphe & la sphére unité S, de
R
2.) A est compact dans C si et seulement si A est fermé dans C et oo ¢ A.
Démonstration.
.
A compact dans C donne oo ¢ A et donc CgA est un ouvert de
C et donc A est fermé dans C.
“—
Soit A fermé dans C ne contenant pas oo. Alors E@A contient

0o et est ouvert dans C, donc est de la forme E@K et finalement
A est compact dans C. [ |

3.) Droite numérique achevée R. Considérons R = RU{—o0, +oc} avec,
pour tout x € R, —o0o < x < +o00. Pour définir une topologie sur R,
considérons 'application f donnée par

X

X —
! T+ 2]

e f est un homéomorphisme de R sur]—1,+1[ de R. Posons f(+o00) =1
et f(—oo) = —1. Ainsi f est une bijection de R sur [—1,+1].

o T est l'image réciproque par f de la topologie de [—1,+1].

o f est un homéomorphisme de R — [—1,+1]. Comme [—1,+1] est
compact et f est un homéomorphisme, alors R est compact.

e R est un sous-espace de R. R est connexe comme R et il est localement
conneze car [—1,+1] lest et f est un homéomorphisme.
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-1
e Si A est une partie non vide C R alors sup A et inf A existent.
7 Espaces localement compacts dénombrables &
P’infini

Définition 7.1 Un espace X est dit localement compact dénombrable a
PVinfini si X est une réunion dénombrable de compacts.

o0
X=JKn
n=1
ou K, est un compact de X.

Exemple 7.2
1.) R est localement compact dénombrable a l'infini. En effet, on a

R = U [—n, +n]
n=1

2.) R™ est localement compact dénombrable a linfini. Dans ce cas, on a
encore

R" = | | BY(0,k)
k=1
ot BY(0,k) est la boule fermée de centre 0, de rayon k.

Proposition 7.3 Tout ouvert 8 de R™ est localement compact dénom-
brable a l'infini.

Démonstration.

e 0 est localement compact.
e Considérons la boule rationnelle Bf(a,r) ot a € Q" et
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r € Q. L’ensemble de ces boules fermées est dénombrable, et
donc ’ensemble de ces boules comprises dans 6 est également
dénombrable. Soit (K,) 'ensemble de ces boules et montrons

que 0 = [j K,.

n=1

o
D’une part, on a, pour tout n, K, C 6 et donc U K, Cé@.

n=1

o0

D’autre part, 6 C U K,. Soit = € 0, il existe une boule de
n=1

centre = et de rayon 2r telle que B(x,2r) C § avec r € Q7.

Considérons alors B(x,r). Dans B(z,r), il existe a rationnel de
Q™ (car Q™ est partout dense sur R™). Il existe a € Q"NB7 (z,7)
et Bf(a,r) C B(x,2r) C 0 et 2 € Bf(x,r), donc il existe p tel

oo
que B/ (a,r) = K, et z € K, donc = € U K,.

n=1

oo
Finalement on a bien 6 = U K,. [ |
n=1

Soit X un espace topologique.

Définition 7.4 On dit que (K,) est une suite ezhaustive de compacts
dans X si

(1) La suite (K,) est croissante,

(2) Pour tout K C X, il existe K, D K.

Exemple 7.5 Considérons X = R et soit la suite K,, = [-n, +n]. Alors
(Ky) est une suite exhaustive de compacts de R.

Proposition 7.6 Tout espace X localement compact dénombrable a ’in-
fini admet une suite erhaustive de compacts.

Démonstration.

oo

X = U K, (il n’y a pas de raison pour que (K,) soit crois-
n=1

sante). Considérons alors la suite

KiDK, et Kjy=K/ UKy , Ki=K,UKjs ,
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e Pour tout n > 1 il existe K], € v(K, UK],_;) (avec Kj = 0).
Pour n = 1, K est compact dans X localement compact admet
un voisinage compact K.
Supposons cela vrai pour tout p < n.
Alors K, +1 UK], est compact dans X localement compact, donc
admet un voisinage compact K, | qui € v(K,11 UK),).

e (K/) est croissante, par construction.
e Pour tout K C X, il existe K ' O K (K est un compact de

X). OnaK’DK et donc UK’ D UKn—X Et donc

n=1 n=1

S o o0 o
U K]. Or comme K C X, alors K C U K. Par

n=1 n=1
ailleurs comme K est compact, il existe un sous-recouvrement
p

[¢]
fini, c’est-a-dire qu’il existe p tel que K C U K/ et comme

n=1
p o] [¢]
(K], est croissante, alors U K{I:K;DC K;,. ]
n=1

Remarque 7.7 Tout ouvert de R™ admet une suite erhaustive de com-
pacts.

8 Reésumé des relations entre espaces

Les relations évidentes entre certains espaces étudiés dans les chapitres
4 et 5 peuvent étre résumées dans le tableau suivant.

Espace compact (chap. 5)

|

Espace normal (chap. 4) Espace localement compact
U / (chap. 5)
Espace régulier (chap. 4)

Espace séparé (chap. 4)

{

Espace accessible (chap. 4)

U

Espace de Kolmogorov (chap. 4)




Chapitre 6

Espaces métriques

Nous allons introduire la notion de distance et d’espace métrique. Quand
on s’intéresse & la continuité, ce qui importe ce n’est pas la distance
elle-méme mais les ouverts définis & partir de la distance (des distances
différentes peuvent conduire aux mémes ouverts).

Si une topologie est définie par une distance, la structure topologique
n’utilise qu’une partie des informations fournies par la distance.

1 Distance

1-a Distance - Espace métrique

Définition 1.1 Soit X un ensemble. On appelle métrique ou distance
toute application

d: XxX —Rt={zcR|z>0}
telle que, pour tout x,y et z € X, on ait

(D1) d(z,y) =0=xz=y

(DQ) d(.’]ﬁ, y) = d(ya Z‘) (Symétrle)

(D3) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)
)

(X, d) s’appelle espace métrique.
Remarque 1.2 Si A C X alors la restriction de d 6 A X A, notée dg,

posséde les propriétés (Dy), (D2) et (D3) ci-dessus. (A,da) est un sous-
espace métrique de (X, d).
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Exemples de métriques.
1.) Métrique discréte. Elle est définie par

do={y % 27 (11)

2.) Dans X = R ou C, on a une métrique définie, pour tous x et y € X
par
d(z,y) = |z —y| (1.2)

ou | . | représente la valeur absolue dans R ou le module dans C.

3.) Soit X = A" (A = R ou C). Pour tous = = (z;)1<i<n €t ¥y = (¥i)1<i<n
de A", I'application définie par

d(z,y) = Sup |z — wil (1.3)
<i<n

est une métrique.

Si a est réel > 1, on a une métrique définie par

[e%

da(wvy) = {Z ‘ml - yi|a} (14>

Démonstration.

La démonstration de (D1) et (D2) est évidente. Pour I'inégalité
triangulaire, elle résulte de l'inégalité de Minkowski!. En effet,
sia=(a;) et b= (b;) € A", on a

1 1 1
(Soor) = Sl [Sur)
i=1 i=1 i=1

L’application x € RT — 2® € R est convexe. Ainsi pour tout
z,y € R et pour tout ¢t € [0,1], on a

(tz + (1 —t)y)* <ta“+ (1 —t)y*

1. Hermann Minkowski, mathématicien russe, 1864-1909
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Il suffit alors de poser dans I'inégalité ci-dessus,

A B A+ B
pour tout ¢ =1,--- ,n, avec

Q=

1
et B= <Z|bi|"‘>

i=1

On peut supposer que A et B sont strictement positifs, (car si A
ou B est nul, I'inégalité est évidente) et ensuite on fait la somme
des n inégalités obtenues. [ |

4.) Lorsque dans (1.4), on prend o = 2, on obtient la métrique euclidienne
do sur A".
5.) Dans un ensemble X, soit I'application définie par

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)|

zeX

pour toutes fonctions f et g € E = B(X,A) = { applications bornées de
X dans A}. Alors d est une distance.

Remarque 1.3 Considérons les métriques do définie par (1.4) et d dé-
finie par (1.3). Alors on a

lim do(z,y) = d(z,y)

a—r 00

En effet

[e3

da(2,y) = (Z d(ﬂ%?J)“) < nad(x,y)
=1

et on a do(z,y) > d(z,y), donc
d(.,.) < da(.,.) < nad(.,.)

Propriété 1.4 Nous avons les propriétés suivantes.
(1) Pour x1,--- ,x, des points de X on a

d(zy, ) < d(z1,22) + -+ + d(Tp—1,Tn) (1.5)
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(2) Pour tout x, y et z dans X on a

(8) Pour x,x’ et y,y’ dans X on a

jd(z,y) — d(a’, ) < d(z,y) +d (y.9/) (L.7)

(4) Si d est une distance sur X alors
d=——, (0<d <1) (1.8)
lest aussi.

(5) Si d est une métrique sur X alors

d"=inf(1,d) , (0<d"<1) (1.9)
lest ausst.
Démonstration.
(1) La démonstration de (1.5) est immédiate par récurrence sur
n.

(2) Pour (1.6), nous avons, en effet,
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire)
ce qui donne
d(z,y) — d(y, z) < d(z, 2)
En permutant x et z, on a de la méme maniére
d(z,y) — d(y,z) < d(z, 2)
ce qui donne finalement
—d(z,z) < d(z,y) — d(y, 2) < d(z, 2)
(3) Pour z,2’ et y,y’ dans X on a

d(z,y) < d(z,2') +d(',y") +d(y',y)
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d’ou
d(z,y) — d(z',y') < d(z,2") +d(y,y')
En permutant les couples (z,y) et (z/,y') on a
d(@',y) — d(a,y) < d(2',2) +d(y,y)

(4) Pour (1.8), notons que 0 < d’ < 1. Ensuite les propriétés
(D7) et (D3) de la définition d’une métrique sont évidentes. Pour

la (Ds3), elle résulte du fait que lapplication x — 1 T st

. +x
crolissante.

(5) Pour (1.9), notons d’abord que 0 < d” < 1. Ensuite les
propriétés (Di) et (D2) de la définition d’'une métrique sont
évidentes. Pour la (Ds3), elle découle du résultat suivant.

Sib,c>0 alors inf(1,b+ ¢) <inf(1,b) + inf(1,c)

Pour vérifier cette inégalité, supposons que b < ¢. Alors
-Siec<1,alorsb<1etona

inf(1,b) =0 et inf(l,c) =c

donc inf(1,b+ ¢) < b+ ¢ = inf(1,b) + inf(1, ¢)
-Sic>1ona

inf(1,b4+¢) =1 <inf(1,b) +1

1-b Boules et sphéres

Soient a un élément de X et r un réel positif.

Définition 1.5

(1) On appelle boule ouverte (respectivement boule fermée) de centre a et

de rayon r l’ensemble, noté B(a,r) (respectivement By(a,r)) défini dans
X par

B(a,r) ={x € X | d(z,a) <7}
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(respectivement par By(a,r) ={x € X | d(z,a) <r}).

(2) On appelle sphére de centre a et de rayon r [’ensemble noté S(a,r)
défini dans X par

S(a,r)={z e X | d(z,a)=r}

Exemple 1.6
1.) 8i X =R muni de la métrique euclidienne, alors on a

B(a,r) =la—r,a+r|

2.) Si X = R? muni de la métrique euclidienne B(a,r) est le disque de
centre a et de rayon r et S(a,r) est le cercle de centre a et de rayon r.
3.) Si X est muni de la métrique discrete, alors

Loy e S(Q,%) )

Bla.3) = {a} . Bylay

Remarque 1.7

1.) On a By(a,r) = B(a,r)U S(a,r).

2.) Toute boule contient son centre et par conséquent est non vide.

3.) En général une boule ne posséde pas les propriétés géométriques des
boules de lespace euclidien R3. Par ezemple, si X est un sous-espace
métrique de Uespace euclidien R3, la trace sur X d’une boule centrée en
un point de X est une boule de X.

Définition 1.8 Parties bornées

Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X (A C X). A est
une partie bornée de X s’il existe une boule B(a,r) de X contenant A.
X est borné s’il est égal a une boule ou si d est bornée.

2 Topologie d’un espace métrique
2-a Définitions et propriétés
Proposition 2.1 L’ensemble de parties Ty défini par

Ta={0C X |Vz € 0,3 B(z,r;) C O}

est une topologie sur X.
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La démonstration est immeédiate.

Définition 2.2 7, est une topologie associée a la métriqgue d. On sup-
posera toujours que l'espace métrique (X, d) est muni de Tg.

Exemple 2.3 A titre d’exemple si d est la métrique discréte, Ty est la
topologie discrete. En effet, pour x dans X on a

B(z,r) ={z} C{z} avec r <1 et {z} €Ty
Des définitions ci-dessus résultent les propriétés suivantes.

Propriété 2.4
(1) La boule B(a,r) est un ouvert.
(2) Les ensembles By(a,r) et S(a,r) sont des fermés.

Démonstration.

(1) En effet, pour tout = dans B(a,r) on a x € B(x,r — ¢)
ouvert C B(a,r) ot § = d(z,a). Et donc toute boule ouverte est
un ouvert.

(2) Les ensembles B¢(a,r) et S(a,r) sont des fermés.
Pour By(a,r), soit x € CBy(a,r), on a B(z,§ — r) ouvert C
CB¢(a,r) avec § = d(z,a) > r.

Pour S(a,r), il suffit de noter que
S(a,r) ={z € X|d(z,a) <r}( {z € X|d(x,a) > r}

les deux ensembles étant fermés, S(a,r) est fermé. |
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Proposition 2.5 Les boules ouvertes constituent une base pour la topo-
logie Tg.

{B(z,r) |z € X etr >0} estune base de Ty (2.1)

Démonstration.
o B(x,r) € Ty.
e Soit 0 € Ty, si 6 # 0, pour tout = € 6, il existe B(xz,r,) C 0.

Par conséquent U B(x,ry) D 0 et d’ou le résultat.

z€l
Si @ = (), c’est évident car c’est une réunion d’une famille vide

(I =0). ]
2-b Bases de voisinages

Nous avons les propositions suivantes qui donnent des bases de voisinage.

Proposition 2.6 Les ensembles
vi(z) = {B(z,r) | r >0} (2.2)

et
vo(z) = {Byf(x,r) | r > 0} (2.3)

sont des bases de voisinage de x.

Démonstration.

e Soit V' € wvi(x), alors il existe § € T tel que x € 6 C V. Et
donc il existe r > 0 tel que x € B(z,r) C 6 C V.

e De méme il existe 7 > 0 tel que x € By(z,5) C B(z,r) C 0 C
V. [

Proposition 2.7 Les ensembles

v (z) = {B(x, %) 'n >0} (2.4)

et
va(e) = {By(w, ) | n > 0) (25)

sont des bases de voisinage de x.
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Démonstration.
Pour tout n dans IN, on a B(z, +) C B(z,r) si + < r. Il en est
de méme pour les boules By (z, +). |

Remarque 2.8

1.) Dans tout espace métrique, tout point admet une base dénombrable
de voisinages.

2.) B(a,r) C Byf(a,r). Les deux ensembles peuvent étre dif-
férents, comme le montre le contre-exemple suwivant. Soit X
muni de la distance discréte B(a,1) = {a} = Bl(a,1), et
Bi(a,r) ={zr € X |d(z,a) <1} = X # {a}.

3.) B(a,r)* C S(a,r). Les deur ensembles peuvent étre différents.

B(a,r)* = B(a,r) NCB(a,r) C Bf(a,r) NCB(a,r) = S(a,r)

A titre de contre-exemple, considérons X muni de la distance discréte.
On a B(a,1)* = {a}* =0 (car a est adhérent  C{a} et S(a,r) = X{(q-

o

4.) B(a,r) CBy(a,r), les deuzx ensembles peuvent étre differents.

5.) By(a,r)* C S(a,r), les deux ensembles peuvent étre différents.

3 Continuité - Isométrie

3-a Continuité - Continuité uniforme

Lemme 3.1 soient X et X' deux espaces topologiques, f une application
de X dans X', xo un élément de X et yo = f(xg).

On note S(xg) une base de voisinage de xo et S(yo) une base de voisinage
de yo. Alors pour que f soit continue en xq, il faut et il suffit que

VYU € S(yo), U € S(zg) tel que F(U) C U’

Démonstration.

Condition nécessaire. Soit U’ € S(yo) C v(yo), f continue donne
AV € v(xg) tel que F(V) C U'. S(z) est une base de voisinage
de zo, ainsi il existe U € S(zg) tel que U C V et donc f(U) C
f(vycu'.

Condition suffisante. Démarche analogue. [ |
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Proposition 3.2 Soient (X,d) et (X',d") deuz espaces métriques, et f
une application X — X', xg € X et yo = f(xo) € X'. Alors, il y a
équivalence entre

(1) f est continue en x.

(2) Pour tout B'(yo,e), il existe B(xzo,n) telle que f(B(xg,n)) C
B'(yo, e).

(8) Pour tout ¢ > 0, il existe n. > 0 tel que d(xz,x9) < n =

d'(f(x), f(x0)) <e.

Démonstration.
(1) <= (2). Cela se raméne au lemme précédent avec

s(zo) = {B(zo,7) , v >0} et s(yo) = {B(yo,7), r > 0}
L’équivalence entre (2) et (3) est évidente. ]

Proposition 3.3 Soient (X,d) et (X', d’) deuz espaces métriques, et f
une application X — X', zg € X et yo = f(xg) € X'. Alors, il y a
équivalence entre

(1) f continu en xg.

(2) Pour tout B'f (yo, ), il existe Bf (xg,¢) tel que f(Bf) c B'Y.

(8) Pour tout € > 0, il ewiste n > 0, tel que d(z,xz9) < n =
(7 (@), flxo)) < c.

La démonstration est identique & la précédente avec les boules fermées.

Soient (X, d) et (X', d") deux espaces métriques.

Définition 3.4 L’application f : (X,d) — (X', d") est uniformément
continue sur X si
Pour tout € > 0, il existe n > 0 (n ne dépend que de €) tel que

d(z1,12) <= d'(f(x1), f(22)) < ¢

Remarque 3.5
1.) Si f est uniformément continue sur X, alors f est continue sur X.

La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple suivant.
X=X"=R et f(x) =22 (ou f(z) =23).

2.) Les seuls polynomes uniformément continus sont les polynémes du
ler degré.
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Propriété 3.6 Si f est uniformément continue X — X' et si g est
uniformément continue X' — X", alors gof est uniformément continue
sur X.

3-b Isométrie

Définition 3.7 Soient (X,d) et (X', d') deux espaces métriques, et f :
X — X'. Alors f est une isométrie si

Vo,y € X :d'(f(2), f(y)) = d(z,y)

Une isométrie conserve les distances.

Remarque 3.8

1.) Si f est une isométrie, alors f est une bijection.

En effet, d'une part f est surjective par hypothése. D’autre part
[ est injective car f(z) = f(y) = d'(f(x),f(y)) = 0 et donc
dlz,y) =0=z=y.

2.) Si f est une isométrie, alors f est une bijection et donc f~1 est aussi
une isométrie de (X', d') — (X, d).

Proposition 3.9 Si f est une isométrie de (X,d) sur (X',d") alors f
est un homéomorphisme.

Démonstration.

e f est une bijection.

e f est continue, c’est immeédiat car Ve > 0, 3n = £ qui convient.
e f~! est aussi une isométrie, donc continue. [

Remarque 3.10 La réciproque est fausse. A titre de contre-exemple,
considérer X = X' =R et f(x) = 2x. C’est un homéomorphe mais non
une isométrie.

3-c  Meétriques équivalentes

Définition 3.11 Deux métriques d et d' sur X sont équivalentes si Tg =
Ta (on dit aussi que les métriques sont topologiquement équivalentes).

Remarque 3.12 I faut noter que c’est une relation d’équivalence.
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Propriété 3.13 Il y a équivalence entre

(1) Les métriques d et d' sont équivalentes.

(2) L’application x € (X,d) — x € (X,d') est bicontinue.

(3) Pour toute boule B'(x,r’"), il existe B(x,r;) C B'(x,7") et pour toute
boule B(x,r), il existe B'(xz,7.) C B(z,r).

(4) Pour tout o € X et pour tout e >0 on a :

3771(55075) >0 tel que d(‘raxO) < m — d/(xa'r()) <e

et
Ing(zo,€) > 0 tel que d'(z,70) <o = d(z,30) <€

Démonstration.

(1) <= (2) : Nous avons Tg =Ty <= Tq C Ty et Ty C Ta.
Ty C Ty <= z € (X,d) — x € (X,d) continue.

Ta C Ty < x € (X,d) — z € (X,d) continue.

(3) <= (2) : (3) exprime la continuité a l’aide des boules.

(4) <= (3) : Evident. ]

Exemple 3.14 Dans X = R, considérons
d(z,y) = |z —y| et d(z.y)=|a* -y
Alors d et d' sont des métriques sur X. Par ailleurs on a d ~ d' d’aprés
(4) de la propriété précédente.
La premiére équivaut & la continuité x — 3.

La deuzieme équivaut o la continuité x — x'/3.

Remarque 3.15 Dans l'exemple précédent, on n’aurait pas pu prendre
d(z,y) = ’xQ — y2’ car ’xQ — y2’ =0 <= x = ty donc ce n'est pas une
métrique.

Définition 3.16 Deuxr métriques d et d sur X sont uniformément
équivalentes si Uapplication i : x € (X,d) — x € (X,d') est bi-
uniformément continue.

Proposition 3.17 Une condition nécessaire et suffisante.
Deuz métriques d et d' sont uniformément équivalentes si et seulement
st Ve >0,
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(1) 3m > 0 tel que d(z1,x2) < = d'(z1,22) <€
(2) Ine > 0 tel que d'(x1,22) <y = d(x1,22) < €.
(m et n2 dépendent seulement de €)

Démonstration.
(1) exprime la continuité uniforme de i et (2) la continuité uni-
forme de i 71, ]

Proposition 3.18 Une condition suffisante.
S’il existe a et b > 0 tels que

ad < d < bd

alors d et d' sont uniformément équivalentes.

Démonstration.
€
e d<ec/b=d <e=m = 5 convient.

o d < as = d <& = 1y = ae convient. [ ]

Exemple 3.19
1.) Dans X = A", d et d, sont uniformément équivalentes; on a vu que
d<d, <n'/ad.

d
2.) Dans X quelconque, les métriques d et d' = T+ d sont uniformément
équivalentes.
Démonstration.

En effet, soit € > 0 qu’on peut supposer tel que 0 < e < 1.

€
e D’une part, remarquons que d < ¢ <= d < 1o donc en

€ _ B
prenant 11 = T — (1) est vraie.
—€

e D’autre part, la deuxiéeme propriété donne d < ¢ <= d' <

F = (2) vraie avec ng = et la condition nécessaire
1+e e
et suffisante donne l'uniforme équivalence de d et d'. ]

3.) Dans X quelconque, d et d’ = inf(1,d) sont uniformément équiva-
lentes.

Démonstration.

Pour0<e<1l,onad <e= d<e.

Sid <e, alors = d" < e donc il suffit que n =n2 = €. |
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d
Remarquons que d et d = T+d ne sont pas caractérisées par la
d 1
condition nécessaire et suffisante car 7114 > a > 0 tmpossible.

4.) Ezemple de métriques équivalentes mais non uniformément équiva-
lentes. Dans X = R, soient d(z,y) = |z —y| et d'(z,y) = |23 — 3|
Alors d et d' sont équivalentes mais non uniformément car sinon la pro-
position précédente donnerait que la fonction x — x3 est uniformément
continue sur R, ce qui est faux.

Proposition 3.20 Soit f uniformément continue de (X,d) dans (Y,0).
Sid est uniformément équivalente a d et &’ est uniformément équivalente
a 0, alors f est uniformément continue (X,d’") dans (Y,d").

Démonstration.

L’application : z € (X,d') — x € (X,d) est uniformément
continue.

L’application : =z € (X,d) — f(x) € (Y,0) est uniformément
continue

et y € (Y,0) — y € (Y,d) est uniformément continue. Ceci
implique que Dlapplication : x € (X,d) — f(z) € (Y,d) est
uniformément continue comme composée de trois applications
uniformément continues. [

Remarque 3.21 La propriété d’uniforme continuité n’est pas une pro-
priété topologique, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas que des topologies de
X et X' (En fait elle dépend des topologies et des métriques auzquelles
elles sont associées). En effet, si on considere

X =R, dz,y) =z —y| et d(z,y) =" -y’
alors l'application
fizeR,d)— 23 e R,d)
est uniformément continue puisque d(f(z), f(y)) = d'(x,y), doncn =¢

convient. Mais lapplication x € (R,d) — x® € (R, d) est non unifor-
mément continue bien que d et d' soient équivalentes.
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4 Propriétés des espaces topologiques métri-
sables

Définition 4.1 Un espace topologique (X, T) est dit métrisables s’il
eriste une métrique d sur X telle que T = Tg.

Exemple 4.2 L’espace topologique X discret est métrisable par la mé-
trique discréte.

Proposition 4.3 Si deuz espaces topologiques X et X' sont homéo-
morphes, alors si X' est métrisable, X est métrisable.

Démonstration.

Notons h ’homéomorphisme entre X et X’.

e Définissons une métrique sur X par d(z,y) = d'(h(x), h(y))
o d’' est la métrique sur X’. Alors on a

(1) d(z,y) = 0 < d'(h(x),h(y)) = 0 < h(x) = h(y)
<= x =y (car h est injective).

(2.) d(z,y) = d(y, z) évident.

() dw2) < dy) + dy2) = dhE)h) <
d'(h(x),h(y)) + d'(h(y), h(z)) qui est vrai pour d’, donc

d est une métrique.

e 7 est la topologie de X (T3 =T).

D’aprés la définition de d, h est une isométrie de (X,d) sur
(X',d’), donc h est un homéomorphisme de (X,d) sur X', et
donc h™! est un homéomorphisme de X’ sur X. Et finalement
la composée (c’est-a-dire l'identité) est un homéomorphisme de
(X,d) sur X. |

4-a Sous-espace d’un espace métrisable

Proposition 4.4 Si A est un sous-espace de X métrisable, alors A est
métrisable.

Démonstration.

e Soit d la métrique sur X et § la restriction de d a A%. Alors
0 = d| 42 est une métrique sur A puisque les boules associées a
0 sont Bs(a,r) = Bg(a,r) N A.

e Soit 75 la topologie associée & § et T la topologie associée
au sous-espace A (induite par celle de X)), alors 75 = T, car si
0 € Ts, alors 6 € T et réciproquement. [ ]
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Exemple 4.5 R est métrisable.
On a vu que R est homéomorphe a [—1,+1] C R par Uapplication h
donnée par

Mz) = T
h(+00) = +1
h(—o0) = -1

[—1,+1] est métrisable car sous-espace de R et comme R est homéo-
morphe & [—1,41], il est métrisable. Dans R, on a d(x,y) = |h(z) —
h(y)l = a ([d(z,y) <2).

()}
h(9|-

Y

Remarque 4.6 La restriction d/R? est une métrique sur R équivalente
a la métrique usuelle car R est un sous-espace de R. Et on a d/R? = §
avec

0(z,y) = |h(z) = h(y)l = |7 f|x| 1 flyl

4-b Produits finis d’espaces métrisables

Pour tout ¢ € I, ou [ est fini, on considére les espaces métriques (X, d;).
Soit X = H X; supposé non vide.
icl fini

Proposition 4.7 Métrique produit
Soit © = (x;)ier et y = (Yi)icr, alors

d(z,y) = Sup {di(xs, vi)}

est une métrique sur l’espace produit X .
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Démonstration.
e d est une application X? — R..

o d(z,y) = 0 < sup {di(zi,yi)} = 0 < pour tout i € [
iel
di(zi, y; —O<:>ml—ylpourtoutz€f<:>m—y

)

° d(x Y) ,z) est évident.
)
i)

( z) < (x y) + d(y, z). Comme d; est une métrique on a :
< di(xi,yi) + di(yi, zi) < d(z,y) + d(y, z) et ceci pour
€ I. Par passage au sup on obtient d(z,z) < d(z,y) +

d(y, )-
Finalement d est une métrique sur X. [

Remarque 4.8 On peut définir d’autres métriques sur X. C’est le cas,
par exemple ou, pour o > 1, on considére

n 1/a
Y) = [Z di (%J/z‘)a]
i=1
qui est une métrique sur X et on a
d < do <n'/%d

Alors d et d' sont uniformément équivalentes. La distance d reste la plus
souvent utilisée.

Proposition 4.9 (X,d) est le produit topologique des (X;,d;).
Démonstration.
Désignons par B les boules relatives & d et par B; les boules

relatives & d;. On vérifie immédiatement, a partir de la définition
de d, que pour tout a = (a;) € X et 7 > 0 on a

r) = H B;(a;,r)

Comme les B; forment une base de 7;, il résulte que ’ensemble

n
des (H Bz), c’est-a-dire (d’aprés ce qui précéde) I'ensemble

B={B(a,r)|ae X, r>0}
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est une base de T, or B est aussi une base de 7, donc 7y = 7 .m

Corollaire 4.10 Tout produit fini d’espaces métrisables est métrisable.
La réciproque est également vraie.

Remarque 4.11 On montre que c’est vrai méme si le produit est infini
dénombrable mais dans le cas général (non dénombrable) c’est fauz.

Proposition 4.12 Tout espace métrique est séparé.

Démonstration.
Si @ # y, alors §(z,y) = d(z,y) > 0 et B(z,3)NB(y,3)=0. m

4-c Espace métrique - Espace normal

Définition 4.13 Soit A C X métrique (A # 0) et soit x € X. On
appelle distance de x a A, le réel défini par

A) = inf >

d(z, A) = inf {d(z,a)} 20

Remarque 4.14 Si A = 0, {d(z,a)} = 0 et donc d(z,A) = inf{0}
dans R. Soit m € R, m est un minorant de () si pour tout x € ), m < x,
et donc d(x,0) = +oc.

Proposition 4.15 Nous avons
d(z,A) =0 siet seulement si x € A

Démonstration.

Dire que d(z, A) = 0 = pour tout r > 0, il existe a € A tel que
d(z,a) < r.Et donc B(z,r)NA # (), puisque les boules forment
un systéme fondamental de voisinages, par conséquent z € A.m

Lemme 4.16 Soit A # 0 dans un espace métrique X, alors l’application
p:x€X —d(z,A) € R est uniformément continue sur X.

Démonstration.

Pour tout a € A, on a d(xz,a) < d(z,2') + d(2/,a), et donc
d(z,A) < d(z,a) < d(x,2') +d(z',a).

D'ou d(x, A) — d(z,2") < d(2/,a). Le premier membre est in-
dépendant de a est donc un minorant de d(z’,a), ce qui donne
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< d(z, ") et (en inversant les roles de x et 2'),
d(2'; A) —d(x, A) < d(x,2). Finalement on a

o(x) = p(a")] < d(=,2)
ce qui montre que ¢ est uniformément continue. ]
Proposition 4.17 Tout espace métrique est normal.

Démonstration.

e On a vu qu’il est séparé.

e Soient A et B fermés disjoints de X, et f 'application définie
par

f(x) =d(x, A) — d(x, B)

f est continue de X — R. Et

-) Siz € A, alors d(z, A) = 0 et donc f(z) < 0.

-) Si z € B, alors d(z, B) = 0 et donc f(x) > 0.

C’est-a-dire encore

f(A) C] —00,0[= wy et f(B) C]0,+00[= wa. Il en résulte que
A C f~Ywr) est un ouvert 1 de X et B C f~!(ws) est un ouvert
02 de X (car f est continue), avec 1 Ny = ) (car wy; Nwy =

0). n
Remarque 4.18 Un espace topologique qui n’est pas normal n’est pas
métrisable.

5 Continuité des métriques

Proposition 5.1 L’application d : (z1,22) € X? — d(x1,12) € R
est uniformément continue sur X2, muni de la topologie produit.

Démonstration.
Soit # = (w1, 72) € X? et 2’ = (2, 7)) € X2, nous savons que
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§(z,2") = supld(z1,2)),d(xe,2h)] est la métrique produit sur
X2, Ainsi

|d(z) — d(a")] |d(21, 22) — d(x7, 25)|
d(xh :U/1> + d(.%’g, .212/2)

26 (z, x)

IAIA

d’ou la continuité uniforme car Ve > 0,3,(¢) = /2, tel que
§(z,2') <n=|d(z) —d(a)| <e. u
5-a Distance de deux parties non vides de X

Définition 5.2 Soient Ay et Ay deux parties d’un espace métrique X,
alors on appelle distance de A1 a As, le nombre réel

d(Al,Ag) = inf d(acl,acg)
({L‘l,xz)eAl ><A2

La définition donne évidemment 0 < d(A1, As) < oco.

Remarque 5.3
1.) Si Ay ={a1}, alors d({a1}, A2) = d(ay, Ag).

2.) Si Ay ou As = 0, alors d(Ay, Ag) = +00.

3.) d n'est pas une métriqgue sur P(X). Le premier et le troisiéme
aziome ne sont pas vérifiés, en effet, d(A1, As) =0 = Ay = A,.

4.) Si Ay N Ag # 0, alors d(Aq, Ay) = 0.
Mais la réciproque est fausse. Il suffit, pour le wvoir, de considérer
le contre-ezemple suivant. Dans X =R, considérons Ay =]0,1] et

Ao :]1,2[. Alors d(Al,AQ) =0et A NAy =0.

5.) Généralement pour Ay et Ay données, il n’existe pas toujours a; € Aq
et ag € Ag tels que d(a1,a2) = d(A1,As). Mais on a la proposition
sutvante.

Proposition 5.4 Si Ay et As sont deux parties compactes d’un espace
métrique X, alors

Ja; € Ay et ay € Ay tels que d(ay,as) = d(A;, As)
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Démonstration.
L’application f : (z1,22) € A1 x Ay — d(z1,22) € R est
continue sur Ay X As. Or Ay et Ay sont compactes, donc Ay X As

est compact, et par conséquent f atteint sa borne inférieure dans
A1 X Ag qui est d(Ag, Ag). [ |

Corollaire 5.5 Si Ay et Ay sont deux parties compactes d’un espace
métrique X, alors d(Ay,A2) = 0 si et seulement si A1 N Ag n'est pas
vide.

Démonstration.

Immeédiate avec la proposition précédente. [

5-b Diamétre d’une partie non vide de X

Définition 5.6 Le diamétre d’une partie A non vide de X est défini par

5(A)= sup  d(z1,z2)

(z1,w2)EA?

Evidemment, nous avons 6(A) > 0; et si A est non borné, alors §(A) =
+00.

Exemple 5.7 Nous avons
5(B(a,r)) <2r et 6(Bf(a,r)) <2r
Propriété 5.8 A est borné si et seulement si §(A) est fini.

Démonstration.

Si A est borné, alors A est contenu dans une boule de rayon r
fini. [

Proposition 5.9 Si A est compacte, alors il existe a1 et ay € A tels que
d(al,ag) = (5(14)

Démonstration.

L’application f : d/A? est continue sur A? compacte. Donc f
atteint sa borne supérieure c¢’est-a-dire qu’il existe a; et as € A2
tels que

d(aj,az) = sup d(zy,x9) = 6(A)
(z1,x2)EA?
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Remarque 5.10

1.) Si A =10, alors §(A) = sup(d) (on sait que inf(P) = +00). Tout = de
R est un majorant de 0, et donc R est l’ensemble des majorants de ) ;
on pose alors 6 () = - co. Parfois on considére, quand on est dans RY,

que §(0) = 0.

2.) Ce résultat ne s’étend pas au cas ot Ay et Ay sont supposés seulement
fermés. Considérer, a titre de contre-exemple, X = R et

Av={(z,y) /oy =1} et Ay ={(z,y) /y =0}

Ce résultat ne s’étend pas méme au cas d’un point et d’un fermé (voir
théoréeme de projection dans les espace de Hilbert).

6 Limites dans les espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique.

6-a Adhérence d’une partie de X

Proposition 6.1 Soit A une partie de l’espace métriqgue X, alors

A = {lim(x,) | (z,,) suite de points de A}

Démonstration.

Soit E ’ensemble des limites des suites de points de A,

E = {lim(x,) | (x,) suite de points de A}.

e D’une part, on sait que dans tout espace topologique, E C A,
e D’autre part, soit a € A, alors pour tout n, il existe a, €
AN B(a, 1) non vide. Comme d(a,,a) < L, onaa=Ilima, et
donc o € FE, c’est-a-dire A C E. D’ou 'égalité. [

Remarque 6.2 Si la limite de toute suite de points de A appartient a
A, alors A est fermé (car AC A) .

6-b Valeur d’adhérence d’une suite de points de X

Proposition 6.3 « est valeur d’adhérence de la suite (x,) si et seule-
ment si il existe une sous-suite (x,,) de la suite (xy), telle que

lim =z, = .
k2
n;—00
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Le résultat traduit le fait que ’ensemble des valeurs d’adhérence, c’est
I’ensemble des limites des sous-suites.
Démonstration.
Condition nécessaire. Soit a valeurs d’adhérence de (x,,) alors «
est adhérent a tous les points de la suite, c’est-a-dire o adhérent
a

{$07$1,"' ,wn,...}

donc av = lim z,, d’aprés la proposition précédente.
71— 00
Condition suffisante. Elle est valable dans tout espace topolo-
gique. Soit « = lim x,,. Alors pour tout voisinage V' € v(x), il
11— 00
existe p tel que pour tout n; > p, on a : z,,, € V. Il existe donc
une infinité d’entiers n tel que x, € V et par conséquent « est

bien une valeur d’adhérence de (x,). |

6-c Limite d’une fonction en un point

Proposition 6.4 Soient A une partie d’un espace métrigue X, Y un
espace topologique et f : A — Y. Soienta € A etbeY. Alors on a :
lim f(z)=">
r—ra

si et seulement si pour toute suite (x,) telle que x, € A et x, — a,
alors lim f(z,) = b.

Démonstration.

Condition nécessaire. Elle est vrai pour X topologique.

Soit (z,) C A telle que z,, — a. Soit W € wv(b), on a par
hypotheése : il existe V' € v(a) tel que f(VNA) C W et il existe
ng tel que n > ng, r, € V — x, € VN A et donc pour tout
n > ng, f(z,) € W et f(x,) — b.

Condition suffisante. 11 faut montrer que, pour tout W € v(b),
il existe V' € v(a) tel que f(V N A) C W. Par 'absurde, sinon
il existe W € v(b), pour tout V € v(a), f(VNA) ¢ W, en
particulier pour tout n > 1, et pour tout V' = B(a, %) = B,
et f(B,NA) ¢ W. Soit alors pour tout n > 1, z, € B, N A
et f(x,) ¢ W mais (x,) est une suite de points de A, de plus
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1
d(zp,a) < — — 0, donc =, — a et f(z,) 4 b. D'ou la
n

contradiction. Donc on a bien f(x) =b. ]

6-d Continuité

Proposition 6.5 Soit f une application d’un espace métrique X dans
un espace topologique Y et soit a € X. Pour que f soit continue en a
il faut et il suffit que pour toute suite (x,) telle que x, — a, alors

f(an) — fa).

Démonstration.

On sait que f est continue en a si et seulement si lim f(x) =
r—ra

f(a). Il suffit alors d’appliquer la proposition précédente avec
A=X. [

Proposition 6.6 Soit f une application d’un espace métrique X dans
un espace topologique Y . Si pour tout compact K, K C X, la restriction
de f a K est continue, alors f est continue sur X.

Remarquons que, en général, si la restriction f/K est continue, alors
cela n’implique pas que f est continue de X — Y.

Démonstration.
Soit @ € X et (x,) une suite telle z,, — a dans X. Considé-
rons 'ensemble {a,xg, - ,Zpn, -} qui est un compact K dans

X. Donc (z,) — a dans K or f/K est continue en a donc
(d’aprés la condition nécessaire de la proposition précédente)
f/K(zn) — f/K(a), soit encore f(x,) — f(a) dans X. Fi-
nalement f est continue en tout point de X. [ |

7 Espaces métriques compacts

7-a Caractérisation par les suites

Lemme 7.1 Soit X un espace métrique tel que toute suite de points de
X admet au moins une valeur d’adhérence, alors pour tout recouvrement
(0:)icr de X, il existe r > 0 tel que, pour tout x € X, il existe i € I tel
que B(z,r) C 6;.
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Démonstration.

Si c’est faux, alors pour tout r >0 il existe x € X, pour tout
i €I, B(x,r) ¢ 0;, en particulier pour tout r = %, il existe x,
tel que, pour tout i € I, B(xy, %) Z 6;.

La suite (z,,) admet une valeur d’adhérence o (par hypothése),
il existe donc j € I tel que a € 0; et il existe p > 0 tel que
B(a,p) C ;. 11 existe une sous-suite x,, — « et comme
limn% = 0, a partir d'un certain rang on a B(a:ni,n%) C 0,
d’ott la contradiction. ]

Théoréme 7.2 Bolzano- Weierstrass
Soit X un espace métrique. Alors X est compact si et seulement si toute
suite infinie admet au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration.
Condition nécessaire. Cela est vraie dans un espace X topolo-
gique compact (voir chapitre (5)).

Condition suffisante. X étant séparé, il suffit de prouver que
de tout recouvrement ouvert (6;);cr, on peut extraire un sous-
recouvrement fini. D’aprés le lemme précédent, il existe r > 0,
pour tout z € X, tel que B(z,r) C 6;, il suffit donc de démontrer
qu’on peut extraire un sous-recouvrement (B(z,7))zex.
Montrons cela par I'absurde. Sinon, soit alors a1 € X et By =
B(ay,r), alors By # X donc il existe ag € X — Bj.

Soit alors By = B(ag,r), By U By # X et donc il existe ag €
X — (B1UBy)

Etc.

On définit ainsi une suite (a,) de points de X tels que : pour
tout n et m, n # m, d(an, a,) > r. Cette suite n’a pas de valeurs
d’adhérence, sinon, soit « cette valeur d’adhérence et considé-
rons la boule B(a, 5). On a a, € B(a, 5) pour une infinité de
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n, cela implique que ces a, sont tels que leur distance est < r,
ce qui est contraire a ’hypothése. Donc il n’existe pas de va-
leur d’adhérence, et ainsi on peut trouver un sous-recouvrement
fini. [ |

Remarque 7.3 On montre le corollaire suivant.
Soit X un espace métrique, alors X est compact si et seulement si toute
partie infinie admet au moins un point d’accumulation.

7-b Autres propriétés

Précompacité

Définition 7.4 Un espace métriqgue X est dit précompact si, pour tout
e > 0, il existe un recouvrement (A;)icr fini par des ensembles de dia-
metre < €.

Le diameétre, noté 0(A;), satisfait donc §(A;) < e, pour tout i € I.

Un espace métrique X est précompact si et seulement si pour tout € > 0,
il existe A. fini tel que pour tout x € X, alors d(x, A;) < e.

Exemple 7.5 X = [a,b] est précompact.

Remarque 7.6 Notons que si l’espace métrique X est précompact, alors
X est borné.

R est donc non précompact pour la métrique usuelle |x—y|. Mais on peut
vérifier que R muni de la métrique d définie par

x y
d(z,y) = -
(@,y) ‘1+\x| 1—i—\y|‘

est précompact (bien que d et d’ soient équivalentes). Ceci montre que la
précompacité n’est pas une propriété topologique.

Proposition 7.7 Si X est un espace métrique compact, alors X est pré-
compact.

La réciproque est fausse.

Démonstration.
Soit ¢ > 0 et considérons la boule B(x,e/2). Alors
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UB(xi,€/2) O X. Comme X est compact, alors il existe un

Z;

n

sous-recouvrement fini de la forme U B(zi,e/2) = X, il suffit
i=1

donc de prendre A; = B(x;,£/2). ]

Séparabilité

Définition 7.8 Un espace topologique X est dit séparable s’il existe une
partie A au plus dénombrable partout dense sur X.

Exemple 7.9

1.) R™ est séparable, car Q" est dénombrable et partout dense dans R™.
2.) R grossier est séparable (A = {0}) et non séparé. Attention ce sont
des notions distinctes.

3.) R discret est non séparable mais séparé.

4.) Un espace métrique X est séparable si et seulement si sa topologie T
admet une base dénombrable.

Proposition 7.10 Si un espace métrique X est précompact, alors X est
séparable.

Démonstration.
Pour tout ¢ > 0 (¢ = 1), il existe A, fini (4, C X), tel que

o0
. Maintenant A = UA” est partout
i=1
dense (A est au plus dénombrable). En effet, si x € X, alors
d(z,A) < d(z,An) < 1 Quand n — oo, alors d(z,A) —
0 et donc x € A. Finalement A = X c’est-a-dire que X est
séparable. ]

Ve € X d(x,A4,) <

1
n

Proposition 7.11 5@ un espace métrique X est compact, alors X est
séparable.

Démonstration.
Si X est compact, alors X est précompact et donc, d’aprés le
résultat précédent, X est séparable. [ |

Remarque 7.12 S5i X est un espace métrique localement compact, alors
on n’a pas nécessairement X séparable. A titre de contre-ezemple, consi-
dérer R discret.
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Théoréme 7.13 : Continuité Uniforme
Toute application continue f d’un espace métrique compact (X, d) dans
un espace métrique (Y,0) est uniformément continue sur (X,d).

Démonstration.

La continuité uniforme est caractérisée par : Pour tout ¢ > 0, il
existe n > 0, tel que pour tout z, 2’ € X, d(x,2") < n implique
§(f(x), f(2')) < e. Sinon, il existe & > 0, pour tout n = 1 > 0il
existe z,, et 2], € X tel que d(zp,z},) < 2 = §(f(zn), f(2},)) >
€.

Comme X est compact, alors toute suite infinie (z,) admet une
valeur d’adhérence ¢ et il existe une sous-suite (x,,) telle que

Jdim z,, =& Or
11— 00

d(x;wg) < d($%i7xni)+d($nm§)

Quand n; — oo, alors d(zy,;,§) — 0 et donc d(z7,,,§) —
0. On a donc 0(f(xy,), f(x;,,) > € pour tout 4, d'une part et
si nj — oo alors f(xn,) — f(§) car f est continue. Donc

O(f(xn,), f(xy,,)) — 0(f(£),f(§)) = 0 car ¢ est continue. A

la limite, pour n; assez grand, 0(f(zn,), f(z},,)) < €, d’ou la

contradiction. m

8 Espaces métriques complets

8-a Suite de Cauchy

Définition 8.1 Soit (X, d) un espace métrique.
On dit que la suite (x,,) de points de X est une suite de Cauchy? dans
(X,d) si

Ve >0, Ing tel que Yn,m > ng d(zpm,z,) <€

Remarque 8.2
1.) La définition est équivalente a

Ve >0, dng tel que Yn > np,Vp >0 d(zpip, zn) <€

2. Augustin Louis Cauchy, Mathématicien francais, 1789-1857
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2.) C’est aussi équivalent @

lim 6(S,) =0

n—-oo

ot Sp =A{Tn, Tnt1, s Tngp, -} €t 0(Sy) est le diametre de S,,.

3.) Toute suite de Cauchy est bornée. Ceci résulte essentiellement du fait
que, pour tout n > ng, T, € B (x,,,¢).

Exemple 8.3
1

1.) dans R, la suite (—) est de Cauchy. Ce n’est pas le cas de la suite
n

(xp, =n).

2.) Si X est discret, les suites de Cauchy dans (X,d) sont les suites

stationnaires.

3.) Toute suite convergente est de Cauchy. En effet, si lim x, = a,
n—-o0

alors d(zm,xp) < d(xm,a) +d(a,z,) <e/24+¢/2 =¢.

Remarque 8.4 Changement de métriques.

Sid etd sont deur métriques équivalentes sur X et si (x,,) est de Cauchy
pour d, alors #= () de Cauchy pour d'.

Contre-exemple. Dans X = R, considérons les métriques

@ y

Considérons alors la suite (x,) donnée par x, =n. Alors
e La suite (xzy,) de Cauchy pour d'. En effet,

y - m._n
d' (T, Tn) —mﬁlllgoo Tom 14n

e La suite (xy,) n’est pas de Cauchy pour d, car
d(Tp, Tm) = |m —n|

qut ne peut étre < €.

Proposition 8.5 Si les métriques d et d' sont uniformément équiva-
lentes sur X, alors toute suite de Cauchy pour d est une suite de Cauchy
pour d'.
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Démonstration.

Soit € > 0, si d est uniformément équivalente & d’, alors il existe

n >0 tel que d(z,y) <n = d'(z,y) <e.

La suite (x,) étant de Cauchy, pour cet n > 0, il existe ng,

tel que pour tout m,n > ng, alors d(xm,,x,) < n, et donc =

Vm,n > ng d'(xm,z,) < €. m
Donc si on remplace une métrique par une métrique uniformément équi-
valente, on ne change pas les suites de Cauchy.

Propriété 8.6 Soit (x,,) une suite de Cauchy, alors (x,,) converge si et
seulement si (zy,) admet (au moins) une valeur d’adhérence.

Démonstration.
La condition nécessaire est évidente. Pour la condition suffisante,
soit (z,,) une suite qui admet une valeur d’adhérence &.

Il existe alors une sous-suite (z,,;) convergente vers £ et on a

d(xn, &) < d(xn, Tn,) + d(zy,;, )

La suite (z,,) étant de Cauchy, Ve >0 , Ipy, pour n,n; > p1,
alors d(xy,, zp,) < /2. Par ailleurs (z,,) étant convergente vers
€, dpa tel que, pour tout n; > pa, d(zn,, &) < /2. Donc Vn > p,

d(zn,§) <e/2+¢c/2=¢

et ainsi lim z, = £ et donc la suite est convergente. |

8-b Notion d’espace complet

Définition 8.7

(1) Un espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy dans
(X, d) est convergente.

(X, T) un espace topologique métrisable.

(2)On dit que (X, T) est topologiquement complet s’il existe sur X une
métrique d, telle que (X,d) soit complet et Tg =T .

Exemple d’espace métrique complet.
1.) R est complet. En effet, si (x,) est une suite de Cauchy, alors (z,,)
est bornée et donc ses éléments sont dans un intervalle compact [a, b],
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(z5,) admet donc une valeur d’adhérence et donc elle est convergente.
2.) C est complet.

3.) X muni de la méthode discréte est complet. En effet, toute suite de
Cauchy est stationnaire donc convergente.

4.) L’intervalle 0, 1[, sous-espace de R, n’est pas complet. Il suffit de
considérer x,, = %

8-c Changement de métrique

Commengcons par remarquer que si (X, d) est un espace métrique complet
et si 0 est équivalente a d alors (X, d) n’est pas nécessairement complet.
A titre de contre-exemple, considérer, dans X = R,

(R, d) complet, mais (R, ) n’est pas complet car la suite x,, = n est de
Cauchy pour § mais non convergente (sinon elle convergerait dans (R, d)
qui est identique a (R, J) en tant qu’espace topologique.

Proposition 8.8 Si (X,d) est un espace métrique complet et si f
est une bijection biuniformément continue de (X,d) sur (X',d'), alors
(X', d') est complet.

La proposition est vraie, en particulier, si f est une isométrie.
Démonstration.
Soit (z!,) une suite de Cauchy dans (X’,d’'). Comme f~! est

n
uniformément continue, alors (f~!(z},)) est une suite de Cau-

chy dans (X, d). Or (X,d) est complet, donc la suite (f~1(z))

n

converge vers a. Par ailleurs f étant continue f(f~1(2))) = (/)

converge vers f(a), donc (X', d’) est complet. |

Corollaire 8.9 Si (X,d) est un espace métrique complet et § est une
métrique uniformément équivalente o d, alors (X,0) est complet.

Démonstration.
On applique la proposition & f:z € (X,d) — z € (X,d). =
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8-d Propriétés
Relation entre espace compact et espace complet
Proposition 8.10 Tout espace métrique compact X est complet.

Démonstration.

Soit (x;,) une suite de Cauchy d’un espace X compact. Alors (x,)
a une valeur d’adhérence (au moins), et donc (z,,) converge. Par
conséquent X est complet. ]

Remarque 8.11

1.) R est complet et non compact.

2.) Un espace métrique localement compact n’est pas nécessairement com-
plet (considérer 0,1[C R).

3.) un espace métrique complet n’est pas nécessairement localement com-
pact.

Corollaire 8.12 Pour qu’un espace métrique X soit complet, il suffit
qu’il existe r > 0 tel que toutes les boules fermées de rayon r soient
compactes.

Démonstration.

Soit (x,,) une suite de Cauchy. Il existe p tel que pour tout n > p,
x, € BY(zp,7). Cette boule étant compacte, (7, )n>p admet une
valeur d’adhérence; il en est évidemment de méme pour la suite
(z5,) qui est donc convergente. [ ]

Suites décroissantes de fermées

Proposition 8.13 Dans un espace métrique complet (X,d), toute suite
décroissante (Fy,) de fermés non vides dont le diamétre tend vers zéro, a
une intersection F' réduite a un point (donc non vide).

Démonstration.

e Pour tout n > 1, il existe z,, € F,,. La suite (x,) est de Cauchy,
car 6({xn, Tnt1, -+ }) < O(F,) or §(F,) — 0 donc (x,,) est une
suite de Cauchy, et donc (x,,) est convergente vers .

oo

o X C m F,. Soit p > 1, pour tout n > p z, € F,. F, étant
n=1

fermé contient la limite de la suite x,, donc z € F, et par

o (0.9}
conséquent = € m F,. Donc ﬂ F,#0

n=1 n=1
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e}
e Si F = ﬂ F,, alors §(F) < §(F,). Quand n — oo, alors
n=1
0(F) = 0. Il ne peut pas y avoir deux points dans F' car alors
0(F) serait > 0. [ |

Remarque 8.14

1.) La proposition est fausse si X est non complet. En effet, il suffit de
considérer X =]0,1] et F,, =]0, H%n]

2.) La proposition est fausse si 6(Fy,) 4 0. En effet, considérer X = R
et Fy, = [n,o0].

Sous-espaces complets

Proposition 8.15 Si A est un sous-espace complet dans X métrique,
alors A est fermé.

Démonstration.

Montrons que A C A. Soit a € A, comme X est un espace
meétrique, il existe une suite (z,,) de points de A tel que z,, — a
dans X. Donc (z,) est une suite de Cauchy dans X, donc une
suite de Cauchy dans A (car tous les x,, € A) et comme A est
complet, alors x, — a’ € A. Maintenant (z,) converge vers a
et a’ dans X implique a = @’ (& cause de 'unicité de la limite).
Comme a’ € A, on a a € A, et par conséquent A est fermé. m

Proposition 8.16 S5i A est un sous-espace fermé de X métrique complet
alors A est complet.

Démonstration.

Soit (xy) une suite de Cauchy dans A, donc (z,) est de Cau-
chy dans X complet, donc (z,,) convergente vers a dans X. Par
ailleurs comme x,, € A fermé et x,, — a, alors a € A. Finale-
ment x, — a dans A et donc A est complet. [ ]

Corollaire 8.17 Soit X un espace métrique complet. Alors A est un
sous-espace complet si et seulement si A est un sous-espace fermé.
Produit fini d’espace complets

Proposition 8.18 Tout produit fini d’espace métriques complets est
complet.
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Démonstration.

P

Soit X = HXi et d; la métrique sur X;. Pour tout ¢, (X;,d;)
i=1

est complet. Considérons, sur X, la métrique

d(z,y) = sup {di(wi, y:)}

1<i<p
Soit (x;,) une suite de Cauchy dans (X, d). Alors
di(zi(n), Xi(m)) < d(z(n),z(m)) < ¢

et donc (z;(n)) est de Cauchy dans (X, d;) complet, ce qui donne
zi(n) — &. Par conséquent x(n) — & = (&, - ,&p), Cest-a-
dire que (X, d) est complet. [

Remarque 8.19 Si un produit d’espaces métriques est complet alors
chaque facteur est complet. C’est le cas, a titre d’exemple, de A" qui
est complet pour d et d.

8-e Théorémes du point fixe et de Baire
Théoréme du point fixe

Définition 8.20
(1) On dit que f : (X,d) — (X', d’) est lipschitzienne et de rapport
k>0 si pour tout xz ety € X, on a

d'(f(z), f(y)) < kd(z,y)

(2) On dit que f : (X,d) — (X, d) est une contraction si f est lipschit-
zienne et de rapport k < 1 (on dit aussi que f est contractante).
(8) Soit f: X — X. On dit que a est un point fize pour f si f(a) = a.

Remarque 8.21 Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément
continue sur X.

Exemple 8.22

1.) Si f est la fonction identité, alors tout point est un point fize.

2.) Si f est Uapplication définie par f(z) = x + 1, alors f n'a pas de
point fize.
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Théoréme 8.23 Toute contraction f d’un espace métrique complet
(X,d) admet un point fize.

Démonstration.
o Lxistence. Considérons la suite (x,) définie par

xl:f(x0)7x2:f(m1)7 ) xn-‘rl:f(xn)?

La suite (z,,) est une suite de Cauchy. En effet, nous avons

d(wn—i-h xn) = d(f(xn)7 f(xn—l)) < kd(.%'n, xn—l)
d(l'ny xnfl) < kd(fEn,l, l‘n72)
d(mgl, x1) < kd(x-l, x0)

on multiplie membre & membre, on a
d(Tpt1,Tn) < k"d(z1, 20)
Soit p > 1, alors
d(@np; tn) < d(@ngp; Trgp-1) + -+ d(@ny1, Tn)
< [RMPh44 k] d(2, @0)

Entre crochets, on a une progression géométrique de raison k,
dont on connait la somme, ce qui donne
E™(1 — kP) K™

<
= @nw) S g

d(xn-i—p? xn) < d(:l)l, 130)

Comme k < 1, la série est convergente et d(xp4p,xn) — 0
quand n — oo, donc la suite est de Cauchy.

La suite (x,,) est de Cauchy dans X complet (z,,) converge vers
a et avec x, = f(xp—1), quand £ —> a, on obtient a = f(a)
(car f est continue), c’est-a-dire que a est un point fixe pour f.

e Unicité. Soit @’ un point fixe quelconque de f. On a

d(a,a’) = d(f(a), f(a')) < kd(a,a’)
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(car f est contractante), et donc (1 — k)d(a,a’) < 0. Comme
k <1, alors 1 —k > 0 et donc d(a,a’) < 0 qui n’est possible que
sia=ad. |

Remarque 8.24

1.) St k =1 le théoréme est fauz; il n’y a ni existence, ni unicité. A titre
d’exemples :

o Considérer dans X = R et la fonction f(x) =z + 1. Alors

d(f(x), f(y)) = [f (@) = f()| = & = y[ = d(z,y)

et il n’existe pas de point fize.
e Si on considére X = R et la fonction f(x) = x, alors tous les points
sont fixes.

2.) Si pour tout x et y € X, d(f(z), f(y)) < d(z,y), alors il y
a unicité mais il n'y a pas existence. A titre de contre-exemple,
considérer f(x) = log(l + €®). Alors il n’existe pas de point fize; si-
non on aurait log(1+€*) = x ce qui donne 1+e* = e* c’est-a-dire 1 = 0.

3.) Le théoreme est faux si (X,d) est non complet. A titre de contre-
exemple, considérer X =]0,1[ et f(x) = 3.

4.) Il existe d’autres énoncés du théoréeme du point fize (sorte de généra-
lisation), donnés ci-dessous.

Théoréme 8.25 Théoréme de Brouwer®

Si X est la boule unité dans R™ (X = Bf(0,1)) et si f est une application
continue de X dans X alors f admet un point fize.

Théoréme 8.26 Théoréeme Tychonov*

Si X compact est convexe dans E (e.v.t. localement conveze) et si f est
continue X — X, alors f admet un point fize (non nécessairement
unique).

Le théoréme de Brouwer peut étre vu comme un cas particulier du théo-
réme de Tychonov (avec X = B7(0,1) C R™).

3. Luitzen Egbertus Jan Brouwer, Mathématicien néerlandais, 1881-1966
4. Andrei Nikolaievich Tychonov, Mathématicien russe, 1906-1993
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Théoréme 8.27 Théoréme de Baire®
Dans un espace métrique complet X, tout ouvert 8 non vide est non
maigre.

Démonstration.

o
e Remarquons qu’une partie A est rare si A= () dans X. Alors il
existe une boule fermée B/ C 6 et disjointe de A (sinon ANBS #
) = AN6O # 0D cest-a-dire A partout dense, donc non rare).
e Supposons au contraire qu’il existe un ouvert non vide 6 tel

que 0 = U A, ou les A, sont rares.

nelN
(i) Comme A est rare, alors il existe Bg C 0 de rayon 79 <1
tel que B(J; NA=1(.
(ii) En remplagant 6 par By et Ay par Aj, on voit qu'il existe
une boule fermée B{ C By C Bg de rayon r; < 1 et telle que
B{ NA=0.
(iii) Etc. Par récurrence.
(iv) Pour tout n > 0, il existe une boule fermée Bl ¢ B,_1 C
Bi—l de rayon r, < % et tel que BL N A, = 0.
(BTJ;) est une suite décroissante de fermés non vides dans (X, d)
complet, comme lim §(B]) = 0 (car 6(B,J;) < 2). Son inter-

n—m=o0

section est réduite & un point a de 6. Par ailleurs a n’appartient
a aucun A, puisque BinA, = (), d’ou la contradiction. [ |

Remarque 8.28 Le théoréme reste vrai pour tout espace topologique X
(pas forcément métrisable) mais localement compact.

Corollaire 8.29 Tout espace métrique complet est non maigre.

Démonstration.
Pour la démonstration, il suffit de prendre 6§ = X. [ |

Exemple 8.30 R est non maigre. Par conséquent R est non dénom-
brable, car sinon il serait réunion d’ensembles rares, c’est-a-dire maigre.

Corollaire 8.31 Dans un espace métrique complet X, si M est maigre
alors CM est non maigre et partout dense.

5. René Baire, Mathématicien frangais, 1874-1932
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Démonstration.

e Si CM était maigre, alors X = M U CM serait maigre.

o CM est partout dense, sinon il existerait un ouvert # # () tel
que CM N6 = . Par conséquent § C M donc  est maigre; ce
qui est en contradiction avec le théoréme de Baire. [ |

Remarque 8.32

1.) On appelle espace de Baire tout espace topologique dans lequel tout
ouvert non vide est maigre.

- Un espace métrique complet est donc un espace de Baire.

- On démontre que tout espace topologique localement compact est un
espace de Baire.

2.) Le théoréme de Baire permet de montrer parfois l’existence d’éléments
d’un espace métrique X complet vérifiant une propriété P apparemment
exceptionnelle (par exemple : fonction continue et derivable en aucun
point, série de Fourier d’une fonction continue qui diverge en tous les
points d’un ensemble dénombrable, - - - )

3.) Les applications les plus importantes sont dans la théorie des espaces
vectoriels topologiques (evt).



Chapitre 7

Espaces vectoriels normés
Espaces de Banach

1 Notion d’espace normé

FE désigne un espace vectoriel sur A = R ou C.

1-a Norme

Définition 1.1 On appelle norme sur E, toute application p de E dans
R telle que pour tout x,y € E et A € A, on ait

(N1) plz)=0<=2=0 (condition de séparation)
(N2)  p(Az) = |A|p(x) (condition d’homogénéité)
(N3) plx+y) <plx)+ply) (inégalité du triangle)

Notation. On note p(x) = ||z|| ou encore p(z) = ||z| &
p(z) s’appelle norme de x.

(E, p) s’appelle espace vectoriel normé (e.v.n.) de support E.

Remarque 1.2
1.) Si A =0, alors (N2) = p(0) = 0. Donc N1 U No équivaut a

p()=0<=2=0

2.) Si on n’impose pas (N1), on dit que p est une semi-norme.
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Exemple 1.3

1.) E=A et p(z) = |z| est une norme.

2.) Soit E = C([a,b],A), Uensemble des fonctions continues de [a,b] —
A et

[fllz = sup |f(z)]

z€[a,b]

est une norme.
Il en est de méme, pour a > 1, avec

171 ={ [ b rf<x>radx}l/a

qui est une norme (l'inégalité triangulaire résulte de linégalité de Min-
kowsky!). On montre que

im [ fllo = 1£1ls

Propriété 1.4
(1) Ip(z) = p(W)| < plz —y).

(2) Si E # {0}, alors p est non bornée.

Démonstration.

(1) p(x) = plz —y +y) < p(r —y) +p(y), dott p(z) — p(y) <
p(x — y). 1l suffit alors de permuter x et y.

(2) Siz € E—{0} et n € N, p(nx) =np(x) — co avecn. M

1-b Meétrique associée & une norme

Proposition 1.5 L’application d : (z,y) — ||z — y|| est une métrique
sur E invariante par translation (c’est-a-dire d(z + a,y + a) = d(x,y)).
On dit que d est la métrique associée a la norme.

La démonstration est immédiate.

Remarque 1.6 On supposera toujours qu’un espace vectoriel normé est
muni de cette métrique et de la topologie associce.

Proposition 1.7 L’application x — ||z|| est uniformément continue
sur E.

1. Hermann Minkowsky, Mathématicien russe, 1864-1909
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Démonstration.
Cela résulte de la continuité uniforme de I'application x —
d(z,{0}) = l=[. u
Corollaire 1.8 Si lim z, = a, alors lim ||z,] = |la|.
n—-ao0 n—aoo

Proposition 1.9 Toute boule (ouverte ou fermée) est conveze.

Démonstration.

Par translation, on peut toujours se ramener & l’origine. soit
B(0,r) la boule de centre 0 et de rayon 7. Si x et y € B(0,7), le
segment d’origine x et d’extrémité y est

(1—t)z+ty=2 avec te|0,1]
Vérifions que z € B(0,r). Nous avons
Iz < @ =Dzl +tllyl < A =t)r +tr =7

Ainsi, puisque ||z|| < r, alors z € B(0, 7).
Démonstration identique pour B7(0,r). ]

1-c  Espaces de Banach

Définition 1.10 On appelle espace de Banach?, un espace vectoriel
normé complet.

Exemple 1.11
1.) E = A est un espace de Banach.
2.) C([a,b],A) pour ||f|| = sup |f(z)| est un espace de Banach.

z€la,b
3.) C([a,b], A) pour || f||la définie précédemment est non complet, donc ce
n’est pas un espace de Banach (vérifier pour o = 1).
1-d Isomorphisme d’espace vectoriel normé

Soient F et I’ deux espaces vectoriels normés sur le méme A.

Définition 1.12 On appelle isomorphisme d’espaces normés, tout iso-
morphisme algébrique ¢ de E sur F' tel que, pour tout x € E, on a

le(@)lF = lzle

2. Stefan Banach, Mathématicien polonais, 1892-1945
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C’est un isomorphisme qui conserve la norme.

Proposition 1.13 ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel normé si
et seulement si @ est une isométrie linéaire.

Démonstration.
Condition nécessaire. Nous avons

dr(p(z), ¢(y))

lo(x) — e(W)llF
le(z —yllFr=llz —yllp = de(z,y)

Condition suffisante. ||¢(x)||r = dr(p(x),0) = d(z,0) = ||z||E
et  est évidemment un isomorphisme algébrique. [ |

Corollaire 1.14 Tout espace vectoriel normé isomorphe & un Banach
est un Banach.

Démonstration.
Cela résulte du fait que tout espace isométrique 4 un complet
est complet. [ |

2 Sous-espace et produit fini d’espaces vectoriels
normes
2-a Sous-espace

Définition 2.1 Soit (E,p) un espace vectoriel normé et A un sous-
espace vectoriel de E, alors la restriction de p a A, ¢ = p/A, est une
norme sur A et (A, q) est un sous-espace vectoriel normé de (E,p).

Proposition 2.2 (A, q) est un sous-espace topologique de (E,p).

Démonstration.
Si 4§ est la métrique associée a ¢ (d est associée a p) sur A, on a

6(z,y) = q(xr —y) =plx —y) = d(x,y)

Et donc 6 = d/A2. ]
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2-b Produit fini

n
Soit E = H E; ou E; est un espace vectoriel normé de norme p; (d; est
i=1
la métrique associée a p;).
(1.) La norme sur E la plus usuelle (et simple) est définie, pour tout
z = (zi)i=1,n € E, par

P(x) = sup pz’(l‘z‘)
1<i<n

On vérifie facilement que c’est une norme sur F.
(2.) Pour a > 1, on peut considérer aussi

n 1/a
p(z) = {Z(pi(xi)a}

=1

On vérifie également que c¢’est une norme sur E.
Proposition 2.3 (E,p) est le produit topologique des (E;, p;)

Démonstration.
Nous avons

d(z,y) =plx —y) = sup pi(x; —y;) = sup di(x;, y;)
1<i<n 1<i<n

et c’est une métrique produit. Par conséquent (E,d) est espace
meétrique produit des (E;, d;). |

Proposition 2.4 Tout produit fini d’espaces de Banach est un espace
de Banach.

Démonstration.
Evident car tout produit d’espaces complets est complet. [ |

Exemple 2.5 A (=R ou C) est un Banach, donc A" également.

3 Exemples usuels d’espaces vectoriels normés

Dans ce qui suit A =R ou C.



174 Chapitre 7 - Eléments de topologie

3-a Espace (¢

Définition 3.1 Pour a > 1, on considére

[O& = {x = ("El) (& A]N tels que Z |:E’L’a < OO}

1=0

0 et 02 sont les espaces les plus importants (et usuels).

Proposition 3.2 L’espace (% est un espace vectoriel de dimension infi-
nie.

Démonstration.

o (“ est inclus dans l'espace vectoriel AN, 11 suffit alors de vérifier
(1) x € £, X € A = Xz € (%, ce qui est évident.

(2) z,y € £* = z +y € £~ Cela résulte, par exemple, de
I'inégalité évidente

i+ gl < 2%(|l2]* + vl )

ou le second membre est le terme général d’une série convergente
et donc le premier membre aussi.
o (* est de dimension infinie car les vecteurs e, = (J,,i)ienN OU

5m:{ 0 si i#n

’ 1 si 1=n

sont linéairement indépendantes dans /. [ |

Proposition 3.3 Pour tout a > 1, lespace £* muni de application

o0 1/a
e tel = {3 e}
=0
est un un espace de Banach.

Démonstration.
e L’application z — ||z|| est une norme sur . En effet, (IV7)
et (N3) sont évidents. Pour (N3), elle résulte de l'inégalité de
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Minkowsky qui donne, pour tout k£ > 0,

k 1/a k 1/a k 1/a
R T
1=0 1=0

1=0
]l + i

IN

IN

et donc lim Sy = ||z +y|| < ||z| + ||y
k—s o0

e L’espace (% est complet. Soit (™) une suite de Cauchy dans
£%. Pour tout € > 0, il existe ng > 0, Ym,n > ng, on a

00 1/a
me_an:{Z|x;n_xg|a} <e
1=0

n

On en déduit que, pour tout ¢ € IN, (27'),en est de Cauchy dans
A. Comme A est complet, alors elle converge vers ;. Posons
& = (&) et montrons que & € £ et lima™ = ¢&.

Montrons que & € £%*. Nous avons, pour tout k& > 0 et pour tout

mannOa
k 1/a
m n|a
{E |27 — 7| } Se€
=0

Il en résulte que la série de terme général |§; — x7
gente puisque les sommes partielles sont majorées par £%. Sa
somme vérifie Vn > ng

00 1/
{Z@—xm“} <e

=0

| est conver-

On en déduit que (&) — (z}') € £, et comme (z}') € £ alors

& = (&) également. Ainsi l'inégalité précédente s’écrit encore
Vn > ng, || — 2"|| < e, ce qui prouve que lim 2" =¢. |
n—-m:oo

Remarque 3.4 Si 0 < a < 1, Uapplication définie dans la proposition
précédente n’est plus une norme, car (N3) est non vérifiée.
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3-b Espace B(X,A)

Soit X un ensemble quelconque.

Proposition 3.5 L’espace vectoriel B(X,A) des applications bornées
f: X — A muni de la norme

f— sup [f(2)]
zeX

est un espace de Banach.
Démonstration.

e On vérifie immédiatement que B(X, A) est un espace vectoriel.
e [’application est bien une norme; (N3) résulte de l'inégalité

[f (@) + g(x)] < [f(@)] + lg()] < [F] + llgl

qui est vraie pour tout x € X. Comme la métrique associée a
déja été étudiée précédemment, alors B(X, A) est complet. m

Remarque 3.6 On peut remplacer A par un espace de Banach quel-
conque.
3-c Espace (>

Définition 3.7 L’espace £ est l’espace vectoriel B(IN, A) de dimension
infinie des suites bornées x = (xy,) d’éléments de A.
L’espace B(IN, A) est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme

T —> sup |zy|
nelN

3-d Espace C(X,A)

Soit X un espace topologique et C(X, A) I'espace vectoriel des applica-
tions continues X — A.

Proposition 3.8 L’espace vectoriel E des applications bornées et conti-
nues de X — A est un sous-espace fermé de B(X, \).

Démonstration.
e [l est immédiat que E est un sous-espace vectoriel de B(X, A).




Section 3. Exemples usuels d’espaces vectoriels normés 177

e B(X,A) étant métrisable, il suffit de montrer que si une suite
de fonctions (f,) € E™ est convergente dans B(X,A), alors sa
limite f € E (c’est-a-dire continue). Soit xy € X, pour tout
reXetnelN,ona

[f(@) = flzo)] < [f(x) = fu(@)] +  |fu(2) = fulzo)]
+ [fn(0) = f(20)|

S 2Hf - fn” + ”fn(x) - fn(xO)H

Comme h_l’l}l fn = f, il existe p tel que || f — fp]| < e/3. Comme

fp est continue en xg, il existe V' € v(xp) tel que, pour tout
x eV, ona | f(x) — fplxo)] < e/3. Ainsi pour x € V, on a
| f(x)— f(xo)|| < e, cest-a-dire que f est continue en tout point
xo de X. [ |

Corollaire 3.9 E est un espace de Banach.

Démonstration.
Ceci résulte du fait que E est fermé dans B(X,A) complet. m

Corollaire 3.10 L’espace C(K,A) des applications continues d’un es-
pace topologique compact K dans A, muni de la norme

f— sup | f(z)]

zeK
est un espace de Banach.
Démonstration.
On sait que toute application continue d’un compact dans A est
bornée donc C(K,A) = B(K,A)NC(K,A). |

3-e Normes usuelles sur £ = C([a,b],A)

Proposition 3.11 Pour tout o > 1, lapplication

b
f s 1 flla =1 / (@)}

est une norme sur E.



178

Chapitre 7 - Eléments de topologie

Démonstration.

(N7) : Immeédiat car si ¢ est continue et > 0 sur [a,b], alors si

1
b
/ e(x)dr =0ona p=0.
(N2) : C’est immeédiat.
(N3) Soit, pour i € {0,1,--- ,n}:a; =a+L(b—a)et f,g € E.

L’inégalité de Minkowski donne
n 1/a
(S ]
=0

n 1/
{Z | f(z:) + g(xi)a}
=0 n 1/a
+ {Z !9(%)\“}
=0

IN

b—a
en multipliant les deux membres par (—— )" et en faisant

tendre n vers 'infini, on obtient 'inégalité de Minkowski pour
les intégrales

{/ b|f<x>+g<x>|adx}1/a < {/ blf(x)ladfv}
+{ /ab|g<:c>\adx}l/a

Et par conséquent, c’est bien une norme. [ |

1/

Remarque 3.12
1.) quand o = 2, on obtient l'inégalité classique de Cauchy-Schwartz?.

2.) Pour a < 1, ce n’est plus une norme.

Proposition 3.13 E n’est complet pour aucune des normes

f—= M1l

Démonstration.

Soit ¢ €]a, b et, pour tout n, considérons ¢, = ¢ + % < b. Soit

3. Hermann Amandus Schwarz, Mathématicien allemand, 1843-1921
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alors la suite de fonctions f,, définie par :

1 si a<zx<c
fa(x) =< affine si c<z<g,
0 si e, <x<b
1 |
|
|
|
I
I -
I a c c, b

e La suite (f,,) est une suite de Cauchy dans F car

Cn 1/« 1/a
an-&-p - an < {/ ’fn—&-p(x) - fn(x)‘adm} < (Tll>

e La suite (f,) n’est pas convergente dans FE, car alors sa limite
vérifierait

[ = f@pde= [ 1) - s@Pede < 1 - 711

le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers oo, d’ou f(z) =1
pour x € [a,c|.

D’autre part, pour = €]c, b] et tout n tel que ¢, < x, on a

/f |‘”‘dt</fn Ot < [ fa— FI°

d’out f(x) =0 dans ]c,b]. Ainsi f ne serait donc pas continue en
c d’ou la contradiction. ]

Remarque 3.14 La complétion de E conduit aux espaces LY.

4 Propriétés des espaces vectoriels normés

4-a Notion d’espace vectoriel topologique

Définition 4.1

(1) Soit E un espace vectoriel sur A = R ou C et T une topologie sur E.
Le couple (E,T) est un espace vectoriel topologique si T est compatible
avec les opérations algébriques de E
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o Lapplication ¢ : (x1,22) € E?> — x1 + 29 € E est continue.
e L’application ¢ : (\,x) € A x E — Az € E continue.

(2) (E,T) est un espace vectoriel topologique localement convexe si
(E,T) est un espace vectoriel topologique et si, de plus, tout point admet
une base de voisinages converes.

Exemple 4.2
1.) A muni de la topologie usuelle est un e.v.t. localement conveze.

2.) Si E est un espace vectoriel quelconque sur A muni de la topologie T
grossiére, alors E est un espace vectoriel topologique localement convexe
(car toute application de E grossier est continue).

3.) Si E un espace vectoriel quelconque sur A, muni de la topologie
T discréte, alors E n’est pas un espace vectoriel topologique localement
conveze. En effet, on a
- (1) Vaddition est continue.
- (2) la multiplication par X ne l’est pas.
Démonstration.
Si (A\,x) — Az était continue, alors l'application partielle f :
A — Az serait continue et ainsi f(1) = z, or E est discret
donc {x} € v(x). Ceci donnerait alors f~1({x}) € va(1) donc
{1} € va(1) ce qui est fauz. |

Proposition 4.3 Soit a un point d’une espace vectoriel topologique F,
alors
(1) L’application

re€EF—x+ack

est un homéomorphisme.
(2) Si X # 0, alors lapplication

reFE —XMeF

est un homéomorphisme.

Démonstration.
(1) L’application x — x + a est une bijection bicontinue, donc
résultat immédiat.
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(2) L’application x — Az est également une bijection biconti-
nue, d’ou le résultat. [

Remarque 4.4 La premiére application est intéressante car pour
connaitre les voisinages d’un point, il suffit, par translation, de connaitre
les voisinages de l’origine.

Proposition 4.5 Tout espace vectoriel mormé est un espace vectoriel
topologique localement conveze.

Démonstration.
Considérons les applications

v (x1,29) — T + T2

et
(N x) — Az

Sur F2 on a la norme
2]l g2 = sup([|z1]], [|z2])

et sur A X F on a la norme

(A @) laxe = sup(|A], [[=])
e © est continue. En effet, soit 2/ = (2, 2%) et © = (21, 22), ainsi
p(a') = plz) = 21 + 25 — 21 — 22
et on a
2 = 21lle + |25 — 22lle

<
<l =2 llp2 + |z — 2| g2
< 2z —a'||p2

le(@’) = (@)l e

Ce qui montre le résultat.
e ) est continue. En effet, soit ug = (Ao, zg) et u = (A, x), ainsi

Y(u) —P(ug) = Az — Ao
= ()\ — )\0)(% — .1‘0) + Aoz + Axg — Aoxo — AoZo
= (A= X0)(z — x0) + Ao(x — 20) + (A — Ao)zo
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et donc

19(w) = o)l < 1A= Aolllz = zo]l + [olllz = zoll + [A = Aol[|zoll
< flu = uoll® + [ Xollflw — woll + [lzol[[[u — wuoll

ce qui montre que 1 est continue (mais non uniformément conti-
nue).

e F est localement convexe. En effet, si 9 € FE alors
{B(zg,r) , 7 > 0} est une base de voisinages convexe de x,
d’ott le résultat. [ |

Corollaire 4.6 Si (z,) — x dans E, (y,) — y dans E, et (A\,) — A
dans A, alors
Tp+Yn — THY
et
AnTn — Az

4-b  Adhérence d’un sous-espace vectoriel

Proposition 4.7 Si A est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
normé E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

Soient x et y € A et A\, u € A. Montrons que Az + uy € A. Pour
cela,

x est limite d’une suite (z,,) de points de A.

y est limite d’une suite (y,,) de points de A.

Comme Az, + py, € A (sous-espace vectoriel) et Az, + py, —

Az + p (d’aprés corollaire), alors Az + py € A. ]

Remarque 4.8 On montre que si A est une partie convexe d’un espace

— [e]
vectoriel normé E, alors A et A sont convezes.

4-c Boules et sphéres dans un espace vectoriel normé

Proposition 4.9 Dans un espace vectoriel normé, on a
B(',B()a ’F) = Bf(w()) ’F) et B(;U(b T)* = S(x()? T)

et

o

——
B (z9,r)= B(xo,r) et Bl (xg,7)* = S(xo,r)
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Démonstration.

Supposons que xy = 0.

e B* = §. On sait que B* C S, montrons que S C B*.

Soit x € S. L’application f : A € A — Az € E est continue et
méme pour A = 1, ott on a f(1) = z. Soit V € v(x), f~1(V) €
v(1). Donc il existe A < 1 et X > 1 dans f~1(V).
eV = xeVnNB.

Nz eV = NxeVNIB (car z € S).

Tout voisinage de z rencontre B et 0B donc = € B*.

—

e B/* = §. Méme demonstration ; a la fin on a Az € VN CB et

Nz eV NB.
.EO:BUB*:BUS:BJ‘.
e B/=Bf—Bf*=B/ —§5=0. n

4-d Séries dans un espace vectoriel normé

Définition 4.10 Soit E un espace vectoriel normé et (u,) une suite de
points de E. On lui associe la suite (Sy,) telle que : Sy = ug+ui+- - - +uy.
[e.e]

Le couple (un,Sy) s’appelle série. Notation usuelle : Zun

n=0
o
La série g uy, est dite convergente si la suite (Sy,) est convergente.
n=0
oo oo
La série E uy, est dite absolument convergente si E lun|| est conver-
n=0 n=0

gente.

oo
La série E Uy convergente se note g Up < +00.

n=0
Théoréme 4.11 Dans un espace de Banach E, toute série absolument
convergente est convergente.
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Démonstration.

o0
Soit la série convergent Z |Un|| < 00 et Sy = Uy + -+ + Up.

n=0
Nous avons

[Sntp = Snll < NUntall + -+ + [[Untpll

Soit Ve > 0, alors pout tout n > ng, et pour tout p > 1, (la
convergence absolue de la série suppose 'existence d’un certain
np), on a

[Sntp — Snll <

et donc (Sy,) est une suite de Cauchy dans E complet, elle est
convergente. []

Remarque 4.12 L’intérét de ce résultat réside dans le fait que la série
|Unl| est a termes positifs. Les régles de convergence usuelles peuvent
s’appliquer (régles de Cauchy et de Dalembert).

Théoréme 4.13 : Réciproque

St dans un espace vectoriel normé E, toute série absolument convergente
est convergente, alors E est complet (c’est-a-dire E est un espace de
Banach).

Démonstration.

Soit (x,) une suite de Cauchy dans E. Pour tout ¢ = 2% > 0il
existe ny tel que pour tout n > ny : ||z, — x| < 2%

On peut supposer les ny strictement croissants, en particulier
pour tout k£ > 1

Hxnk+1 - xnkH < 27,1C
! 1 énéral d’ éri donc la séri
or 55 est le terme général d’une série convergente, donc la série
de terme général (2, , — 2n,) est absolument convergente. Si

E Ty, —Tn, est absolument convergente, alors elle est conver-
gente. Or

P

E : [xnkﬂ _$nk] = (Tny = Tny + Tny — Ty + )

k=1
Tnpyr — T
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Zn, étant constante, donc (Jinp +1) est convergente et donc E est
complet. Cela résulte du fait que pour qu’une suite de Cauchy
soit convergente, il suffit qu'une sous-suite soit convergente, ou
encore une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence est
convergente. ]

Proposition 4.14 Condition nécessaire et suffisante.
Pour qu’un espace vectoriel normé soit complet il faut et il suffit que
toute série absolument convergente soit convergente.

Remarque 4.15 Si un espace vectoriel normé E est non complet, alors
il existe au moins une série de E absolument convergente et non conver-
gente.

4-e Normes équivalentes

Définition 4.16 Soit E un espace vectoriel normé sur A.

(1) Les normes p et p' sont équivalentes si les métriques associées d et
d sont équivalentes.

(2) Les normes p et p' sont uniformément équivalentes si les métriques
associées sont uniformément équivalentes.

Proposition 4.17 Une condition nécessaire et suffisante
Pour que les normes p et p' soient équivalentes sur E il faut et il suffit
que Ja et b > 0 tel que

ap < p' < bp

Démonstration.

Condition nécessaire

e Si p~p équivaut & d ~ d' et donc By(0,1) D B/,(0,2r").
/

Soit z € E — {0}, alors y = ,7'7 x € Bly(0,2r') C By et donc

P'(z)

/
4 pr) <1=1r'p<p.

p'(z)

e p~p <= p ~ painsi en permutant, il existe r > 0 tel que

p(y) <1<+

rp’ < p et donc p’ < P En résumé en prenant a =1’ et b = %,

cela convient.

Condition suffisante
Sionaap <p' < bp,alors ad < d < bd. Et donc By(zg,7) D
B (zo,ar) et
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By (xo,7") D Ba(xo, % )-
Ce qui donne d ~ d' uniformément et par conséquent p ~ p
uniformément. [

Corollaire 4.18 Les normes p et p' sont équivalentes si et seulement si
les normes p et p' sont uniformément équivalentes.

Corollaire 4.19 Soient p et p' deuz normes équivalentes sur E. Alors
(1) Si (xy,) est une suite de Cauchy dans (E,p), alors (x,) est une suite
de Cauchy dans (E,p’) et réciproquement.

(2) Si (E,p) est complet, alors (E,p’) est complet et réciproquement.
(3) Si A est borné dans (E,p), alors A borné dans (E,p’) et réciproque-
ment.

5 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Soit E un espace vectoriel normé de dimension n et {ej,--- ,e,} une
base de F.

5-a Opérations sur les fonctions continues

On considére les fonctions continues de ’espace topologique X dans A.

Proposition 5.1 Soient f et g deux applications d’un espace topologique
X dans A, continues en xog € X, alors

(1) f+ g est continue en x

(2) f.g est continue en x

(3) f/g est continue en xq, si g(xg) # 0

(4) |f| continue en x.

Démonstration.
(1) Si on consideére

reX — (f(x),g9(x) € A2 — f(x)+g(x) € A

On a la composée de deux applications continues et donc f + ¢
est continue.
(2) Si on consideére

1€ X — (f(x).9(x)) € A2 — f(a)g(x) € A
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On a la composée de deux applications continues et doncfg est
continue.
(3) Si on considére

reX —glx)e A —1/g(z)

1
On a la composée de deux applications continues. De plus f—
g

continue donc f/g est continue.
(4) Si on consideére

reX — flz) — [f(z)|

On a la composée de deux applications continues et donc | f| est
continue. [ |

Remarque 5.2 L’ensemble C(X,A) des fonctions continues X — A
est une algebre.

Corollaire 5.3 Soient f et g deux applications de X topologique dans A
supposées continues en xo € X, alors inf(f,g) et sup(f,g) sont continue
en xg.

Démonstration.

e Nous avons inf(f,g) = %[f +9g—|f —g|]. Comme f+ g est
continue et |f — g| est continue, alors par composition, inf(f, g)
est continue.

e Nous avons sup(f,g) = %[f + g+ |f —gl|]. Comme f + g est
continue et |f — g| est continue, alors par composition, sup(f, g)

est continue. |
Remarque 5.4 Cela s’étend par récurrence a : inf(fi, -+, fn) et
sup(f1,-- -, fn)-

5-b Etude de E normé par py(z) = sup |z

1<i<n

Notons que pg est une norme (immédiat). Supposons que A™ soit normé
par
po(x) = [[€l = sup [l
1<i<n

ot £ = (&;)1<i<n, alors on a le résultat.
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Proposition 5.5 E muni de py est isomorphe a A™.

Démonstration.

n
L’application f : xz = inei € E — &= (2i)i<i<n € A" est
i=1

un isomorphisme algébrique de £ — A™. La norme ||f(z)| =
€|l = sup |z;| = po(x) est conservée. -
1<i<n

Corollaire 5.6 L’espace vectoriel normé (E,pg) est complet et toute
partie A de (E,pg) est compacte si et seulement si A est fermée bor-
née.

En particulier, S(0,1) est fermée bornée, donc elle est compacte dans
(E,po).

5-c  Etude de E normé par p quelconque

Théoréme 5.7 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Démonstration.
Soit p une norme quelconque sur E. Montrons que p et py sont
équivalentes.

n
e Soit x € F, x s’écrit x = Z&wi et on a
i=1

p(x) <Y lzilp(li) < po(x) Y p (L) = bpo(x)
i=1 i=1

ce qui implique p < bpg.
e p est continue sur (E,pg). En effet, pour x et 29 € E, on a

Ip(z) — p(z0)| < p(x — 20) < bpo(x — 70)

. o €
ce qui donne pour tout € > 0, il existe n = R tel que po(x—x9) <

e/b = |p(x) — p(x0)| < . Par conséquent p est continue.

e po/p est définie continue sur S(0,1) de (E,pg) car comme py
est continue et p’ est continue, alors pg/p est continue sur (E’, pg)
avec E' = E — {0} donc sur S(0,1) de (E,pg). Or S(0,1) est
compacte donc pg/p est borné c’est-a-dire po/p < k; ce qui
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montre que apy < p (avec a = %) et donc on a l’équivalence
D ~ Po. u

Remarque 5.8 On démontre que sur un espace vectoriel de dimension
finie, il existe une seule topologie T séparée telle que (E,T ) soit un espace
vectoriel topologique.

On peut considérer alors, par exemple, la topologie T définie par pg.

Corollaire 5.9 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n,
alors

(1) E est homéomorphe a A™.

(2) E est complet.

(3) Si A C E, alors A est compacte si et seulement si A est fermée
bornée.

Corollaire 5.10 St A est un sous-espace vectoriel de dimension finie
dans un espace vectoriel normé E quelconque (c’est-a-dire de dimension
quelconque), alors A est fermé.

Démonstration.

Si A est un sous-espace vectoriel de dimension finie, alors A est
complet (car homéomorphe a A™ complet). Par ailleurs comme
A est complet dans F métrique, alors A est fermé. [ ]

5-d Théoréme de Riesz

On a vu que si F est de dimension finie, alors E est homéomorphe a A",
or A" est localement compact, donc E est localement compact. Mais on
a également le résultat suivant, connu sous le théoréme de Riesz?.

Théoréme 5.11 Tout espace vectoriel normé E localement compact est
de dimension finie.

Démonstration.

Soit E un espace vectoriel normé localement compact, alors il
existe K compact € v(0) et Bf(0,r) C K. Et donc B(0,r) est
compacte (car fermée dans K compact). L’homothétie étant un
homéomorphisme, la boule B = B/(0,1)(= Bf(0,r.1)) est com-

pacte. Soit alors U B(a,1/2) D B. Comme B est compacte,
a€B

4. Marcel Riesz, Mathématicien hongrois, 1886-1969
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il existe un sous-recouvrement fini par des boules centrées en

n
(@;)i=1,n c’est-a-dire U B(a;,1/2) D B.
i=1
Soit alors A 'espace vectoriel engendré par {ay,- - ,ay}, de di-
mension finie < n.
Montrons que E = A. Sinon il existerait x € F — A, et puisque
la dimension de A est finie dans E qui est un e.v.n. = A est
fermé et 0 = d(z, A) > 0. Par conséquent il existe a € A tel que
Tr—a
§ < d(z,a) = ||z — a|| < 26. Considérons alors y = Tz —al
Tr—a
Nous avons

n
lyl=1€B = yelJB(a:1/2)
=1

donc il existe i € {1,---,n} tel que y € B(a;,1/2) y s’écrit

[ = all

r=a+ ||z —al|a+ |z —alz=d + ||z —a|z

y =a; + z avec ||z|| < 1/2. Comme a; + z = ,on a

(a' € A car combinaison d’éléments de A). On a donc

3.1

le—all = e —alll2ll < 55 5 =5 6 <4

3
2 4
d’ou la contradiction car ||z — a/|| > §. Finalement E = A et E
est bien de dimension finie. ]

Ce théoréme joue un role fondamental dans 1’etude des opérateurs com-

pacts.

Théoréme 5.12 : Généralisation
Tout espace vectoriel topologique localement compact est de dimension

finie.

Cette généralisation est admise.

6 Famille totales

Soit E un espace vectoriel normé sur A = R ou C.
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Définition 6.1 Une famille (x;);c; de points de E est totale dans E si
le sous-espace vectoriel X engendré par (x;)ier est partout dense sur E
(X =E).

Exemple 6.2
1.) Si (b;) est une base quelconque de E, alors X = E.
2.) Considérons E = C([a,b],R) avec ||f|| = sup |f(z)|. Alors

z€la,b]
(17x’x2’-.- 71’”7-.-)
est une famille totale dans E.

D’apres le théoréme de Weiertrass® classique, on a aussi
L’ensemble des polynomes [a,b] — R, noté P([a,b],R), est partout
dense dans F.

Nous allons voir une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une
suite totale (c’est-a-dire d’une famille au plus dénombrable).

Proposition 6.3 Dans un espace vectoriel normé E, il existe une suite
(finie ou infinie) totale dans E si et seulement si E est séparable.

Démonstration.
Condition nécessaire. Soit (z1,---,%n,---) une suite totale
dans F, c’est-d-dire que le sous-espace X engendré par
{21, ,&p, -} est tel que X = E.

n

o Soit 4, = {zx = anz} ou r; € Q (si on est dans R) ou
=1
ri € Q 4+ 1Q (si on est dans C).

e Soit f = mei c A, — (Ti)lgign € (Q + lQ)n
i=1
On sait que Q + ¢Q est dénombrable. Comme f est injective,

o0
alors A, est au plus dénombrable, soit donc A = U A, qui est

n=1
au plus dénombrable.

e Vérifions que A = E. On va vérifier que A = X (comme X = F

n
alors on aura A = E). Soit z € X, alors x s’écrit x = Z)‘ixi

i=1

5. Karl Theodor Weierstrass, Mathématicien allemand, 1815-1897
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ot A; € A. Il existe une suite r;(p) (de rationnels) qui converge,
quand p — o0, vers \; (car Q= R) pour tout i = 1,--- ,n.
n

Alors a, = Z ri(p)x; est un point de A et a, — x car :
i=1

le—apl = 13— rilp)ai
=1
< - ) ail — 0
i=1

quand p — oo. Par conséquent A = X et donc A = E (car
X-B)

Condition suffisante. Si A est séparable, alors il existe
{a, - ,an, -} au plus dénombrable partout dense sur F et
(an)n>1 est une suite totale sur E. Si on note A le sous-espace
vectoriel engendré par les (ay)n>1, alors A est évidemment par-
tout dense sur F. [ |

Remarque 6.4 La condition suffisante de ce résultat peut étre améliorée

par :

St un espace vectoriel normé E est séparable, alors il existe une suite
totale algébriquement libre (c’est-a-dire formée de vecteurs linéairement

indépendants).
Démonstration.
Soient {ay,- - ,an, -} partout dense sur E et A le sous-espace
vectoriel engendre par {ay,--- ,an,---}. Il existe une base C
{ai, - ,an, -}, soit {an,, -+ ,an,, -} € A, et la suite (ap,)
est totale car le sous-espace vectoriel engendré par (an,) est A
et est partout dense sur E. |

7 Bases topologiques

Définition 7.1 Une suite (by)new d’éléments de E est une base topo-
logique de E si pour tout x € E, il existe une suite (Xp)peN (Tn € A)
unique telle que

o
T = g Tnbp
n=0
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Remarque 7.2 Ne pas confondre avec une base algébrique car ici on a
une combinaison linéaire infinie.

Exemple 7.3
1.) Si la dimension de E est finie = n, alors b; = 0 pour tout i > n.

2.) Soit
o0
E =10 ={z=(zn)nen telle que Z |zn| < 0o}
n=0
Alors 01 est un espace vectoriel sur A (c’est méme un Banach) et ||z| =
o0
Z |z |. Soit alors la suite (by,) définie par
1 sii=n
b”_‘s’”'_{ 0 sii#n

Autrement dit by, s’écrit b, = (0,0,---,0,1,0,---) ot on a1 a la n-iéme
position. Alors (by,) est une base topologique. En effet, D’une part by, € 1

(o ¢]
et x = Z Tnby,. D’autre part

n=0
n
x_zxzbl = (0707 707xn+1737n+27"')
=0
est tel que
n oo
|z — szbZH = Z |zi] — 0 quand q¢ — oo
i=0 i=n-+1

Proposition 7.4 : Condition nécessaire d’existence
S’il existe une base topologique (by)nen de E, alors E est séparable.

Démonstration.
Dans ce cas (bp)nenw est une suite totale. Si x € E, alors

n n
r = lim E x;b; et ainsi E x;b; appartient & un sous-espace
n—oo
. =0 =0
vectoriel engendré par les b;. [ |
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Remarque 7.5 Probléme.
Tout espace de Banach séparable admet-il une base topologique ?



Chapitre 8

Applications linéaires
Prolongement de formes
linéaires

1 Applications linéaires

1-a Définition - Premiére caractérisation

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corps A = R
ou C. Commencons par rappeler quelques définitions et résultats.

Définition 1.1 L’application v : EE — F est linéaire st

ulz+y) = ulx)+uly) , z,yeklE
u(Ar) = du(x) ., AEA

Remarque 1.2 Dans le cas particulier ou E = A, alors pour tout A,
u(A1) = Au(l) = Xa ot a € F et donc u(x) = za (x € E) et alors u est
uniformément continue car :

lu(z) = u(@)ll = Iz — 2")all < |lalllx — 2]

Proposition 1.3 Si u est une application linéaire E — F et si
dimE = n fini, alors u est continue (uniformément) sur E.
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Démonstration.
Soit {e1,- -+ ,e,} une base de E. Pour tout z, 2/ € F, on a
n n
/ /
T = E xie; et xr = E xr;e;
i=1 i=1
Prenons ||z|| = sup |z;|, alors

1<i<n

d’ou

lu(e) = u(@)| <Y o = zil-ule)] < o — /|
=1

n

(Z |lu(e;)|| = A.Jx — 2'||). Finalement n = /A convient pour
i=1

I'uniforme continuité. |

Remarque 1.4 Si E est de dimension infinie, alors il peut exister une
application linéaire non continue.

Contre-ezemple. Prenons E = F = {fonctions indéfiniment dérivables :
[0,27] — R} avec

I =" sup [f(z)]

x€[0,27]

Soitu: fe E— f' € F=F; Alorsu est linéaire mais non continue en
sinnx 1

0. En effet, soit fn(x) = VAL on a || fn] = N — 0, donc f, — 0
quand n — oo dans E, mais f](x) = \/ncosnx et ||f.|| = v/n # 0
c’est-a-dire : f} = u(fn) 4 u(0) =0

1-b Critére de continuité

Théoréme 1.5 Soit u une application linéaire : £ — F. Il y a équi-
valence entre :

(1) u est continue a lorigine.

(2) Il existe M > 0, pour tout x € E, ||u(x)| < M||z|.

(8) u est uniformément continue sur E.
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Démonstration.

(1) — ()

Si u est continue en 0, alors pour € = 1 , il existe n > 0 tel
que ||t]] < n = |lu(t)|| < 1. Soit x # 0 quelconque dans E,

considérons t = W.x, alors
x
il =0 < 0= Ol = Ipge@] < 1, cestadire
x

1
l|lu(z)]| < —||z| (si z =0 alors ||u(0)|| = 0 est toujours vrai).

n
(2) = (3)

Considérons u(x) —u(z') = u(x—1'), alors ||u(x —2')|| < M|z —
| < e Si|e—-2| <e/M (n =¢/M) don la continuité
uniforme.

(3) = (1) : Evident. ]

Remarque 1.6
1.) Siu est une application linéaire E — F, alors u est continue en x
si et seulement si u est continue en tout point.

Démonstration.

Condition suffisante. Fvident.

Condition nécessaire. Si u est continue en xq, alors u est conti-

nue en 0. On a

w(z) = u(z + z9) — u(xg) — 0 six — 0.

Donc u(z) — u(0) = 0 et d’aprés le théoréme (1) => (3). =
2.) Siu est linéaire E — F, ou bien u est continue en tout point ou
bien u est discontinue en tout point.

Proposition 1.7 Sip et p’ sont deux normes sur E, alors p et p' sont
équivalentes si et seulement si il existe a et b > 0 tels que

ap <p' <bp

Démonstration.
p ~ p' se traduit par

f:xze(E,p) — xze(FE)p) continue
et
[ ixe(Ep) — xe(E,p) continue

or f et f’ sont linéaires, donc
[ est continue = p'(z) < Mp(z).
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1" est continue = p(z) < M'p(z).
D’ou le résultat avec b= M et a = 1/M’. ]

2 Espace d’applications linéaires continues

2-a  Espace vectoriel L(E, F)

Définition 2.1

(1) L(E,F) est, par définition, ’ensemble des applications linéaires
continues de E dans F.

(2) L(E, F) est, par définition, ’ensemble des applications linéaires de
FE dans F.

Si E=F, alors L(E,E) est noté L(E).
Si F = A, alors L(E,\) est noté E' et s’appelle dual topologique de E.
Si F'= A, alors L(E, A) est noté E* et s’appelle dual algébrique de E.

Proposition 2.2 L(E, F) est un espace vectoriel sur A.

Démonstration.

L(E,F) C F(E,F) qui est un espace vectoriel.

e Si f et g sont linéaires continues £ — F', alors f+4g¢ également
car composée de :

x € E— (f(x),9(x)) € FrF — f(x) + g(z) € F qui sont
continues.

e Démarche analogue pour Af. [ |

2-b Espace normé L(E, F)
Soient

B={ecE/|a <1} et S={zcE/|t|=1}

Proposition 2.3 L’application

u € E — |lul| = sup [[u(z)]
reB

est une norme (dite norme usuelle) sur L(E, F).
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Démonstration.

Soient u et v € L(E, F).
(i) I existe M > 0, pour tout x € E : |u(x)| < M|z, il en
résulte que |lu|| < M. On a donc bien |Ju| € R.

(ii) Si [lul| = 0, on a u(z) = 0 Vo € B et comme tout élément de
E est de la forme A\r avec z € B, on a aussi u(z') =0V2' € E
et donc u = 0.

(iii) [|Au(z)[| = [Alllu@)[], dot [|Aul] = [Alf|u]-

(iv) On a, pour tout « € B, |[u(z) +v(z)| < |lu()| + Jv(z)| <

[lu|| + ||v]]. Il en résulte que [|u + v|| < |Jul| + ||v]|- [

Remarque 2.4
1.) ||ul| est le plus petit élément de [’'ensemble

{M>0/vVeek : |ul)]< M|z}

car d’apres la définition de la borne supérieure, ||ullest le plus petit élé-
ment de {M > 0 / Va € Bllu(z)|| < M} et on vérifie immédiatement
que ce dernier ensemble est égal a

{(M>0/Veek : |lu(@) < Mull}

2.) On a, en particulier, pour tout x € E : ||u(x)| < |lu|.|z|. Cette
inégalité est la meilleure magjoration de ||u(x)|| qui est valable pour tout
T.
3.) S’il existe M tel que |u(z)|| < M||z||, pour tout x € E, alors on a

lull < M
Proposition 2.5 Si E # {0}, on a :

[[u(z)]]
[ul = sup = sup [[u(z)||
z€E—{0} k41 zeS

Cette proposition fournit une autre expression de ||u||.

Démonstration.
e La premiére égalité résulte immeédiatement de la proposition
précédente et de la définition de la borne supérieure.
e la deuxiéme égalité se déduit aisément de 'invariance du rap-
[[u(z)]l
ort
]

pour toute homothétie de centre 0. [ |



200 Chapitre 8 - Eléments de topologie

Si E = {0}, le seul élément de L(E, F') est u = 0, donc E — {0} et S
sont vides. et on vérifie encore que |lu|]| =0 (car = sup () dans R.;).

Exemple 2.6
1.) Si E = A, toute application est de la forme u(x) = azx avec
[[u(z)]]

(el

a € F. Cela donne ||u(x)| = ||a||.|z| et donc = ||la|| soit encore

[ull = flall-

2.) 8i E =C([a,b],A) et FF'= A, alors si on considére lapplication

u:feE—>/bf(x)dx

et || fll = sup |f(x)|. L’application u est linéaire continue. En effet,

z€[a,b]
b
[ fads

d’ot u est continue et ||ul| < (b—a).

b
[u(f)| = < / F(@)dz < | F](b— a)

Si fO(CU) =1 dans [a,b], alors ‘Q'L{ff(?ﬁ‘ =b—a, et donc ||U|| >b—a (car
0
|u|| = sup HI|L|¥|1|)”) Finalement |ju|| = b — a.

Proposition 2.7 : Espace L(A, F)

L’espace L(A, F) est isomorphe a F'.

Démonstration.

Soit Iapplication ¢ : u € L(A,F) — a € F (u(x) = ax). Alors
¢ est surjective et linéaire et on a ||o(u)|| = ||a|| = [Jul|, et donc
¢ est une bijection linéaire de L(A, F) — F. ]

Propriété 2.8 Si F est complet, alors L(E, F) est complet (méme si E
ne l’est pas).

Démonstration.
e Soit (uy) une suite de Cauchy dans L(E, F).
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Ve >0, 3dp, Vn,m > p: |Jup — unl|| < e. Soit x fixé € E, alors
Vn,m > p

[un(z) = um ()] < fJun — wm|-|z[| < ef|2]]

Pour z fixé, (un(z)) est une suite de Cauchy dans F' complet, et
donc uy,(z) converge vers v(z) (avec v : E — F).

e v est linéaire. En effet,

v(z+y) = limu,(x 4+ y) = limuy,(x) + limu, (y) = v(x) + v(y)
v(Az) = limu,(Ax) = Alimu, (z) = Av(zx).

e v est continue. En effet,

lm |Jup () —um(z)|| < ellz||. On fait tendre seulement m vers
m—r0o0

00, et pour tout n > p : ||v(x) —un(z)|| < €l|z||, soit encore || (v—
up)(z)]| < ellz||. Or (v — uy,) est linéaire, donc elle est continue
(d’aprés I'inégalité). Comme u,, continue, alors (v—1uy,)+uy = v
est continue, donc v € L(E, F).

e L(E, F) est complet. D’apreés I'inégalité précédente, on a, pour

tout n > p : ||lv — uy| < e, ce qui prouve que lim w, = v.
n—ao0

La suite de Cauchy (u,) étant convergente dans L(E, F'), alors
L(E,F) est complet. |

Proposition 2.9 Si E, F et G sont 8 espaces vectoriels normés sur A
avec u € L(E,F) et v € L(F,G), alorsvou € L(E,G) et |[[voul <
[[o]l-[ull

Démonstration.

e On sait que v o u est linéaire.

e On a [jv(u(@))| < [[vfl[lu(z)|l < ([vll-[ul)llz]] = vou est
continue.

o [[voull < [lvf]-[fu]- u

Soient E1, Es et I’ des espaces vectoriels normés sur le méme corps A.
Soit B = Ey x Es et x = (x1,x2) € E avec ||z| = sup{||z1]], ||x2]|}-

Proposition 2.10 Espace L(FE1 x E, F)
Soit uw € L(Ey X Ey, F), alors il existe u; € L(Fy, F), pour i = 1,2, telle
que, pour tout x = (x1,x2), on a

u(zy, w2) = ur(z1) +ua(we) et fugl| < fJull , Vi=1,2
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Ce résultat donne une décomposition en quelque sorte de l'application
U.

Démonstration.

(x1,22) = (21,0) + (0, z2) donne u(x1,x2) = u(x1,0)+ u(0, z2).
On pose alors

ui(z1) = u(z1,0) et ug(xa) = u(0, x2).

Pour tout ¢ = 1,2, u; est linéaire. D’autre part u; est continue
car [lui(z1)| < [luilll(z1, 0) || < [Jugll.[[=]- =

Proposition 2.11 Soit u; € L(E;, F) pour i = 1,2 et soit u l'applica-
tion définie par
u(xy, xe) = ui(xy) + u(xz)

alors u € L(Ey x E9, F) et |Jul| < |Ju| + [Juz]|-

Cette proposition représente une sorte de réciproque de la précédente.
Démonstration.

Il est évident que u est linéaire et continue. Et on a

[uzr, z2)l| < flurll- 2]l + [Juzl]-[lz2]]

3 Dual topologique

Soit E' = L(E, A).

Remarque 3.1

1.) E' est toujours complet car A U'est (méme si E ne l’est pas).

2.) E' est un sous-espace vectoriel de E*.

3.) Si [ est une application non identiquement nulle (f € E* — {0}),
alors f est surjective.

Démonstration.

Il existe un xg € E tel que f(xg) # 0. Soit alors f(xg) = Ao. Si
A A

A €A, alors f(—x0) = —f(xg) = \. [
Ao Ao

Proposition 3.2 Si f € E*, alors f est continue si et seulement si
H = Kerf = f~1({0}) est fermé.
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Démonstration.

Condition nécessaire. {0} est fermé dans A et f est continue
E — A, alors f71({0}) est fermé.

Condition suffisante. Si f = 0, c’est évident. Sinon soit € > 0,
d’aprés la 3éme remarque ci-dessus f surjective.

Il existe a € E tel que f(a) =€ # 0 et donc a € H, c’est-a-dire
a € E— H ouvert (car H fermé par hypothése) et donc il existe
Bf(a,n) C E — H (c’est-a-dire disjoint de H).

Veérifions alors que ||z]| < n = |f(x)| < & (continuité a I'origine
= continuité partout). Sinon il exizte xo € E tel que ||zo]] <7

F(0)

et |f(zo)| > €. Soit alors x = a — .zp ce qui donne

J(@) = (@) = g f (o) = e =2 =0
et donc x € H. Or
5 €
[ —all = mﬂﬂfoﬂ o < l= [z —al|<n
(car ||zo]| < n). Par conséquent 2 € BY(a,n), d’oit la contradic-
tion car Bf (a,n) N H = (). [

Remarque 3.3 La proposition est fausse si A = F.

Contre-exzemple. Si E = F = { application indéfiniment dérivables
0,27] — R ou [a,5] —> R}, avee [f]| = sup |f(x)].
z€[a,b]

Soit Uapplication uw : f — f'. Alors u est linéaire et u=1({0}) =
{fonctions constantes} est fermé (car c’est un sous-espaces vectoriel de
dimension finie dans E) et on sait que v non continue.

4 Applications bilinéaires continues

Soient Eq, Es et I trois espaces vectoriels normés sur A et £ = E1 X Eo
avec
[z g = sup{[lz1[, [=2[/}

Rappelons qu’une application u : 4 X Fy — F' est dite bilinéaire si,
pour tout (x1,x2) € E x E, les applications

t — u(t,za) et t— u(xy,t)
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sont linéaires.

Si By = E5 = A, prenons x1 = z9 = 1, alors
u(A, p) = Apu(l,1) = Apa

ot a € F et donc les applications bilinéaires sont de la forme u(z1, z2) =
ari1xra.

Proposition 4.1 Critére de continuité

Soit u une application bilinéaire E1 X Eo — F. Il y a équivalence entre
(1) u est continue au point (0,0).

(2) Il existe M > 0, tel que ¥(x1,22) € E ||u(z1,z2)|| < Mljz1]].||x2|-
(3) u est continue sur E = E7 X Es.

Démonstration.
(1) = (2) : Si u est continue au point (0,0), alors pour tout €
(qu’on peut prendre égal a 1), il existe n > 0 tel que ||t1]| <7
et ||t2]] < n alors [Ju(ti,t2)|| < 1. Soit = (x1,z2) quelconque
dal%s E, pa7r7 homothétie on passe a (t1,t2) avec t = (t1,t2) =
Toal ™ el

2). Cela donne

n n 1
lu(i—=r1, —22)| <1 = [Ju(zr,z2)|| < = llz1]].][22|
|zl |22l n?

donc (2) est vérifice avec M = 1/n>.
(2) =(3) : Soit a = (a1,a2) € E, on a
u(zy,v0) —u(ar,a2) = wu(xy — a1, x9) +ular,ze — az)
= wu(r1 —a1,x2 —az) + u(ry — ay,ag)
+U(a1,$2 — ag)

ce qui donne

u(@1, x2) —ular, a2)l| < [lu(zr — a1, 22 — az)||
Hu(zr — a1, a2)|| + [Ju(ar, z2 — az)||

< M {|lz —al® + ||z — alll|z2[l + a[[lz — all}

Chaque terme tend vers 0 quand x — a, donc u est continue.
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(3) = (1) : Evident. [

Remarque 4.2
1.) Si Uapplication u est bilinéaire continue en un point (a1, as) alors u
est continue sur Ey X Ey (car u continue en (aj,a2) = u continue en
(0,0) et donc en tout point d’aprés la proposition).
2.) Si Uapplication u est bilinéaire, alors u est uniformément continue si
et seulement si u = 0.
Contrairement aux applications linéaires, une application bilinéaire non
identiquement nulle n’est jamais uniformément continue.
Démonstration.
Soit (a1,a2) € E. Alors pour tout n >0, on a

al as
u(nay + — nag + ;) —u(nay,naz) = 2u(ai,as) + ﬁu(al, as)

Sl y avait continuité uniforme de u, alors , quand n — oo
le premier membre tend vers 0 et le deuxiéme membre tend vers
2u(ai, az) donc a la limite on aurait u(ai,as) = 0. ]

5 Espaces d’applications bilinéaires continues

Soient F1, Es et I trois espaces vectoriels normés.

5-a Espace vectoriel L(E, Ey; F)

Définition 5.1 On désigne par L (Fy, E2; F) l’ensemble des applica-
tions bilinéaires continues de E1 X Eo9 dans F'.
On note Lo(E1, F) U'ensemble L(E, E1; F)

Proposition 5.2 L(Ey,E9; F) est un sous-espace vectoriel de
L(E1, Ey, F)

Démonstration.

Il est clair que toute combinaison linéaire d’applications bili-
néaires continues est bilinéaire continue. ]

5-b Espace normé L(E,, Ey; F)

Soit o
B ={z = (21,22) € E1 x By / ||z|]| < 1}
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Proposition 5.3 L’application u — sup ||u(x)| est une norme sur

zeB
L(Ey, Eg; F)
Démonstration.
La démonstration est analogue a celle du cas L(E, f). |

Remarque 5.4 On a, en particulier : ||u(z1,z2)|| < ||lul|.||z1]|||z2|| et s’il
existe M > 0 tel que ||u(x1,x2)|| < M||z1]|||x2]| pour tout x = (x1,x2) €
Ey x Es, alors on peut affirmer que ||u|| < M.

Proposition 5.5 L(E1, E2; F') est isomorphe a L(E1; L(Ea; F))

Démonstration.

Soit u € E(El,EQ;F) et (1’1,332) € F=F| x Es.

e L’application uy, : x9 € Ey — u(x1,22) € F est linéaire
continue, et donc uy, € L(E2, F'). De plus, on a

[z, (@)l = u(@r, z2)|| < [lullllza][lz2]]
qui est vraie pour tout x (x; fixé). Ainsi
[ | < el

e L’application @ : ©1 € Ey — uy, € L(E; F) est linéaire
continue.
(i) 4(x1) = uy, donne

@) = lluzy || < [l ]

donc @ est continue et ||al| < |lu.

(i) [[u(zy, z2)|| = luz (w2)[| = [Ja(z1) (@) < [la(z)][lz2] <
lalllz1 ) |z2]l. Do lul < ]

En résumé : ||u|| = ||| et @ € L(E1; L(E2, F)).

e Soit ¢ :u € L(E1, By F) — u € L(Fy; L(Ea, F)).

1) ¢ est linéaire : immédiat.

2) p est injective, car ||¢(u)|| = ||a|| = |Ju||. Donc ¢ conserve la
norme, elle est injective.

3) ¢ est surjective. Soit v € L(Eq; L(Eg; F)), on a (a(z1))(x2) =
u(x1,x2) donc on est conduit & poser pour tout (z1,x2) € E1 X
By, w1, 22) = (v(21)) (z2).
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Ainsi u est bilinéaire continue car
[u(zy, z2) || < [[v(z)|[lz2]] < [lolll[z1 |||zl

et donc u € L(E1, Eq; F). Vérifions que p(u) = v.
Comme ¢(u) = @ vérifie (u(x1))(z2) = u(z1, z2) = (v(x1)(22))
pour tout x1,x2, on a 4 = v c’est-a-dire p(u) = v.
u(x1,T2) = Uy, (v2) = (v(21))(T2) = usy = v(21)
or uz, = u(x1) = v(x1) pour tout x1, donc & = v et ainsi @ est
surjective. Donc ¢ est un isomorphisme. [ ]

On démontre de méme que L(E1, Ea; F') est isomorphe & L(E9; L(E1; F))
Corollaire 5.6 Si F' complet, alors L(FE1, E9; F') est complet.

Démonstration.

Nous savons que L(Ep,FE2;F) est isomorphe a
L(E\;L(E9; F)) = L(E1;G). Or F est complet, donc
G = L(FEy; F) est complet, et donc L(E1;G) est complet.
L(Eh, Eg; F) isomorphe a L(Eq; G) complet est complet. ]

6 Eléments inversibles de L(E, F')

6-a Composition des applications linéaires continues

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés sur le méme A.

Proposition 6.1 Siu € L(E;F) etv e L(F;G) alorsvou € L(E;G)
et [|ooul < flv]-[lu]-

Démonstration.
e La composée de deux applications linéaires continues est li-

néaire continue, c’est immédiat.
e D’aprés ce qui précéde, pour tout € F, on a

[v(u(@)] < vl [lu(@)[] < Jo]lflwll =]
et donc [|voul| < [|o|ul. n

Corollaire 6.2 L’application f : (u,v) € L(E; F)x L(F;G) — vou €
L(E; Q) est bilinéaire, continue et de norme < 1.
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Démonstration.

Il est évident que f est bilinéaire. Elle est continue et de norme
< 1 car d’aprés la proposition || f(u,v)|| < ||ul.||v||, pour tout
u € L(E; F) et pour tout v € L(F;G). |

6-b Eléments inversibles de L(E, F)

Définition 6.3 On dit que u € L(E; F) est inversible si u est une bijec-
tion de E sur F et si Uapplication réciproque v~ est continue dans F.
On dit que u™" est l'inverse de w.

On note que H(E; F') 'ensemble des éléments inversibles de L(E; F).

Remarque 6.4
1.) w inversible <= u est un homéomorphisme linéaire E — F.

2.) H(E; F) peut étre vide.

C’est le cas si E& et F' sont de dimensions finies et distinctes. En effet,
s’il ezistait w € H(E;F), u serait en particulier un isomorphisme
algébrique E — F donc dimF = dimFE.

3.) Si H(E; F) £ 0, alors H(F; E) # 0. En effet, siu € H(E; F), il est
évident que u=1 € H(F; E).

4.) L’application uw — u~! est une bijection de H(E; F) sur H(F; E).
(siu!=v<=u=0v"1)

6-c Eléments inversibles de L(F)

On note Ix 'application identique de X.

Lemme 6.5 Soient X et Y deux ensembles et f une application de X
dans Y. Sil existe une application g de Y dans X telle que fog = Iy
et go f = Ix, alors f est une bijection de X surY et f~1 =g.

Démonstration.

La premiére égalité prouve que f est surjective. La deuxiéme
égalité prouve que f est injective. [ |

Lemme 6.6 Soit u € L(E) et posons, pour tout n > 1,

uozlE,u2:uou,-~,u =u ou
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alors pour tout n > 0, on a
[} < Jlul™
Démonstration.

e Evident sin =0 car |[Ig|| =1 et | Ig]° = 1.
e Supposons cela vrai jusqu’au rang n — 1.

e Alors, d’aprés ce qui précéde, on a

™[l = et o ull < Jlu™ - Jlull < lul"~"Jlull = [Jul

6-d Série géométrique de L(E)

H(E; E) n’est jamais vide car I est inversible. On va montrer que si £
est complet, alors pour tout v € L(FE) voisin de I, v est inversible.

Théoréme 6.7 Soit E un espace de Banach et u € L(E) telle que
llu|| < 1. Alors

o

(1) La série géométrique Z u" est absolument convergente.
n=0

(2) I — u est inversible et
(I—u)"! = Z u”
n=0

Démonstration.

(1) D’apreés de lemme précédent, ||u™|| est majoré par ||ul|™ qui
est le terme général d'une série géométrique convergente. Donc
la série (u™) est absolument convergente, comme E est complet,
alors elle est convergente.

(2) Posons Sy, = I +u+---+u"

D’aprés (1), S, converge dans L£(E) vers S. Un calcul simple
(analogue & celui de la somme des termes d’un programme géo-
métrique) donne, pour tout n € IN,

(I—u)oS,=8,0(I—u)=1I-—u"""
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Puisque lim »"*! = 0 (évident), on en déduit, par passage a
n—ao0
la limite,

(I—-u)oS=So(I—-u)=1I

Il en résulte d’aprés le premier lemme que I —u est une bijection
de F sur F et que

(I—u)t=8= iu"
n=0

Comme (I — u)~! = S est continue, alors (I — u) est inver-
sible. ]

Remarque 6.8 Si ||u|| =1, alors I —u n’est pas nécessairement inver-
sible (prendre w =1 ).

Corollaire 6.9 Sous les hypothéses du théoréme précédent I + u est in-
versible et on a

(T+u)™h=> (-1)"u"

Démonstration.
Il suffit de remplacer u par (—u) dans le théoréme précédent. m

6-e Etude de H(E; F)
Proposition 6.10 Si E est un espace de Banach, alors H(E; F) est
ouvert. Plus précisément avec chacun de ses points a, H(E; F') contient

la=t{I"

la boule ouverte de centre a et de rayon

Démonstration.

1
Soit a € H(E; F) et h tel que ||h]| < T Il suffit de prouver
a

que a + h est inversible. On a a +h = ao (Ig +a~'oh), posons
alors v = Ig + a ! o h. comme E est complet et que [[a™! o
h| < [la”Y|||R|| < 1 alors v est inversible d’aprés le corollaire
précédent. Il en résulte que a ov = a + h est inversible; son

inverse est v 1 oa™1. n
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Remarque 6.11 Si E et F' sont des espaces de Banach, alors H(E; F)
et H(F; E) sont tous deux ouverts.

1

L’application w — wu™" est un homéomorphisme de H(E;F) sur

H(F; E).

7 Prolongement de formes linéaires (cas réel)

7-a Préliminaires

Tout d’abord, rappelons que

i) Une semi-norme est une application : £ — R4 vérifiant les conditions
(N2) et (N3) d’une norme.

ii) Pour toute application f € E*, Papplication N : x — |f(x)| est une
semi-norme.

Lemme 7.1 Soient E un espace vectoriel réel et p une semi-norme sur
E. Soit F # () un sous-espace vectoriel de E et f € F* telle que | f(x)| <
p(x) pour tout x € F.

Soit Iy = F ® Ray (v1 € CgF), alors il existe fi € Fy telle que

fi/F=[ et [fiy)l <ply), Yy € F1

Démonstration.

1.) Ezistence de fy. Tout y € Fy s’écrit de maniére unique sous
la forme y = x + Az (z € F et A € R).

Posons, pour tout y € Fi, fi(y) = f(z) + Aa ou « est fixé
quelconque dans R.

o f1 € Ff.

e Si y € I, d’aprés l'unicité de la décomposition de y, x = y et
A =0, ce qui donne fi(y) = f(y) c’est-a-dire f1/F = f.

e Par contre l'inégalité |f1(y)| < p(y) n’est pas vérifiée pour
tout «, puisqu’alors on doit avoir |fi(x1)| < p(x1) c’est-a-dire
|z < p(a1).

2.) Choiz de «. Pour que |fi| < p soit satisfaite dans F} il faut
et il suffit que

Vre F VAeR |f1(l‘+)\l‘1)’ Sp(x+)\x1)
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Comme Az € F (XA #0), alors z/\ € F, alors cela équivaut a
Vee F YAeR [fi(Ax + Az1)| < p(Ax + Azq)
c’est-a-dire encore
Ve e F |fi(z +21)| = [f(2) + af < p(z+ 1)
ou encore, pour tout z € F |
—fx)—plx+z1) <a<—f(z)+plx+x1) (7.1)

Tout revient donc & montrer qu’il existe « indépendant de x,
vérifiant (7.1). Or pour tout z et 2’ € F,ona —f(z)—p(z+x1) <
—f(2")+p(2’ +x1), car d’apres les propriétés d’une semi-norme
et la majorition |f| < p dans F'

@' —2) < pla =) = pl(@ + 1) — (@ +a0))
p(x' + x1) + p(z + 21)

VANVAN

Il en résulte que

sup [~ f(z) —p(z +21)] < inf [~f(2") +p(a’ + z1)]

z€F z'eF
et donc tout a compris, au sens large, entre ces deux bornes
posséde la propriété requise. [ |

Remarque 7.2
1.) Si A = C, la deuxieme partie concernant le choiz de « est fausse;
mais la premiére partie est correcte.

2.) Si linégalité précédente est stricte, il existe une infinité de prolonge-
ments de f.

3.) On a montré que f pourrait étre prolongée dans un sous-espace vec-
toriel F1 D F avec la méme magjoration pour | f|. On peut, en remplagant
F par Fi, prolonger de méme f dans un sous-espace vectoriel Fo D FY,
etc.

St la dimension de E est infinie et celle de F' finie, on n’obtiendra jamais,
par ce procédé, une forme linéaire sur E. Pour cela on va utiliser le
théoréme de Zorn.
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7-b Théoréme de Hahn - Banach

Théoréme 7.3 : Théoréme de Hahn-Banach'?
Soit E un espace vectoriel réel et p une semi-norme sur E. Soit F' un
sous-espace vectoriel de E et f € F* telle que, pour tout x € F, on ait

|f(2)] < p(x)
Alors il existe f € E* telle que

fIF=f et |f(x)|<p(x) ,VzeE

Démonstration.

Soit X l’ensemble des couples (G,g) ou G est un sous-espace
vectoriel de E contenant F' et g € G* prolonge f et vérifie
lg(x)| < p(x) dans G.

Posons (G, g) < (G',¢') si G C G’ et ¢’ prolonge g.

e On a une relation d’ordre sur X. Evident.

e (X, <) est ordonné inductif.

(i) Soit Y = {(Gi,gi) / i@ € I}. Y est une partie totalement

ordonnée de X, montrons qu’elle est majorée. Soit G = U G;.

el
Sizetaz' € Get\eR,alors il existe 7, 7/ € I tels que z € Gj et
' € Gy. Comme Y est totalement ordonné, on a (par exemple)
Gy C G; et donc z et 2’ € G, et donc z + A2’ € G; C G donc
G est un sous-espace vectoriel de E qui contient F'.

(i) Soit x € G, il existe au moins i € I tel que = € G;. Posons
g(x) = gi(x); g est bien définie dans G car si z € G; et Gy on
a gi(x) = gi(x) (puisque 'une de ces deux fonctions prolonge
lautre).

iii) g est linéaire car si z et ' € G et X\ € A, alors x + A2’ € G;
g
et donc

g(z + A\') = gi(z + \') = gi(z) + Agi(2') = g(z) + Ag(2')

1. Hans Hahn, Mathématicien autrichien, 1879-1934
2. Stefan Banach, Mathématicien polonais, 1892-1945
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Enfin il est évident que g prolonge f et que |g(z)| < p(z), pour
tout z € G. (G, g) est le majorant cherché pour Y, qui est donc
ordonné inductif.

Maintenant avec le théoréme de Zorn, X posséde au moins un
¢lément maximal (H, h). Montrons que (H, h) = (E, f).

. D’une part H = E. Sinon, d’aprés le lemme précédent, h serait
prolongeable dans Hy; D H avec |hi(z)| < p(z) pour tout = €
Hy. On aurait alors (Hi,hy) et (H,h) < (Hi,h1), c’est-a-dire
que (H,h) ne serait plus maximal de X.

. Enfin f = h est le prolongement cherché de f. [ |

Remarque 7.4
1.) En remplagant x par —z, on a
(Ve € F) f(z) < p(x) <= (Vo € F)|f(z)| < p(z).

2.) 1l peut exister une infinité de prolongements de f.

8 Théoréme de Hahn Banach : Cas A = C

Le théoréme de Hahn - Banach s’étend sans modification aux espaces
vectoriels complexes.

Lemme 8.1 Soit By l’espace vectoriel réel sous-jacent a E et soit ¢ €
Eg, alors il existe une forme linéaire unique f sur E dont la partie réelle
est égale a .

Autrement dit une forme linéaire sur un espace vectoriel complexe est
déterminée par sa partie réelle.

Démonstration.

e Si f=p+i € E* alors pour tout z € E, f(z) = —if(iz) =
Y(iz) —ip(ix) dou Y(x) = —p(ix) et donc f est unique.

e Posons alors f(z) = p(z) — ip(iz), pour tout x € E. ¢ étant
R-linéaire, il en est de méme pour f. Comme f(iz) = p(ix) —
ip(—z) = i(p(x) —ip(iz)) = if(x). Il en résulte que f est C-
linéaire, donc f € E*. [

Théoréme 8.2 : Théoréme de Hahn - Banach
Soit E un espace vectoriel complexe, p une semi-norme sur E et F un
sous-espace vectoriel de E et f € F* telle que |f(z)| < p(x) pour tout
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x € F. Alors il existe f € E* prolongeant f et telle que

1f(z)] <p(z) ,Vr e E

Démonstration.
Si @ est la partie réelle de f on a ¢ € Fj; et

lp(z)| < |f(z)| < p(z) ,Vz €F

D’aprés le théoréme de Hahn - Banach (cas précédent ou A =
R) appliqué a ¢, il existe ¢ € Ej; prolongeant ¢ et telle que
|o(x)| < p(x) pour tout = € Eg = E.

Le lemme précédent donne 'existence de f € E*, de partie réelle
égale a .

La restriction a F' de f et f sont des formes linéaires sur F', de
parties réelles égales puisque ¢/ F = ¢ il en résulte que (d’aprés
le lemme précédent) f(x) = f(z) pour tout = € F.

Maintenant on a |f| < p dans E. En effet, soit z € E; il existe
o complexe, de module égal & 1, tel que |f(z)| = af(z), don

|f(@)| = f(ax)

(puisque f(aa?) réel). On a donc, pour tout z € E,

~

/(@) = f(az) < plaz) = p(z)

Remarque 8.3

1.) Si on supprime |f| < p, on voit aisément dans ce qui précéde que
toute forme linéaire sur un sous-espace vectoriel F' de E est prolongeable
dans E.

2.) Ce théoréme est fondamental et trés utile en analyse fonctionnelle. I
en existe en version géométrique.

9 Applications

Soit E un espace vectoriel sur A = R ou C.
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9-a Prolongement des formes linéaires continues
Théoréme 9.1 Soit F' un sous-espace vectoriel normé de E et f € F’,

alors il existe f € E' telle que f/F = f et ||f|| = ||f|

Ce résultat montre que 'on peut prolonger une forme linéaire continue
en une forme linéaire continue de méme norme.

Démonstration.
f étant linéaire et continue, on a

[F@ < £zl Ve e F

Posons p(z) = || f||-||z]| pour tout x € E. Alors p est une semi-
norme (et méme une norme si f est non identiquement nulle).
Par le théoréme de Hahn - Banach, il existe f € E* prolongeant
f et telle que

f(@)] < plz) = || f]l.|z] dans B

Ainsi f est donc continue et ||| < | f]|-

Comme f prolonge f, on a, d’aprés la définition de la norme
d’une forme linéaire continue, I'inégalité || f|| < || f]|. D’ou I'éga-
lite. [ ]

Remarque 9.2
1.) Ce théoréme s’étend aux espaces vectoriels topologiques localement
compacts en supprimant || f|| = || f]|-

2.) Ce théoréeme ne se généralise pas, sans hypothéses supplémentaires
fortes, au cas des applications linéaires continues; il existe des contre-
exemples.

9-b Séparation de E par des éléments de E’
Proposition 9.3 Soit xy € E (xg # 0). Alors il existe f € E' telle que

fwo) = llwoll et [[fl =1

Démonstration.
Soit F' = Azg. Pour tout x = Azg € F, posons ¢(x) = Al|zg]|.
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Ainsi il est évident que ¢ € F*. Comme |¢(x)| = ||z|| pour tout
x € F,onap¢e F et |p|| =1. Le théoréme précédent implique
lexistence de f = ¢ € E’ prolongeant ¢ et telle que [|f|| = 1;
et on a f(zo) = ¢(z0) = [zo]- u

Du théoréme précédents découlent les corollaires suivants.

Corollaire 9.4
(1) Sixg € E et xg #0, alors il existe f € E' telle que f(xg) # 0.

(2) Si x1 et xy sont distincts dans E, alors il existe f € E' telle que
f(z1) # f(x2). On dit que E' sépare les points de E.

(3) Pour que E' # {0} il faut et il suffit que E # {0}.

Démonstration.

(1) Evident.

(2) Appliquer le 1) a 21 — x2.

(3) Condition nécessaire. Si E = {0}, il en serait évident de
méme pour E’.

Condition suffisante. Soit xo # 0 dans E, d’aprés le 1), il existe
f € E telle que f(zg) # 0 donc E’ est non réduit a {0}. [

Remarque 9.5 1[I existe des espaces vectoriels topologiques non réduits
a {0} et dont le dual topologique est réduit a {0}. On montre que c’est
le cas de E = C(]0,1],A) muni de la distance

1
d(f,g) = /0 (@) — glx)?da

9-c Bidual de F

Définition 9.6 On appelle bidual de E, le dual topologique, noté E”, de
E.

Remarque 9.7 E” est un espace de Banach.

Lemme 9.8 Soit x fizé dans E. L’application T : ' € E' — 2/(z) € A
est un élément de E" et on a ||Z| = ||z||.
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Démonstration.

Il est évident que T est linéaire.

Comme |Z(z")] < ||z].]|2'|| pour tout ' € E’, alors & est conti-
nue et on a ||Z|| < ||z|| et donc, en particulier, Z € E”.
Montrons que ||z|| < ||Z]]. Si x =0 on a &(z') = 2/(0) = 0 pour

tout 2’ € E’, ce qui donne ||Z|| = ||z|| = 0.
Six # 0, d’aprés ce qui précéde, il existe z(, € E' tel que z((x) =
|z|| et ||zf]| = 1. On a donc
|Z(2)| = 2p(x)] = [[z]|-|lzo ]
et par conséquent l'inégalité ||Z|| < ||z||. ]

Théoréme 9.9 L’application J : © € E — T € E” est une isométrie
linéaire de E/ dans E”.

Démonstration.

J est linéaire : immédiat.

Le lemme précédent donne ||J(z)|| = ||Z]| = ||z| et donc J est
une isométrie. ]

Remarque 9.10

1.) Tout espace normé E est donc isomorphe a un sous-espace normé de

E".

2.) On dit que E est réflexif si J(E) = E". Alors E et E" peuvent étre

identifiés par J en tant qu’espaces normés.

3.) Si la dimension de E est infinie, alors la dimension de E’ est infinie.
Démonstration.
Condition nécessaire. Si la dimension E' était finie, alors la di-
mension de E" le serait aussi. Comme E est, en particulier,
algébriquement isomorphe a un sous-espace vectoriel de E", on
aurait que E est de dimension finie.
Condition suffisante. Evident, car si la dimension de E est finie,
alors la dimension de E' serait finie. [ |

9-d Complétion d’un espace vectoriel normé

Définition 9.11 On appelle complété d’espace normé E, tout couple
(E,p) ot E est un espace de Banach et ¢ une isométrie linéaire de
E sur un sous-espace normé de E partout dense sur E
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Remarque 9.12
1.) On dit aussi que E est un complété de E.
2.) E est, en particulier, un espace métrique complété de E.

Théoréme 9.13 Tout espace normé E admet un complété (E, ©).

Démonstration.

D’aprés le théoréme précédent, J(E) est linéairement isomé-
trique & E. Comme J(FE) est fermé dans E” complet, c’est un
espace de Banach et J(E) est partout dense sur J(E). Par consé-
quent E = J(E) et ¢ = J conviennent comme choix. |

9-e Approximation des éléments de F

i va voi elle
Dans cette section, on va voir comment approcher un élément zg de E
par les éléments d’un sous-espace vectoriel de F.

Proposition 9.14 Soit A un sous-espace vectoriel de E et xg € E, alors
pour que xg € A il faut et il suffit que toute application f € E' qui est
identiquement nulle dans A, s’annule aussi au point xg.

Démonstration.
Condition nécessaire. f étant continue, f~1({0}) est un fermé
de E qui contient A, donc A d’ou f(xp) = 0.

Condition suffisante. Sinon, soit zg € A, alors il existe B(xo,r)
disjointe de A. Soit alors F' = A® Axg. Pour tout x = a+ Axg €
F, posons ¢(x) = X (p : F — A). On vérifie aussitot que
p € F* et que ¢(a) = 0 pour tout a € A.
eSizelpA, onal#0et —; € A, par conséquent
a
[l = 1AL 15 +oll = [Alr

eSiz e A onal=0,dou encore ||z|| > |A|r. Donc pour tout
x € F,ona

1
@) = X <~z

Il en résulte que ¢ € F’. Le théoréme précédent permet de pro-
longer ¢ par @ € E' et on a

ola) =¢(a) =0 ,Vaec A
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mais ¢(xg) # 0 car ¢(xg) = p(xp) = 1, d’ott la contradiction. m

O

X0

9-f Application aux familles totales

Proposition 9.15 Pour qu’une famille (x;);er d’éléments de E soit to-
tale, il faut et il suffit que toute fonction f € E' qui s’annule en tous les
points x; soit identiquement nulle dans E.

Démonstration.

Soit X le sous-espace vectoriel engendré par les x;. Pour que la
famille (z;);er soit totale, il faut et il suffit, par définition, que
X = E, c’est-a-dire d’aprés la proposition précédente que toute
fonction f € E’ identiquement nulle dans X, le soit dans E. Or
f étant linéaire, la propriété f identiquement nulle dans X est
équivalente & f(z;) = 0 pour tout i € I. [ ]
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Espaces de Hilbert

1 Notion de produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur A (= R ou C).

Définition 1.1 On appelle produit scalaire sur E, toute application
f:ExE — A telle que, pour tout x et y € E, on ait

(1) L’application x — f(x,y) est linéaire.
(2) f(y,x) = f(z,y).

(3) f(x,z) >0 (positivité).

(4) f(z,2) =0 =z =0.

Notation : f(x,y) se note (x|y) ou encore xy et s’appelle produit scalaire
de x et de y.

Remarque 1.2

1.) On dit qu’une application ¢ : E — F (espace vectoriel sur A) est
semi-linéaire (ou antilinéaire) si, pour tout x et y € E, et pour tout
AEA ona

oz + \y) = () + Ap(y) (1.1)

Si A = R, cette notion se réduit a celle d’application linéaire. Ainsi (1)
et (2) = [ est semi-linéaire par rapport a y.

2.) On appelle forme sesquilinéaire sur E, toute application Ex E — A
qui est linéaire par rapport a la premiére variable et semi-linéaire par
rapport a la deuxiéme variable.
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Si A =R alors cela équivaut & bilinéaire.
Par conséquent un produit scalaire est une forme sesquilinéaire sur E.

3.) Si f satisfait (1) et (2), on dit que f est une forme sesquilinéaire
hermitienne (ou forme hermitienne).

Exemple 1.3
1.) Dans E = A",

n
(xly) => =i (1.2)
i=1
définit un produit scalaire.

2.) Dans E = C(]a,b[; A),

b _
(aly) = [ ety (13)
définit un produit scalaire.

Propriété 1.4
(1) Pour tout x € E, alors (x]|0) = (0|z) = 0.
(2) Pour tout x ety € E, on a (Inégalité de Cauchy-Schwarz),

(z]y)* < (=]x) (yly) (1.4)

Démonstration.

(1) C’est immédiat, car cela est vrai pour toute application li-
néaire ou semi-linéaire.

(2) Pour tout A € A, on a

0 < ((z 4+ M)z + Ay)) = (z]z) + AMylz) + Azly) + A(yly)

Posons, pour simplifier, a = (z|z),b = (z|y);c = (y|y). On a
donc pour tout X € A,

a+ b+ b+ Ae >0
: b e
e Si ¢ # 0, remplagons A par —— dans l'inégalité, cela donne
c

bb
a— — > 0 soit encore ||b||> < ac c’est-a-dire le résultat cherché.
c
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eSic=0o0onay=0et donc b =0 et I'inégalité se réduit a
0<o0. []

Remarque 1.5 [l y a égalité sv et seulement st x et y sont linéairement
dépendants.

Remarque 1.6
1.) Si E = A", on retrouve

Zm@ < (Zm|2> (Z|yi|2) (1.5)

i=1 i=1
2.) 8i E=C(]a,b[,A), on retrouve

2 < </ab\:n(t)|2dt> (/ab|y(t)|2dt> (1.6)

2 Espace préhilbertien et espace hilbertien

b
/ s(O)y{)dt

Soit E un espace vectoriel sur A (= R ou C).

Proposition 2.1 L’application x — ||z|| = \/(z|x) est une norme sur
E, dite norme associée au produit scalaire.

Démonstration.

e L’application est définie car (z|z) > 0.

e (N7) et (N2) sont immeédiats.

e (N3) résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, car

lz +yll < [zl + llyll équivaut & ((z + y)|[(z +y)) < (z|z) +

(yly) +2+/(z|z)(yly) (en élevant au carré), d’otu, en développant

le premier membre et en simplifiant,

(zly) + (ylz) = 2R(z[y) < 2/ (z]x)(yly)

et cette derniére inégalité est vérifice car R(zly) < |(z|y)|. m

Remarque 2.2 L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit plus simplement

|(ly) < [l=]|.[lyl] (2.1)
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Définition 2.3

(1) On appelle espace préhilbertien, tout espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire et de la morme associée.

(2) On appelle espace hilbertien (ou espace de Hilbert!) tout espace
préhilbertien complet.

(3) On appelle isomorphisme de deux espaces préhilbertiens E et F', tout
isomorphisme algébrique ¢ de E sur F qui conserve le produit scalaire,
c’est-a-dire, pour tout x,y € £

(p(@)]p(y) = (z|y)

Remarque 2.4

1.) un préhilbertien est donc un espace normé particulier (dont la norme
peut-étre associée a un produit scalaire).

2.) Deux préhilbertiens isomorphes sont, en particulier, deux espaces nor-
més isomorphes, puisque pour tout z € E, on a ||o(z)||* = ||z| (obtenue
en faisant x =y ).

Exemple 2.5
1.) Tout préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert (c’est
le cas de A™avec le produit scalaire usuel).

2.) C(Ja,b[,A) avec le produit scalaire déja défini est un préhilbertien
mais non un espace de Hilbert (on a vu qu’il n’était pas complet).

3.) Si on considére l’espace

2= {x = (zp) € A]N/Z |z | < oo}

n=0

muni du produit scalaire
o0
n=0

(on a bien ||z,7n|| < Ll|zn|® + 3llynll2) et de la norme associée

oo
2] = > lzal®
n=0

1. David Hilbert, Mathématicien allemand, 1862-1943
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alors cet espace est complet. Donc €2 est un espace de Hilbert.

3 Identités remarquables dans un préhilbertien

3-a Expression du produit scalaire

Nous allons donner 'expression du produit scalaire en fonction de la
norme associée.

Proposition 3.1
(1) Si A =R, alors

A(zly) = |z +yl* — [lz — yII? (3.1)
(2) Si A = C, alors on a

Azly) = llz +yl* = llz =yl +ille + iy = o —al®)  (3.2)

Démonstration.
En effet, il suffit de développer le second membre et d’utiliser la
définition de ||.||. [ |

Remarque 3.2 Ce résultat montre que le produit scalaire est déterminé
par la norme.

3-b Identité du parallélogramme

Proposition 3.3 Pour tout x ety € E, on a

lz +yl* + [l — ylI* = 2/|||* + 2|ly|® (3.3)
Démonstration.
En effet, on a ((z + y)|(z +y)) + ((z — y)l(z — y)) = 2(z|z) +
2(yly). n

Remarque 3.4

1.) Dans de cas E = R? (ou R3), cette identité exprime que la somme
des carrés des longueurs des cotés d’un parallélogramme est égal a la
somme des carrés des longueurs des diagonales (résultat de géométrie
classique).
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2.) Si une norme ne vérifie pas l'identité du parallélogramme, on montre
qu’elle nest associée a aucun produit scalaire. C’est le cas dans A™

de ||z|| = sup |z;|. Il suffit alors de considérer v = (1,0,0,---,0) et
1<6<

y:(o’l’()?"' 70)

3.) Si une norme vérifie l'identité du parallélogramme, on montre qu’elle
est associée a un produit scalaire. Il suffit, pour cela, de montrer que les
égalités de la proposition définissent un produit scalaire (ce n’est pas trés
simple).

3-¢ Identité de la médiane

1
Proposition 3.5 Soienta, betce E, et m = i(b—&-c) et d la métrique

associée a la norme, on a alors

1
d*(a,b) + d*(a,c) = §d2(b, c) + 2d*(a,m) (3.4)
Démonstration.
Il suffit d’utiliser I'identité du parallélogramme avec © = b — a
et y=c—a. [ ]

Remarque 3.6 Si E = R? ou R3, on retrouve Uexpression classique de
la longueur d’une médiane en fonction des longueurs des cotés.

3-d Continuité du produit scalaire

Proposition 3.7 L’application f : (x1,22) € E X E — (x1|x2) est
continue sur E x E.

Démonstration.

L’inégalité de Cauchy - Schwarz donne, pour tout 1 et zo €
E, |f(xz1,z2)| < ||z1]].]|z2||. Ceci est une condition suffisante de
continuité si f est bilinéaire (A = R ou C, cela reste valable).m

4 Théoréme de projection

Soit F un espace préhilbertien.
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4-a Notion d’orthogonalité

Définition 4.1
(1) On dit que deux éléments x ety de E sont orthogonauz si leur produit
scalaire est nul; on écrit alors x_Ly.

(2) On dit que l’élément x de E est orthogonal a une partie A de E si x
est orthogonal a tous les éléments de A ; on écrit x L A.

(8) On dit que deuz parties A et B de E sont orthogonales si, tout élément
de A est orthogonal a tout élément de B ; on écrit ALB.

Remarque 4.2
1.) Si (zLly), alors (yLlx).
2.) Si (ALB), alors (BLA).

3.) On a (zLlx) si et seulement si x = 0.

4-b Théoréme de Pythagore

Théoréme 4.3 Théoréme de Pythagore?
St xly, alors on a

lz + )1 = l|z[* + Iyl (4.1)
Démonstration.
Il suffit de développer ((z + y)|(z + y)) et d’utiliser (z|y) =
(ylz) = 0. u

Remarque 4.4

1.) Dans le cas ou E = R? ou R?® on retrouve le théoréme de Pytha-
gore exprimant la longueur de l’hypothénuse d’un triangle rectangle en
fonction des cotés.

2.) Généralisation. Si les éléments x1,--+ ,x, sont orthogonales deuz a
deuz, alors on a

2 n
=Yl (4.2)
=1

n
D i
i=1

Démonstration.

La démonstration se fait par récurrence sur n. [ |

2. Pythagore, Mathématicien grec, fin du 6¢ siécle avant J.-C
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4-c Théoréme de projection

Nous allons montrer un théoréme caractérisant la projection d’un élé-
ment x € F sur une partie A de E.

Définition 4.5 On dit que @ € A est une projection de x sur A si
d(z,a) = d(z, A).
On note a = Pa(z) (projection sur A de x).

Remarque 4.6

1.) On a vu que si A est compact, pour tout x € E, = admet une
projection sur A. Il peut en exister plusieurs et méme une infinité (car
du cercle et son centre).

2.) Si A est seulement fermé, il est possible qu’un point n’ait aucune
projection sur A. A titre d’exemple, considérer

E=ly,z=0et A={a,=(1+ %)en , n>1} ot ey = (Oni)icN*-
Dans ce cas, A n’a pas de point d’accumulation dans E (car la distance
de deux éléments de A est > 1), et donc A est fermé et, pour tout n, on
a

1 .
d(w,an) =1+ — #d(z, A) = if d(z,an) =1

Théoréme 4.7 : Théoréme de projection

Soit A une partie non vide conveze et compléte d’un espace préhilbertien
E. Alors

(1) Tout x € E admet une projection unique o sur A.

(2) L’application Py : x — « est continue dans E.

Démonstration.
(1) Soit 6 = d(x,A). Par définition de 4, il existe une suite
(an) C A telle que

1
0 <d(z,an) <d+— (n>1)
n
On a lim d(z,a,) = 0 mais cela ne prouve pas que (a,) est
n—:o0
convergente. L’identité de la médiane donne, pour tout n € IN*,

A + ap,

d*(am, an) = 2d*(z, am) + 2d*(z, a,) — 4d*(z, 5 )
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Comme A est convexe alors (a, + an,)/2 € A et donc
d*(am, an) < 2d*(x, ay,) + 2d°(z, a,) — 46*

Le deuxiéme membre tend vers 0 quand m,n — oo, donc (a,)
est une suite de Cauchy dans A complet, elle est convergente
vers a € A.

Montrons que « est une projection sur A. Soit 5 une projection
quelconque de x sur A. Considérons la suite (al,) telle que

ah, = o et ajy, = . Cette suite, comme (ay), vérifie
, 1
§ <d(z,a,) <d+ —
n

puisque d(z,al,) = § pour tout n. D’aprés la premiére partie de
la démonstration, (a},) est convergente donc

. / . !
a= lim a,, = lim a =

et donc la projection est unique.

(2) Soient = et a7 € E et a = Py(x), o/ = Pa(2’). Appliquons

l'identité de la médiane au triangle 2/, o/, a (m = 5(05 + ).
On a

1
§d2(a, o) =d* (2, 0) + d* (', ') — 2d% (2!, m)

Comme d(z',m) > d(a’, A) (car m € A convexe), on a

1
S8 (a,a) < (@' a) — (', A)

Or d(2/,a) < d(2',x) + d(z, ) d’ou
%dQ(a, o) < [d(z, o) + d(z, A)] — d* (', A)

D’aprés la continuité de la distance d’un point a A, le deuxiéme
membre tend vers 0 si ' — x, donc d(a, ') aussi, ¢’est-a-dire
encore

lim Pa(z') = Pa(z)

/' —x
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et donc P4 est continue en zx. |

Remarque 4.8

1.) Ce théoreme s’applique aux cas ol

(i) A est une partie conveze fermée d’un espace de Hilbert.
(ii) A est un sous-espace de Banach d’un préhilbetien.

(iii) A est un sous-espace vectoriel fermé d’un hilbertien.

2.) On peut montrer, par majoration plus précise, que
[1Pa(a’) = Pa(@)]| < [|2" — =]

3.) On appelle retraction d’un espace topologique X sur A C X, toute
application continue f de X sur A, telle que f/A = I4. Donc Py est une
rétraction de E sur A.

4-d Projection sur un sous-espace de Banach

Théoréme 4.9 Soit A un sous-espace de Banach de E préhilbertien.
Alors

(1) Si o = Pa(z), on a (x — o) LA.

(2) x s’écrit de maniére unique sous la forme a4y, ot a € A et yLA.
(3) Pa est linéaire, continue et de norme <1 (égale a 1 si A # {0}).

Démonstration.
(1) Soit a € A et posons y = z — a. Montrons que (yla) =0. A
étant un espace vectoriel, a + Aa € A pour tout A € A, donc

lz — a = Aal® > ||z — o

c’est-a-dire ||y — Aa|? > ||y||*>. En développant et en simplifiant
le premier membre, on a

~Ayla) = Alyla) + X*[|af|* > 0

Posons A = t(yla) ou ¢t > 0, on a alors pour tout ¢ > 0
=2t|(yla)® + ¢*|(yla)* [la]|* > O

En simplifiant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0, on a

=2|(yla)]* > 0 d'on (yla) =0
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(2)Ona:z=a+(zr—a)ouac Aet (x—a)lLA. Ilsuffit donc
de posera =aety=x—a.

La décomposition est unique. En effet, soit a’ € A et 3/ LA tels
quex =a +9y,onaalorsa+y=d+y etdonca—d =y —vy
orylAety 1A= (y —y)LA, en particulier (¢ —y)L(a—da’),
soit encore (y' — y)L(y — y), par conséquent iy = y et donc
a=ad.

(3) La linéarité de P4 résulte de (2). On a (z — «) La, et par
application du théoréme de Pythagore, on a

lz = alf* + [l = ||z

d’ot ||laf| < ||z||, c’est-a-dire ||Pa(z)|| < ||z|| donc P4 est conti-
nue et de norme < 1.

Si A # {0}, alors il existe a # 0 dans A et on a ||Pa(a)|| = ||al|
ce qui donne || P4]| > 1. Par conséquent si A # {0} on a || Pal| =
1. |

Remarque 4.10 L’ensemble des éléments orthogonaur & A (C E) est
un sous-espace vectoriel de E, appelé orthogonal de A et noté A+. La
propriété (2) du théoréme s’écrit alors

E=A@ At

Corollaire 4.11 Si A et un sous-espace de Banach de E préhilbertien
avec A # E, alors il existe un élément xo non nul de E orthogonal a A.

Démonstration.

Soient x € CgA et a = P4(z). Posons g = = — o, on a bien
xo # 0 sinon x = o € A et xg est orthogonal & A, d’apreés le
théoréme précédent. [

5 Dual topologique d’un Hilbert

Remarque 5.1 Si H = R", on sait que toute fonction f € H' est telle
que

fla) =Y wia; = (x]a)
=1
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On va montrer que ce résultat est valable dans le cas d’un espace de
Hilbert H quelconque.

Proposition 5.2 Soit H un espace de Hilbert et soit a € H. L’appli-
cation f, : x — fo(x) = (z|a) est une forme linéaire continue dont la
norme est égale a ||al|.

Démonstration.
e Il est évident que f, est linéaire.
e [’inégalité de Cauchy-Schwarz donne, pour tout z € H,

| fa(2)] < lla|.[l]]

donc f, € H' et || fa|l < |lall. Comme |fo(a)| = (ala) = |al|.||all
on a aussi || fol > |la|| et donc || fo|| = |lall- ]

Remarque 5.3

1.) Ce résultat reste vrai si H est seulement un espace préhilbertien.

2.) Ce résultat admet une sorte de réciproque donnée dans la proposition
qui Suit.

Proposition 5.4 Soit f € H, alors il existe a € H tel que f = f,.

Démonstration.

e Si f est identiquement nulle, il suffit de prendre a = 0, cela
convient.

e Si f est non identiquement nulle, alors kerf = A est # H ;
comme f est continue ,A est fermé dans H complet et donc A est
un sous-espace de Banach de H. D’aprés le corollaire précédent,
il existe zg € E tel que zg # 0 et zgl A. Comme 2y & A,
f(xo) # 0 et on peut écrire

R I
~ f(=o) 0+< f(zo) 0) Ao+

ouy € Aet A€ A. On en déduit que f(z) = Af(xo) et (x|zg) =
A|zol|?, d’ott

= f(wo) z|rg) = (z|a
flx) = ||$0H2( |[zo) = (x]a)
avec a = f(:L‘szO. [ ]

RE
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Proposition 5.5 Si H est un préhilbertien alors Uapplication ¢ : a €
H — f, € H' est une isométrie semi-linéaire de H sur H'.

Démonstration.

© est évidemment semi-linéaire. Elle est surjective d’apreés la
réciproque précédente. Et on a ||¢(a)|| = || fall = ||a||, d’apreés la
proposition précédente. [

Remarque 5.6
1.) Si A =T, alors H et H' sont des espaces normés isomorphes.

2.) ¢ étant injective, I’élément a de la réciproque est unique.

3.) Si E est un préhilbertien non complet, il existe des formes linéaires
continues qui ne sont pas de la forme x — (x|a). Car sinon la proposi-
tion resterait valable et E, isométrique a E' complet, serait complet.

6 Familles orthogonales

Soit F un espace préhilbetien.

6-a Généralités

Soit (a;)ier une famille d’éléments de E.

Définition 6.1

(1) On dit que (a;)ier est une famille orthogonale (ou un systéme ortho-
gonal) si les (a;) sont tous non nuls et deux & deux orthogonau.

(2) On dit que (a;) est une famille orthonormale (ou un systéme ortho-
normal) si elle est orthogonale et si, pour tout i € I, on a ||a;|| = 1.

Remarque 6.2

1.) On peut normaliser une famille orthogonale en divisant chaque a; par

sa morme.

2.) Toute famille orthogonale (a;);cy est algébriqguement libre.
Démonstration.

Soit Z)‘iai =0 ou J est fini C I. En effectuant le produit
e

scalaire du premier membre par aj, j € J, on obtient \j(ajla;) =

0 et donc \; = 0. [ |
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Exemple 6.3
1.) Dans E = (2, soit e, = (0n,i)ien, alors (e,) est une famille
orthogonale.

2.) Soit E = C(|—m, +m], C) muni du produit scalaire

o
mwzlj £(t)y (D)t

27 J_,

La famille (e™),cz est orthonormale.

3.) Soit E = C([—m,+x],R) muni du produit scalaire

(el =2 [t (6.1

—Tr

1
Alors la famille (—=, cost,sint,--- ,cosnt,sinnt,---) est orthonormale.

V2

6-b Séries de Fourier d’un élément de F

Soit (an)nen une famille orthonormale d’un espace préhilbertien E.

Définition 6.4 On appelle série de Fourier3 de x € E, relativement a

(an)nen, la série
o

Z(:U|an)an (6.2)

n=0

Les nombres (x|a,) sont appelés coefficients de Fourier de x.

Remarque 6.5 Rien ne prouve que la série de Fourier de x est conver-
gente, ni méme, quand elle est convergente, que sa somme est x.

Exemple 6.6 Si E est l’espace vectoriel des applications continues 2m-
périodiques R — R, avec le produit scalaire defini en (6.1) ci-dessus,
alors la série de Fourier de x peut s’écrire

&%)

5 T {o cost + Bysint} + - - - + {ay cosnt + fysinnt} + - -

3. Jean-Baptiste Fourier, dit Joseph Fourier, Mathématicien frangais, 1768-1830
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ou

1 +7
= / x(t)cosntdt , n>0
™ —T

et 1 +7
Bn = / z(t)sinntdt , n>1

™J—x

6-c Inégalité de Bessel

Soit (an)nenwune suite orthonormale d’un espace préhilbertien E.

Lemme 6.7 Si J est fini CIN, on a

(e zeg) -2

Démonstration.
11 suffit de développer. [

Proposition 6.8 Soit (a,)new une suite orthonormale dans E préhil-
bertien, alors on a, pour tout r € E,

> l(@lan))? < [l=)? (6.3)
n=0

C’est Uinégalité de Bessel*.

Démonstration.
D’aprés le lemme précédent, on a

((w — > (zlan)an)|(z — Z(fvlan)an)> = [|z]I> = ) |(zlan)|®
n=0

Le premier membre étant > 0, on en déduit pour tout p > 0

P
Z |(z|an)|? < ||z||* d’ou la convergence de la série de terme
0

général |(z]an)|? et Pinégalité de Bessel. |

4. Friedrich Wilhelm Bessel, Mathématicien allemand, 1784-1846
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Remarque 6.9 On en déduit, en particulier, que limo(x|an) =0 (les
n—

coefficients de Fourier tendent vers 0 quand n — 00).

I 1 [*7
C’est le cas donc de / x(t) cosntdt et de / x(t) sinntdt
7r

™ T -7

6-d Cas d’un Hilbert

Proposition 6.10 Si (ay)nen est orthonormale dans un espace de Hil-
oo

bert H, alors pour tout x € H, la série Z(w\an)an est convergente.

n=0

Démonstration.
n

Posons S, = Z(w|ai)ai. Alors pour tout p > 1, on a
=0
n-+p
1Sntp = Sull® = D I(zlas)|®

1=n+1

Soit £ > 0, la série de terme général |(z|a;)|? est convergente,

donc il existe ng tel que pour n > ng, p > 1, on ait

n-+p
Z |(z|a;)|* < €2 = ||Spsp — Sull < &. Donc (S,) est une
i=n+1
suite de Cauchy dans H complet, elle est convergent. [ |

7 Bases orthonormales

Définition 7.1 On dit que la famille (a;);cr d’éléments d’un espace pré-
hilbertiens E est une base orthonormale de E, si elle est orthonormale
et totale.

Exemple 7.2 La suite (e,) définie précédemment est une base ortho-
normale de £o. On sait déja qu’elle est orthonormale. Elle est également
totale (chapitre e.v.n.).

Remarque 7.3 Une base orthonormale n’est pas nécessairement une
base algébrique.
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7-a Orthonormalisation de Schmidt

Proposition 7.4 Soient (a,) une suite (finie ou infinie) algébriquement
libre d’¢léments de E préhilbertien, A le sous-espace vectoriel engendré
par les (ay) et pour tout n soit A, le sous-espace vectoriel engendré par
{ag,a1,--- ,an}.

Alors il existe une suite orthonormale {b,} telle que, pour toutn, b, € A,
et dont le sous-espace vectoriel engendré est égal a A.

Démonstration.

Posons bj, = ag et pour tout n > 1, b), = ap, — Pa, ,(an); An—1
étant de dimension finie, est un sous-espace de Banach de F,
donc la projection de a, sur A,_1 est bien définie.

On a évidemment b, € A, et pour tout n, b/, # 0 (sinon a, €
Ap—1). D’apres le théoréme de projection sur un Banach, b/, est
orthogonale & A,,_; donc a bf, -+ ,b,,_; qui sont des éléments
de A,,_;. Cela est vrai pour tout n > 1, il en résulte que (¥))
est orthogonale;

n
107,
pour tout n, b, € A,. Comme by, --- ,b, sont (n+ 1) éléments
linéairement indépendants de A,, dont la dimension est (n + 1),
alors (bg, - -+, b,) est une base algébrique de A,, et donc le sous-
espace vectoriel engendré par (by,) est bien A. |

Posons b, = , pour tout n. Alors (b,) est orthonormale et,

7-b Existence d’une base orthonormale

Proposition 7.5 Tout espace préhilbertien E séparable admet une base
orthonormale dénombrable.

Démonstration.

E étant normé séparable (chapitre (7)), il existe une suite (ay,)
totale algébriquement libre dans F; le sous-espace vectoriel A
engendré par les (ay,) est partout dense sur F.

D’aprés la proposition précédente, I admet une suite orthonor-
male (b,,) engendrant A, or A = E donc (b,) est totale, et donc
est une base orthonormale de F. ]

Remarque 7.6
1.) Si E de dimension infinie, (by) est infinie et si E est de dimension
p fini, alors (by,) est formée de p éléments.
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2.) on démontre a l'aide du théoréme de Zorn que "Tout espace de Hilbert
admet une base orthonormale”.

7-c Série de Fourier relativement a une base orthonor-
male

Proposition 7.7 Soit (by)new une base orthonormale dans un espace
de Hilbert H. Alors

e}

(1) Pour tout x € H, on a : x = Z(x!bn)bn
n=0
(2) Pour tout x ety € H, on a : (z|ly) = Z(x]bn)(y\bn)
n=0

(3) Pour tout x € H, on a : ||z|* = Z |(z]ba) || (formule de Parse-
n=0
val®).

Démonstration.
(1) On sait, d’aprés ce qui précéde, que la série considérée est
convergente, soit x’ sa somme, et soit n > 0 fixé. pour tout

p>mn,on a
p
< (xlbi)bilbn> = ([bn)
1=0

Si p — o0, la continuité du produit scalaire donne
(@'|bp) = (z|bn), cest-a-dire (2’ — z|b,) = 0. Il en résulte
que (2’ — z|y) = 0 pour tout y dans un sous-espace vectoriel B
engendré par (b,); or B = H et, a nouveau la continuité du
produit scalaire, donne (2’ — x|z) = 0, pour tout 2 € H. D’ou
(' — z)|(2' —2)) =0 et donc x = 2.

(2) D’apres ce qui précéde (lemme avant Bessel), pour tout p >

0, on a
((Z(azlbn)mI(Z(ylbn>bn>> = ([bn) (ylbn)
n=0 n=0 n=0

5. Marc-Antoine de Parseval, Mathématicien frangais, 1755-1836
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D’aprés (1) et la continuité du produit scalaire, le premier
membre tend vers (z|y) quand p — oo et donc la série
considérée dans (2) est convergente et a pour somme (z|y).

(3) 11 suffit de poser x =y dans (2). |

Remarque 7.8 Sous les hypothéses de la proposition précédente, la série
de Fourier de x € H est donc convergente et a pour somme x.

Corollaire 7.9 Toute base orthonormale (b,)new d’un espace de Hilbert
H et une base topologique.

Démonstration.

o0
D’aprés (1), tout = € H est développable en série Z)\nbn

n=0
avec A, = (z|b,). Ce développement est unique car si z =

[e.e]
Z)\;L(:c\bn), on en déduit, par linéarité et continuité du pro-
n=0

duit scalaire, que A}, = (x|by), pour tout n. |

Théoréme 7.10 Tout espace de Hilbert H séparable et de dimension
infinie est isomorphe a (2.

Démonstration.
On sait que H admet une base orthonormale (b, )nen et la pro-
position précédente donne, pour tout x € H

= Ly ol & = (x|by)
n=0

Soit alors I'application ¢ : £ — (&,)nen-

e ¢ est une application de H dans ¢? d’aprés I'inégalité de Bessel.
o Il est évident que ¢ est linéaire.

e ¢ conserve la norme (donc aussi le produit scalaire). Ainsi
Parseval donne

2]1* = 1al® = [l ()]
n=0
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Donc ¢(H) est un espace normé isomorphe a H. Comme H
est complet, ¢(H) également et donc p(H) est fermé dans ¢2.
Montrons que p(H) = £2.

e o(H) = (?. En effet, o(H) contient chaque e, = ¢(by,), donc
aussi le sous-espace vectoriel F engendré par les (e,). Comme
(en) est une base topologique de £2, alors E est partout dense
sur £2, & fortiori ¢(H) est partout dense sur £2; comme il est
fermé ¢(H) = (2. ]

Remarque 7.11 Tout espace de Hilbert H de dimension finie n sur A
est isomorphe a A™ muni du produit scalaire usuel.
Démonstration.
En effet si (by,--- ,by) est une base orthonormale de H, on vé-
rifie immédiatement que l’application

praz=> &b — (&)

=1

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert. [ |

8 Reésumé des relations entre espaces

Les relations évidentes entre certains espaces étudiés dans les chapitres
4 4 9 peuvent étre résumées dans le tableau suivant.

Espace de Hilbert (chap. 9)
Espace de Banach (chap. 7)

U Espace préhilbertien (chap. 9)
Espace normé (chap. 7)

U

Espace métrique (chap. 6)

U

Espace normal (chap. 4)

ev.tl.c.= ev.c. (chap. 7)

(e.v.t.l.c. : espace vectoriel topologique localement convexe).



Chapitre 10

Annexe :
Théorie des ensembles

1 Applications - Familles

Dans ce qui suit X,Y, I, J désignent des ensembles quelconques. P(X)
désigne I’ensemble des parties de X.

1-a Produit cartésien de deux ensembles

Définition 1.1 Le produit cartésien des ensembles X etY, noté X xY,
est l'ensemble des couples ordonnés (z,y) tel que x € X ety €Y.

Il en résulte immédiatement que :

(i) Deux couples (z,y) et (z/,y') de X x Y sont égaux si et seulement
siz=2"ety=1y.
(i1) (z,y) est un élément de P(P(X UY)).
En effet, (z,y) peut étre défini par 1'égalité : (z,y) = {{z}, {z,y}}
(i4i) Si on note X7 = X et Xy = Y, alors les éléments de X7 x Xy

peuvent étre considérés comme les applications de {1,2} — X7 U X,
telles que f(1) € X et f(2) € Xa.

On a également la propriété immédiate suivante.

Propriété 1.2 Sil'on a X xY =0, alors

X ouY =10 (1.1)
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Démonstration.

En effet,

e D'une part si X x Y # (), soit (z,y) € X x Y ;
x€ X etyeY montreque X D et Y #£ ()

e Réciproquement si X # 0 et Y # (), soit z € X et y € YV
= (z,y) e X XY = X xY #0. ]

1-b Applications

Définition 1.3 On appelle application de X dansY (ou fonction définie
dans X a valeurs dans Y ), toute partie f de X XY telle que

Vee X, yeY tel que (z,y) € f (1.2)
L’élément y ainsi associé a x s’appelle valeur de f au point x et noté
f(@).
Notation :

L’application f de X dans Y est notée :
F:X—Y ou Xx Ly
ou encore

Y
f(@)

Remarque 1.4 On ne distingue donc pas une application de son graphe.
1l faut s’habituer a traiter les fonctions comme des objets.

f: X —
r —

On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.5 [l existe une seule application (appelée application
vide) de X = () dans' Y (méme vide) et il n’existe pas d’application de
X #0 dans Y = ).

Démonstration.
Rappelons que si P est une propriété quelconque, alors on a :
Vo € (), P(z) ( sinon il existerait x € () ne vérifiant pas P, ce qui
est impossible).
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Si XouY =0, alors X x Y = (), la seule application possible
de X dans Y est donc f =0 (car f est une partie de X x Y qui
est vide).

1" cas : X =)

alors f est bien une application de X — Y car Vx € (), x vérifie
la propriété : (3l y €Y) / (z,y) € f.

2°C cas:si X ZDet Y =10

f n’est pas une application de X — Y sinon Vo € X # 0, il
existerait y € 0 tel que (x,y) € f. [

Définition 1.6 : Fonction caractéristique d’une partie A C X
On appelle fonction caractéristique d’une partie A, A C X, Uapplication
notée xa de X dans {0,1} définie par

(1.3)

1 si z€A
xa(z) =

0 si z€CxA
ot Cx A désigne le complémentaire de A par rapport a X.

1-¢c Familles

Définition 1.7 On appelle famille d’éléments de X, dont [’ensemble
des indices est I, toute application x :i € I — z(i) € X.

(i) La famille est dite finie si I fini.
(ii) La famille est dite vide si I vide.
(i4i) La famille prend le nom de suite si I C IN.

(iv) Si J C I, la restriction x|y de x a J est appelée sous-famille de la
famille x.

Notations :

- On note généralement x; 'image x(i), car cet élément est souvent
fonction d’une autre variable ¢ et sera noté x;(t).

- La famille est notée (z;);c; ou ().

- La sous-famille est notée (;),. ;.

- Toute partie A de X peut étre considérée comme l’ensemble des
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valeurs d’une famille d’éléments de X ; par exemple on peut prendre
pour x l'application canonique : a € I = A — a € X. On dit que les
éléments de A sont auto-indexés.

1-d Opérations élémentaires sur les familles de parties
d’un ensemble

Soient (4;);cr et (Bj), ; deux familles de parties de X, c’est-a-dire d’¢le-
ments de P(X).

Définition 1.8
(1) On appelle réunion de la famille (A;) :

Udi={zeXx|@iel), zc A} (1.4)
iel
(2) On appelle intersection de la famille (A;) :

(NAi={zeX|(Vicl), zc A} (1.5)
icl
(3) La famille (A);c; est un recouvrement de X si U A;=X
i€l
(4) La famille (A);c; est une partition de X si c’est un recouvrement et
si, en plus, les A; sont non vides et deux o deuz disjoints.

Remarque 1.9
1.) St I =0, alors

U Ai = @ et ﬂ Ai =X (1.6)
el el
2.) E = JA; et FF = (A; ne dépendent que de l’ensemble A =
{4; | i € I} des valeurs de la famille et non de la fagon dont les ensembles
de A sont indexés. En particulier on peut autoindexer ces ensembles et
on écrit

E=[JA e F=[)A4 (1.7)

AeA AeA

Propriété 1.10 On a les relations suivantes
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. C(UA,-) = (04

icl

c(Us)n{us) - U @ne) o

iel jeJ (i,5)eIxJ

. <ﬂ AZ-) ulns|] = N (aUs)
iel jeJ (4,5)eIxJ
1-e Images directes et réciproques

Soient X et Y deux ensembles, (4;);c; une famille de parties de X,
(Bj)j ¢ une famille de parties de Y. Soit f une application X — Y.

Deéfinitions

Définition 1.11
(1) Soit A C X, on appelle image de A par f, l’'ensemble

f(A) ={f(z) |z e A} (1.9)
(2) Soit B C'Y, on appelle image réciproque de B par f, l’'ensemble

JNB) = {z € X | f(x) € B} (1.10)

Remarque 1.12
1.) On définit ainsi une application de A € P(X) — f(A) € P(Y)

appelée extension de f aux ensembles de parties et notée, par abus, f.

2.) L’application B € P(Y) — f~Y(B) € P(X) est appelée extension
réciproque de f aux ensembles de parties et notée encore, par abus, f~1.
Propriétés

Propriété 1.13 : Propriétés relatives a f
Nous avons les relations suivantes.
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e f(A)=0<= A=

o A CAy= f(4))C f(A2)
o f (UAz) :Uf(Az‘)
= el (1.11)

f (ﬂ Ai) c () f(4)
i€l iel
(Il y a égalité si f est injective)

e Sif est bijective : f (EXA) =Cy f(4)

(dans le cas général, il n’existe pas de relation)

Propriété 1.14 : Propriétés relatives o f~*
Nous avons les relations sutvantes.

o [TH0)=0
mais (f~H(B)=0)#= B=10

B CBy= f~1(B1) C f1(Ba)

e I UB | =U®) (1.12)

jeJ jeJ

e STYNOB| =By

jeJ jeJ

e 71(CyB)=CxrY(B)

Démonstration.
Toutes les démonstrations sont simples. Montrons, par exemple,
I’avant derniére relation.
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= ﬂf*l(Bj) — VjeJ,zef (B
jeJ

!

Vi e J f(x) e B;

!

f(x) € (B

ieJ

< .%'Gfil mBJ

jeJ
|
Propriété 1.15 : Propriétés relatives a f o f=*
Nous avons les relations suivantes.
o SiACX : fTUf(A)DA
(Il y a égalité si f est injective)
(1.13)

e SiBCY : f(fYB)=Bnf(X)CB
(Il y a égalité si f est surjective)

2 Produit d’une famille

Soit (X;);c; une famille de parties de Y. Nous introduisons la définition
suivante.

2-a Définition

Définition 2.1 On appelle produit de la famille (X;);c; Uensemble,

noté HXi’ ou simplement [[ X;, des familles x = (x;);c; d’éléments
iel
deY tel que Vi€ I, x; € X;.

X; est le facteur d’indice i du produit.
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Le produit de la famille (X;)
f de

ser» c'est aussi 'ensemble des applications

fIr—Jx
i€l

telles que, pour tout i € I, on a f(i) € X;.

Remarque 2.2
1.) Si I =10, le produit a un seul élément constitué par l’ensemble vide.

I=0=J]x:={0} (2.1)
el
On peut noter que le produit n’est pas vide méme si les X; sont vides.
Mais si un des X; est vide avec I # () alors [[ X; = 0.

2.) Si tous les X; sont égauzr a une partie de A de Y, leur produit est
Uensemble de toutes les applications de I dans A noté F(I; A) ou Al

2-b Produits non vides
Axiome de choix

Axiome 2.3 Pour toute famille (X;);c; de parties non vides d’un en-
semble Y, il existe une application f de I dans Y telle que pour tout
iel, f(i) € X;.

Autre version de I'axiome du choix, [6].

Pour toute famille (X;);c; d’ensembles non vides deur & deux disjoints,
il existe un ensemble S qui contient exactement un élément de chaque
X;.

(C’est un axiome d’existence, S n’est pas unique).

Proposition 2.4 Supposons que I # 0, pour que le produit X = HXi
i€l
soit non vide il faut et il suffit que les facteurs X; sotent non vides.

Démonstration.
Condition nécessaire : X posséde au moins un élément z (dis-
tinct de I'application vide), pour tout ¢ € I, on a x; € X; donc

X; # 0.
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Condition suffisante : résulte de 'axiome du choix (la démons-
tration faite dans le cas du simple produit cartésien ne marche
pas car I est infini). |

Remarque 2.5 la condition nécessaire est fausse si I = ().

2-c Projections

Soit X = H X;. Tout élément x de X est noté x = (x;);cr. Considérons
i€l
les définitions suivantes.

Définition 2.6
(1) Soit i € I, on appelle projection d’indice i, l’application

pri txe€X —x; €X; (2.2)

(2) Plus généralement si J est non vide C I, on désigne par pry l'appli-
cation
pry l'EX—)(l'i)ieJ:ZII|JEHXl’ (2.3)
ieJ

Remarque 2.7 Si J = {i}, alors pry devient pr;.

Proposition 2.8 Sile produit X est non vide, lapplication pry est sur-
Jective.

Démonstration.

Soit a = (a;);c; un élément de HXi qui est non vide d’aprés
ieJ

la proposition précédente. Posons

o X, sitel—J
Xi{ai si ielJ

Tous les X! étant non vides, il existe d’aprés I'axiome du choix,
une application z : I — Y telle que Vi € I, z; € X/; et on a
prj(z) = x/J = a, donc pr; est surjective. |

Il en résulte que les pr; sont surjectives et donc pri(X) = X;.
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2-d Propriétés élémentaires

Des définitions précédentes, on peut déduire diverses propriétés. Consi-
dérons, pour tout ¢ € I, des parties A; et B; C X;, alors on a les relations
suivantes.

Propriété 2.9
(1)
(Viel, A cB)=[JAc]][B (2.4)
icl icl
(réciproque vraie i H A; # 0 ; pour cela, utiliser la surjectivité de pr;).
i€l
(2)
(H Ai> N (H Bi> -1I (Ai ﬂB,-) (2.5)
iel icl icl
(3)
iel iel iel
L’inclusion en sens contraire est fausse en général ; pour lillustrer, consi-

dérer deux pavés de R™.

\

(4) Si 0 :
H (BXZAz) C CX (H Az) (2.7)
il icl

- Il n’y a pas d’égalité en général; considérer un pavé de R?.

- L’inclusion est fausse si [ =0 car alors on aurait :
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{0} c Cx ({0}) dou® € Cx ({0}) =0 car X = {0} = H X;.

eI=0
\ : .
|
A
(5)
HAi = ﬂpri_l (A;) avec J={iel|A; #X;} (2.8)
iel ieJ
Démonstration.
Démontrons, par exemple, la relation (2.5).
Ve e ([TA)N([]B:) & ze]|[dietze]]Bi&

Viel, x;€Ajetax; €B;, & Viel r,€ A;nNB, &

.%EH(AiﬂBi)

2-e Applications a valeur dans un produit
Soit f une application : X — Y = HYZ
el
Définition 2.10 On appelle application coordonnée d’indice i associée

a f, Uapplication f; :x € X — y; € Y; ot y; est la coordonnée d’indice

i de f(x).

On note f = (fi)icr-

Remarque 2.11

1.) On peut noter que f; = pr;o f.

2.) [ est déterminée par la famille (f;);c; de ses applications coordonnées.
3.) En fait f — (fi);c; est une bijection de

v¥ —J[v*
el
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3 Ensembles ordonnés

3-a Rappels

Soit X un ensemble quelconque.

Définition 3.1 : Relation d’ordre

(1) On dit que w est une relation d’ordre sur X, c’est-a-dire une partie
w de X x X, si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

(2) On dit que X est totalement ordonné si deuz éléments quelconques
de X sont comparables (avec la relation d’ordre w).

Notation

1.) On note (z,y) € w par w(z,y) ou encore xwy ou encore r < y ou
T =2y.

2.) L’ensemble X ordonné par w se note (X,w).

Définition 3.2 : Elément maximal

On dit que p € X est un élément mazimal (respectivement minimal)
de X s’il n'existe pas d’éléments de X qui soit strictement supérieur
(respectivement inférieur) a p.

Notons que dans la définition ci-dessus, on n’impose pas & p d’étre com-
parable a tous les éléments de X.

Exemple 3.3 L’ensemble
A= {(wl,xg) e R? tels que : x1 > 0,29 >0, et x1 + 29 < 1}
muni de [’ordre induit admet pour éléments minimaux [’ensemble
{(ml,xg) R? tels que : x1 + x93 = 1}

Il existe au plus un élément M de X tel que pour tout x € X onax < M
(pour voir cela, utiliser 'antisymétrie) d’ou la définition suivante.

Définition 3.4 : Plus grand élément
L’élément M de X est le plus grand (respectivement plus petit) élément
de X si, pour tout x € X, x < M (respectivement M < x).
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Dans ce cas, on impose & tous les éléments de X d’étre comparables a

M.

Définition 3.5 : Ensemble bien ordonné
On dit que X est un ensemble bien ordonné si toute partie non vide de
X posseéde un plus petit élément.

Remarque 3.6

1.) On impose & tous les éléments de X d’étre comparables a M (contrai-
rement a [’élément mazximal).

2.) Sl existe, le plus grand élément M de X est l'unique élément maxi-
mal de X. (si p est maximal, on a M < p et par définition de M,
p< M= pu=M).

3.) Tout ensemble bien ordonné est totalement ordonné.

Proposition 3.7 Toute partie finie non vide A d’un ensemble ordonné
posséde un plus grand et un plus petit élément.

la démonstration se fait par récurrence sur le nombre d’éléments de A.

Définition 3.8 : Majorant - Borne supérieure

(1) Soit (X, <) un ensemble ordonné et A C X. on dit que xg € X est
majorant de A si, pour tout a € A, a < xg.

(2) Soit A une partie d’un ensemble ordonné (X,<). On appelle borne
supérieure (respectivement borne inférieure) de A, le plus petit des ma-
jorants (respectivement le plus grand des minorants) de A (s’il existe),
noté sup A (respectivement inf A).

Remarque 3.9 Les éléments sup A et inf A n’appartiennent pas néces-
sairement a A. Il suffit de considérer l’exemple ot A =]0,1[C R.

Définition 3.10 On dit que l’ensemble X est ordonné inductif si toute
partie totalement ordonnée A de X est majorée dans X .

Exemple 3.11 Soit X = P(E) ou E est un ensemble quelconque et w
la relation définie par AwB <= A C B. Alors toute partie totalement
ordonnée de P(E) est majorée dans P(E) par E.

Proposition 3.12 Si X est ordonné inductif, [’ensemble

Xo={z € X tel que : x > x¢} (3.1)

ot xg € X, est aussi ordonné inductif.
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Démonstration.

Soit A totalement ordonné dans X, A est évidemment totale-
ment ordonné dans X ordonné inductif, donc A est majoré par
un élément 1 € X. Comme A C XgonaVa € A:xg <a <z,
il en résulte que x1 € Xy (par définition de Xp) et que A est
majoré dans Xj. [ |

3-b Théoréme de Zorn

Nous admettons le résultat suivant.
Théoréme 3.13 : Théoréme de Zorn 1

Tout ensemble ordonné inductif X posséde au moins un élément maxi-
mal.

Pour la démonstration, voir Bourbaki (chapitre sur la théorie des en-
sembles [1]). On démontre qu’il y a équivalence entre 1’axiome du choix,
le théoréme de Zorn et le théoréme de Zermelo, rappelé ci-dessus.

Théoréme 3.14 : Théoreme de Zermelo >
Sur tout ensemble X, il existe une relation d’ordre < telle que (X, <)
soit bien ordonné.

Le théoréme de Zermelo prouve notamment qu’il existe une relation de
bon ordre sur R; mais on ne connait aucun procédé de construction
d’une telle relation.

En appliquant le théoréme de Zorn & X muni de la relation d’ordre
opposée, on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.15 Si toute partie totalement ordonnée dans X est mi-
norée dans X, alors X posséde au moins un élément minimal.

4 Puissance des ensembles

On rappelle que, par définition, un ensemble X est fini s’il est vide ou
s’il existe une bijection entre X et un intervalle [1,7n] de IN.

1. Max Zorn, Mathématicien allemand, 1906-1993
2. Ernst Zermelo, Mathématicien allemand, 1871-1953
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4-a Ensembles équipotents

Définition 4.1 On dit que X est équipotent 4 Y (ou que X et'Y sont
équipotents ou encore que X et Y sont de méme puissance) s’il existe
une bijection de X surY.

On écrit alors CardX = CardY .

Remarque 4.2
1.) Dans le cas ou les ensembles considérés X et Y sont des parties
d’un méme ensemble E, la relation "CardX = CardY " est une rela-
tion d’équivalence dans P(E). La classe d’équivalence de X est appelée
puissance de X .

2.) Dans le cas ot X et'Y sont finis, par abus on écrit : Card X = n.

Exemple 4.3 Tout intervalle |a, b[ non vide de R est équipotent a R.
En effet, d’une part |a,b| est équipotent a | — 1, 1] par la bijection

b— b
ax-i— ta

el—-1,+1—
v €] = 1,41 — .

€la, b
et d’autre part | — 1,1 est équipotent a R par la bijection

x €] — 00, +00[—>

€T
€l —1,+1

D’ou le résultat.

Proposition 4.4 Toute partie infinie X de IN est équipotente a IN.

Démonstration.

IN étant bien ordonné, X posséde un plus petit élément xg. Soit,
par récurrence, x, = inf (X — {zg,z1, - ,zn_1}). L’application
n — x, est une bijection de IN sur X. [ |

4-b Comparaison de puissances

Définition 4.5 On dit que X a une puissance inférieure (strictement
inférieure) a celle de Y et on note CardX < CardY s’il existe une
injection de X dansY (avec en plus CardX # CardY ).
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Remarque 4.6 Si X etY sont des parties d’un méme ensemble E dans
P(E) la relation "CardX < CardY " est une relation d’ordre. En effet,
elle est réflexive et transitive (immédiat). L’antisymétrique est plus dif-
ficile & montrer et résulte du théoréme de Cantor-Bernstein® suivant :
"S’l existe une injection de X dans Y et une injection de Y dans X
alors il existe une bijection de X sur Y .

Voyons quelques résultats immédiats.
Propriété 4.7 Nous avons

AC X = CardA < CardX (4.1)
La démonstration est immédiate car x € A — x € X est injective.

Proposition 4.8 Soit X # 0, alors pour que CardX < CardY, il faut
et il suffit qu’il existe une application de Y sur X.

Démonstration.

e Condition nécessaire.

Si f est une injection X — Y, f est une bijection X — f(X)
et donc ¢ défini par :

_ [T siye f(X)
g(y)—{xoex siy €Y — f(X)

est une application de Y sur X.

f
— ™

F{x)

o Condition suffisante.

Si f est une application de Y sur X, alors Vo € X, f~! ({z})
est non vide ; d’aprés I'axiome du choix, il existe une application
g de X dans Y telle que Vo € X, g(z) € f~! ({z}). Comme les
f~1 ({x}) sont deux & deux disjoints, ¢ est injective et on a bien

CardX < CardY . [ ]

3. Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, Mathématicien allemand, 1845-1918
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Proposition 4.9 Nous avons toujours

CardX < CardP(X) , (CardP(X) = Card2X) (4.2)

Démonstration.

L’application @ — {z} est une injection de X dans P(X) et
donc CardX < CardP(X). Montrons qu’il n’existe pas d’in-
jection de P(X) sur X. Car si tel était le cas, alors il existerait
(théoréeme de Cantor-Bernstein) une bijection ¢ de X sur P(X),
ce qui serait absurde.

Soit alors ’ensemble

A={re X[z gp(X)}
e Suppossons A # (), alors A C X et A & ¢(X) sinon il existerait
xo € X tel que p(xg) = A. On a donc une contradiction car :
sizg € Aonaxg g p(rg) =A
sizg € Aonaxe p(rg) =A

e Supposons maintenant que A = (), alors pour tout z € X,
x € p(z) et donc X C ¢(x) d’ott la contradiction car si x1 # x2,
alors ¢(x1) = ¢(x2) (car chacun contient X) et donc ¢ est non
injective. ]

o
N

Proposition 4.10 Nous avons
CardP(N) < CardR (4.3)
Démonstration.

Il suffit de définir une injection de P(IN) dans R.
Soit A C IN et x4 sa fonction caractéristique. Posons :
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(

E XA si A est infini
2TL
n=1

f(A) =

o xaln) :
2+nz_:1 on si A est fini
Soient A et A’ tels que f(A) = f(A).
e Il n’est pas possible que I'un des ensembles A et A’ soit fini et
I’autre infini. Si par exemple :

A fini, on a : f(A) € [2,3]

et A’ infini, on a : f(4’) € [0,1]
e Si A et A’ sont tous deux finis ou infinis on a :

 XA(n)  x= xar(n)
y Xy

n=1

Il en résulte d’aprés certaines propriétés d’unicité des séries dya-
diques que, pour tout n, xya(n) = xa(n), c’est-a-dire encore
A = A’. Cela peut se voir encore de la fagon suivante :

1 1
2w X »
neA—A’ neA—A

si A— A’ et A" — A sont non vides. En posant o = inf(A— A’) et
o/ =inf(A’ — A) on aurait, en supposant par exemple o < o :

1 1
2. wZm

neA—A’
et
1 1 1 1 1
Y. <t t TS5
neEA'—A
N . 1 1
d’on la contradiction [ — < --- < — . [ ]
2¢ 2a

Remarque 4.11
1.) On montre que CardP(IN) = CardR.
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2.) En corollaire de ce qui précéde, on a : CardN < CardR.

4-¢ Ensembles dénombrables
Définition

Définition 4.12 On dit qu’un ensemble X est dénombrable (ou au plus
dénombrable ou fini ou dénombrable) si

CardX < CardN (4.4)
et que X est infini dénombrable si

CardX = CardlN (4.5)

Remarque 4.13

1.) Si X infini est un ensemble dénombrable, alors X est équipotent a
ACN.

En effet, A ne peut pas étre fini sinon X le serait; donc X est équipotent
aIN (car A est équipotent a IN ). Réciproquement (X équipotent a IN) —
(X infini dénombrable).

2.) Intuitivement cela veut dire que les éléments de X peuvent se ranger
en une suite finie ou infinie (o, T1, - ,Tp, " ,)-

3.) CardN est noté Xq (aleph zero).

4.) On s’est longtemps demandé si ’hypothése du continu (dite propriété
(p) est vraie ou non. C’est-a-dire qu’il n’existe pas d’ensemble X tel que

CardN < CardX < CardR

Paul Cohen* a démontré qu’aucune des propriétés (p) ou (non @) ne
pouvait se déduire des axiomes de la théorie des ensembles.

Exemple 4.14
1.) Tout ensemble fini, et en particulier (), est dénombrable.

2.) Toute partie infinie de IN est infinie dénombrable.
3.) Z est infini dénombrable.

4.) R n’est pas dénombrable : on dit que R a la puissance du continu.

4. Paul Joseph Cohen, Mathématicien américain, né en 1934
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Propriétés

Propriété 4.15 Tout ensemble infini X contient un ensemble infini dé-

nombrable.
Démonstration.
Soit xg € X, on définit par récurrence z,, € X — {xo, -+ ,Tp_1}
(non vide car X infini). L’application n — z,, est bijective de
N sur A = {zg,z1, -+ ,Zpn, -+ }. A C X est donc infini dénom-
brable. [ |

Propriété 4.16 Pour tout entier k > 1, on a
Card N* = Card N (4.6)

Démonstration.

IN* est évidemment infini.

Soit (p;);cn+ la suite des nombres premiers avec p; = 2.
L’application : (ni,--- ,ng, -+ ,ng) — 2™M3"2...py* est une
injection de IN¥ dans IN, d’aprés la propriété de I'unicité de dé-
composition d’un entier en facteurs premiers. Donc IN® est dé-
nombrable. [ |

Corollaire 4.17 Si, pour tout entier k, les ensembles Aq,--- , A sont
dénombrables, alors ’ensemble

k
[I4
i=1
est dénombrable.
Démonstration.
11 existe pour tout i € {1,2,--- ,k} une injection ¢; : A; — IN.
L’application :
foo(@y, k) — (e (@), 00 (@), ek (k)

est injective de A dans IN*, donc Card A < Card WNF =
Card IN. [ |

Propriété 4.18 La réunion X d’une famille dénombrable (D;),.; d’en-
sembles D; dénombrables est dénombrable.
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Démonstration.

Supposons les D; non vides. Alors pour tout ¢ € I, on a
CardD; < CardN, et donc il existe une application f; de IN
sur D ; de méme I étant dénombrable, il existe une application
n — i, de IN sur I.

Soit alors ¢ : IN x N — X définie par p(m,n) = f; (m). On
vérifie immédiatement que ¢ est surjective et donc CardX <

Card(IN x IN) = CardNN. [ |
Propriété 4.19 Si X est infini et D dénombrable alors Card(X UD) =
CardX.

Démonstration.

X étant infini contient un ensemble infini dénombrable D’.
D’aprés la propriété précédente D' U D est infini dénombrable
donc il existe une bijection ¢ : D' — D’ U D. Soit alors f
définie par :
[ plx) si xeD
/(@) {x si zC XD

f est une bijection de X sur X U D, donc Card(X U D) =
CardX. [ ]

Propriété 4.20 Pour tout ensemble X, nous avons

CardX < CardP(X) (4.7)

Démonstration.

En effet, Papplication z € X = {z} € P(X) est une injection,
donc CardX < CardP(X).

Par ailleurs il n’existe pas d’injection de P(X) — X sinon
d’aprés Cantor-Bernstein il existe ¢ bijection X — P(X).
Soit alors :

A={eeX | g p(X))

cas 1 A#0

A est une partie de X qui n’appartient pas a ¢(X). Sinon il
existerait zg € X | ¢ (x9) = A. Contradiction car :

Sizg e A= 29 & ¢(x0) = A
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Stz g A=20€ p(x9) =A

cas2 A=10

Danscecas: {z € X |z & p(x)} =10

Vee X,z € p(z) = Vre X, X Cpr)

Contradiction car si 1 # 22 € X = ¢ (x1) = ¢ (z2)

(car chacun D X) donc ¢ non injective. [ ]

Nombres algébriques et nombres transcendants

Définition 4.21 Les nombres algébriques sont les racines réelles ou
complezes de polynémes a coefficient dans 7.

Proposition 4.22 L’ensemble des nombres algébriques est infini dé-
nombrable.

Démonstration.
Soit P, ’ensemble des polynomes de degré < n et A,, ’ensemble
des racines de ces polynémes. L’application :

ap+ a1z + - + apa"™ € P, — (ag, a1, - ,a,) € Z"H

est injective == P,, est dénombrable comme Z"*!. Chacun des
polynémes P de P, admet au plus n racines, donc A,, est dé-
nombrable. Finalement

A= 4,
n—1
est dénombrable. []

Corollaire 4.23

(1) Pour tout entier n > 1, l’ensemble Q" est infini dénombrable.

(2) Tout intervalle |a,b] non vide contient un ensemble non dénombrable
d’irrationnels.

Démonstration.

Pour la démonstration du point (2), elle se fait par ’absurde. Si-
non |a,b[ serait dénombrable comme réunion de deux ensembles
dénombrables. [

Définition 4.24 Les nombres trancendants sont tous les nombres com-
plexes non algébriques.
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Remarque 4.25

1.) A partir de ce qui précéde, dans tout intervalle ouvert non vide de R,
il existe un nombre infini non dénombrable de nombres transcendants.
2.) La plupart des nombres réels sont transcendants. On a notamment
démontré tres difficilement, que e et m sont transcendants.

3.) Les ordinauz sont associés a l’idée de compter les éléments d’un en-
semble; et donc tmplicitement cela suppose un certain ordre sur [’en-
semble.

4.) Les cardinaux sont associés a l'idée de la "taille” d’un ensemble. On
cherche a savoir si un des deuxr ensembles a plus d’éléments qu’un autre,
sans avoir & compter. On attache ainsi a chaque ensemble un symbole
appelé son nombre cardinal.
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